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3 Mnoziny

Cile
Po prostudovani kapitoly budete umét
e vysvétlit zdkladni pojmy z teorie mnozin,
e urcovat mnoziny (vyctem prvkl a charakteristickou vlastnosti) a vyjadfovat vztahy
mezi mnozinami,
e znazornovat mnoziny graficky,
e vyjadfovat zdkladni mnoZinové operace, znazornovat je graficky a formulovat jejich
vlastnosti.

Ptedpokladejte, ze kapitolu prostudujete piiblizné za 6 hodin.
Priivodce studiem:

Pii vysvétlovani zékladnich pojmu z teorie mnozin budeme vychazet z vasSich dosavadnich
znalosti, které jste nékteti ziskali na pfedchozich stupnich vzdélavani, ale také z vaSich
intuitivnich zkuSenosti z redlného zivota. Mnozina a prvek mnoziny totiz patii v matematice
mezi zakladni (primitivni) pojmy, které nedefinujeme, intuitivné vyplyvaji znaSich
zkuSenosti. VSichni pfece vime, co se rozumi skupinou lidi, souborem hudebnikl, sbirkou
znamek, stadem ovci, atd. Uvedené soubory objektll zpravila v matematice oznacujeme
pojmem mnozina.

Pro zdjemce:

Teorie mnozin patii mezi zdkladni a nejvyznamnéjsi partie matematiky, ptestoZe jeji zrod je
poméme nedavny. Za jejiho tvlrce v podobé ,intuitivni® teorie mnozin je povazovan
némecky matematik Georg Cantor (1845 - 1915). Po prvotnim odmitani a nepochopeni se
stala teorie mnoZin ,,svétem, do n¢hoz se ponofila cela matematika®; méla zasadni vyznam
pro dalsi rozvoj matematiky. Ve druhé poloviné 20. stoleti se promitly jeji zaklady v podobé
,mnozinové matematiky* také do Skolniho vzdélavani.

3.1 MnoZina, prvek mnoZiny, mnoZinové relace
3.1.1 MnozZina a prvek mnoZiny
Diilezita pasaz textu:

Mnozinou oznacujeme takovy soubor objektil, Ze o kazdém objektu mizeme rozhodnout, zda
do uvazovaného souboru patfi (je jeho prvkem) nebo nepatii (neni jeho prvkem).

Mnoziny budeme znacit tiskacimi pismeny velké abecedy A, B, C, ... a prvky (objekty)
pattici do mnoziny pismeny malé abecedy a, b, c, .... Skute¢nost, Ze objekt a je prvkem
(elementem) mnoziny M budeme zapisovat aeM a cteme ,,prvek a patfi do mnoziny M.



Skutecnost, Ze prvek a nepatii do mnoZiny M zna¢ime agM a Cteme ,,prvek a nepatri do
mnoZziny M*. Pro kazdou mnozinu M a pro kazdy objekt a nastane pravé jedna z téchto dvou
moznosti : acM, agM.

MnozZinu urcujeme dvojim zpisobem :

a) vy¢tem prvkiu - do slozenych zavorek vypiSeme vsechny prvky, ze kterych je mnozina
tvofena.

Napft. A = {Praha, Brno, Ostrava, Plzen, Liberec, Olomouc}, B = {1, 2, 3, 4}.

Kazdy prvek v mnozin¢ je zastoupen pouze jednou a zapisujeme ho praveé jednim symbolem.

b) charakteristickou vlastnosti - stanovime kritérium pfislusnosti pro vSechny prvky
mnoziny. Napf. mnoZina A je mnozina viech mést v CR, které maji vice nez 100 000
obyvatel, B je mnozina vSech pfirozenych ¢isel mensich nez 5.

Symbolicky miZeme mnozinu B zapsat B= {x € N; x < 5}, ¢teme: mnoZina B je mnoZina
vSech x patficich do N, pro néz plati x <5.

Pro dalsi ivahy jsou dulezité dvé vyznamné mnoziny:

a) zakladni mnozina - ur€itd pfedem zvolend mnozina, kterd obsahuje prvky v§ech mnozin, o
nichz budeme jednat, které budeme z této mnoziny vybirat (mnozina Z). V naSem ptikladu je
Z1 mnozinou vSech mést v CR, Z> mnozinou vSech ptirozenych Cisel N,

b) prazdna mnozina - ktera neobsahuje zadny prvek, zna¢ime ¢ nebo{}. Mnozina obsahujici
asponl jeden prvek se nazyvd neprazdna. Prazdnou mnozinou je napiiklad mnozina vSech
ptirozenych cisel vétSich nez 1 a menSich nez 2.

Pozor: zdpis {¢} nevyjadiuje prazdnou mnozinu, ale jednoprvkovou mnozinu s prvkem,
kterym je prazdna mnozina.

Poznamka:

Mnoziny mohou byt tvofeny libovolnymi objekty, tedy 1 mnoZinami. Je moZné zavést
mnozinu M, jejimiZz prvky jsou mnoZiny A, B, C, .., K, tedy M = {A, B, C,...,, K}. Pro
mnozinu M se neuziva ndzvu mnozina mnozin, ale systém mnoZin.

Kontrolni ukoly:
1. Zapiste vyctem mnoZinu vSech samohlasek ve svém jméné.
2. Nacrtnéte a popiste Ctyfuhelnik, zapiste vy¢tem mnozinu vrchold ¢tyfuhelnika.
3. Mnozinu A = {2, 4, 6, 8} zapiSte charakteristickou vlastnosti.
4. Prectéte symbolické zapisy a urete mnoziny vyctem prvki:
a) A={x e No;x<6},
b) B={x e N;x=6},
c) C={x e Np;2<x<6},
d) D={x € No; x + 8 <3x - 6},
e) E={xeN;x*=x}.

5. Zapiste symbolicky:
a) mnozina vSech jednocifernych ptirozenych cisel,
b) mnoZina vSech celych nezdpornych Eisel.
6. Uved'te ptiklady n€kolika prazdnych (neprazdnych) mnozin.



3.1.2 Mnozinové relace (vztahy mezi mnoZinami)

V této kapitole se seznamime se dvéma mnozinovymi relacemi: mnozinovou inkluzi a
rovnosti mnozin.

Reseny piiklad 1:

Mnozina A je mnozina vSech studentit PedFF MU studujicich obor ucitelstvi pro materské
Skoly. Mnozina B je mnozina vSech studentii PedF' MU. Jaky je vztah mezi mnozinami A, B?

Reseni: Kazdy student mnoziny A patii do mnoziny B, ale kazdy student z B nemusi patfit do
mnoziny A. MnoZina A je podmnozinou mnoziny B.

Diilezita pasaz textu:

Pravé kdyz kazdy prvek, ktery je prvkem mnoziny A, je také prvkem mnoziny B, fikame, Ze
mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, nebo mnozina B je nadmnoZinou mnoZiny A
a zapisujeme A — B nebo B © A. Tento vztah se nazyva inkluze mnoZin.

Ke zndzornéni vztahli mezi mnozinami jednoduchym a srozumitelnym zptsobem vyhodné
vyuzivame mnozinovych diagrami, které mohou mit rizny tvar podle poc¢tu znazornovanych
mnoZin. Oznacujeme je Vennovy diagramy (podle anglického matematika Johna Venna).
Reseny priklad 2:

Jsou dany zakladni mnozina Z, Z = {1, 2, ..., 10} a dale mnoziny A = {x € Z; x /3} (zapis x /3
cteme cislo x je delitelem cisla 3), B = {xe Z; x /6} Urcete vztah mezi mnoZinami A, B, Z.
Zakreslete Vennuv diagram.

Reseni:

Mnoziny A 1 B ur¢ime vyctem: A = {1, 3}, B = {l, 2, 3, 6}a zakreslime Venniv diagram.
PtisluSnost prvku do mnoZiny vyznac¢ime kiiZkem do wvnitini oblasti ¢ary znazoriujici
mnozinu, tzv. pole diagramu (znacku neumistujeme na zadnou nakreslenou ¢aru). Vyznacili
jsme Vennlv diagram pro 2 mnoziny, vytvofili jsme 4 pole diagramu. Znazornéni mnoZin je
patrné z nasledujiciho grafického feSeni.

Zz
A
B
10 7
« 9 .4
8 =5

Pro vztahy mezi mnoZinami A, B, Z plati:

A c B, B> A - kazdy prvek mnoziny A patii do mnoziny B, mnozZina A je podmnoZinou
mnoZiny B,

A cZ,B cZ-mnoZiny A i B jsou podmnozinami zédkladni mnoZiny.



Poznamka: Pro libovolnou mnozinu M plati inkluze:

dcM,Mc M ataké ¢ < ¢.

Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mmnoziny a kazdd mnozina je sama sobé
podmnozinou.

Diilezita pasaz textu:

Mnoziny A, B se rovnaji (zapiSeme A = B), pravé kdyz kazdy prvek mnoziny A je prvkem
mnoziny B a soucasné¢ kazdy prvek mnoziny B je prvkem mnoziny A (A < B A B < A).
Mnoziny A, B obsahuji tytéz prvky.

Jestlize si mnoziny A, B nejsou rovmny, piSeme A # B (fikdme o nich, ze jsou rizné) a
znamena to, ze existuje aspon jeden prvek mnoziny A, ktery nepatii do mnoziny B, nebo
aspon jeden prvek mnoziny B, ktery nepatii do A.

Jestlize pro mnoziny A, B plati: A < B A A # B, fikdme, Ze mnozina A je vlastni
podmnoZinou mnoziny B. Znazornime takto:

Zz

Symbolem prazdné mnozZiny (znacime ¢) jsme vyznacili, Ze v daném elementdrnim poli neni
zadny prvek, tedy neexistuje prvek z mnozZiny A, ktery by nepatfil mnoZiné¢ B.
z

Vennovym diagramem je zndzornéno, Ze A = B. Znacka ¢ (symbol prazdné mnoZiny) zapsana
ve dvou polich Vennova diagramu vyjadiuje, ze v téchto polich nejsou zadné prvky a ze
vSechny prvky mnoZiny A patii souasné¢ do mnoziny B a vSechny prvky mnoZiny B patii
soucasn¢ do mnoziny A.

Kontrolni ukoly:
1. Urcete, jaky je vztah mezi mnoZinami:
a) A:mnozina vSech obyvatel Brna, B: mnoZina vSech obyvatel CR



b) A: mnozina vSech dévcat ve tiid¢ 1. C, B: mnozina vSech déti ve tfide 1.C

¢) A: mnozina vSech jednocifernych pfirozenych ¢isel, B: mnozina vSech pfirozenych
cisel, ktera jsou mensi nez 10.

2. Je dana mnozina A = {a, b, c, d, e }. Urcete alespon 3 vlastni podmnoZziny mnoziny A.

3. Necht' Z= {1, 2, 3,...,10} je zdkladni mnozina. Zndzornéte Vennovym diagramem
tyto podmnoziny mnoziny Z: A = {3,6,9},B= {x € Z,x je prvocislo}, C={x € Z, 2
<x < 10}.

4. Zapiste vSechny podmnoziny mnoziny A={3, 6, 9}.

3.2 MnoZinové operace

Priivodce studiem:

Termin ,,operace* jisté znate z hovorového jazyka v n€kolika riznych vyznamech jako vykon,
ukon, cinnost, postup (Iékafskd operace, vyrobni operace, vojenska operace aj.).
V matematice a vyuce matematiky se pouziva termin matematickd (pocetni) operace
k vyjadieni naptiklad pocetnich vykont sc¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni s pfirozenymi ¢isly,
se zlomky, redlnymi ¢isly apod.

V této kapitole definujeme a na ptikladech vysvétlime, co rozumime mnozinovymi operacemi
dopln¢k mnoziny, sjednoceni, prinik, rozdil a symetricky rozdil mnozin.

3.2.1 Piehled mnoZinovych operaci
Dilezita pasaz textu:
Doplnék mnoZziny (zna¢ime A”) je mnozina, ktera obsahuje pravé ty prvky zakladni mnoziny
Z, jez nepatii do mnoziny A. Symbolicky zapiSeme: A" = {x € Z,x & A}.
z

I
A

Sjednoceni dvou mnoZin A, B ( A c Z, B c Z) je mnozina S obsahujici ty prvky ze zakladni
mnoziny Z, které patii do alespoii jedné z mnozin A, B. Zapisujeme S = A U B.

z




Prinik dvou mnoZin A, B (Ac Z, BcZ) je mnozina P, ktera obsahuje pravé ty prvky
zakladni mnoziny Z, které patii do mnoziny A a soucasné do mnoziny B.

Zapisujeme P=A N B.
Mnoziny A, B, jejichz priinik je mnozina prazdna, se nazyvaji disjunktni.
z

Rozdil dvou mnozZin A, B (zna¢ime A - B) je mnoZina, kterd obsahuje vsechny prvky
mnoziny A, které nepatii do mnoziny B.

z

Symetricky rozdil dvou mnoZin A, B (zna¢ime A A B) je mnoZina, ktera obsahuje pravé ty
prvky zakladni mnoZiny Z, jez patii praveé do jedné z mnozin A, B.

z

ReSeny priklad:
Je dana zakladni mnozina Z = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} a mnoziny A = {2,4,6,8,10}, B = {3,6,9 .

A) Urcete doplnek A" a zndzornéte graficky.
Reseni: A"={1,3,5,7,9}.



B) Urcete sjednoceni mnozin A, B.
Reseni: S=A UB=1{2,3,4,6,8,9, 10}. Pozor: Cislo 6, které je prvkem obou mnozin A 1
B, zapisujeme a v grafu vyznacujeme pouze jednou!

Z

C) Urcete prinik mnozin A, B.
Reseni: Vyuzijeme znazornéni situace v predeslém prikladu, P=A N B = {6}.
Na obrazku je vysrafovano pole, které predstavuje prinik mnozin A, B:

Z

+ b

K
*
=

D) Urcete rozdil mnozin A, B.
ReSeni: Pouzijeme opét Vennova diagramu, A - B = {2,4,8,10}.
Schematické znazornéni rozdilu mnozin A, B:



E) Urcete symetricky rozdil mnozin A, B.
Reseni: Pouzijeme opét Vennova diagramu, A A B = {2,3,4,8,9,10}
Schematické znazornéni symetrického rozdilu mnozin A, B:

Z
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3.2.2 Vlastnosti operaci s mnoZinami

Privodce studiem:

Ve vyuce matematiky na zdkladni a stfedni Skole jste poznali né€které operace (pocetni
vykony) s pfirozenymi ¢isly, se zlomky, s desetinnymi ¢isly aj., a jejich vlastnosti. Podobné i
pro mnozinové operace plati fada dulezitych vlastnosti, které jsou vyjadieny ve tvaru
mnozinovych rovnosti. Platnost mnozinovych rovnosti ovéfujeme pomoci Vennovych
diagramd.

Nekteré vlastnosti operaci s mnoZinami uvedeme v piehledu. Platnost nékterych vlastnosti
ovefime v kontrolnich ulohéch.
1.AcAUB,BcAuUB.
2. Jestlize A — B, pak plati A U B =B.
3AVZ=Z, AUA=AdUA=A.
4. Komutativnost: a) sjednoceni A U B =B U A,
b) priniku A " B=B NnA.
5. Asociativnost: a) sjednoceni (A UB)LU C=A U (BuU C),
b) priniku (AN B)nC=A N (B N C).



6. Distributivnost:
a) sjednoceni vzhledem k priniku (AN B) U C=(AuUC) N (Bu C),
b) priniku vzhledem ke sjednoceni (AU B)"nC=(ANnC)u (BN C).

7T AUVA =Z ANA=¢
0=z z=¢
dUd=10 ZINZ=7Z
OVZ=Z2ZVUZ=7Z ZNno=dnd =0

8. De Morganovy zakony: (A U B) =A" "B’
(AnB)Y=A"UB’
9. Jestlize A#B,potom A-B=B-A
10. Jestlize A < B, potom A - B = ¢.
Reseny priklad:
Ovérte, Ze plati mnoZinovd rovnost: (A UB) = A" N B'... (De Morganiiv zakon).

ReSeni: MnoZinovou rovnost ovéfime pomoci Vennova diagramu. Zndzornime mnoZinu na
levé stran€ rovnosti, poté mnozinu na pravé stran€ rovnosti a vysledky porovname.

Leva strana (A U B)’
AUB (AU B)

Z obrazku vpravo je ziejmé, Ze leva strana rovnosti je zndzornéna barevné na pravém
obrazku.

Prava strana A" N B’
A B’

/ B\




Z obrazku je ziejmé, ze feSenim je dvojité vysrafované pole.

Na obou obrazcich jsou vyznacena stejnd pole, z ¢ehoz vyplyva, ze mnozinova rovnost
(AUB) =A"n B’ plati.

Kontrolni ukoly:

1. Je dédna zdkladni mnozina Z = N, mnoziny A = {x € N, x <10}, B={1,3,5,7,9, 11,
13}. Urcete A, B,AUB,BNnA,B-—A, AAB.

2. Je ddna mnozina Z = {x € N, x <20} amnoziny A = {x € Z, x| 10}, B={x € Z,x < 10},
C={xeZ4 |x}. Urcete vy¢étem mnoziny A, B, C, A’, B’, C" a znazornéte graficky.

3. Nakreslete Vennlv diagram pro 3 mnoziny, vysrafujte elementarni pole takova, v nichz
jsou pouze prvky, které a) patii do alesponn jedné z mnozin, b) patii do pravé jedné
z mnozin, ¢) patii do vS§ech mnozin soucasné, d) nepatii do zadné z nich.

4. Pomoci Vennovych diagraml rozhodnéte, zda plati mnoZinové rovnosti:
a)(AUuB)-C=(A-C)u(B-0)
b)A-BNC)=(A-B)U(A-0C)

3.2.3 Slovni tlohy, FeSené pomoci mnoZinovych operaci
Pro zajemce:

V kapitole 1.5 jsme ukézali, jak 1ze vyuzit poznatki logiky pfi feSeni slovnich tloh. Podobné
muzeme uplatnit k feSeni slovnich tloh také znalosti o mnoZinovych operacich, jejich
vlastnostech a zndzorfiovani pomoci Vennovych diagramd.

Reseny priklad:
Ze 129 studentii ucitelstvi pro materské Skoly chodi pravidelné do menzy na obéd nebo na

veceri 116 studentii, 62 studentii nechodi na obéd nebo nechodi na veceri. Pritom na obédy
Jjich chodi o 47 vice nez na veceri. Kolik studentii chodi pouze na obéd?

ReSeni: Vyznac¢ime do Vennova diagramu mnoZiny: mnozina O je mnoZina vSech studentd,
kteti chodi do menzy na obéd, mnoZina V je mnozina vSech studentt, kteti chodi do menzy na
vecerti.

10



Z podminek tlohy je zfejmé, ze vSech studentti bylo 129, plati: a+b+c+d =129 (1),
pfitom:

a...pocet zak, ktefi chodi na obéd, ale nechodi na vecefi,

b...pocet zak, ktefi chodi na obéd i na vecefi,

c...pocet zak, ktefi chodi na vecefi, ale nechodi na obéd,

d...pocet zak, kteti nechodi na obéd ani na vecefi.

Plati rovnice:a+b+c¢=116(2),a+c+d=623),a+b=b+c+47 (4).

Regenim soustavy Ctyr linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych a, b, ¢, d dostaneme a = 48.

Shrnuti:

Mnozinou oznacujeme takovy soubor objektl, ze o kazdém objektu mizeme rozhodnout, zda
do uvazovaného souboru patii (je jeho prvkem) nebo nepatii (neni jeho prvkem). MnoZinu
urcujeme dvojim zptisobem: vyctem prvki nebo charakteristickou vlastnosti.

Mnozinové relace jsou rovnost mnoZin (A se rovnéd B) a inkluze mnoZin (A je podmnoZinou
B, B je nadmnozinou A). Ke zndzornéni vztahli mezi mnozinami vyuzivame mnozinovych
(Vennovych) diagramd.

Mezi mnozinové operace patii doplnék mnoziny, sjednoceni a prinik mnozin, rozdil a
symetricky rozdil mnozZin. Jejich vlastnosti (komutativnost, asociativnost, distributivnost, de
Morganovy zakony a jiné) ovéfujeme také Vennovymi diagramy.

Pojmy k zapamatovani:

e mnoZina, prvek mnoZziny, zdkladni mnoZina, prdzdna mnoZina
rovnost a inkluze mnozin (podmnozina, nadmnozina),
Venniv diagram,
dopln€k mnoZiny,
sjednoceni, prinik mnoZin,
rozdil, symetricky rozdil mnoZin,
komutativnost priniku, sjednocent,
asociativnost priniku, sjednocent,
distributivnost sjednoceni vzhledem k priniku, priniku vzhledem ke sjednocenti,
De Morganovy zakony.

Kli¢ - ¥eSeni kontrolnich ukola:

11



Kap. 3.1.1 MnoZina a prvek mnoZiny
3. A={x e N; x< 10}, N je mnozina vSech sudych ¢isel.

4a) A=1{0,1,2,3,4,5}

4b) B= {6}
4c) C={3,4,5}
4d) D= {7}
4e) E= {1}

5a) A= {x € R; x>0}, R je mnozina vSech realnych cisel
5b) C={x € Z; x >0}, Z je mnozina vSech celych Cisel

Kap. 3.1.2 MnoZinové relace (vztahy mezi mnoZinami)
la)AcB

1b) A = B (pokud se jedna o div¢i tiidu)

Ic)A>B

2. Naptiklad: B = {a}, C = {a,b}, D ={b,c.d}.

415, 35,163, {95, 13,6}, 13,9}, 16,9}, {3,6,9].

Kap. 3.2 MnoZinové operace

la) A" ={x € N,x>10}

1b) AuB=1{1,2,34,5,6,7,8,9,10,11 13}
lec) BN A={1,3,5,7,9}

1d)B-A={11, 13}

le) AAB=1{2,4,6,8,10,11,13}

2a) A = {1,2,5,10}

2b)B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

2¢) C = {4,8.12,16,20}

2d) A'= {3,4,6,7,8,9}

2¢) B’ ={11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}

26) €’ = {1,2,3,5,6,7,9,10,11,13,14,15,17,18,19}

4 Kartézsky soucin
Prostudovani kapitoly Vam zabere piiblizné 3 hodiny.

Priivodce studiem:

V predchozi kapitole jsme se zabyvali operacemi s mnozinami. Zavedli jsme prinik mnozin,
sjednoceni mnozin, rozdil mnoZin a symetricky rozdil mnoZin. Nyni budeme studovat takové
mnoziny, jejichZ prvky jsou uspofadané dvojice. To ndm umoZzni definovat dal§i operaci
s mnozinami - kartézsky sou¢in dvou mnoZin.

Cile
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Po prostudovani kapitoly budete umét
e vysvétlit a pouzivat uspotradané dvojice prvki,
e definovat a urcit kartézsky soucin dvou mnozin,
e znazornovat kartézsky soucin riznymi typy grafi,
e zjistit vlastnosti kartézského soucinu.

Usporadanou dvojici vytvoiime z prvki X, y, tak, ze prvek x je prvni sloZka a prvek y je
druha slozka usporadané dvojice. Budeme znacit [Xx, y].

Uspotadané dvojice [x,y] a [u,v] jsou si rovny, pravé kdyz x = u a y = v (symbolicky
zapiSeme [x,y] = [u,v] <& x =u Ay =v). Je tieba si uvédomit, ze ze dvou raznych prvki x, y
1ze utvoftit dvé usporadané dvojice [x, y] a [y, x], které jsou rizné.

Poznamka: Je tfeba rozliSovat zapisy {x,y} a [X,y]:
{x, y} je dvouprvkova mnoZina vytvofena z prvki x, y,
[X, y] je uspotadana dvojice, kde prvni slozkou je x a druhou slozkou y.

Reseny piiklad 1:
Adélka ma tri halenky - bilou, zelenou, riuzovou a dvé sukné - hnédou a modrou. Kolika
a kterymi zpiisoby se Adélka miize obléci?

Reseni:
Mnozinu vSech halenek ozna¢ime A = {b, z, r}. Mnozinu vsech sukni ozna¢ime B = {h, m}.
Adélka mize volit jednotlivé mozZnosti svého obleceni podle tabulky:

halenky | b Z r b z r

sukné h h h m m m

Adélka si vybira na obleceni ur€ity prvek z mnoZiny vSech uspotrddanych dvojic [x, y], kde x
je n&jaka halenka a y je néjaka sukné, mé 6 rliznych moznosti obleceni.

Diilezita pasaz textu:

Kartézsky soucin mnozin A, B je mnozina v§ech uspotadanych dvojic [a, b], kde acA,
beB.

Symbolicky: A x B= {[X, y]; xeA A yeB}

Ma-li mnozina A a prvkl, mnozina B b prvkl, pak kartézsky soufin AxB ma a.b
uspofadanych dvojic.

Kartézsky soucin je tedy dalsi operaci s mnoZzinami. Plati:

Je-li asponi jedna mnozina A, B prazdna, je také jejich kartézsky soucin AxB prazdna
mnozina, nebot’ neni z ¢eho tvofit uspotadané dvojice.

Plati 1 véta obracena: KdyZ neni zddna z mnozin A, B prazdna, obsahuje kartézsky soucin
AxB aspon 1 uspofadanou dvojici.

Miize také nastat pfipad, ze A = B a pak hovoiime o kartézské druhé mocning A x A = A2,

Reseny priklad 2:

Jsou dany mnoziny A = {1, 2, 3}, B = {a, b}. Vytvorte kartézské souciny A x B, Bx A.
Rozhodnéte, zda plati: A x B= Bx A.
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Reseni:

Podle definice kartézského soucinu budeme sestavovat vSechny uspofadané dvojice, v nichz
prvni slozkou budou prvky mnoziny A, druhou sloZzkou prvky mnoziny B.

A xB={[la], [1,b], [2,a], [2,b], [3,a], [3,b]}

Obdobn¢ pro druhy ptipad, kde prvni slozku vybirdme z mnoziny B, druhou slozku
Z mnoziny A.
B x A ={[a,1], [a,2], [a,3], [b,1], [b,2], [b,3]}

Vsimnéte si, ze AxB # BxA. Oba kartézské souciny obsahuji sice stejny pocet prvka
(usporadanych dvojic), ale uspotadané dvojice se nerovnaji: napi. do A x B patii [1,a], ale
do B x A patfi[a,1] a plati, ze [a, 1]=][1, a].

Resend tiloha ukazuje, ze mnozinova operace kartézsky soucin neni komutativni, #zn.
AxB#BxA pro A#B.

Muzeme vytvorit také kartézsky soucin z prvki jedné mnoziny (naptiklad mnoziny A):
AxA={[L1],[1,2],[1,3], [2,1], [2,2], [2,3], [3,1], [3.2], [3,3]}.

Pro zajemce:

Mozna Vas zaujal nazev ,kartézsky*“ soucin a nevite, odkud se vzal. Je odvozen od jména
francouzského matematika a filozofa René Descarta, latinsky Cartesius, ktery v 1. poloving
17. stoleti vyznamn¢ zasahl do rozvoje fady védnich obort - je povazovan za jednoho ze
zakladatelll analytické geometrie.

Kartézsky soucin vyhodné znazornime graficky nékolika typy grafii. Naucime se sestrojovat a
Cist graf kartézsky (bodovy), Sachovnicovy a uzlovy.

Zvolime mnoziny A, B z nasi feSené ulohy: A = {1, 2, 3}, B = {a, b} a kartézsky soucin A x
B = {[L,a], [1,b], [2,a], [2,b], [3.a], [3,b]}.

a) kartézsky graf kartézského soucinu A x B:

V roving€ zvolime dvé na sebe kolmé primky (vodorovnou piimku oznacCime x, svislou y).

vvvvvv

soufadnic. Na vodorovné piimce (ose x) vyznacime obrazy prvkd mnoziny A (prvni slozky
uspofaddanych dvojic [x, y]) jako body, na svislé piimce (ose y) znadzornime obrazy prvki
mnoziny B (druhé slozky uspotadanych dvojic [x, y]) jako body. Obrazem kazdé usporadané
dvojice [x, y] € AxB je prisecik kolmic k vodorovné a svislé ose, které jsou vedené body,
které jsou obrazy prvni a druhé slozky uspotadané dvojice.

Na obrazku je znazornéna uspotadand dvojice [3, b]:
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i ' L [3.b]
b - -____= * ______ S S * __________
ad-----: R AR X oo
1 2 3 X

Obrazem kazdého prvku mnoziny A je bod na ose x, prvku mnoziny B je bod na ose y.
Obrazem kazdé usporadané dvojice [x,y] je prusecik kolmic vedenych body, které jsou
obrazy prvni slozky a druhé slozky uspotrddané dvojice [x, y].

b) Sachovnicovy graf kartézského soucinu A x B:

V roviné opét zvolime dvé na sebe kolmé osy (vodorovnou oznacime x, svislou y). Na
vodorovné ose x znazornime prvky mnoziny A jako use€ky (prvni slozky uspotfaddanych
dvojic [x, y]), na svislé ose y znazornime prvky mnoziny B jako useCky (druhé slozky
uspotfadanych dvojic [x, y]). Obrazem kazdé uspotfaddané dvojice [X, y] € AxB je kazdé pole,
které ptfipomind Ctverec Sachovnice. Na obrdzku je vyznacena pouze uspotradana dvojice [3,
b]:

Obrazem kazdého prvku mnoziny A je tisecka na ose X, prvku mnoziny B je tsecka na ose y.
Obrazem kazdé usporadané dvojice [x,y] je pole.

c) uzlovy graf kartézského soucinu A x A:

AxA={[1,1],[1,2],[1,3],[2,1],[2, 2], [2, 3], [3, 1], [3, 2], [3, 3]}
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Obrazem kazdého prvku mnoziny A je bod nebo krouzek v roving, tzv. uzel grafu. Kazdou
uspotadanou dvojici [x,y]€e AxA zndzornime Carou se Sipkou sméfujici od uzlu x k uzlu vy,
které obvykle fikame orientovana hrana. V kartézském soulinu AxA se vyskytuji takeé
uspotradané dvojice typu [x, x], pak je zakreslujeme oblouckem, ktery vychdzi a vstupuje do
téhoz uzlu, tzv. smy€kou. Je-li prvkem kartézského soucinu uspotfaddand dvojice [x,y] a
soucasné [y, x], pak obé zakreslime oboustranné orientovanou hranou.

Obrazem kazdého prvku mnoziny A v uzlovém grafu je bod v roving - uzel.
Obrazem kazdé usporadané dvojice v uzlovém grafu je Sipka (orientovana hrana) nebo
smycka.

Poznamka:

Uzlovy graf kartézského soucinu pouzivame zejména tehdy, nejsou-li mnoziny piilis pocetné.
Jestlize A # B, musime pro zakresleni kartézského soucinu nejprve vytvorit sjednoceni
mnozin S = A U B. Kazdy prvek sjednoceni S znazornime uzlem a déale pokracujeme
popsanym zpusobem.

Pokud bychom tedy znézornovali kartézsky soucin A x B uzlovym grafem, je tieba zakreslit
jako uzly vSechny prvky mnoziny A a v§echny prvky mnoziny B. Sipkami se znazorni
piislusné uspofadané dvojice.

Kontrolni ukoly:

1. Urcete chybéjici sloZzku v uspotadanych dvojicich [x, 2], [5,y] tak, aby uspotadané dvojice
se:

a) rovnaly usporadané dvojici [5, 2],

b) nerovnaly uspotfadané dvojici [5, 2]

2. Urcete vyctem kartézské souciny A x B, je-li:
a)A=1{4,5,6},B={a, b, c,d},
b)A=B={4,5, 6},

c)A=1{4,56},B={}

3. ZapiSte mnoziny, z nichz jsou tvofeny kartézské souciny:
a) AxB={[2,1],[2,2],[2,3],[2,4]},
b) AxB={[a, 1], [b, 1], [c, 1], [d, 1]},
c) AxB={[2,2],[3,3],[2,3],[2,4], 3, 2], [3, 4]},
d) AxB={[2,1],[2,2],[1, 1], [1, 2]}
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4. Urcete pocet usporadanych dvojic v kartézském soucinu AxB , ma-li:
a) mnozina A dva prvky, mnozina B sedm prvkad,

b) mnoZina A tfi prvky, mnozina B tii prvky,

¢) mnozina A jeden prvek, mnozina B jeden prvek,

d) mnozina A dva prvky, mnozina B nema zadny prvek

5. Urcete poCty prvka mnozin A, B, ma-li kartézsky soucin:
a) 12 usporadanych dvojic,
b) 7 uspotadanych dvojic

6. Znazornéte nekteré kartézské souciny z tlohy 3 na kartézském (uzlovém, Sachovnicovém)
grafu.

Shrnuti:

Z prvkli mnozin lze vytvaret uspofadané dvojice - obsahuji prvni a druhou slozku. Mnozina
vSech usporadanych dvojic [a, b], kde acA, beB, se nazyva kartézsky soucin mnozin A, B.
Kartézsky soucin je mnozinova operace, ktera neni komutativni. Kartézsky soucin dvou
mnozin Ize graficky zndzornit kartézskym (bodovym), Sachovnicovym nebo uzlovym grafem.

Pojmy k zapamatovani:
e uspofadana dvojice prvki
kartézsky soucin dvou mnozin
grafy kartézského soucinu (kartézsky bodovy, Sachovnicovy, uzlovy)
vlastnosti kartézského soucinu

KIli¢ - FeSeni kontrolnich dloh:
Kap. 4 - Kartézsky soucin

la) x=5, y=2
1b) x#5, y#£2

2a) A x B ={[4,a], [4,b], [4.,c], [4.d], {[5.a], [5,b], [5,¢c], [5.d], {[6.a], [6,b], [6,c], [6,d]}
2b) A x B = A%={[4,4], [4,5], [4,6], [5,4], {[5,5], [5,6], [6,4], [6,5], [6,6]}
2c0)AxB =¢

3a) A={2}, B=1{1,2,34}
3b) A = {ab,c,d}, B={1}
3c) A= {23}, B=1{234}
3d)A={12},B=1{1.2}

4)
a)l4
b)9
o)l
d)0
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5a) mnozina A muze mit 1, 2, 3, 4, 6 nebo 12 prvkl, mnozina B mize mit 12, 6, 4, 3, 2 nebo 1
5b) mnozina A ma 7 prvkii, B ma 1 prvek nebo A ma 1 prvek, B ma7 prvki.
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