Binarni relace v mnoziné€ M a jejich vlastnosti

Poznamka Vsude v této Casti se budeme zabyvat binarnimi relacemi
definovanymi v mnoziné M, resp. na mnozin¢ M. Prvni a druhé slozky
vSech usporaddanych dvojic vSech uvazovanych relaci budou tedy

prvky jedné a téZe mnoziny M.

Definice Necht' R je binarni relace v mnozin€ M. Pak fekneme, Ze tato
relace je reflexivni (ve zkratce R), jestlize plati
(VxeM)[x x] eR.

Poznamka V reflexivni relaci musi byt kazdy prvek mnoziny M v
relaci sdm se sebou, v uzlovém grafu relace tedy musi byt kolem
kazdého uzlu smycka. Kartézsky graf reflexivni relace musi obsahovat
vSechny prvky tzv. hlavni diagonaly. Aby relace nebyla reflexivni (ve

zkratce R), musi platit negace definice, tedy (3 X € M) [X, X] ¢ R).

Definice Necht R je binarni relace v mnozin¢ M. Pak fekneme, Ze tato

relace je antireflexivni (ve zkratce AR), jestlize plati
(VxeM)[x x] ¢R).

Poznamka V antireflexivni relaci nesmi byt Zadny prvek mnoziny M
v relaci sam se sebou, v uzlovém grafu relace tedy nesmi byt ani jedna
smycka. Kartézsky graf antireflexivni relace nesmi obsahovat ani
jeden prvek hlavni diagonaly. Aby relace nebyla antireflexivni (ve

zkratce AR), musi platit negace definice, tedy (3 X € M) [X, X] € R).



Poznamka Je zieymé, Ze zadna relace nemize byt reflexivni a
antireflexivni soucasné. Nemusi vSak byt ani reflexivni ani
antireflexivni (obsahuje-li uzlova graf alespon jednu smycku, ale ne

vSechny). Tyto dv¢ vlastnosti tedy nejsou doplnkové.

Definice Necht' R je binarni relace v mnozin¢ M. Pak fekneme, Ze tato

relace je symetricka (ve zkratce S), jestlize plati
(Vx,yeM[x,yle R=>]y,x] e R.

Poznamka V uzlovém grafu symetrické relace musi byt kazdé dva
rizne€ prvky mnoziny M spojeny bud’to oboustrannou Sipkou
(orientovanou na obou koncich) nebo nejsou spojeny viibec. Na poc¢tu
smycek v grafu nezalezZi. Kartézsky graf symetricke relace musi byt
soumérny podle hlavni diagonaly. Aby relace nebyla symetricka (ve
zkratce ), musi platit negace definice, tedy

Ex,yeM)[x,yl e RAly, X] ¢ R.

V uzlovém grafu tedy staci k vylou€eni symetrie dan€ relace existence
jediné jednoduche Sipky. Poznamenejme jesté uzitecne tvrzeni, Ze

relace R je symetrickd, pravé kdyz plati R = R™L,

Definice Necht R je binarni relace v mnozin¢ M. Pak fekneme, Ze tato

relace je antisymetricka (ve zkratce AS), jestlize plati

(VX,yeM)(xzyAa[x,yle R)= [y, x] ¢ R.

Poznamka V uzlovém grafu antisymetricke relace musi byt kazdé dva
rizné prvky mnoziny M spojeny bud’to jednoduchou Sipkou
(orientovanou na jednom konci) nebo nejsou spojeny viibec. Na poctu
smycek v grafu nezalezi. V kartézskem grafu antisymetrické relace

nesmi byt Zadna dvojice bodli soumérna podle hlavni diagonaly. Aby



relace nebyla antisymetricka (ve zkratce AS), musi platit negace
definice, tedy musi platit

@x,yeM)xzya[x,y] e RALY, X] € R).

V uzlovém grafu tedy staci k vylouceni antisymetrie dan¢ relace

existence jediné oboustranné Sipky).

Poznamka Z definic je opé€t zfejmé, ze vlastnosti symetrie a
antisymetrie nejsou doplikové. Existuji tedy relace, které nejsou
symetricke ani antisymetricke (obsahuje-li jejich uzlovy graf
jednoduché 1 oboustranné Sipky). Existuji vSak i relace, které mohou
byt symetricke a antisymetrické souc¢asné. To nastane pouze v
ptipadé, kdy ani jedna dvojice riznych prvkid mnoziny M neni spojena
zadnou Sipkou a uzlovy graf obsahuje pouze smycky. Napi. na
mnoziné¢ M = {1, 2, 3} jerelace R = {[1, 1], [2, 2]} souCasné

symetricka I antisymetricka.

Poznamka V literatufe byva Casto vlastnost antisymetrie relace R
definovana takto:

(Vx,yeM)(X,y] e R)Aly,X] e R) = x=Y.

Snadno se 1ze ptesvédEit pomoci vyrokove logiky, Ze tato definice a

ptedchozi definice jsou ekvivalentni.

Definice Necht R je binarni relace v mnoziné M. Pak fekneme, Ze tato
relace je tranzitivni (ve zkratce T), jestlize plati
(VX v,zeM)([Xx,yle RAly,zZ] e R) =[x, z] e R.

Poznamka Tranzitivita binarni relace je jedinou vlastnosti, pro kterou
nelze v uzlovém ani kartézském grafu vyslovit néjaky univerzalni

piedpis, Obecné plati, Ze tranzitivitu relace l1ze jednoduSeji vyloucit



nez ji prokazat. K tomu muzZe slouzit negace vlastnosti T. Aby relace
nebyla tranzitivni (ve zkratce F), musi platit negace definice, tedy
musi platit

@x,y,zeM)([x,y] e RA[y,zZ] e R)A[X 2] ¢ R.

Nalezeni trojice bodi s touto vlastnosti (tedy vylouceni tranzitivnosti
relace) se v uzlovém grafu ¢asto podati. Jednou z variant napft. je, ze v
uzlovém grafu tranzitivni relace pro kazdou oboustrannou Sipku musi
platit, Ze musi mit na obou koncich smyc¢ky. Je-li relace R zadana
vyctem prvki, je velmi uzite¢né nasledujici tvrzeni: Relace R je

tranzitivni, pravé kdyz plati Ro R c R.

Definice Necht' R je binarni relace v mnozin€ M. Pak fekneme, Ze tato

relace je souvisla (ve zkratce SO), jestlize plati

(Vx,yeMxz2y=([X,y]e Rv]y, x] € R).

Poznamka V uzlovém grafu souvislé relace musi byt kazdé dva rtizné
prvky mnoziny M spojeny bud’to jednoduchou Sipkou nebo
obostrannou Sipkou. Na poctu smycek v grafu nezalezi. Aby relace
nebyla souvisla (ve zkratce $6), musi platit negace definice, tedy musi
platit (3 X,y e M) X=y A [X, Y] € RA LY, X] ¢ R). V uzlovém grafu
tedy staci k vylouceni souvislosti dan¢ relace existence jediné dvojice

prvkil nespojenych Sipkou.



Piiklady: Velmi nazorny ilustraéni ptiklad pochazi z publikace L.
Skuly:

Necht a) az 1) jsou nasledujici relace:
ayM={a, b, c,d}, R={[a, b], [a, c], [c, a], [b, c], [c, c]}.

b) M = &, R = . Prazdna relace na M (zadny prvek neni v relaci
S zddnym).
c) M = J, R =M x M. Univerzalni relace (kazdy prvek je v relaci
s kazdym).

d) M=, R ={[x, X], X € M}. Relace rovnosti (kazdy prvek je v
relaci jen sam se sebou).

¢) M je mnozina vSech obyvatel mésta Brna, R = {[X, y], X € M,

y € M; 0soby X, y jsou narozeny ve stejném mesici}.

f) M je mnozina N vSech ptirozenych ¢isel, R je relace dé€litelnosti na
N (usporadana dvojice ptirozenych &isel [x, y] € R, pravé kdyz x | y).
g) M je mnoZina vSech trojuhelnikl v roviné, R je relace podobnosti ~
(dva trojuhelniky jsou v relaci, pravé kdyz jsou podobné).

h) M je mnozina vSech trojuhelnikll v roviné, R je relace shodnosti =
(dva trojihelniky jsou v relaci, praveé kdyz jsou shodné).

i) Necht’ X je neprazdnd mnozina, necht M = @ (X). Pak M = J, R je
relace inkluze — na mnoziné M (uspotfadana dvojice mnozin

[A, B] € R, pravé kdyz A — B).

Vlastnosti relaci a) az 1) jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Symbol +
znaci, Ze dand relace uvedenou vlastnost ma a symbol — znaci, Ze tuto

vlastnost nema.



Reflexivita —|=] + + |+ |+ |+ |+ +

Antireflexivita | - |+ | — — |-l ]=] —

Symetrie —|+| + + |+ =]+ |+]| -
Antisymetrie |—|+|+*1| + |—=|+|=|—| +
Tranzitivita —|+| + S I o I T
Souvislost — =] + |£#2|=|=|=|=|%*3

+ *1 Je-1i M jednoprvkova mnozina, pak univerzalni relace na M je
antisymetricka; pro viceprvkové mnoZziny M nikoliv.

t *2 Je-li M jednoprvkova mnozina, pak relace rovnosti na M je
souvisla; pro viceprvkové mnoziny M nikoliv.

+ *3 Relace inkluze je na mnoziné M = 2X souvisla, pravé kdyz

mnozina X je jednoprvkova.
Ekvivalence a usporadani
Relace ekvivalence a rozklad mnoZziny

Poznamka Nyni se budeme zabyvat specialnimi relacemi

definovanymi na mnoZzin¢ M, a to relacemi ekvivalence a uspotadani.

Definice Necht' M je neprazdna mnozina, necht’ R je relace na

mnoziné M, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni. Pak tato
relace se nazyva relace ekvivalence. Necht’ plati [x, y] € R. Pak

fekneme, Ze prvky x, y jsou ekvivalentni a piSeme x ~ Y.



Priklad Necht M = {a, b, ¢, d}. Pak nasledujici relace jsou relace
ekvivalence na M:

a) E1 ={[a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [a, c], [c, a], [b, d], [d, b]}

b) E2 ={][a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [a, b], [b, a]}

c) Es={]a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [b, c], [c, b], [b, d], [d, b], [c, d], [d, c]}
d) Es ={[a, a], [b, b], [c, c], [d, d]}

e) Es =M x M

Poznamka Z uzlovych grafli vSech péti ekvivalenci z ptfedchoziho
piikladu (nacrt si proved’te sami) je patrné, ze tyto uzlove grafy nejsou
souvislé (kromé¢ relace Es), ale ze jistym zptisobem “rozdéluji” prvky

mnoziny M do skupin. To nas vede k nasledujici definici.

Definice Necht’ M je neprazdna mnozina. Pak systém

T={A1 A2, As, ..., Ay} podmnozin mnoziny M nazveme rozklad
mnoziny M, pravé kdyz plati:

(1) Ai# O prokazdyindexie {1,2,3,...,n},

(i) AtvAUAz3U ... UA =M,

(iii) Ai 0 A = D pro kazdou dvojici indexii i, j € {1, 2, 3, ..., n}.

Poznamka Vsechny tfi podminky predchozi definice 1ze slovné
formulovat takto:

Rozklad mnoziny M je syst¢ém neprazdnych podmnoZin mnoZiny M s
vlastnosti, Ze kazdy prvek mnoZiny M patii pravé do jedné z téchto
podmnozin.

Zvyraznéna slova vyjadiuji tii podminky piedchozi definice.



Priklad Necht' M = {a, b, ¢, d}. Pak nasledujici systémy jsou rozklady
mnoziny M:

a) T1 ={{a, c}, {b, d}}

b) T2={{a, b}, {c}, {d}}

c) Ts={{a}, {b, c, d}}

d) Ta = {{a}, {b}, {c}, {d}}

e) Ts = {{a, b, c, d}}

Poznamka Prohlédnete-li si znovu uzlové grafy ekvivalenci z
piedchoziho prikladu, uvidite, Ze bloky (tfidy rozkladu), na které jsou
tyto uzlové grafy rozloZeny, odpovidaji rozkladim mnoziny M

uvedenym v pfedchozim ptikladu. To vede k nésledujici véte.

Véta Necht' M je neprdzdna mnozina, necht’ E je relace ekvivalence
na mnozin¢ M. Pro kazdé x € M oznaCme Ax mnozinu vSech prvki
mnoziny M, které jsou ekvivalentni s prvkem x, tedy

Ax={y € M; [x,y] € E} ={y € M; x ~ y}. Potom system

T = {Ax; X € M} je rozklad mnoziny M. Prvky systému T se nazyvaji

ttidy rozkladu mnoZiny M.

Definice Rozklad T mnoziny M z ptedchozi véty se nazyva rozklad
mnoziny M pfislusny ekvivalenci E. Nékdy uzivame téZ néazvu
rozklad 1indukovany ekvivalenci E nebo rozklad generovany

ekvivalenci E.

Poznamka Tvrzeni véty fika, Ze kazda ekvivalence E na mnozin¢ M
jednozna¢n¢ generuje rozklad této mnoziny. Toto tvrzeni plati i
naopak, tzn. kazdy rozklad mnoziny M jednoznacéné generuje

ekvivalenci E na mnoZiné M. To je obsahem nasledujici véty.



Véta Necht' T je rozklad neprazdné mnozZiny M. Potom binarni relace

definovana nasledujicim zpiisobem

E={[X,y]eM xM; 3 X e T: x e XA Yy e X} je relace ekvivalence

na mnoziné M.

Definice Ekvivalence E na mnozin¢ M z pfedchozi véty se nazyva
ekvivalence na mnoZiné M generovana (nebo té¢z indukovana)

rozkladem T této mnoZiny.
Relace usporadani a usporadané mnoziny

Definice Necht” M je neprazdna mnozina. Necht’ R je relace v
mnoziné M, ktera je antisymetricka a tranzitivni. Pak se tato relace
nazyva uspotfadani (v mnoziné¢ M). Je-li navic relace R souvisla,
nazyva se linearni uspotfadani. Je-li relace R reflexivni, nazyva se toto
usporadani neostre, v ptipadé¢ antireflexivnosti relace R je toto

usporadani ostré.

Poznamka 2. 65 Z piedchozi definice plyne, Ze kombinaci
,privlastku‘ linearni, ostré a neostré 1ze definovat celkem Sest typl
relaci uspofadani v mnoziné M. Piehledné je nyni uvedeme s vyuZitim

zavedenych zkratek pro jednotlivé vlastnosti relaci:

Nelinearni ostré uspofadani v M ma vlastnosti AS, T, §6, AR,;
Nelinearni neostré uspotadani v M ma vlastnosti AS, T, $6, R;
Nelinearni uspofadani v M, které neni ostré ani neostré, ma vlastnosti
AS, T, 56, R, AR;

Ostré linearni uspotfadani v M ma vlastnosti AS, T, SO, AR;

Neostré linearni uspofadani v M ma vlastnosti AS, T, SO, R;
Linearni uspofadani v M, které neni ostré ani neostré, ma vlastnosti
AS, T, SO, R, AR.



Misto nelinearni uspotadani se nékdy tika téz c¢astecné usporadani.

Poznamka Relace uspotadéani se n€kdy oznacuje nékterym z bézné
uzivanych symbolli <, <, >, >. V tom pfipad¢ se napt. misto zapisu
[X, Y]€ < uziva zapis x <y. Tento zapis pak chapeme ve smyslu, ze

prvek x ptedchazi v relaci usporadani pred prvkem y.

Priklad a) Necht M = {a, b, ¢, d}. Pak nasledujici relace jsou relace
usporadani na M:

a) U1 ={][a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [a, c], [b, d]} je neostré nelinearni
usporadani;

b) U2 = {[a, b]} je ostré nelinearni usporadanti;

c) Us ={]a, a], [b, c], [b, d], [c, d]} je nelinearni uspotadani, které
neni ostré ani neostreé;

d) Us ={[a, a], [b, b], [c, c], [d, d]} je neostré nelinearni usporadani.
Toto uspotradani na mnozin€ M je jediné, které je soucasné
ekvivalenci na mnoziné M;

e) Us ={][a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [b, c], [c, d], [b, d], [b, &], [c, a], [d,
a]} je neostré linearni usporadani;

f) Us = {[c, d], [c, ], [c, b], [d, a], [d, b], [a, b]} je ostré linearni
usporadani;

g) U, ={[d, d], [a, d], [c, c], [&, b], [d, c], [d, b], [c, b]} je linearni

usporadani, které neni ostré ani neostre.

Priklad Necht' N je mnoZina vSech pfirozenych ¢isel, necht relace
< na mnozin¢ N oznacuje pfirozené uspofadani vSech pfirozenych

Cisel podle velikosti. Pak < je ostré linedrni uspotfadani.



Poznamka Obsahem pfedmétu matematika na 1. stupni zékladni
Skoly je zej ména mnoZina pfirozenych Cisel, jejich vlastnosti a
typem usporadam, kterym se nadale budeme zabyvat, ostré linearni

usporadani.

Definice Necht’ M je neprazdna mnozina, necht’ U je relace
uspofadani v mnozin¢ M. Pak usporddana dvojice (M, U) se nazyva
usporadana mnozina. Mnozina M je pole uspoifddané mnoziny.
Uspotddana mnoZina se téz oznacuje [M]. Nazvy uspotrddanych
mnozin lze uptesnit podle typl uspotadani, napt. nelineadrné

uspofadana mnozina, ostie linearn¢ uspofadana mnoZzina apod.

Poznamka Charakterizaci kone¢nych, ostie linedrné usporadanych
mnozin, 1ze vyslovit takto: V konecné, ostfe linearn€ uspotadané

mnozing, ma kazdy jeji prvek jednoznacné stanovené potadi.

Poznamka Nyni zavedeme jednodussi, zkraceny zapis pro konecné,
ostfe linearn€ uspofadané mnoZziny. Necht napft. (K, U) je ostie
linearné usporadand mnoZina definovana takto:

(K, U) =({a, b, c,d}, {[c, d], [c, a], [c, b], [d, a], [d, b], [a, b]}).

Tento zapis vsak je neprehledny a neposkytuje prehlednou informaci o
potadi jejich prvkia. Vyuzijeme toho, Ze misto zapisu

[X,y] € < uZivame zapis x < y. Proto Ize psat [K] ={c, d, a, b}]; v
tomto zapise vypisSeme do slozenych zavorek prvky pole usporadané
mnoziny v tom potadi, které je definovano relaci ostrého linearniho
usporadani na dan¢ mnozing. V dalSich tvahach se ukaze vyhodnost

tohoto zkracen¢ho zapisu.



Definice Necht [K] je ostie linearné uspofadana kone¢na mnozina.
Prvek a €[K] se nazyva prvni prvek mnoziny [K], jestlize plati:

(V x € [K]) X #a = a < x. Ve slovnim vyjadieni ma prvni prvek ostie
linearné usporadané mnoziny tu vlastnost, ze ptedchézi pred vSemi

ostatnimi prvky této mnoZiny.

Definice Necht [K] je ostfe linearn¢ uspotadana kone¢nd mnozina.
Prvek b €[K] se nazyva posledni prvek mnoziny [K], jestlize plati:
(V x € [K]) X # b = x <b. Ve slovnim vyjadieni ma posledni prvek
ostie linedrné usporadané mnoziny tu vlastnost, ze jej predchazi

vSechny ostatni prvky této mnoziny.

Poznamka Vidime, Ze oznaceni prvni a posledni prvek ma stejny
vyznam, jaky znadme z bézného zivota. Pfedstavime-li si kone¢nou
ostfe linearn¢ uspofadanou mnozinu jako frontu osob napt. v
supermarketu u pokladny, pak prvni je ten, ktery stoji pied vSemi
ostatnimi, zatimco posledni je ten, pred kterym stoji vSichni ostatni. S

pojmem prvni prvek souvisi posledni definice této ¢asti.

Definice Necht’ [M] je ostie linearné usporadand mnozina (kone¢na
nebo nekonecnd). Pak fekneme, Ze tato mnoZina je dobfe usporddana a
usporadani na této mnoziné nazveme dobré usporadani, jestlize kazda

neprazdnd podmnoZina mnoziny [M] ma prvni prvek.

Véta Necht’ [M] je konecna, ostfe uspofadand mnozina. Pak plati:
Mnozina [M] je linearn¢ uspotfadand <> mnozina [M] je dobfte
usporadana. Kazda konec¢na ostie linearn¢ usporadana mnozina je tedy
dobte uspofadana a naopak, kazda kone¢na dobie uspotfadanid mnoZzina

je ostfe linedrné usporadana. Tuto vétu ocenime pozdéji.



ZOBRAZENI

vvvvvv

matematiky s aplikacemi uz v uéivu matematiky 1. stupné ZS.

Definuje se na stfedni Skole jako specialni typ binarni relace.

Definice Necht’ A, B jsou mnoziny. Binarni relace f c A x B
z mnoziny A do mnoziny B se nazyva zobrazeni z mnoziny A do
mnoziny B, jestlize ke kazdému prvku X € A existuje nejvyse jeden

prvek y € B takovy, zZe [X, y] € R.

Poznamka Zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B lze chépat jako
jisty predpis, ktery kazdému prvku z mnoziny A ptifadi nejvyse jeden
prvek z mnoziny B (tzn. jeden nebo zadny).

Je-li f zobrazeni z mnoziny A do mnoZiny B, budeme ¢asto pouZivat
zapis f : A — B a misto zapisu [X, Y] € f budeme psat f (x) = .

V tomto piipad¢ prvek X se nazyva vzor prvku y a prvek y se nazyva
obraz prvku x. Mnozina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni

f: A — B a oznacuje se D(f). Mnozina vSech obrazt vsech prvki
mnoziny A, tj. mnozina {y € B; 3x € A: f (X) = y} se nazyva obor
hodnot zobrazeni f : A — B a oznacuje se H(f). Je-li v definici

zobrazeni A = B, pak hovoiime o zobrazeni v mnozing A.

Priklad Necht A = {a, b, c} a B = {u, v}. Necht f, g jsou binarni
relace z mnoziny A do mnoziny B definované takto: f = {[a, v], [b, V],

[c, ul}, g ={[a, u], [b, v], [b, u], [, v]}.



Vidime, Ze ke kazdému prvku X € A existuje pravé jednoy € B s
vlastnosti [X, y] € f. To znamena, Ze binarni relace f je zobrazeni

z mnoziny A do mnoziny B. U relace g si povSimnéte, ze prvek b € A
se zobrazi na prvek u € B a soucasné na prvek v € B. Proto binarni

relace g neni zobrazenim z mnoZiny A do mnoZiny B.

Poznamka Protoze zobrazeni je specialni pfipad binarni relace, je
mozno vyuzit v§echny zpiisoby zadani 1 zndzornéni binarnich relaci.
Zobrazeni lze tedy zadat vy¢tem uspotfadanych dvojic nebo pomoci
vyrokové formy o dvou proménnych (tedy ptedpisem, podle kterého
ptifadime kazdému vzoru jeho obraz). Napft. necht’ f je zobrazeni
z mnoziny Z vSech celych ¢isel do mnoziny No vSech ptirozenych
Cisel pfedpisem f(x) = | X |, které kazdému celému ¢islu ptifadi jeho
absolutni hodnotu.

U grafického znazornéni zobrazeni lze vyuzit kartézské 1 uzlové

grafy, analogicky jako u binarnich relaci.

Poznamka Defini¢ni obor zobrazeni f Z mnoziny A do mnoziny B
miuize byt roven mnoziné A nebo muze byt jeji vlastni podmnoZinou,
stejné tak obor hodnot tohoto zobrazeni miize byt roven mnozZiné B
nebo miize byt vlastni podmnoZinou t€to mnoziny (pfipomenme
analogické moznosti u prvniho a druhého oboru binarni relace). Podle

toho, ktery pfipad nastane, rozliSujeme ¢tyfi moZzné typy zobrazeni.

Definice Necht f je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

1. Necht’ D(f) A, D(f) # A, H(f) < B, H(f) # B. Pak f se nazyva
zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B.

2. Necht’ D(f) = A, H(f) < B, H(f) # B. Pak f se nazyva zobrazeni

mnoziny A do mnoZiny B.



3. Necht' D(f) < A, D(f) # A, H(f) = B. Pak f se nazyva zobrazeni
Z mnoziny A na mnozinu B.
4. Necht’ D(f) = A, H(f) = B. Pak f se nazyva zobrazeni mnoziny A na

mnozinu B.

Poznamka V ptipadé 1. pfedchozi definice je ndzev zobrazeni totozny
S obecnym nazvem zobrazeni podle definice 3. 1. Zde vSak predlozky
»Z* a,,do“ maji vyznam, ktery urcuje typ tohoto zobrazeni. V piipadé
2. a 4. se n¢kdy uziva ndzvu zobrazeni celé mnoziny A do mnoziny B
(na mnoZinu B). Doporucujeme pouzivat tento delsi nazev, nebot’
vypusténi piedlozky ,,z*“ z definice podstatné méni informaci o typu
zobrazeni. Poznamenejme jesté, ze v fad€ publikaci se zobrazeni z
mnoziny A (ptipad 1. a 3.) vlibec nedefinuje a kazde zobrazeni se
rozumi jako zobrazeni celé mnoZiny A. My vSak budeme v dalSim
studiu dtsledné oba typy rozliSovat (zobrazeni mnoziny A 1 zobrazeni

Z mnoZiny A).

Piiklad Necht A ={a, b, c} a B = {u, v}. Necht f, g, h, k jsou binarni
relace z mnoziny A do mnoziny B definované takto:

f={la, v, [b, v], [c, ul},

g ={[a, u], [b, v]},

h={la, v], [b, v], [c, v]},

k={[a, u], [b, u]}-

Pak f je zobrazeni celé mnoziny A na mnoZinu B, g je zobrazeni

Z mnoziny A na mnoZinu B, h je zobrazeni cel¢ mnoZiny A do

mnoziny B a k je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B.

Definice Necht f je zobrazeni z mnoZziny A do mnoziny B. Necht’

kazdym dvéma rtiznym prvkiim mnoziny A jsou ptifazeny dva rizné



prvky mnoZiny B. Pak zobrazeni f je prosté zobrazeni z mnoziny A do
mnoziny B. N¢kdy se téz uziva zkracené formulace, podle niz

V prostém zobrazeni kazdé dva rlizné¢ vzory maji riizné obrazy.

Poznamka Formaln¢ 1ze definice prostého zobrazeni vyjadfit takto:
(VXx,y € A) x#y = f(X) # f(y), nebo téZ v obménéném tvaru
(Vx,yeA) f(x)=fly) =>x=Yy.

Definice Necht’ f je zobrazeni z mnoZziny A do mnoziny B. Necht’ £
je inverzni relace k relaci f z mnoziny B do mnoziny A (ve smyslu
inverzni relace definované v pfedchozim textu). Je-li tato relace f*

zobrazenim, pak se nazyva inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

Definice Necht f je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Pak
zobrazeni f je prosté zobrazeni, pravé kdyz inverzni relace £ je

zobrazeni z mnoZiny B do mnoZiny A.

Piiklad Necht f, g, h, k jsou zobrazeni definovana diive. Pak inverzni
relace k t¢émto zobrazenim jsou nasledujici:

= ={[v,a], [v, b], [u, cI},

gt ={[u,a], [v, bI},

h™ ={[v, a], [v, b], [v, c]},

k* ={[u, a], [u, b]}.

Je ihned vidét, Ze relace 1, h™!, k™! nejsou zobrazeni, zatimco g™ je
zobrazeni mnoZiny B do mnoziny A. Zobrazeni g tedy je proste

zobrazeni, zatimco zobrazeni f, h, k prosta nejsou.



Poznamka Misto nazvu prosté zobrazeni se ¢asto uziva nazvu
injektivni zobrazeni. Jsou-li mnoziny A, B konec¢né, pak existence
injektivniho zobrazeni z mnoziny A do mnozZiny B vynucuje, Ze pocet

prvkl mnoZziny B musi byt vétsi nebo roven poctu prvkli mnoZiny A.

Poznamka Pro zobrazeni na mnozinu B (typy 3. a 4. definice) se
Casto uziva nazvu surjektivni zobrazeni (¢ti ,,syrjektivni®). Jsou-li
mnoziny A, B kone¢né, pak existence surjektivniho zobrazeni

Z mnoziny A na mnozinu B vynucuje, Ze pocet prvkili mnoZiny B musi

byt mensi nebo roven poctu prvkli mnoziny A.

Definice Necht f je zobrazeni celé mnoziny A na mnozinu B, které je
prosté. Pak f se nazyva vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny A
na mnozinu B. MnozZiny A, B jsou v tomto ptipad¢ ekvivalentni,
piSeme A ~ B. Je-li navic A = B, pak se prosté zobrazeni celé mnoZiny

A na mnozinu A nazyva permutace mnoziny A.

Poznamka Misto ¢eského ndzvu vzajemné jednoznacné zobrazeni
mnoziny A na mnozinu B se uziva téZ nazvu bijektivni zobrazeni
mnoziny A na mnozinu B. Jsou-li mnoziny A, B kone¢né, pak
existence bijektivniho zobrazeni mnoziny A na mnozinu B vynucuje,
ze pocet prvkil mnoziny B musi roven poctu prvkit mnoZiny A. Dv¢

ekvivalentni kone¢né mnoziny tedy maji stejny pocet prvki.

Poznamka Pro nekone¢né mnoziny je situace slozitéjsi (pojem pocet
prvkll nekonecné mnoZiny nema smysl). Uvedeme ptiklad: Necht' N

je mnozina vSech ptirozenych Cisel, necht’ S je mnoZina vSech
nenulovych sudych ¢isel. Plati tedy N = {1,2,3,...},S={2,4,6, ...}.

Necht’ f je zobrazeni mnoziny N na mnoZinu S definované takto:



(Vx e N) f(x) = 2x. Pak zfejmé zobrazeni f je vzajemné jednoznacné
zobrazeni celé mnoziny N na mnozinu S. Plati tedy N ~ S, pfestoze S

je vlastni podmnozina mnoziny N (S < N, S# N).

Poznamka Tuto vlastnost nekone¢nych mnozin (nekone¢na mnozina
miuize byt ekvivalentni se svou vlastni podmnozinou), uvedenou

Vv ptedchozi poznamce, l1ze uzit k definici kone¢né a nekone¢né
mnoziny. Pov§imnéme si dilezity fakt, ze nasledujici definice definu;i
kone¢nou a nekone¢nou mnozinu bez pouZiti obratu ,,pocet prvka‘.
Tento aspekt ocenime pozdéji pii konstrukci oboru vSech piirozenych

Cisel.

Definice Mnozina je nekonecna, je-li ekvivalentni s n¢jakou svou
vlastni podmnoZinou. Mnozina je kone¢na, neni-li ekvivalentni

s zadnou svoji vlastni podmnoZinou.

Poznamka Definovali jsme permutaci mnoziny A jako prosté
zobrazeni mnoZiny A na mnozinu A. Nyni se budeme podrobné;i
vénovat permutacim kone¢nych mnozin. Nejprve zavedeme vhodne

oznaceni:

Poznamka Necht’ A je kone¢nd mnozina, necht’ p je permutace
mnoziny A, tzn. prosté zobrazeni mnoZiny A na mnozinu A. Necht’

A ={a, az, ..., an}, necht permutace p je dana vy¢tem prvka takto:

p = {[a1, p(ar)], [az, p(a2)], ..., [an, p(an)]}. Pak tuto permutaci budeme
zapisovat ve form¢ dvouradkové tabulky (tzv. matice) takto:

a : a,
P= (p@ p(an)) -



Do horniho fadku tabulky zapiSeme vSechny prvky mnoziny A
(vzory), do spodniho fadku zapiSeme jejich obrazy v permutaci p.

Véta Necht’ mnoZina A je kone¢na a ma n prvki. Pak existuje n!

riznych permutaci mnoziny A.

Priklad Necht' A = {1, 2, 3}. Pak na mnoZzin¢ A existuje 6 permutaci:

2= 730 2= 52 =G 2 D)

=2 (2D =02

Definice Necht f je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B a g necht’ je
zobrazeni z mnoziny B do mnoziny C. Potom binarni relace f o g

z mnoziny A do mnoziny C definovana vztahem

fog={[x,y] e AxC;3zeB:[x,z] ef A [z,y] € g}

je také zobrazeni. Toto zobrazeni nazyvame sloZené zobrazeni ze

zobrazeni f a g (v tomto poradi).

Poznamka Protoze zobrazeni je specidlni typ bindrni relace, je
skladani zobrazeni definovano stejné jako skladani relaci. Pti skladani
zobrazeni f o g nejprve aplikujeme zobrazeni f a potom zobrazeni g.
Z definice sloZzeného zobrazeni vyplyva, Ze sloZen¢ zobrazeni ze
zobrazeni f a g je mozné definovat pouze tehdy, kdyz obor hodnot

zobrazeni f je podmnoZinou defini¢niho oboru zobrazeni g.



Priklad Necht A ={a, b, ¢, d}, B={X, vy, z}, C ={u, v}. Necht
zobrazeni f: A - B, g:B — C jsou zadana takto:

f={[a, z], [b, Z], [c, Y], [d, X]}, 9 = {[x, u], [y, u], [z, V]}. Pak sloZené
zobrazeni f 0 g je nasledujici: fo g = {[a, v], [b, V], [c, u], [d, u]},

zatimco sloZené zobrazeni g 0 f neni definovano.

Poznamka Skladani zobrazeni neni obecné komutativni, a to ani
tehdy, jsou-li ob¢ zobrazeni f 0 g, g 0 f definovana. Napft. pro

permutace a, b na mnoziné A = {1, 2, 3} z ptikladu plati

(1 2 3\ _ (1 2 3\ _ , v v,
aob—(3 1 2)—f,boa—(2 3 1)—d.Plat1aleuz1te(:ne

tvrzeni, které uvedeme bez dikazu.

Véta Necht f, g, h jsou tfi zobrazeni takova, ze vSechna zapsana
slozena zobrazeni jsou definovana. Pak plati:
1.(fog)oh="fo(goh), tzn. skladani zobrazeni je asociativni.

2. Jsou-li f, g prostd zobrazeni, pak f 0 g je prosté zobrazeni.

3. Jsou-li f, g zobrazeni bijektivni, pak f 0 g je rovnéz bijektivni.

4. Jsou-li f, g permutace mnoziny M, pak f 0 g je rovnéZ permutace

mnoziny M.

Poznamka Jiz jsme definovali 6 permutaci mnoziny A = {1, 2, 3}.
Podle ptedchozi véty ma smysl urcit sloZzené permutace pro kazdou
dvojici permutaci a, b, ¢, d, e, f. Tyto slozené permutace zapiSeme do
tabulky (v ptedchozim ptikladu byla jiz jedna dvojice permutaci

slozena). S touto tabulkou budeme pracovat pozdéji.



ola b ¢ d e f
ale f d c a b
bjd e f a b c
cif d e b ¢ a
dib ¢ a f d e
ela b ¢ d e f
flc a b e f d

Priklad Necht' Z je mnoZina vSech celych cCisel. Necht’ jsou dana dvé
zobrazeni f, g v mnozin¢ Z: f(X) = —x, g(x) =x + 1 pro kazdé x € Z.
Pak sloZena zobrazeni jsou nasledujici:

fog(x)=—x+1,gof(x)=—(x+1)prokazdé x € Z.



