Zobrazeni z mnoziny do mnoZziny, typy zobrazeni

Necht' R je relace z mnoziny A do mnoziny B spliujici viastnosti: Ke kazdému
prvku a e A4 existuje nejvyse jeden prvek b € B takovy, zZe [a, b] € R. Tato relace
se nazyva zobrazeni 7 mnoZiny A do mnoZiny B. Znacime R: A — B.

Necht’ R je zobrazeni z mnoZiny A do mnoziny B.

Jestlize [a,b] € R, pak prvek a A nazyvame vzorem prvku b € B v zobrazeni
R; prvek b € B nazyvame obrazem prvku a € A v zobrazeni R.

Mnozina O1(R) = {a € A: existuje b € B takové, Ze [a,b] € R} se nazyva
defini¢ni obor zobrazeni R. Plati O1(R) c A.

Mnozina O2(R) = {b € B: existuje ac A takové, ze [a,b] € R} se nazyva obor
hodnot zobrazeni R. Plati O,(R) < B.

RozliSujeme nasledujici typy zobrazeni R:

1) Je—li O1(R) = A A O2(R) < B A Oz(R) # B, nazyva se R zobrazeni
mnoziny A do mnoZiny B.

I1) Je—li O1(R) < A A O1(R) # A A Oz(R) = B, nazyva s¢ R zobrazeni z
mnoziny A na mnoZinu B.

1) Je—li O1(R) = A A O2(R) = B, nazyva s¢ R zobrazeni mnoZiny A na
mnoZinu B.

V) Je—li O1(R) c A A O1(R) # A A O2(R) < B A O2(R) # B, nazyva se R
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

Zobrazeni Zz mnoZziny A na mnoZinu




Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoZiny B se nazyva prosté zobrazeni

pravé tehdy, kdyz relace Z ! je zobrazeni z mnoZiny B do mnoZiny A.

Uzlovy graf prostého zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B je
charakteristicky tim, ze do kazdého bodu, ktery znazornuje prvek y € B,
sméiuje nejvyse jedna Sipka. Mzeme tedy fici, Ze plati nasledujici véta:
Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdé

y € B plati, Ze je obrazem nejvyse jednoho prvku x € A v zobrazeni Z.

V praxi pouzivame pro rozliseni prostého zobrazeni ndsledujici tvrzeni:
Zobrazeni Z z mnozZiny A do mnoziny B je prosté prave tehdy, kdyz kaZdé dva

ruzné vzory maji riuzné obrazy.

P¥. 1: Jsou dany mnoziny A = {a, b, c} a B = {u, v}. Necht' R;, Rz, R3, R4 jsou
binarni relace z mnoZiny A do mnoziny B definované takto:

a) R1={[a, v], [b, v], [c, u]}, b) Rz = {[a, u], [b, v]},

¢) Rs={[a, v], [b, v], [c, v]}, d) Ra = {[a, u], [b, u]}-

Rozhodnéte, zda tyto relace jsou zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Pokud
ano, urcete typ zobrazeni.

a) R1 je zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, neni prosté.

b) R, je prosté zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B.

C) R3 je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, neni prosté.

d) R4 je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, neni prosté.



P¥. 2: Jsou dany mnoZiny A = {Xx, y, z}, B = {a, b}. Rozhodnéte, zda dané relace
z mnoziny A do mnoziny B jsou zobrazeni z A do B.

a) Ry = {[x,a], [y.b], [z.a], [z,b]},

b) Rz = {[x.a], [z,b]},

¢) Rs ={[x.a], [y.a], [z,a]}.

R1 neni zobrazeni.
R2 je prosté zobrazeni z mnoZiny A na mnoZinu B.

R3 je zobrazeni celé mnoziny A na mnozinu B, neni prosté (nemiize byt).

Pf. 3: Jsou dany mnoziny A = {x, y, a, c}, B= {c, x, b, z}.
a) Rozhodnéte, o jaky typ zadanych zobrazeni se jedna.
R=A{[x, z], [c, c], [y, c]}, S={[x 1zl Iy, zl. [a z], [c, x]}-
b) Zapiste vyctem prvkil jednu binarni relaci z mnoziny A do mnoziny B,
ktera neni zobrazenim.
c) Zapiste vyctem prvkl
1) jedno zobrazeni R1 Z mnoziny A do mnoZiny B,
2) jedno zobrazeni Rz mnoziny A do mnoZiny B,
3) jedno zobrazeni R3mnoziny A na mnoZzinu B,

4) jedno zobrazeni R4 Z mnoziny A na mnozinu B.

Reseni: a) R je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, neni prosté.
S je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, neni prosté.
b) T ={[x, z], [x, b], [a, Z], [c, x]}-
¢) R1= {[x, z]}, je prosté.
R2={[x, z], [y, z], [a, z], [c, z]}, neni prosté.

R3 = {[X9 C]) [Ya b]’ [a’ Z]’ [09 X]}’je prOSté'
R4 neexistuje.



Prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B nazyvame bijektivni zobrazeni nebo

také vzajemné jednoznacné zobrazeni.

Pf. 4: Jsou dany mnoziny A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, ¢, d}. Rozhodnéte, o jaky
typ zobrazeni se jednd a zda je toto zobrazeni prosté:

a) Rl:{[l,a], [2,C], [31d]}’
b) RZ:{[lia]’ [2!C]1 [31d]1 [4,3.]},
c) Rs-{[2,a], [1,c], [3,b], [4,d]}. Vzajemn¢ jednoznacné zobrazeni.

a) Prosté zobrazeni z mnoziny A do mnoZiny B.
b) Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, neni prosté.

C) Prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Permutaci konecné mnozZiny A nazyvame kazdé prosté zobrazeni mnozZiny A na

mnozinu A (vzajemné jednoznacné zobrazeni).

Pi. 5: Zapiste vSechny permutace tiiprvkové mnoziny A = {1, 2, 3}.
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Definice: Necht R je zobrazeni z mnozZiny M do mnoziny N a S je zobrazeni

w

Z mnoziny N do mnoziny K. Pak relace R o S je zobrazeni a nazyva se sloZené
zobrazeni ze zobrazeni R a S.

PF. 6: Jsou dana zobrazeni R, S v mnoziné A = {1, 2, 3, 4} takto:
R={[1,3],[4, 2] [2 3], [3, 1]},

S={[1,1] [4 2], [2 1], [3, 4]}
Urcete slozenérelace R o S, S o R.

Reseni: R o S={[1,4],[4,1],[2,4],[3, 11},
S oR={[1, 3], [4, 3], [2, 3], [3, 2]}. Vidime, ZeR o S# S o R.



Slozeni dvou zobrazeni je vzdy zobrazeni, sloZeni dvou permutaci je permutace.

Pi. 7: Slozte permutace b o ¢, fod,e ob 2z pfedchoziho piikladu.
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1 2 3), coZ je identickd permutace.

Ob¢ permutace d, e jsou navzajem inverzni.

Povsimnéte si, ze platie o d=d o e = (

Rekneme, Ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZz existuje prosté
zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B. Znacime A ~ B.

Pi. 8: Jsou dany mnoziny A = {a, b, c}, B= {x, y}, C = {1, 2, 3}. Rozhodnéte,

které mnoZiny jsou ekvivalentni.

R: MnozZiny A, B nejsou ekvivalentni (neexistuje prosté zobrazeni mnozZiny A na
mnozinu B). MnoZiny A, C jsou ekvivalentni (existuje prosté zobrazeni mnoZiny

A na mnozinu C, naptiklad R = {[a,3],[b,1],[c,2]}), t]. A~ C.

Mnozina M je vlastni podmnoZinou mnoziny N prave tehdy, kdyz M je

podmnozZinou N a soucasné M # N.

Rekneme, Ze mnozina A je konecnd prave tehdy, kdyz Zadna viastni podmnozZina

mnoziny A neni ekvivalentni s mnoZinou A.

Rekneme, Ze mnoZina B je nekonecénd pravé tehdy, kdy? existuje alespoii jedna

vlastni podmnozZina mnoziny B, kterd je ekvivalentni s mnoZinou B.



Pf. 9: Uvazuyjme mnozinu N vSech pfirozenych ¢isel a mnozinu S vSech

kladnych sudych ¢isel. Zjistéte, zda jsou ekvivalentni.

Reseni: Piipomeneme, ze N = {1,2,3,4,5,...},S=1{2,4,6,8, 10,...}.
Uvazujme relaci R = {[x,y] e N x S; y = 2x}.

Relace R je prosté zobrazeni mnoziny N na mnozinu S, nebot’
ke kazdému x € N existuje prave jedno y € S takove, Ze [Xx,y] € R,
ke kazdému y € S existuje prave jedno x € N takové, ze [X,y] € R.
Tedy N ~ S.
Mnozina N vSech piirozenych ¢isel je nekonecnd, nebot’ je ekvivalentni s
mnozinou S vSech kladnych sudych ¢isel, pticemZ S je vlastni podmnoZinou

mnoziny N.

Necht A, B jsou konecéné mnoziny. Pak plati: A ~ B < /A /=/B/, tedy dvé
konecné mnoziny jsou ekvivalentni, prave kdyz maji stejny pocet prvkaii.

Pi. 10: Jsou dany mnoziny M = {1,2,3,4} a N= {a, b,c, d}.

a) Definujte vyctem prvki relaci R z mnoziny M do N, ktera neni zobrazenim.

b) Definujte relaci Z, ktera je zobrazenim z mnoziny N do M a urcete jeho typ.

C) Zapiste vyctem prvki relaci ReZ a rozhodnéte, zda je tato relace zobrazenim.
Pokud ano, urcete, zda je prosté.

d) Zapiste dveé rizné bijekce mnoziny N na mnozinu M.

e) Na mnoziné N definujte dvé riizné permutace P1, P, a uréete permutace P;°P;
a PoePs.

Reseni: a) R = {[2, b], [2, c], [3, a]}-

b) Z1 = {[c, 4]}. Prosté zobrazeni z N do M.
Zy = {[a, 4], [b, 4], [c, 1], [d, 1]}. Zobrazeni celé N do M, neni prosté.

¢) ReZ; = {[2, 4]}. Prosté zobrazeni z M do M.
ReZ, ={[2, 4], [2, 1], [3, 4]}. Neni zobrazeni.

d) Bi={[a, 4], [b, 3], [c, 21, [d, 11}, B>={[a, 2], [b, 4], [c, 3], [d, 1]}. Plati A ~ B.



e) P1={[a, b], [b, c], [c, d], [d, a]}, P>={[a, c], [b, d], [c, b], [d, a]}.
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Pr. 11: Je dana mnozina M = {1,2,3}. V mnoziné M jsou dany relace R, T, U, V
takto:

{x,yleMxM; x#y = x+y=5}

{x,yleMxM; x=2 v y=x+1}

{x.yleMxM; x<3 A y=x+1},

v= {13} [21] [3.2]}.

R
T
U

a) Rozhodnéte a zdiivodnéte, zda jsou nékteré z relaci R, T, U, V zobrazeni
v mnoziné¢ M. Pokud ano, uréete ptesné jejich typ. Je néktera z téchto relaci
permutaci na mnoziné M?
b) Zapiste relace R, V1, VeV, UsV, ReU, Re(V+U). Je néktera z téchto
relaci zobrazenim v mnoziné M? Pokud ano, urcete piesné typ.
Reseni: a) R = {[2, 3], [3, 2], [1, 1], [2, 2], [3, 3]}. Neni zobrazeni.
T={[1,1],[1,2],[1, 3], [3, 1], [3, 2], [3, 3], [2, 3]}. Neni zobrazeni.
U= {[1, 2], [2, 3]}. Prosté zobrazeni z M do M.
V ={[1, 3], [2, 1], [3, 2]}. Permutace mnoZiny M.
b) R1={[3, 2], [2, 3], [1, 1], [2, 2], [3, 3]}. Neni zobrazeni.
V1={[3, 1], [1, 2], [2, 3]}. Permutace mnoziny M.
VeV ={[1, 2], [2, 3], [3, 1]}. Permutace mnoziny M.
UV ={[1, 1], [2, 2]}. Prosté zobrazeni z M do M.
ReU = {[3, 3], [1, 2], [2, 3]}. Zobrazeni celé M do M, neni prostg.
VeU = {[2, 2], [3, 3]}. Prosté zobrazeni z M do M.
Re(V-U) ={[2, 3], [3, 2], [2, 2], [3, 3]}. Neni zobrazeni.



