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Náplň cvičeńı

1 Limita funkce jedné proměnné

2 Spojitost funkce jedné proměnné
Body nespojitosti
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analýzy I. Brno, 2012. Dostupné z:
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Limita funkce a jej́ı typy

Limita funkce

Definice: Funkce f (x) má v bodě x0 ∈ R
∗ limitu rovnou č́ıslu L ∈ R

∗, tj.

lim
x→x0

f (x) = L,

když ke každému okoĺı O(L) bodu L existuje okoĺı O(x0) takové, že pro
všechna x ∈ O(x0) \ {x0} plat́ı f (x) ∈ O(L).

Rozlǐsujeme tyto čty̌ri př́ıpady dle x0, L:

x0, L vlastńı vlastńı limita ve vlastńım bodě

x0 nevlastńı, L vlastńı vlastńı limita v nevlastńım bodě

x0 vlastńı, L nevlastńı nevlastńı limita ve vlastńım bodě

x0, L nevlastńı nevlastńı limita v nevlastńım bodě

Animace limity: viz https://www.geogebra.org/m/ymptkVU3
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Typy limit funkćı

Př́ıklad 1: Zkuste pomoćı vhodných poč́ıtačových aplikaćı, na základě
vlastńıho úsudku či po poradě s kamarády, přij́ıt na to, jakého typu jsou
následuj́ıćı limity:

limx→3
2x
x+1 limx→−1

x
2+4x+3
x
3+1

limx→2
3

(x−2)2+5

limx→−∞ 2x limx→∞
1−x

3

x
2+4

limx→∞ arctg x

Věta: Necht’ existuje okoĺı O(x0) takové, že pro všechna x ∈ O(x0) \ {x0}
plat́ı rovnost f (x) = g(x). Pak

lim
x→x0

f (x) = A ⇐⇒ lim
x→x0

g(x) = A,

kde A ∈ R ∪ {−∞,∞}.
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Jednostranné limity funkce

Limita zprava a zleva

Definice: Funkce f (x) má v x0 ∈ R
∗ limitu zprava rovnou L ∈ R

∗, tj.

lim
x→x

+
0

f (x) = L,

když ke každému okoĺı O(L) bodu L existuje δ > 0 takové, že pro všechna
x ∈ (x0, x0 + δ) plat́ı f (x) ∈ O(L). Podobně pro limitu zleva lim

x→x
−

0
f (x).

Vybrané d̊uležité věty:

1 Funkce f má v libovolném bodě nejvýše jednu limitu, přičemž
limx→x0 f (x) = L ⇐⇒ lim

x→x
+
0
f (x) = L = lim

x→x
−

0
f (x).

2 Jestliže plat́ı limx→x0 f (x) = 0 a pro funkci g existuje okoĺı O(x0)
bodu x0, v němž je g ohraničená, pak limx→x0 f (x) · g(x) = 0.

3 Početńı operace s limitami...
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Spojitost funkce

Spojitost funkce v bodě

Definice: Funkce f (x) je v bodě x0 ∈ R spojitá, jestliže

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Podobně pro spojitost zleva, či zprava.

Věta o složené funkci: Necht’ limx→x0 f (x) = α a funkce g je spojitá
v bodě α. Pak plat́ı, že

lim
x→x0

g(f (x)) = g( lim
x→x0

f (x)) = g(α).

Př́ıklad 2: Spoč́ıtejte následuj́ıćı limity

a) limx→∞ 3
6x+1
2x−3

b) limx→∞ ln 2x+1√
x
2+3
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Body nespojitosti – typy

Předpokládejme, že funkce f (x) neńı v bodě x0 spojitá.

x0 je bod odstranitelné nespojitosti, když existuje vlastńı
limx→x0 f (x), ale nerovná se f (x0).

x0 je bod nespojitosti 1. druhu, když existuj́ı vlastńı jednostranné
limity lim

x→x
−

0
f (x) = a a lim

x→x
+
0
f (x) = b, avšak a 6= b.

x0 je bod nespojitosti 2. druhu, když alespoň jedna
z jednostranných limit neexistuje nebo je nevlastńı.
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Druhy nespojitosti funkćı

Př́ıklad 3: Na obrázćıch jsou znázorněny grafy 5 funkćı. Určete, zda jsou
spojité v bodě c , pokud ne, určete, o jaký druh nespojitosti se jedná.

a) b) c)

d) e)
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Nalezeńı funkce splňuj́ıćı limitńı kritéria

Př́ıklad 4: Rozdělte se do skupin po 2-3 lidech. Jeden ze skupiny urč́ı, jaké
limitńı omezeńı či podḿınku na spojitost má splňovat neznámá funkce
f (x). Zbývaj́ıćı členové skupiny se snaž́ı naj́ıt vhodný př́ıklad funkce f (x)
vyhovuj́ıćı kritéríım kamaráda(ky). Následně si role vyměńı.

Př́ıklady omezeńı či podḿınek:

(a) Najdi funkci f (x) takovou, která má v bodě x = 3 limitu rovnou 5.

(b) Najdi funkci f (x) takovou, která má v bodě x = 3 limitu rovnou 5,
ale neńı v něm (x = 3) spojitá.

(c) Najdi funkci f (x) takovou, která má v bodě x = 0 limitu rovnou −∞.

Poznámka: Tyto př́ıklady slouž́ı pouze pro inspiraci. Vymýšlejte svá
vlastńı limitńı omezeńı či podḿınky na spojitost.
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Př́ıklady na limity funkćı

Př́ıklad 5: Pomoćı jednoduchých úprav spoč́ıtejte následuj́ıćı limity:

(a) limx→−1
x
2+4x+3
x
3+1

(b) limx→7
2−

√
x−3

x
2−49

(c) limx→0
sin 2x
3x [v́ıme, že limx→0

sin x
x

= 1]

(d) limx→0
sin 4x√
x+1−1

(e) limx→−∞

(

4x3 − x2 + x + 2
)

(f) limx→∞
2x3−x

2+5
x
2+x−2

(g) limx→∞

√
x−6x
3x+1

(h) limx→∞ (
√
x − 2−√

x)

(i) limx→1
x+1

x
2−3x+2

(j) limx→0
1

x
3−x

2
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Výsledky p̌ŕıkladu 5

(a) 2
3

(b) − 1
56

(c) 2
3

(d) 8

(e) −∞
(f) ∞
(g) 2

(h) 0

(i) neexistuje

(j) −∞
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