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Funkce vice proménnych

Definice: Necht M CR", n>1, M # (). Zobrazeni f : M — R se nazyva
realna funkce n redlnych proménnych a mnozina M se nazyva defini¢ni
obor této funkce a znai&i se D(f).

Poznamka:

e V pfipadé n = 2 hovotime (redlné) funkci dvou (redlnych)
proménnych x, y. Kazdé uspo¥adané dvojici [x, y] € D(f) je p¥itazeno
pravé jedno z € R takové, Ze z = f(x,y).

o Pokud je funkce zaddna predpisem z = f(x, y) a neni udany defini¢ni
obor funkce, pak defini¢nim oborem rozumime mnoZinu vSech bodi
[x,y] € R x R, pro které tento pfedpis ma smysl.

@ Stanoveni defini¢niho oboru zadané funkce dvou proménnych bude
Castym (kolem. Kromé symbolického predpisu je mozné definiéni obor
popsat i zakreslenim p¥islugné oblasti v kartézské soustavé soufadnic
(O, x, y).
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Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

Ptiklad 1: Vy3etfete definiéni obor nasledujicich funkci dvou proménnych
a nasledné jej zakreslete v kartézském soutadném systému (O, x, y).

a) Flx,y)=Va-—x2+/y? -9

b) (X }/) |n(X'|n(y—x))

) f(x, y)=+/@—Iny) In(—x)

d) Flx,y)=In(x*—y)+Vx—2y +4

e) f(x,y)=In(x+%)

f) f(x,y)= 1—(X2+y)2

) £ xoy) =0+ L — 1) (2 + 42— 61
h) f(x, y) = arcsin % + arcsin (1 — y)
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P¥iklad 1 — vysledky

2) D(F) = {[x.y] € B2, x| <24 ly| >3}

b) D(f) = {[x,y] € R?, (x > 0Ay > x+1)V(x < 0Ay < x+1Ay > x)}

c) D(f)={[x,y] eR?, (0<y<eAx<-1)V(y>eA-1<x<0)}

d) D(F) = {Ix,y] € R, y <X Ay < bx+2)

e) D(f) ={[x,y] €R?, (x >0Ay > -2x°)V(x<0Ay< —2x?)}

f) D(f) = {[x,y] €R?, -1 -x2<y<1-x%}

g) D(f)—{[x,y]eR?,(@H@—lZOAX2+y2—6xzo)v
((yf x2—1<0/\x2—i—y2—6x<0)}

h) D(f) = {[x.y] € R?, y* > —x,y* > x,y € (0,2)}

Zobrazeni defini¢nich oborl v roving (O, x, y) najdete na nasledujicich
slajdech.
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P¥iklad 1 — zakresleni defini¢nich obort v roviné

| | i | | —_:I: y x\\\\
-2 9 g y=a+1
1 1

7 S
Obr. 1 Ohr. 2
a) b)
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P¥iklad 1 — zakresleni defini¢nich obort v roviné

Obr. 4 Obr. b
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P¥iklad 1 — zakresleni defini¢nich obort v roviné
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Graf funkce dvou proménnych

Graf funkce dvou proménnych

Definice: Grafem funkce z = f(x, y) dvou prom&nnych nazyvame
mnoZinu usporadanych trojic [x, y, z] € R3, pro které [x, y] pat# do
defini¢niho oboru D(f).

Graf funkce z = x? 4 y? vykresleného nastrojem Geogebra 3D grafy:
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Limita funkce dvou proménnych

Limita funkce dvou proménnych

Definice: Rekneme, e funkce z = f(x, y) méa v bod& M[xg; yo] limitu
rovnou Cislu L, jestlize ke kaZdému € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro
vdechny body z ryziho d-okoli bodu M plati |f(x,y) — L| < . Piseme

lim f(x,y)=L.
[x,y]—=[x0i¥0] ()

Poznamka:
@ U funkci vice promé&nnych nemame k dispozici L'Hospitalovo pravidlo.

@ Postupujeme podobné jako u vypoctu limit z funkci jedné proménné:
nejdfive dosadime limitni bod do prfedpisu funkce. Pokud vyraz nelze
vycislit, hleddme jeho vhodnou lpravu tak, abychom jej zjednodusili a
mohli dosadit do pozméné&ného vyrazu.

o Plati stejnd aritmetika limit pro soucet, rozdil, soudin a podil dvou
vyraz( jako u limit funkci jedné promé&nné.
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Limita funkce dvou proménnych

P¥i vypoltu se mizZe hodit tato véta:

Véta o soudinu s ohrani¢enou funkci
Vé&ta: Necht limp, 1 1x:] F (X, ¥) = 0 a funkce g je ohranitend v n&jakém
ryzim okoli bodu [xp; yo]. Pak

lim  f(x,y) g(x,y)=0.

[x,y]—[x0:¥0]
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Limita funkce dvou proménnych

P¥iklad 2: Vypolitejte ndsledujici limity.

i In(x+e€¥)
2) (x, y)ILn(L 0) V/x2+y?
b li (x—y)*-9
) ey 7
3 3
l S
2 (x, y)'f(z, 2) X'y
d) 30 H?)
o N00) Ve
. x2+4y24+1-1
| -7 s =
° (o )0, 0) T
) lim e
(X,y) (2 2) X 3y+3X Xy
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Limita funkce dvou proménnych

P¥iklad 2: Vypolitejte ndsledujici limity.

i In(x+e€¥)
2) (x, y)ILn(L 0) V/x2+y?
b) lim (x=y)*-9

2 2

(xy)—=(—4,-1) X HY

c lim G
(x, y)=(2,2) X

)

9 (x, y ﬁ(o 0) VP ty2+4-2
e lim XAyi41-l
T 22

(x, y)=(0,0) X1

f) lim —

(xy)—(2,2) X" 33—y

Vysledky:
a)In2,b)0,c) 3 d)12e) 3, f)

(&1
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Limita funkce dvou proménnych

P¥iklad 2: Vypolitejte ndsledujici limity.

lim xy? - cos 5

&) o Mo 0
1

h li cein 1
) (x, y)T(o, O)X "y
1. gnl

i) < 5

lim X+ y)-sin
(x.y)—(0,0) ( )

li cos y
(xy)—(1,00) * 1Y
sin xy

k) lim S

(x:y)=(0,2)
ev—1

[im
(xy)—(0,2)
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Limita funkce dvou proménnych

P¥iklad 2: Vypolitejte ndsledujici limity.

lim xy? - cos 5

&) o Mo 0
1

h lim X -sin =
) (x; ¥)=(0, 0) Y

i lim x+y)-sinl.sinl
) (x,¥)—(0,0) ( ) x Y
li cosy
(x.y)—(L,00) Y

sin xy

k) lim S

(x:y)=(0,2)
ev—1

[im
(xy)—(0,2)

Vysledky:
g)0,h)0,i)0,j)0,k)2,1)2
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Diikaz neexistence limity

@ V p¥ipadé funkce jedné proménné se k limitnimu bodu bliZime po
pfimce y = 0, u funkci dvou promé&nnych se k nému miiZzeme blizit
nekone¢né mnoha zplsoby, po rliznych p¥imkach, paraboldch atd.

o Existence limity v daném bodé znamend, Ze nezaleZi na cesté, po
které se k danému bodu bliZime. Dostaneme-li riizné hodnoty limity
pro riizné cesty, limita v daném bodé nemize existovat.

o Uvedeme si nékolik zpilisobil, jak ukazat, Ze v zadaném bodé limita
funkce neexistuje.
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Metoda postupnych limit

Metoda postupnych limit

Véta: Oznaéme

lim [Iim f(x,y)] =Ly, lim [Iim f(x,y)] = Ly.
Y=o | X—Xo X=X0 | Y—Y0
Existuje-li limita
lim  f(x,y) =L,
[x.y]—=[x0:v0]

pak plati L = L1 = Lo.

v

Poznamka: Tato véta je implikaci, takZe slouZi pouze jako metoda dikazu
neexistence limity. Pokud ukdZeme, Ze L1 # L, pak to znamend, Ze limita
nemuZe existovat.
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P¥iblizovani po riiznych cestach

K limitnimu bodu [xo, yo] se miZeme p¥ibliZzovat po
@ po ptimkach, nap¥. pomoci substituce y = k - (x — xp) + yo, p¥itemz
pocitdme limitu pro x — xp,
@ po parabolach, nap¥. pomoci substituce y = k - (x — xp)? + yo,
pFi¢emz opét pocitdme limitu pro x — xg,
@ po kruznicich pomoci polarnich soufadnic, substituci
X=Xg+ 0-Cosp,y = Yo+ 0-sinp, pricemz pocitame limitu pro
0o—0,
@ &i po jinych obecnych cestach.
Poznamka: Pokud po volb& néjaké cesty a nasledné substituci vyjde limita

zavisld na parametru k &i pouze na ¢, znamen3 to, Ze volba té&chto
parametrii méni hodnotu limity — tedy limita neexistuje.

V opa&ném ptipad& (vysledek limity nezavisi na té&chto parametrech) neni
existence limity prokazana!
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Polarni soufadnice — univerzalni cesta

Transformace do polarnich soufadnic

X = Xp+0-cCcosyp,
y = yoto-sing,

kde [xo, yo] je limitni bod a ¢ > 0, je moZnosti, jak ukdzat i existenci limity
a spotitat jeji vysledek. Plati ndsledujici lemma:

Lemma pro vypocet limity pomoci poldrnich soutadnic

Lemma: Ptedpokladejme, Ze funkci f(x,y) lze v polarnich soufadnicich se
stfedem v bod& [xp, yp] vyjddFit ve tvaru
f(x,y) = L+g(0) h(o,¢), LER, kde
i) limy0g(0) =0,
ii) h(o,p) je ohrani¢end na obdélniku (0, go) x (0,27), kde gg > 0.
Pak p|atf Iim[x7y]_,[X07y0] f(X,y) = L.

v
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Polarni soufadnice — univerzalni cesta

Lemma: Pr¥edpoklddejme, Ze funkci f(x,y) lze v poldrnich soufadnicich se
stfedem v bod& [xo, yo] vyjadFit ve tvaru
f(x,y) =L+ g(o)- h(e,¢), LER, kde
) limys0g(0) =0,
ii) h(o, ) je ohraniend na obdéIniku (0, go) x (0,27), kde go > 0.
Pak plati Iim[X7y]_,[X07y0] f(x,y) = L.

Postup hledani limity pomoci lemmatu

© Transformujeme limitni vyraz do polarnich soufadnic.

@ Poditdme limitu pro o — 0.

© Vysledkem mize byt vyraz L + g(o) - h(o, ), kde g(o) je funkce
zavisld pouze na g, jejiz limita pro o jdouci k nule je 0, a h(g, ¢) je
ohranitenda funkce. Pak je limita rovna zbylému redlnému &islu L,
které samozfejmé miiZe byt i nula.

Q Je-li vysledkem je pouze funkce h(p, ¢) zavisla na obou parametrech
&i pouze na ¢, pak limita neexistuje.

4
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Limita funkce dvou proménnych

Ptiklad 3: Vy¥ettete, zda nasledujici limity existuji. Pokud ano, uréete

jejich hodnotu.

a)

b

<)

d

e)

.F

- -2
lim =<
(x,y)—(0,0) 3T
X+y

(x,y)—(0,0) X
lim

(xy)—>(0,0) XY
lim XY

(x,y)—(0,0) Y2

2
lim A~
(x,y)—(0,0) X1
lim 50
(x.y)=+(0,0) X T
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Limita funkce dvou proménnych

Ptiklad 3: Vy¥ettete, zda nasledujici limity existuji. Pokud ano, uréete

jejich hodnotu.

a)

b

<)

d

e)

.F

- -2
lim =<
(x,y)—(0,0) 3T
X+y

(x,y)—(0,0) XY
lim
(xy)—>(0,0) XY
lim XY
(x,y)—(0,0) Y2
2
lim XY
(x,)—(0,0) X2
lim Xzfyi
(x.y)=+(0,0) X T

Vysledky:

a) neex., b) neex., c) neex., d) neex., €) 0, f) neex.
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Limita funkce dvou proménnych

Ptiklad 3: VyZetfete, zda nasledujici limity existuji. Pokud ano, uréete
jejich hodnotu.

lim 2X2+5}2/2

(x, y)=(0,0) XY

h  lim ijl
(x.y)—(0,0) ¥

X3y

N
) o Booy <7

2
lim XY
(x,y)—(0,0) X" 1Y
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Limita funkce dvou proménnych

Ptiklad 3: VyZetfete, zda nasledujici limity existuji. Pokud ano, uréete
jejich hodnotu.

lim 2X§+5}2/2

(x, y)=(0,0) XY

h lim ﬁﬂ
(x,y)—(0,0) " TY
3

i lim  =2CX,
)uMa&mX”
X2y

lim s
(x,y)—(0,0) X T

Vysledky:
g) neex., h) 0, i) neex., j) neex.

Lukas Masilko 8. cvitenf 16. 4. 2024 22 /24



Spojitost funkce dvou proménnych

Spojita funkce dvou proménnych

Definice: Rekneme, e funkce f je spojitd v bod& [xg, yo], jestlize ma
v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim  f(x,y) = f(x0, o)
[x,y]=[x0,y0]

Poznamka:

© Nalézt body nespojitosti funkce znamena uréit body, v nichz neni
funkce definovana.

@ Domluvme se, Ze funkce je spojitad v izolovanych bodech defini¢niho
oboru.
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Spojitost funkce dvou proménnych

_ 1
a) f(X,}/)—W
b) f(x, y) = X§i§3
0 Flxy) = 2%
—ein L
d) f(x,y) =sin;
e) f(va)_sinx%siny
f) Fx,y)=1In|l—x*—y?
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Spojitost funkce dvou proménnych

Ptiklad 4: Urete body, v nichZ neni funkce spojita.

) F(xy) = s

b) f(x, y)= X§i§3
0 Flxy) = 2%

—ein L
d) f(x,y) =sin;

1
e) f(va) = sin x-sin y
f) F(x,y)=In|l—x*—y?|
Vysledky:

a) [0,0], b) {[x, ylix = —y}, ) {[x, ylix=—y},
d) {[x, ylix=0Vy=0},e){[x, y], x=km, y=km, k€ N},
f) {lx, ylix®+y? =1}
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