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Obsahem textu jsou pozndmky pro prednaSky z kurzu Matematickd analyza 1 2023/2024 L.

Hlavni probirand témata jsou okruhy pro zavérecnou zkousku:

1. Ciselné posloupnosti a jejich vlastnosti. Limita posloupnosti, hromadny bod, limita superior
a inferior.

2. Limita funkce jedné proménné ve vlastnim a nevlastnim bod€. Spojitost funkce.

3. Derivace funkce jedné proménné: definice, geometrickd a fyzikdlni interpretace. Pravidla
vypoctu derivace. Derivace vyssich radu.

4. L’Hopitalovo pravidlo a jeho vyuZiti. Vyznamné limity.

5. Diferencidl funkce jedné proménné a jeho vyuziti pro ptiblizné vyjadreni hodnoty funkce.
Rovnice tecny.

6. Vysetiovani prubéhu funkce jedné proménné: defini¢ni obor, spojitost, monotonie, extrémy,
konvexnost, konkdvnost, inflexni body, asymptoty. Piiklady aplikace.

7. Limita funkce dvou proménnych ve vlastnim bodé: definice, vlastnosti. Spojitost funkce
dvou proménnych.

8. Parcidlni derivace funkce dvou proménnych, jejich vypocet a geometrickd interpretace.
Gradient, vrstevnice.

9. Diferencidl funkce dvou proménnych a jeho vyuziti pro pfiblizné vyjadieni hodnoty funkce.
Tecnd rovina.

10. Lokalni extrémy funkci dvou proménnych. Nutnd podminka existence lokdlniho extrému;
stacionarni body. Hessova matice. PostaCujici podminka existence lokdlniho extrému.
Rada tdvah, vysvétleni (a obCas i diikazi), jeZ jsou nad ramec kurzu, se uvadi pro lepsi

pochopenti latky.
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§1

Zakladni pojmy

§ 1.1. Opakovani

Ciselné obory, elementarni funkce a jejich vlastnosti. Smérnice pfimky. Funkce prosté.
Vektory v roviné a v prostoru. Skaldrni soucin.

§ 1.2. Zakladni konstrukce pro mnoziny realnych Cisel a vektora
§ 1.2.1. Vzdalenost bodi, okoli

Velikost vektoru v = (x, y) je |v| = /x2 4+ y? (Pythagorova véta). Jsou-li v; = (x1, y1),
vy = (X2, y2) vektory v roving, velikost jejich rozdilu v, — vy = (X3 — X2, y2 — V1) je

[va — v1] = V(X2 — x1)2 + (32 — y1)2. (L.1)

Hodnota (1.1) udava rovnéz vzddlenost bodu se soufadnicemi (x1, y1), (x2, y2).

DEFINICE 1.1. Je-li r kladné Cislo, r-okolim bodu (xg, yo) nazyvame mnozinu vSech bodd
(x, v), jejichz vzdalenost k (xg, y¢) je mensi nez r:

{06 9) 1 V(X = x0)2 + (y — y0)? < 1}

Cislo r nazyvdme polomérem tohoto okoli. Nene-li velikost polom&ru podstatnd, mluvime
jednoduse o okoli daného bodu. Vylouc¢ime-li z okoli bodu (xg, yo) samotny bod (x¢, o),
obdrzime okolf ryzi.!

Obdobné pro okoli bodt v prostoru. V piipade redlné osy R je r-okolim bodu x interval
(xo—r, Xo + 1), coZ znamen4, Ze pro x z r-okoli plati |x —xo| < r. VIR? aR? okolf geometricky
znamena kruh (resp. kouli) bez hranice (§ 1.2.2).

§ 1.2.2. Hranice mnoziny, mnoziny otevirené a uzavirené

Bud® M neprdzdnd mnoZina na realné ose, v rovin€ ¢i v prostoru.

DEFINICE 1.2. Bod mnoZiny M se nazyva vnitinim, jestlize spolu s timto bodem v M leZzi 1
néjaké jeho okoli. Vnitikem mnoZiny M je mnozina vSech jeji vnitinich bodu.

DEFINICE 1.3. MnoZina M je oteviend, jestlize spolu s kazdym jejim bodem v M leZi i
né¢jaké jeho okoli. Mnozina M je uzavrend, jestlize jeji dopln€k je mnozinou otevienou.

Okoli je mnoZinou otevienou. Prdzdnd mnoZina je dle definice zdroven otevienou a uzavie-
nou.

1Jinak se obcas fiké prstencové .



DEFINICE 1.4. Hrani¢nim bodem mnoziny M nazyvame bod, v jehoz libovolné¢ malém
okoli je alespoti jeden bod z M a rovnéz alesponi jeden bod mimo M . MnoZinu vSech hrani¢nich
bodd mnoziny M nazyvame hranici této mnoZziny a znacime oM.

Intuitivné vzato, hranici mnoZiny je mnoZina pfedstavujici jisté pomezi mezi mnoZinou a
jejim dopliikem. Vnitfek mnoZiny pak tvori vSechny jeji body nachdzejici v kladné vzdéalenosti
od hranice. Hranici rovinného dtvaru je urcitd kiivka, hranici prostorového utvaru pak bude jeho
povrch.

UVAHA 1.5. Pfiddme-li k mnoZiné jeji hranici, obdrZime mnoZinu uzavienou (je to uzdvér
mnoZziny). Odstranime-1i z mnoZiny jeji hranici, obdrzime jeji vnitiek. Obsahuje-1i mnoZina svoji
hranici, pak je uzaviend. Obsahuje-li pouze ¢ast své hranice, pak neni oteviena ani uzavrena.
Neobsahuje-li Zddny bod své hranice, pak je oteviend.

DEFINICE 1.6. Bod mnoZiny M se nazyva izolovanym bodem, jestliZze v néjakém jeho okoli
nejsou zadné dalsi body této mnozZiny.

Je ziejmé, Ze izolovany bod mnoZiny nemuizZe byt vnitinim, ponévadz lezi v kladné vzdale-
nosti od vSech ostatnich jejich bodii. Praktické zkuSenosti s mnozinami na realné ose a v roviné
ek

nasvédcuji, Ze hranici mnoZiny tvoii body, k nimz se body mnoZiny ,,zhuSt'uji* (tzv. limitni
body), a body izolované.

DEFINICE 1.7. Rﬂ(éme, Ze bod c je limitnim bodem pro mnozinu M, jestlize v kazdém
okoli bodu ¢ je néjaky bod mnoziny M odli$ny od c.

Dovétek ,,0dliSny od c¢* vyluCuje moznost, kdyZ je ¢ bodem izolovanym. Limitni bod
mnoziny M miZe leZet jak v mnoZiné M, tak i mimo tuto mnoZzinu.

UVAHA 1.8. Hranice mnoziny se sklddd ze vSech jejich limitnich a izolovanych bodd.

PRIKLAD 1.9. (1) Omezeny otevieny interval M = (a, b) je otevienou mnozinou.

Jeji hranici je dvouprvkova mnozina {a, b} a uzavérem je uzavieny interval [a, b].

(2) Intervaly [a, b) a (a, b] nejsou oteviené ani uzaviené, maji vSak stejné vnitiek a hranici
jako otevieny interval (a, b).

(3) Kruh s hranici M = {(x,y) : x> + y> < r?} je mnoZinou uzavienou s hranic{
OM = {(x,y):x?+ y? =r2}avnittkem M \ OM = {(x,y) : x> + y% < r?}.

(4) Jednoprvkova mnozina M = {a} ma vnitfek prazdny a je 0M = M.

(5) Pro M = (0, 1) U {2} hranici je IM = {0, 1, 2}, ¢isla 0, 1 jsou limitni body a 2 je bod
izolovany.

(6) Mnozina pfirozenych ¢isel M = N nemd Zadné vnitini body a je 0M = M.

(7) Hranici mnoZiny M = {% ‘n € N} je M = M U {0}, vnitini body v M nejsou.

Vysvétleni. 1. Pro libovolné ¢ € (a, b) lze vZdy najit r-okoli bodu c tak, aby celé
toto okoli leZelo uvnitf (a, b) (stali vzit r = min{c — a, b — c}; jelikoZ ¢ neni krajnim bodem
(a,b),bude r < b — a). VSechny body intervalu (a, b) tedy jsou vnitini.

Limitnimi body jsou krajni body intervalu a, b (k bodu a se lze libovolné pfibliZit body
x > a, obdobné pro b). Izolované body nejsou, nebot’ v§echny body jsou vnitini.

2. Mnoziny [a, b) a (a, b] se utvori z oteviené mnoziny (a, b) pfidanim jednoho z limitnich
bodd.

3. Hranici tvofi body kruZnice o poloméru r se sttedem v (0, 0), vnitrtkem M je r-okoli
bodu (0, 0).

4. Mnozina {a} neobsahuje Zadné okoli.

5. Body 0, 1 jsou limitni podle 1. Izolovany bod 2 € M neni vnitfnim a tudiZ patfi hranici.
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6. Vsechny body mnoziny N jsou izolované. Limitni body nejsou (kdyby takovy bod
existoval, znamenalo by to, Ze v jeho libovoln€ malém okoli se nachdzi dalsi pfirozené &islo,
avSak nejmensi mozna vzdalenost mezi dvéma pfirozenymi Cisly je 1).

7. VSechny body M jsou izolované. Dokazme to sporem. Vskutku, je-li % limitnim bodem
M , pak pro libovoln€ malé kladné ¢ v e-okoli Cisla % se najde dalsi bod mnoziny M, to jest k
tomuto ¢ existuje N, takové, Ze je vzdalenost Nig a % menSi nez e:

1 1
—e< ———<e.

nog Ng
Toto vSak znamend, Ze pfi zmenSeni hodnoty ¢ se pfirozené Cislo N, neustéle blizi k ng. Jelikoz
vzdalenost mezi dvéma sousednimi pfirozenymi Cisly je 1, pro jisté malé kladné &y musi byt
_ s 1 1 . 1 L e o
Ngy = npatudizi Neg = no- V gp-okoli bodu - tedy nejsou Zadné jiné body mnoZiny M.

Cislo 0, jez mnozin& M nepatii, je pro M limitnim bodem, nebot’ v libovoln& malém okol{
bodu 0 lezi ¢islo % € M, je-li n dostatecné velké. O

§ 1.2.3. Supremum a infimum
Bud’ M neprazdnd mnoZina redlnych ciSel.

DEFINICE 1.10. Cislo « je horni (resp. dolni) zdvorou mnoziny M, jestlize x < o (resp.
x> a)prokazdé x € M.

DEFINICE 1.11. Cislo « je supremem (162 nejmensi horni zdvorou) mnoziny M, jestlize je
pro M horni zédvorou a pro kazdou jinou horni zavoru f mnoZziny M plati @ < B.

Pro prdzdnou mnoZinu klademe sup @ = —oo. Neni-li M shora omezend, pak klademe
sup M = +o0.

DEFINICE 1.12. Cislo « je infimem (t&% nejvétsi dolni zdvorou) mnoziny M, jestlize je pro
M dolni zavorou a pro kaZdou jinou dolni zdvoru 8 mnoziny M plati o« > .

Pro prazdnou mnoZinu klademe inf @ = oo. Neni-li mnozina M zdola omezend, pak
klademe inf M = —o0.

Nemusi platitsup A € A aniinf A € A.

PRIKLAD 1.13. Plati:
(1) proAz{%:neN}jesupAz16A,ian=0§z’A;
(2) pro B =(0,1],C = (0,1)jesupB =1€ B,infB=0¢ BasupC =1 ¢ B,
infC =0¢C.
11

Vysvétleni. Staci uvaZovat napt. A: jelikoz A = {l, 3230 },je supremum mnoziny A
shodny s jejim nejvetsim prvkem 1. Nejmensi prvek v A neni, hodnota infima je 0 ¢ A (oCividné
1/n > 0 pro vSechna n > 1, pfi¢emz vetsi dolni zdvora neni: ke kazdému kladnému ¢ 1ze vzdy
najit pfirozené n, tak, aby bylo 1/n, < ¢). O

Je-li A mnozinou spocetné mnoha bodi A = {xy, x5, X3, ...}, obvykle piSeme sup A =
Sup,>1 Xn, inf A = infy,>; x,, takZe sup {% ‘n € N} = SUp,>1 % = 1.






§2

Ciselné posloupnosti

§ 2.1. Definice, vlastnosti

DEFINICE 2.1. Ciselnou posloupnosti rozumime nekonecnou posloupnost po sobé v radé
jdoucich ¢isel x,,n = 1,2,....

Maéme-li Ciselnou posloupnost x,, n = 1,2,..., je prirozené si polozit otdzku, zda je
ohranicend, rostouci ¢i klesajici, zda m4 vlastni (kone¢nou) anebo nevlastni limitu (£00).

DEFINICE 2.2. Posloupnost {x, : n > 1} je rostouci (resp. neklesajici), jestlize x,+1 > X,
(resp. X,+1 > Xp) pro vSechna n.

Posloupnost {x, : n > 1} je klesajici (resp. nerostouci), jestlize x,+1 < X, (resp. X,+1 <
X, ) pro vSechna n.

Je-1i posloupnost neklesajici nebo nerostouci, fikdme, Ze je monotonni. Je-1i posloupnost

rostouci nebo klesajici, fikdme, Ze je ryze monotonni.

PRIKLAD 2.3. Posloupnost x, = n,n = 1,2,..., je rostouci, x, = % je klesajici, a
X, = (Gl Dn monotonni neni.

Vysvétleni. Prvni dvé tvrzeni jsou zfejmd. Staci tedy ovérit, Ze Ciselnd posloupnost

v v v n
~1, 3. —3. 3. —=. ... se spole¢nym ¢lenem x,, = (Gl ) neni rostouci ani klesajlcl V tom se
presvédCime, vSimneme-li si, Ze liché Cleny —1, ; 5, ... rostou a sudé cleny > 4, é, ..
klesaji, a tudiZ se v posloupnosti neustéle stfidaji sousedni ¢leny spliiujici opacné nerovnosti. [J

Jsou-li ¢leny posloupnosti kladnad Cisla, 1ze jeji rust a pokles ovérovat téz podle toho, zda je
podil x,41/x, vetsi anebo mensi nez 1.2

TVRZENTI 2.4. Posloupnost s kladnymi ¢leny {x, : n > 1} je rostouci (neklesajici), jestlize
provSechnan > 1je x,4+1/Xx, > 1 (xy+1/X, > 1). Posloupnost je klesajici (nerostouci), jestlize
provSechnan > 1je x,4+1/Xxn < 1 (Xp41/xn < 1).

ULOHA 2.5. VySetfeme monotonnost posloupnosti

eroe” 1.2 @.1)
X, =——, n=12,..., .
I

ReSeni. Ze vzorce (2.1) neni jasné, jaké je znaménko rozdilu x,,+1 — x,. Pouiijme proto

misto rozdilu sousednich €lent radéji jejich podil. JelikoZ po tprave bude x, = S +1 > 0, je

2Poznamenejme, 7e tato Uvaha je spravnd pouze pro kladné posloupnosti a vedla by na mylny vysledek, napf.
pro druhou posloupnost z pfikladu 2.3.



posloupnost kladné a 1ze vyuZzit tvrzeni 2.4. Dostaneme
Xnt1 eZn-i—Z _ 1 eZn + 1 €2€4n _ eZn + €2€2n _ 1
Xn Te2nt2 ] p2n ] p2p4n L 21 _ p2p2n _ |
eze4n + (62 . 1) eZn -1 eze4n + (62 . 1) eZn -1

T2 —(e2— 1) e — 1 2t A (2—1)en —1 :
pro vSechna n > 1. Posloupnost je tedy rostouci. U
§ 2.2. Limita posloupnosti
Pro nekonecnou posloupnost x,, n = 1,2,..., pfirozenou je otdzka, jak se hodnota x,

chova, roste-li n neomezené k +o00. Blizi-li se neustale k urcité hodnoté, fikame, Zze ma limitu.
Priblizovéni se posloupnosti k své limité fikdime konvergence.

§ 2.2.1. Definice vlastni a nevlastni limity

DEFINICE 2.6. Cislo L € R je limitou (t6% mezni hodnotou) posloupnosti {x, : n > 1},
jestlize k libovolné malému kladnému Cislu ¢ existuje N, takové, ze pro vSechna n > N, plati
nerovnost |x, — L| < €.

Zminéné ¢islo znacime N, nebot’ jeho hodnota zavisi na zvolené hodnoté e. SkuteCnost, Ze
L je limitou posloupnosti {x, : n > 1} pii n — 400, zapisujeme:

lim x, = L, (2.2)

n—-+oo

anebo fikdme, Ze x, — L pfi n — oo.’ Vztah (2.2) znamen4, 7e pfi n — +oo se hodnota x,,
neomezené priblizuje k &islu L. Je-li z kontextu jasné, Ze n — 400, obcCas piSeme: lim, x,,
anebo jesté strucnéji lim x;,,.
PRIKLAD 2.7. Plati
(2) limy 4 oo (_,:) =0.

Vysvétleni. Absolutni hodnoty ¢lent druhé z posloupnosti jsou rovny pfislusSnym clenim

posloupnosti prvé, pfi¢emZ posloupnost s piedpisem x, = + je 1, 1, 3, .... Sta&f tedy dokdzat,

—n
7e lim,_, { o X, = 0. Jako hypotézu o hodnoté limity proto vezméme L = 0.
Zvolime-li libovolné malé kladné ¢, je zfejmé, Ze |%| < ¢ plati pron > % a tudiz v

definici 2.6 miZzeme vzit N, = [ 1| + 1, kde | 1] je celd Cdst Cisla 1. O
Limita ¢iselné posloupnosti je neviastni, ma-li hodnotu 400 nebo —oo.
DEFINICE 2.8. Rikdme, 7e lim,_, 1o X» = 400, jestliZe k libovoln& velkému A Ize najit
N4 tak, aby pro vSechna n > N4 platilo x, > A.

Podobné, lim, 1 X, = —00, jestlize k libovolné velkému A lze najit Ny tak, aby pro
vSechna n > Ny platilo x,, < —A.

y . 2 P
PRIKLAD 2.9. Pro x, = ;"7 plati limy— 400 Xn = +00.

Vysvétleni. Vyraz n? roste rychleji nez n, v limité tedy oéekdvame +o00. Zvolme libo-
volné velké A. Nerovnost x,, > A znamend, Ze n> > A(n + 1), coz bude platit, mimo jiné, kdyz
n? > A(n + n) = 2An. Posledni nerovnost lze zapsat ve tvaru n(n — 2A4) > 0, coZ je splnéno
pron > N4 = 2A. O

3Cte se: xu konverguje k L ptin — +o0.
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Pozndmka 2.10 (o zanedbani konecné mnoha ¢lent). VySetfujeme-li limitu
néjaké Ciselné posloupnosti, vzdy miiZzeme z posloupnosti dle potieby odstranit (anebo naopak
pfidat) konec¢né mnoho ¢lent, aniz by byl vysledek timto ovlivnén. TotéZ plati pro vySetfovani
omezenosti posloupnosti.

§ 2.2.2. Aritmetika limit

Lze snadno dok4zat, Ze plati nasledujici jednoduché, avSak velmi uZiteCné vlastnosti limit.

TVRZENI 2.11. Existuji-li vlastni limx, = a, limy, = b, pak lim(x, + y,) = a + b,
lim(x,y,) = abaprob # 0ilim3* = 7.

PRIKLAD 2.12. Najdéme limitu posloupnosti s predpisem

4n
X, =
" on+1
Reseni 2.12.1. JelikoZ vime, Ze lim,— 4o + = 0, bude
4n 4n - L 4
Xy = = 1 = 1 — 4
pfin — +oo. Vyuzili jsme tvrzeni 2.11. U

Reseni 2.12.2. Lze ocekdvat, 7e se podil - :’_1 blizi k 1 pfi n rostoucim neomezeng¢: % %,
%, g, ..., aproto je prirozené vyslovit hypotézu, ze limitou je Cislo L = 4. Pak potfebujeme
zajistit, aby rozdil |x, — 4| pro dostate¢n€ velka n byl mensim libovolné stanovené tolerance.

JelikoZ po uprave obdrzime

4n 4n 4(n+1) 4n —4n —4 4
|xn —4| = —4 = —_ = = s
n+1 n+1 n+1 n—+1 n+1
pfi libovolné malém kladném e bude |x, — 4| < ¢ & % <eson+1> % S n > %— 1. Lze
tedy v definici 3.5 vzit N, = [ 2 ]. O

Poznamenejme, Ze pfi zjemnéni tolerance € na splnéni nerovnosti |x, — L| < € je potieba si
,,pockat déle*, to jest pro mensi & hodnota indexu N, bude pravdépodobné vetsi* (na obrazku 2.1
je znazornéni této skutecnosti pro posloupnost z piikladu 2.12). Nerovnost |x, — L| < & znamena,
7Zeje L—¢ < x, < L+ &, coZ na obrazku odpovida pruhu, vymezenému zelenymi vodorovnymi

Cérami.
§ 2.2.3. Srovnavaci véty o limitach
Srovnavaci véty umoziuji
§ 2.2.3.1. Nerovnosti
VETA 2.13 (srovnavaci véta). Bud'te {x, : n > 1} a{y, : n > 1} dvé Ciselné posloupnosti,
pro néz existuji limy,— 400 X, @ limy— 400 Vn-
(1) Jestlize existuje N takové, Ze pro vSechnan > N plati x,, < y,, pak

lim x, < lim y,.
n—+oo n—+oo

4Zde z opatrnosti nefikdme, Ze vZdy nutné vetsi, nebot’ v definici 2.6 N, nemusi byt nejmensi hodnotou indexu,
pro nizZ poZadovana vlastnost plati.
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4 4 0000000000000 4 — e Co00S0800000
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OBRAZEK 2.1

(2) Jestlize

Iim x, < lim y,,
n——+oo n—-+oo

pak Ize najit N tak, aby pro vSechnan > N platilo x, < y,.

Pozndmka 2.14. Obecné neplati, Ze lim x,, < lim y,, kdyZ x,, < y, pro dostate¢né velkd
n. Jako protipiiklad staci vzit x,, = %, Yn = %; pak vzdy x, < y,, avSak limx, = lim y, = 0.

VETA 2.15 (véta o sevieni’). Bud'te {x, : n > 1}, {y, : n > 1} a{z, : n > 1} &iselné
posloupnosti a necht’ existuji limy,— o0 X, a lim,— 400 Y5 @ jsou si rovné: limy,— o0 X, =
lim,— 4+ y» = L. Existuje-li N takové, Ze pro vSechna n > N plati

pak existuje i lim,,_, 1  z,, pfi¢emzZ lim,—, y o0 2, = L.

Véty o sevieni se Casto vyuziva v ndsledujici podobé.

DUSLEDEK 2.16. Je-li |x, — L| < a;, pro dostatecné velkd n, pficemz lim o, = 0, pak plati
limx, = L.

Diikaz. Stadi si v§imnout, Ze podle predpokladu plati —«, < x, — L < oy,. U

PRIKLAD 2.17. Plati

. sin (2")
n—too

Vysvétleni. Pro libovolné n je |sin(2")| < 1 a tudiz %n |sin (2")| < % — 0 pro

n — +o00. Limita je tedy rovna 0 podle diisledku 2.16. U

=0.

v . v v .. . _ 2n2—1 n\n
PRIKLAD 2.18. Vypoctéme limitu posloupnosti x, = YW (arctgn™)” .

>Jelikoz dle véty 2.15 dvé veli¢iny sméfujici ke stejné hodnoté zajisti, aby ke stejné hodnoté smérovala i
jakékoliv veli¢ina mezi nimi nachdzejici, v studentském folkloru je toto tvrzeni zndmo téz jako ,,véta o dvou
policajtech*.
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Vysvétlem’ Zdanliveé sloZitou ulohu snadno vyfeSime pomoci véty o sevieni. Jelikoz
larctg n”| < Z a pro dostatecné velka n plat1 2.V/n?2 +1 < 1,bude

2n? —1 T\" 2n?—1 T\" 2n 1 T\
O<.Xn< (—) = (—) — 3 (_)
2 —3n2+11\2 2”(1—2%/n2—+—1) 2 11— v/n2+1\4

o
= ( % )n Yn,
kde y, = % ( )n — Opron — +o00 (nebot’ w < 4; viz tloha 2.27). Vzhledem
k disledku 2.16 obdrzime lim x,, = 0. Ul

§ 2.2.3.2. Srovnani nekonecné malych

DEFINICE 2.19. Ciselné posloupnosti {x,, : n > 1} a {y, : n > 1} jsou asymptoticky
ekvivalentni pii n — 400 (znaéf se: x, ~ y, piin — +00), jestlize’ hm o=,
To, Ze x,, ~ y,, znamend, Ze se tyto posloupnosti pri n — +oo chovaJ1 stejné. Napf. pro
. 2_
n — 400 je2n®—3n +5 ~ 2n? nebot #AE = 1 — 2 4 -2, 1 Tato tivaha, jiZ b&Zn&
vyuzivame, plati i v obecnéjsi podobé.

TVRZENI 2.20. Bud'te x,, = a1n*' +an*?+---+a,n*, y, = byn* +byn*2+---+b,n,
kde oy > ap > --- >, > 0aby # O.Pak’yc—z ~ Z—iaje—lial = by, plati x, ~ y, pfi
n — +o00.

Diikaz. Vytkneme-li ¢leny s nejvyssi mocninou oy, obdrZzime

an® +an® +---+a,n*  a; +an®?" + .-+ a,n%"* a,
= _— —
blnal + bzna2 + -4 brnar bl + bznaz_al 4+ -4 brnar_al bl

pro n — 400, nebot’ n*2" % = ;m+vq — 0 pfi n — +o00 vzhledem k tomu, Ze o; > o5
atd. O O

Takto odvodime, Ze pro n — oo automaticky plati napt. —5n> +n — 19 ~ —5n3,
n+4100/n ~n,4n3 —27/n2 +n—2 ~ 4n? apod.

DEFINICE 2.21. Posloupnost {x,, : n > 1} se nazyva nekonecné mald, je-li limx, = 0.
Posloupnost {x, : n > 1} se nazyva nekonecné velkd, je-li lim x,, = 400 nebo lim x, = —oo0.

Podle § 2.2.2 je zfejmé, Ze soucet a soucin dvou nekone¢né malych posloupnosti jsou rovnéz
nekoneéné malé. Toto viak jiz nemusi platit pro podil;® zaleZ totiz na rychlosti konvergence k
nule, jez pravé rozhoduje, zda prevlada Citatel nebo jmenovatel.

DEFINICE 2.22. Bud'te {x, : n > 1} a{y, : n > 1} dvé nekonecné malé posloupnosti Cisel.
Rikdme, 7e je X, ve srovnani s y,:
(1) nekonec¢né malou veli¢inou vyssiho Fddu, jestlize lim % =0;
(2) nekonecné malou veli¢inou stejného rddu, jestlize hm I — ) kde A # 0, A # Fo0.

Vskutku, Y2 2,1 N —”’;j"z = 21,,\/5, pricemz 2" pfi n — 400 roste rychleji nez n (poznémka 2.28).

"V definici 2.19 Ize, samozfejme, pouZit i limitu lim , nebot’ dle tvrzeni 2.11 lim y L = lim 5 A,, =1, je-li

yn
77—

y n
8Napr pro nekonecné malé posloupnosti x,, = %, Yn = 57 dle vysledku dlohy 2.27 je lim x—” = lim =- 2 =

lim

+00, lim 2 I —lim J = 0.
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Je-li nekone¢né mald y, piin — o0 stejného fadu s (x,)™, kde m > 0, ika se, Ze y, je
Fddu malosti m ve srovnani s x,,.

V pripadé, kdyz je lim % = 1, jsou posloupnosti {x, : n > 1} a{y, : n > 1} asymptoticky
ekvivalentni pfi n — +o0o (definice 2.19).

PRIKLAD 2.23. Pro n — +o0 plati:

— 1 — 1 : e v P TRy ..
(1) x, = aniTh; @ Yn = g, JSOU Pl a1, # 0 nekonecn¢ malé stejného fadu (je-li
ap = a,, jsou asymptoticky ekvivalentni);
(2) proa > 0,k > 0je % nekoneéné malou fadu k ve srovndni s —-:
n n

3) % nekonec¢né malou vyssiho fadu ve srovnani s aln pro libovolné a > 0;

(4) == s a > 0 je nekone¢n& malou vy3§iho fddu ve srovndni s —.

Vysvétleni. Tvrzeni plynou y nasledujiciho:

1. lim ¥ = Jim %22+b2 — | wt3 o
) Yn - aln2+b1 - a1+% - ay’
1 1\k
2 nka == (n_ot) 0 )
3. pro x, = . ya = 2 podle dlohy 2.26 je lim 2 = lim 4; = 0;
4. pro x, = 2, yn = 7= podle dlohy 2.27 je lim 2 = lim %7 = 0. 0

§ 2.2.4. Limita monoténni posloupnosti

Je-1i Ciselnd posloupnost monotonni (definice 2.2), Ize oCekavat, Ze konverguje k néjakému
Cislu, je-li omezend, a konverguje k 400 nebo —oo v opacném piipadé. Monoténni posloupnost
m4 tedy vZdy limitu (moZna nevlastni).

§ 2.2.4.1. Véta o konvergenci monotonni posloupnosti

VETA 2.24. Plati nasledujici:

(1) Rostouci nebo neklesajici posloupnost, ktera je navic shora omezend, ma kone¢nou
limitu. Neni-li shora omezena, ma limitu +oo.

(2) Klesajici nebo nerostouci posloupnost, jeZ je zdola omezend, ma konecnou limitu.
Neni-li zdola omezena, ma limitu —oo.

Dukaz. Zjisti se, Ze hodnotou limity rostouci posloupnosti {x, : n > 1} je jeji nejmensi
horni zavora sup, ., X, (§ 1.2.3). Vskutku, necht’ je posloupnost shora omezend. PoloZime-li
L = sup,,- Xn, dle definice 1.10 k libovoln€ malému ¢ 1ze najit index n, tak, aby bylo

Xn, > L —e.

Vzhledem k predpokladu, Ze posloupnost je rostouci, bude tato nerovnost platit i pro v§echny
dalsi jeji ¢leny: x,, > L — e pron > n,. Na druhou stranu, L je pro posloupnost horni zadvorou a
tudiz pro vSechna n je x, < L. Plati tedy

L—e<x, <L

pro vSechna n > n,. Z této nerovnosti obdrzime —¢ < x, — L <0, |x, — L| < e pron > n,,
coz dle definice 2.6 znamena, Ze je L = lim x,,.

Neni-li posloupnost shora omezena, pro libovolné A existuje N4 takové, Ze xy, > A.
JelikoZ je {x, : n > 1} rostouci, totéz plati i pro vS§echnan > N4: x,, > A. Toto vSak znamen,
Ze lim x, = +o00.

Podobné se dokdze, Ze limita klesajici posloupnosti je rovna jeji nejvétsi dolni zdvore. [

14



PRIKLAD 2.25. Pro posloupnost z prikladu 2.12 plati
4n 4dn+4-4 4 4

n+1  n+1  n+l
a tudiz podle véty 10.7 ma posloupnost limitu jakoZto posloupnost rostouci a shora omezena

(x, < 4 pro vSechna n).

Xn:

ULOHA 2.26. VySetfeme existenci limity posloupnosti s predpisem

Xy = n=172,...,

Ha
kde a > 0.

ReSeni. Je-li0 < a < 1, bude lima” = 0 a tudiz i lim x,, = 0. TotéZ bude proa = 1.
Necht’ proto a > 1. Lze ocekdvat, Ze n! roste rychleji nez a”. Jelikoz je posloupnost kladnd a
plati

i W L (2.3)

Xn (mn+Dla® n+1
pri¢emz x,+1/x, < 1, jakmile n > a — 1, podle tvrzeni 2.4 1ze usoudit, Ze zacinaje takovym n
je posloupnost klesajici.’ Posloupnost je kladnd; hodnoty jejich ¢lent jsou tedy zdola omezené

nulou, a dle véty 10.7 existuje vlastni limita lim x,, = L. ZapiSeme-li vztah (2.3) ve tvaru

a
Xn41 = X
n+1 n+1 n
a prejdeme-li k limité pro n — +o00, s vyuZitim tvrzeni 2.11 dostaneme L = 0- L = 0, to jest
limx, = 0. O
ULOHA 2.27. VySetfeme existenci limity posloupnosti
nr
X, = prt n=12,...,
kdea > 1,r > 0.
Regeni. Podobng tdloze 2.26 utvorme 24l = (D a” (14 1) 1 pak plati *2+L < 1,
Xn a n n a Xn

je-li n takové, Ze (1 + )" < a, pficem? posledni nerovnost zaruéené plati pro dostatecné velkd
n. Dle véty 10.7 kladna klesajici posloupnost ma vlastni limitu L = lim x,,. Pfedejme-li k limité
v rovnosti x,+1 = X, (1 + %)r <. dostaneme L = L/a atudizje L = 0. O

Pozndmka 2.28 (o rdstu mocninnych, exponencidlnich vyrazt a faktoridalu).

Z uloh 2.26, 2.27 1ze odvodit, ze faktorial v 400 roste rychleji nez jakdkoliv exponencidlni
funkce a Ze funkce exponencialni roste rychleji nez mocninna.

DEFINICE 2.29. Rikd se, e ¢leny &iselné posloupnosti {x, : n > 1} maji uréitou vlastnost
pro dostatecné velkd n, jestlize existuje N takové, Ze tuto vlastnost maji x, pii libovolném
n>N.

Pozndmka 2.30. Posloupnosti z tloh 2.26, 2.27 jsou pro dostatecné velka n monotonné
klesajici. Pouze pro dostatecné velkd n mé smysl uvazovat i jiné vlastnosti, tykajici se chovéani
X, pro n rostouci neomezené (poznamka 2.10).

§ 2.2.4.2. Eulerovo ¢islo

S netrividlnim piikladem vyuziti véty 10.7 o limité monotonni a omezené posloupnosti se
setkavame pfi zavedeni Eulerova Cisla.

97 hlediska konvergence posloupnosti neni dileZité, Ze tato vlastnost plati jen zacinaje urcitou hodnotou indexu
(viz pozndmka 2.10).
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§ 2.2.4.2.1. Definice Eulerova ¢isla a jeji odivodnéni

DEFINICE 2.31. Eulerovo ¢islo e je iraciondlni ¢islo definované vztahem
1 n
e = lim (1 + —) . (2.4)
n——+00o n
Aby byla definice 2.31 korektni, je potfeba se ujistit, Ze limita v (2.4) existuje, coZ nyni
ucinime.

TVRZENI 2.32. Ciselnd posloupnost

1 n
xn:(l—l——) , n=12,..., (2.5)
n

je rostouci a shora omezena.

Diikaz. Monotonnost posloupnosti neni zfejma a je proto vhodné zkusit vzorec né¢jakym
zplisobem upravit. Nabizi se myglenka vyuziti binomického vzorce'”

" (n nmn-—1) nn—1)(n-=2)
L+b)" =Y |, | =1+nb+—2b7 b3+ ...
(1 +b) k:0<k) +nb + o + 3l +

+n(n—l)(n—2)'...(n—n+l)bn.
n!

(2.6)

Piib = 1/n v (2.6) bude

1 nn-—-1)1 nin—-1)mn-2) 1 nmn—-—1)...m—n+1)1
gl nD 1 D@2 e ). ) 1
n 2! n2 31 n3 n! n"

odkud tpravami % =1- rll W = (1 — }l) (1 — r%) atd. obdrZime

=1+1 ! 1 ! ! 1 1 1 2
werereg (-0) o5 (-0) ()
1 . 1 { 2 i k—1
(=) (-0) (-
ek —(1==)(1=-=)... (1= . (27)
n! n n n

Scitaji se tedy Cleny % (1 — %) (1 — %) e (1 — ’%1) , kde 1 < k < n. ZapiSeme-li pomoci

(2.7) vzorec pro x,41, zjistime, Ze po navySeni n o 1 se v (2.7) kazdy ze sCitanct zvetsi, nebot’
budou v zdvorkéch odecteny men3i Cleny % misto vétsich 7, a navic pfibude dali kladny
sCitanec. Proto pfi kazdém n bude x,4+; > x,, to jest posloupnost je rostouci. UkaZme, Ze je
rovnéZ omezend shora.

Jeziejmé, 7e 1 — 1 < 1,1 —2 < 1 atd., a proto z (2.7) obdrZime

b

1 1 1
Xn<2+2—!+§+"'+a. (2.8)
Odhadneme-li zde jednotlivé s¢itance podle pravidla 4; = 35 < 35, 31 = 1553 < 37 atd.

(vezmeme-li tedy do jmenovatele piislusnou mocninu nejmensiho z Ciniteld odlisného od 1),

dostaneme . | .
10y ztah (2.6) je diisledkem binomického vzorce (a+b)" = Y koo (Z)a”_kbk, kde (5) = 1, (}) = (n+’)'k' =

"(”_1)(”_,3“'(”_"“) (1 < k < n) jsou binomické koeficienty.
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Jelikoz soucet prvnich n + 1 ¢lent geometrické posloupnosti s kvocientem % jel+ l + 2% +

n+1
4+ L zn _ =G )2 = 2(1 — 2n+1) < 2,7 (2.9) odvodime, Ze x,, < 3 pro vSechna n. U

Limita (2.4) pak existuje vzhledem k tvrzeni 2.32 a vété 10.7. Eulerovo ¢islo e, jez je takto
definovano, slouzi jako zdklad logaritmi prirozenych.

§ 2.2.4.2.2. PribliZzny vypocet Eulerova ¢isla

Vzhledem k tvrzeni 2.32 z definice limity ihned dostdvame, Ze pro velkd n je e = (1 + %)n
Neni vSak jasné, jak velké n musime vzit pro dosaZeni predem stanovené presnosti. Z hofejSiho
plyne zajimava dvaha, podle niz 1ze Eulerovo ¢islo s libovolnou pfesnosti pfiblizné vypocitat
zptisobem mnohem pohodInéjs$im.

Pro x,, plati vyjadieni (2.7) a odhad (2.8). Odstranime-li z pravé strany (2.7) vSechny s¢itance

1 2

nésledujici po % (1 - ;) (1 — ;) e (1 k= 1) pfi pevné zvoleném k < n, obdrZime vyraz ostie

mensi neZ x,:'"
>2+1 1 : +1 1 ! 1 2
Xn —(1=-= —(1--= S
2! 3! n n
1 1 2 k—1
ot —(1==)(1=-2).. (1-2==). @10
k! n n n

Prechodem k limité pfi n — 400 s vyuZitim (2.4) pak dokdzeme, Ze plati

e>2+21'—|—31'—l— —l—% (2.11)
a to pii libovolném pfirozeném k. Polozime-li
1 1 1
Vn =24+ = o + = 3 + - + — (2.12)
7 (2.8) a (2.11) dostaneme, Ze pro vSechnan > 1 je
Xp < Yyn Ze. (2.13)

Jelikoz dle definice 2.31 plati lim x, = e, z (2.13) je jasné, Ze i lim y,, = e (pro diikaz se staci
odkdazat na vétu o sevieni 2.15, § 2.2.3). Vzhledem k nerovnosti (2.13) je hodnota y, k Eulerovu
Cislu e bliZ nez x,,, pficemz lze vztah lim y, = e formalné zapsat v podobé sumy nekonecné
mnoha sc¢itancii | . .
e—2+2'—|—3'+ +n—!+.... (2.14)
Vzorec (2.14) vyjadfuje &islo e jako soudet tzv. nekonecné rady'? a je pohodIngjsi nez (2.4).
Zanedbame-li v (2.14) vSechny ¢leny jdouci po % pro néjakém pevné zvoleném n, obdrZzime
pribliznou hodnotu e v podobé

1 1
[t (2.15)

1
e=2+ '+3

2

"pro zdivodnéni bychom vyuZili srovndvaci véty 2.13: nerovnost (2.10) md tvar x, > ug,, kde
lim, 00 Uk n = Yk alim, 500 X, = e; pak dle véty 2.13 bude e = lim, o0 X, > lim, 00 Uk, = Y. Rovnost v
(2.11) je vylouCena proménnym k.

121 kdyZz zde nekonecné fady nerozebirdme, smysluplnost nekone¢né sumy (2.14) jiz miZeme odtvodnit
pomoci odhadii odvozenych pii diikazu tvrzeni 2.32; pro y,, totiz platl’ In<24+5+p 4+ +m—>1+2=3
pron — 4o00.7Z (2.12) je zfejmé, ze je vidy y, = yn—1 + , > y,—1. Plin — 400 se y, méni tak, Ze se
do souctu neustdle pridavaji dalsi cleny. Vztah s nekone¢nou sufnou (2.14) pak ma vyznam limity posloupnosti
{yn :n > 1}, jez je rostouci a shora omezena (véta 10.7).
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pricemz se kvalita aproximace zlepSuje pii zvetSeni n. Podstatnou vyhodou vzorce (2.15) oproti
vztahu e = (1 + }l)n je moznost odhadu chyby, jiZ se dopustime, nahradime-li e hodnotou
(2.15) (jak chybu odhadnout, se ukdze v § 7.2.2, souvisi to totiZ s Taylorovym vzorcem).

DUSLEDEK 2.33. Plati 2 < e < 3.

Diikaz. Z (2.14) dle dikazu tvrzeni 2.32 obdrzime'?

1 1 1
€=1+1+2—!+§+4—!+...
111 1 (2.16)
<1“*5*?*5*"':1+2n£f£oo(1—2n+1)=3,
a je rovnéz ziejmé, ze e > 2. U O

Poznamka 2.35 (o alternativni definici Eulerova ¢isla). Vztah (2.14), chapany
jako limita posloupnosti (2.12), miZe slouZit i jako definice Eulerova &isla.'*

§ 2.2.5. Bolzanova-Cauchyova podminka

DEFINICE 2.36. Ciselna posloupnost {x, : n > 1} spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku,
jestlize ke kazdému libovolné malému kladnému ¢ 1ze najit N, takové, Ze pro vSechnan,m > N,
plati

|Xn — Xm| < &.

VETA 2.37. Posloupnost {x, : n > 1} spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku tehdy a
pravé tehdy, kdyz existuje Cislo L takové, ze plati (2.2).

Poznamenejme, Ze bezprostfedné dle definice 2.6 1ze platnost rovnosti (2.2) ovéfit jenom za
predpokladu, Ze mdme néjakou hypotézu ohledné hodnoty L. Bolzanova-Cauchyova podminka
umoZziuje existenci limity dokdzat, anizZ bychom méli formulovanou hypotézu pro jeji hodnotu.

PRIKLAD 2.38. Pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky dokazme konvergenci posloup-

nosti
4n

-xn ==
z prikladu 2.12.

Reseni. Vyuzijme véty 2.37. Pro libovolnd n, m je

4m 4n dm(n + 1) —4n(m + 1)
Xm — Xp = — =
TP m+1l on+1 (m+ D+ 1)
1 1
4 m-—n _ 4 m-—n _ 4 IE—F 1
(m+1)(n+1) mn+m+n+1 I+ +. 4

BMiize se zdat, Ze ostrd nerovnost v (2.16) neni dostatend odivodnéna, ponévadz odhad y, < z, pro
n>1lsz, =241+ 2% + -+ + 5 dle véty 2.13 zaru¢{ pouze neostrou nerovnost e = limy, <limz, =3
(pozndmka 2.14). Zde vSak y, a z, jsou soucty n kladnych ¢isel, kde prvni scitance v y, jsou mensi, neZ pfislusné
stitance v z,. Toto znamend, Ze vétu 2.13 miiZeme aplikovat pro j, = 3; 4 a7+ + =7, Zn = 2% + 2l4 4ot o
pfi¢emz e < 3 pak plyne z nerovnosti 2 + % + % <24 % + 2% PouZijeme tak ndsledujici jednoduché

TVRZENI 2.34. Bud'te {a, : n > 1}, {b, : n > 1} posloupnosti kladnych ¢isel a pro x, = a; +az +---+ay,

Yn = by + by + -+ + by, existuji limity lim x,, a lim y,,. Je-li ap < by pro vSechna k > 1, pak lim x,, < lim y,,.

Tohoto vyjadfeni pro e lze rovnéz vyuzit pro diikaz jeho iraciondlnosti.
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a proto
1 1

1
[Xm — x,| = 4 27 <4|-—-—

1
<4 +1—1).
r g = al =+ (5l
Bud & > 0 libovoln& malé. Jestlize n > Ny, m > N, kde N, = | 2] + 1, pak || < &,

}n%}<§atudii|xm—xn|<4(§+§):8' -

1
n

§ 2.3. Vybrané posloupnosti a hromadné body
§ 2.3.1. Podposloupnosti

Bud’ {x, : n > 1} Ciselnd posloupnost. Jeji podposloupnost (neboli vybrand posloupnost)
je posloupnost tvaru {xi, : n > 1}, kde k; < k, < k3 < ... je néjakad nekonecnd posloupnost
prirozenych cisel.

PRIKLAD 2.39. Vybrana posloupnost {x5,—1 : n > 1} se skldda z ¢lend s lichymi indexy:
X1, X3, X5, .. .. Vybranou posloupnost {x,» : n > 1} tvoii ¢leny, jejichZ indexy jsou ndsobky 2,
to jest xa, X4, Xg, . ...

VETA 2.40. Ciseln4 posloupnost m4 limitu tehdy a pravé tehdy, kdyZ viechny jeji podpo-
sloupnosti konverguji k stejné limité.

Dukaz. Konverguje-li kazda podposloupnost {xx, : n > 1} k hodnoté ¢, ve specidlnim
pripadé k, = n obdrzime lim x,, = c¢. Naopak, je-li limx,, = ¢ s néjakym ¢ € (—o0, 00), k
libovoln€ malému kladnému ¢ 1ze najit N, tak, aby pro vSechna n > N, bylo |x, —c| < e.
Vezmeme-li jakoukoliv rostouci posloupnost indexd k1, k», k3, . . ., bude to oCividné posloupnost
shora neomezend a tudiz pro dostate¢né velka n (n > n,) bude k, > N,. Zvys$ime-li N, na
hodnotu max{N,,n.}, podle definice limity dostaneme lim xx, = c¢. Obdobn¢ pro nevlastni
hodnoty ¢ = Fo0. O

Dokazat, Ze jista posloupnost limitu nem4, lze tedy sestrojenim dvou jejich podposloupnosti
konvergujicich k riznym limitam.

PRIKLAD 2.41. Dokazme neexistenci limity posloupnosti
Xp =24+ (D" n=1,2,...
Reseni. Pro libovolné pfirozené k je
Yo =2+ ()Pl =2-1=—1, Xoho1 =2+ (=DFHl=241=3
atudiz limg o0 X2k = —1, limg o0 X2k—1 = 3. Dle véty 2.46 limita lim,,_, o X, neexistuje. [

VETA 2.42 (Bolzanova—Weierstrassova). Z kazdé omezené posloupnosti 1ze vybrat podpo-
sloupnost majici vlastni limitu.

§ 2.3.2. Hromadné body posloupnosti

Je-li lim xx, = ¢ € R pro néjakou posloupnost indext ky, k», ..., miZeme to chdpat tak,
Ze bod ¢ 1ze s libovolnou piesnosti ptibliZit ¢leny posloupnosti {x, : n > 1}.

DEFINICE 2.43. Hromadnym bodem posloupnosti {x, : n > 1} se nazyva bod, v jehoz
libovolné malém okoli se nach4zi nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti.'

Hromadnym bodem posloupnosti je nevlastni bod 400 (resp. —o0), je-li limx, = 400
(resp. —oo) pro néjakou vybranou posloupnost {xg, : n > 1}.

Z Bolzanovy—Weierstrassovy véty 2.42 plyne

SMame na mysli, samoziejmé, rizné Cleny posloupnosti.
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VETA 2.44. Plati nasledujici:

(1) Bod ¢ je hromadnym bodem posloupnosti tehdy a pravée tehdy, kdyZ v dané posloupnosti
existuje néjaka konvergentni podposloupnost, pro niZ je ¢ limitou.
(2) Kazda posloupnost md hromadné body (je mozné, Ze nevlastni).
(3) Posloupnost mé limitu tehdy a pravé tehdy, kdyZ ma jediny hromadny bod.
§ 2.3.3. Limes superior a limes inferior
Limes superior (horni limita) a limes inferior (dolni limita) jsou nejvétsi resp. nejmensi
hromadny bod dané posloupnosti. Tyto hodnoty jsou definovédny pro libovolnou posloupnost
takto.

DEFINICE 2.45. Bud’ {x, : n > 1} nekonecna posloupnost. Je-li posloupnost omezena
shora, definujeme jeji limes superior rovnosti

limsup x, = lim sup xx 2.17)

n—>00 n—>00 > p

a pro shora neomezenou klademe limsup,,_, ., x, = +00.
Je-1i posloupnost ohrani¢ena zdola, definujeme jeji limes inferior rovnosti

liminfx,, = lim inf x; (2.18)
n—00 n—>00 k>n
a pro zdola neomezenou klademe liminf,, o, x, = —o0.

Symboly ,,sup“a ,,inf*“ v (2.17), (2.18) znaci supremum (nejmensi horni zdvoru) a infimum
(nejvétsf dolni zévoru) podmnoZiny redlnych &isel.'
VETA 2.46. Plati nasledujici:
(1) Vidy je liminf, o x, < limsup,,_, ., Xu:
(2) liminf, o x, = limsup,,_, ., x, pravé tehdy, kdyz existuje lim, o Xp;
(3) limsup,,_, oo (—x,) = —liminf,_,  x,.

PRIKLAD 2.47. VySetieme hromadné body posloupnosti:

(1) x, =2+ (=1)"*1 z ptikladu 2.41;
(2) xp = LHE - sin (%)
Reseni. 1. Plati limg o0 X2k = —1, limg o0 X2k—1 = 3, pfiCemzZ tyto vzorce vycer-
paji vSechny moznosti. Hromadné body jsou —1 = liminf,, o x,, 3 = limsup,,_, ., X.
2n,/1+ 35 v
T lim % = % Cinitel sin (%) nabyva pro rizna n jen nékolika
hodnot. Uvazujme proto jednotlivé piipady.

Pron = 2k je sin (%) = 0 atudiz x5 = 0. Pron = 2k + 1 je sin ((2]‘%)”) =

2. Plati lim Y4243

2
sin (% + kn) , pficemz
()= G B =t ke
sin (% + (2s + 1)7{) = sin (7”) =—1 piik=2s+1.
Hromadnymi body dané posloupnosti tedy jsou {—%, 0, 2} aplati limsup x,, = % liminf x, =
O

Wi

16vzorce (2.17), (2.18) vyjadiuji skutecnost, Ze limes superior a limes inferior jsou nejvetsi resp. nejmensi
hromadné body posloupnosti. Nevystacime-li z takto neformalnim popisem, musime vyuZit pojmi suprema a
infima (§ 1.2.3).
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§3

Limita funkce jedné proménné

§ 3.1. Limita funkce v nevlastnim bodé

Limitou vyrazu f(x) v nevlastnim bodé rozumime hodnotu, k niZ se f(x) bliZi pii x — +o0
anebo x — —oo. Takova hodnota, obecné feCeno, existovat nemusi.

§ 3.1.1. Vlastni limita v nekone¢nu

Bud’ f funkce definovand na (a, +00). Limitu f(x) pro x — 400 lze definovat podobné
definici limity ¢iselné posloupnosti.

DEFINICE 3.1. Cislo L € R je limitou funkce f pro x — —+o00:
L= lim f(x),
X—>+00

jestlize k libovolné malému kladnému &islu € existuje Cislo 7, takové, Ze pro vSechna x > T,
plati
| f(x)—L| <e.
Zde hodnota L je redlné Cislo, limita je vlastni. Limita pro x — —oo se definuje obdobné.
PRIKLAD 3.2. Plati limy_, 4., 27 = 0.

Dikaz. Hodnota 27* = 2% klesd k O pro x — 400 a tudiZz bude L = 0. Aby platilo

1
R —L|=27"7"-0=2"=—<z¢
2x
staci, aby 2* > % — 22t Vzhledem k tomu, Ze je funkce x — 2* rostouct, toto bude platit,
je-1i x dostatecné velké: x > log, % U
§ 3.1.2. Nevlastni limita v nekonec¢nu
Hodnota limity L je nevlastni, jestlize je L = 400 nebo L = —oo.

DEFINICE 3.3. (1) limy— 4o f(x) = 400, jestlize k libovolné velkému A existuje r4
takové, Ze pro vSechna x > r4 plati f(x) > A.
(2) limy— 4o f(x) = —o0, jestlize k libovoln¢ velkému A existuje r4 takové, Ze pro
vSechna x > ryq plati f(x) < —A.

Limita pro x — —oo se definuje obdobné.
PRIKLAD 3.4. Plati limy,_, y o 2¥ = +00.

Diikaz. Hodnota 2* je pro x — +00 neomezené rostouci. Pro libovolné velké A bude
2% > A, je-li 2% > 224 . x > log, A. O
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§ 3.2. Limita funkce ve vlastnim bodé

M¢jme funkci f : I — R s definiénim oborem / C R. Bud’ ¢ € R (je mozné,7Ze c ¢ I a
f(c) neni definovano).

Bod c¢ je limitnim bodem pro mnoZinu I, jestlize v kazdém okoli bodu ¢ je né€jaky bod
mnoziny / odliSny od ¢ (§ 1.2.2). Tato vlastnost znamenad, Ze se k bodu ¢ lze jakkoliv tésné
priblizit pomoci bodli mnoZiny / (pficemz samotny limitni bod ¢ mtiZe, ale nemusi byt prvkem
I).

Je-li ¢ je limitnim bodem mnoZziny /, ma smysl uvazovat, jak se f(x) chovd, kdyZ se x € 1
priblizuje k ¢. Necht' déle ¢ je limitni bod pro /.

§ 3.2.1. Limita funkce v bodé: definice jazykem “c . ..5”
DEFINICE 3.5. Cislo L € R je limitou funkce f v bodg c:
L = lim f(x),
X—>C

jestlize k libovolné malému kladnému Cislu ¢ existuje §, takové, Ze pro vSechna x spliujici
nerovnost |x — c¢| < &, plati

|f(x)— L[ <e.

Vyznam této vlastnosti: pii x se blizicim k ¢ se hodnota f(x) blizi k L.

§ 3.2.2. Nevlastni limity

DEFINICE 3.6. Rikdme, e f md v bod& ¢ limitu rovnou +o0:

;1_)mc f(x) = +o0,

jestlize k libovolné velkému Cislu A existuje 64 takové, Ze pro vSechna x spliujici |x — ¢| < §4
plati f(x) > A.

Obdobné se definuje lim,_,. f(x) = —oo.

§ 3.2.3. Limita funkce v bodé: definice jazykem posloupnosti

TotéZ l1ze definovat pres limity ¢iselnych posloupnosti:

DEFINICE 3.7. L € R, L = lim,_,, f(x), jestlize plati

dim f(x) = L
pro libovolnou posloupnost Cisel {x, : n = 1,2, ...} takovou, Ze lim,_, 4o X, = C.
Lze dokazat, Ze definice 3.5 a 3.7 maji stejny vyznam.
§ 3.3. Jednostranné limity

Jednostranna limita

lim f(x)

xX—>c+
(éteme: “limita f(x) pro x — c¢ zprava”) se definuje podobné limité limy_,. f(x) s tim
rozdilem, Ze x — ¢ zprava, tj. x — ¢ a vZdy x > c. Obdobné se definuje limy_,._ f(x). Totéz
1ze formulovat jazykem ¢&iselnych posloupnosti podobné § 3.2.3.

DEFINICE 3.8. L € R je limitou funkce f v bodé c zprava (L = limy_..y f(x)),
jestlize lim, 1o f(x,) = L pro kazdou posloupnost ¢isel {x, : n = 1,2,...} takovou,
ze limy,— 1o X, = ¢ a X, > C pro vSechna n.
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DEFINICE 3.9. L € R je limitou funkce f v bodé c zleva (L = limy_,.— f(x)), jestliZe
limy, o0 f(xn) = L prokazdou posloupnost ¢isel {x, : n = 1,2, ...} takovou, Ze lim,—, y o0 X =
c ax, < c provsechnan.

PRIKLAD 3.10. Plati

lim /x =0, lim Inx = —o0.
x—>0+ x—>0+

Vysvétleni. Vysledky jsou zcela ziejmé; poznamenejme jen, Ze lze uvazovat pouze
jednostrannou limitu pro x — 0+, jelikoZ jsou funkce x + /x a x — In x definovany pouze
pro x > 0. U

VETA 3.11. Limita lim,_,. f(x) existuje tehdy a pravé tehdy, kdyZ v bod¢€ ¢ existuji obé
dvé jednostranné limity a

lim f(x)= lim f(x).
x—>c+ X—>Cc—
PRIKLAD 3.12. Bud’ m prirozené ¢islo. DokaZzme, Ze limita limy_,¢ me je rovna 400 pro

m sudé a neexistuje pro m liché.

Reseni. Pro libovolné prirozené k

lim — =400, lim — =400
x—>0+ x2k T x—>0— ka
a proto limy_,¢ x% = +o00. Budeme-li uvazovat xz,cﬁ pro x — 0 (x > 0), obdrZime, Ze
1 _ 171 X gLy 1 _ 11 .
0 < 2571 = ;2ry — T00. Stejné tak obdrzime, Ze 0 > —xrg7 = 3¢ —> —00. Proto je
xl_lf(r)l_,_ 2kl +o0, xll,%l_ TS
adle véty 3.11 limita lim,_,¢ ka% neexistuje. U

§ 3.4. Neurdité vyrazy

S vyuzitim pojmu limity lze matematicky precizné vySetfovat tzv. neurCité vyrazy, jez
vznikaji v disledku dosazeni do vzorce bud’ o0 nebo hodnoty, kde neni vyraz korektné
definovan (viz tabulka'’ 3.1).

0- 00 00 — 00 [*® oo? 0°

olo
313

L
o)

S|

TABULKA 3.1. Neurc¢ité vyrazy

Napf. 0 - oo znamena limitu tvaru
lim f(x)g(x),
X—>C

kde limy_. f(x) = 0 alimy_. g(x) je +00 nebo —co (anebo takovou je n¢jaka jednostranni
limita). Je to vyraz neurcity, nebot’ pro rizné funkce f a g se chovani soucinu f(x)g(x) pfi
x — ¢ mize liSit a tudiZ vysledek obecné nelze jednoznacné urcit. Vskutku, je-li ¢ = 0,

(1) pro f(x) = x, g(x) = %bude
. .1 :
lim f(x)g(x) = limx— = lim 1 = 1;
x—0 x—>0 X x—0
171 kdyZ v ptipadé é Ize fici, Ze limy_, ¢ ﬁ = 0 vZdy, kdyZ limy_,. g(x) je +00 nebo —oo, je spravné
takové vyrazy chédpat pordd jako neurcité a neoperovat s +00 a —oo jako s Cisly.
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(2) pro f(x) = x?, g(x) = 1 bude

51
hm fx)gx) = hm x?— = lim x = 0;
X x—>0
(3) pro f(x) = x, g(x) = x—3 bude
1
hm f(x)g(x) = hm 1 X—5 = lim — = +o0;
X x—>0 X

4) pro f(x) =x, g(x) = x—2 limita
1 1
hm f(x)gx) = hm 1x— = lim —
X x—>0 X
neexistuje,'®
pricemz v kazdém z téchto pripadul se jednd o neurcity vyraz typu 0 - co.

PRIKLAD 3.13. Vypoctéme

x—1
lim ———.
x—>1x2 4x +3

ResSeni. Jelikoz
x—1 S
—4x+3 gk’
kde f(1) = g(1) = 0, jednd se o neurlity vyraz typu % pro x — 1. Funkce f a g jsou
polynomy a pro kazdy z nich Cislo 1 je kofenem. Plati g(x) = (x — 1)(x — 3) a proto
x—1 . x—1 . 1 1

lim ——— = lim = lim = .
x>1x2—4x+3 x>1(x—1)(x—3) x>1x-3 2

Poznamenejme, Ze bez vyuZiti pojmu limity chovani funkce x +— #‘;_’_3 v okoli bodu 1
vySetfit nedokdZzeme, nebot’ dosazeni x = 1 vede na neurcity vyraz %. U

§ 3.5. Vyznamné limity

Vyznamné limity, jeZ béZné€ vyuzivame pfi vypoctu limit jinych, jsou zejména tyto:

. sinx e —1
lim =1, lim =1,
x—>0 X x—0 X
In(1 1\*
fim PO (1+—) —1.
x—0 X X—>—+00 X

Uvedené (i dalsi'®) vzorce 1ze povazovat za disledky 1"Hopitalova pravidla.
§ 3.6. Vlastnosti limit
VETA 3.14. Existuji-li kone¢né lim,_,. f(x) alimy_. g(x), plati
lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x),
lim (f(x)g(x)) = lim f(x) - lim g(x),
X—>C —C xX—>C
f (x) _ hmx—>c S (x)

x—>c g(x) hmx—>c g(x)

(e-1i lim g(x) # 0).

8viz priklad 3.12

19 g

napf. limy_o £ = 1, limy_o 2= = 1
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PRIKLAD 3.15. Vypoctéme

sin 2x
im .
x—0 er _ 1

ReSeni. Jednd se o typ %. Upravou obdrZime

sin 2x . sin2x  2x . sin2x . 2Xx
1 = lim ——— = lim - lim =1,
x—0e2x — ] x>0 2x e2x —1 x—>0 2x x—0e2x — 1

C . sin 2x
nebot’ limity limy_,o =55

naopak; tudiz dle odst. 3.5 limy ¢

a limy_,o ezi—x_l existuji a jsou rovny 1 (prox — 0je2x — O a
sin2x __ lim,_>0 51;11,‘ — 1) 0

2x
VETA 3.16. Je-li funkce v omezend v okoli bodu ¢ a limy_,. u(x) = 0, pak bude

il—% u(x)v(x) = 0.

Diikaz. Dle predpokladu existuje K > 0 takové, Ze v néjakém okoli bodu ¢ je |v(x)| < K.
Pak bude |u(x)v(x)| < K|u(x)| - 0 pro x — c. U

PRIKLAD 3.17. Vypoctéme

x cos(2¥)
x—4o00 2 X4 -1 '
Reseni. U podilu g/x’;j se jednd o vyraz typu 2. Zaddni upravme takto:
x cos(2* X x
—() = lim cos(2*)—— = lim cos(?¥)———
x—>+o0 3 x4 -1 Xx—>+00 ,3/x4 —1 X—>400 3/ 4 (1 _ L)
x4
. x x : x 1
= lim cos(2*)——— = lim cos(2%)
xX—>—+00 4 3 1 xX—>+00 14 1
X3 1-— s X3 1— P

Pak dle véty 3.16 obdrzime

2x
lim 1) _
X—>+00 x4 _1
C e . 1
jelikoZ je vzdy |cos(2¥)] < T alimy— 400 X3 {/1 — xl4 = +00. 0

§ 3.7. Dukaz neexistence limity

§ 3.7.1. S uzitim jednostrannych limit

Diukaz neexistence limity lze provést podle véty 3.11: limita lim,_,. f(x) neexistuje, jestlize
neexistuje alespon jedna z jednostrannych limit limy .4+ f(x), limy_.— f(x) anebo ob& dvé
jednostranné limity existuji, avSak maji riizné hodnoty (viz piiklad 3.12).

§ 3.7.2. S uzitim vybranych posloupnosti

Dle definice 3.7 limita lim,_,. f(x) existuje a je rovna L praveé kdyz

lim f(x,) =L
n—>+oo
pro libovolnou posloupnost {x, : n = 1,2,...} takovou, Ze lim,_, o, X, = c. Tudiz, pro

neexistenci limity lim,_,. f(x) bude stacit, najdeme-li dvé posloupnosti {x, :n =1,2,...}a
{Xp:n=1,2,...} slimy_ 400 X, = lim,_ 100 X, = ¢ takové, Ze

lim f(x,) =L, lim f(%) =L
n—+00 n—+00

al # L.
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PRIKLAD 3.18. DokaZzme, Ze funkce f(x) = x sinx nemad limitu pro x — 400 ani pro
X — —00.

Regeni. Hodnoty funkce f pii x rostoucim v kladnych &islech neustale kolisaji, pri¢emz
hodnoty funkce postupné zapliiuji intervaly tvaru (—A, A), kde A roste neomezené (viz obra-
zek 3.1). Lze tedy uplatnit mySlenku s vybranim dvou riznych cest pro x — +o00, jeZ vedou na
ruzné vysledky pro hodnoty funkce.

Zvolme nekonecné posloupnosti {x, :n =1,2,...}a{X, :n =1,2,...}, napt., tak, aby
platilo

sinx, =1, sinx, =0
pro kazdé n. Stalf vzit
T ~
Xy = £ +2mn, X, = nn.
Je zfejmé, Ze lim,,_, 4 oo X, = lim,_, ;o X, = +00. Pak bude

i . . . big
lim f(x,) = lim x,sinx, = lim (_ + 27”1) = to0,
n—-+oo n——+oo

coz dokazuje neexistenci limity limy_, 1 f(x). Navic je funkce f sudd a tudiZ neexistuje ani
limy oo f(X). O

1
x

PRIKLAD 3.19. Dokazme, Ze funkce f(x) = sin( ) nema limitu pro x — 0.

Reseni. Pro x — 0+ je % — —+o00. Proto funkce v okoli bodu 0 neustédle kmitd mezi
hodnotami —1 a 1, pfi¢emz pfi pfibliZeni k 0 intenzita kmitd porad nartsta (viz obrazek 3.2).
Zvolme posloupnosti {x, : n = 1,2,...}a{Xx, :n = 1,2,...} tak, aby bylo

e (1
sm(—)zl, s1n(—)=0
Xn Xn

pro kazdé n. Je zfejmé, Ze toto bude platit, jestlize
1 1 31
Xn = 57—y Xn =, :
" Z+2mn " nn (-1

pricemz obé dvé posloupnosti (3.1) jsou kladné a lim,,_, oo X, = lim,_, ;o X, = 0. Pak pro
kazdé n bude

1 1
f(x,) = sin (—) = sin (z + 2nn> =1, f(X,) = sin (~—) =sinzn =0
Xp 2 Xn
a proto lim, 4o f(x,) # lim,— 40 f(X,). Timto jsme dokézali, Ze neexistuje limita zprava
limy_04 f(x) atudiZ neexistuje®® i limy_o f(x) . O

§ 3.8. Substituce v limité

VETA 3.20. Bud’'te f funkce definovand v okoli bodu A a g funkce definovana v okoli bodu
c. Existuji-li
lim f(x) =B, limg(x) =4,
x—A xX—>c
pak bude existovat i
lim f(g(x)) = B.

20vhledem k lichosti funkce f je jasné, Ze neexistuje ani limy_o— f(x).
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OBRAZEK 3.1. Graf funkce y = xsinx

0J4
RIS 3 LI ST A
4 2 4 4 2 4
-1

sin

OBRAZEK 3.2. Graf funkce y = sin

1
lim sin (—) .
xX—>+00 X

Reseni. Pro f(x) = sinx je £(0) = 0 a veliina % klesd k O pro x — 4o00. Proto lze
aplikovat v&tu 3.20 s g(x) = =+, pro niZ je limy_, o0 g(x) = O

1 1
lim sin (—) = lim f (—) = lim f(g(x)) =0.
X—>+00 X X—>—+00 X x—>+00
Lze si také v§imnout, Ze pro dostatetné velké x (x > L)bude 0 < 1 < 7 atudiZsin (1) > 0, 4.
se krivka blizi k ose x shora (viz obrazek 3.2). ]

==

1
x

PRIKLAD 3.21. Vypoctéme

§ 3.9. Spojitost funkce

Spojitou funkci si pfedstavujeme tak, Ze jeji grafem je kiivka, kterou lze nakreslit bez
preruseni ,,jednim tahem*. Pfesnd definice vyuZziva pojmu limity.
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§ 3.9.1. Spojitost funkce v bodé

DEFINICE 3.22. Funkce f je spojitd v bodé c, jestlize f(x) — f(c) prox — c:
lim £(x) = f(c).

Funkce f je spojita na otevieném intervalu /, jestlize je spojitd v kazdém jeho bodé¢.

VETA 3.23. Bud’te g funkce spojitd v okoli bodu ¢ a f funkce spojita v okoli bodu g(c).
Pak bude sloZena funkce x — f(g(x)) spojitd v v okoli bodu c.

PRIKLAD 3.24. Funkce x > 2°%, x > sin(37%), x > +/x2 + 1 jsou spojité na (—o0, 00).
Funkce x + sin(In x) je spojita na (0, +00).

§ 3.9.2. Metoda bisekce

VETA 3.25 (Bolzanova véta). Je-li funkce f spojitd na intervalu (a, b) aplati f(a) f(b) < 0,
pak existuje bod £ € (a,b), vnémz f(§) = 0.

Na tomto tvrzeni je zaloZena tzv. metoda bisekce ptiblizného urceni feSeni rovnice

f(x)=0. (3.2)

Tato metoda spociva v nasledujicim. Polozme ay = a, by = b a vypoctéme hodnotu f v

bodé %(ao + by) (stied intervalu (ay, by)). Je-li f(ao)f(%(ao + bg)) < 0, vezméme a, = ay,

by = 3(ao+bo), v opatném piipad&” polozme a; = 1 (ao+bo), by = bo. Pokracujme obdobné

na intervalu (ay, by) atd. Obdrzime posloupnost zuzujicich se intervald (a,, b,) takovych, Ze
plati

flan) f(by) <0

pro vSechnan =0, 1,.... Jelikoz
1
b, —a, = 2—n(b—a) -0, n— 4o,
budou a, a b, konvergovat k feSeni rovnice (3.2).
§ 3.9.3. Druhy bodu nespojitosti

Druhy bodt nespojitosti jsou nasledujici:
(1) existuje limy_., f(x), ale limy_. f(x) # f(c) nebo f(c) neni definovano (odstrani-
telnd nespojitost)
(2) existuji konec¢né jednostranné limity a limy_.— f(x) # limy_.+ f(x) (nespojitost
typu I, to jest typu ,,skok*)
(3) alespon jedna z limit limy_.— f(x) a limy_.4 f(x) je nevlastni nebo neexistuje
(nespojitost typu II)

21Vyjde—li hodnota f ve stfedu intervalu 0, znamen4 to, Ze feSeni rovnice (3.2) jsme jiZ nalezli.
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§ 4

Derivace funkce jedné proménné

§ 4.1. Intuitivni predstava

Bud’ f : R — R redlna funkce jedné redlné proménné, jeZ popisuje vyvoj urcité proménné
veli¢iny.

INTUITIVNI ,,DEFINICE ““. Derivace funkce v bodé udava okamZitou rychlost ristu ¢i poklesu
jeji hodnoty v daném bodé.

Poznamky:

(1) Vypo&tem hodnoty funkce v bodé zodpovime otizku ,,Cemu se rovnd hodnota uvazo-
vané proménné veliCiny v daném bodé?*

(2) Vypoctem hodnoty derivace funkce v bodé zodpovime otazku ,Jakd je okamzita
rychlost zmény uvazované proménné veli¢iny v daném bodé?*

OkamZitou rychlost zmény hodnoty funkce v bodé intuitivné chdpeme jako miru zmény
funkce v poméru k nekonecné malému prirdstku nezavisle proménné v okoli tohoto bodu.

§ 4.2. Fyzikalni interpretace derivace

§ 4.2.1. Pohyb hmotného bodu: rovnomérny pohyb

Pojem derivace pfirozené vznika pri feSeni fyzikalni tlohy o pohybu hmotného bodu. Uva-
Zujme piimocary pohyb hmotného bodu; proménné veliCiny jsou Cas ¢t > fo, draha s(¢), kterou
bod urazi za ¢ jednotek Casu, a rychlost v(¢). Pro rovnomérny pohyb je rychlost v(t) = v
konstantni:

s(t) = s(to) + vt — 10),
to jest v kazdém casovém okamZiku ¢ plati

s(0) = s(to)
V= —m—m.

t—to

§ 4.2.2. Pohyb hmotného bodu: zrychleny pohyb

V ptipadé zrychleného pohybu nenfi rychlost v(#) konstantni. Navic vznikd pfirozend otdzka,
jak v(¢) v kazdém Casovém okamziku ¢ matematicky korektné definovat. Uvazujme Casovy
interval (to, t); priumérnd rychlost bude

_8(2) — s(to)
V= ———————,
t—to
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s(t) 4

a

OBRAZEK 4.1. Pfiklady veli¢in, jezZ se méni s konstantni rychlosti (v = %

_1
v—S)

Jak ale urCit okamZitou rychlost v(¢) v Case t? Je-li ¢ blizko k ¢y, pak v(z) je pribliZzné rovna
pramérné rychlosti na intervalu mezi ¢y a ¢:

L 50 =s(t0)

t—to

v(?)

Pro stanoveni okamZité rychlosti v(#) se nabizi limitni pfechod pro ¢t — 9. Zvolme libovolné ¢.
OkamZitd rychlost v ¢y pak bude:

. s(t) — s(to)
to) = lim ———.
v(to) = lim —— o
§ 4.3. Pojem derivace

§ 4.3.1. Definice
Bud'te f funkce a xo bod z D(f).

DEFINICE 4.1. Existuje-li limita

A A C),
m —

X—>X0 X — Xo

= f/(XO)’ (41)

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé xo a znacime f’(xo).

Je-li limita v (4.1) nevlastni, fikdme, Ze funkce f v bod€ x¢ ma derivaci neviastni. V piipadg,
kdyZ limita neexistuje, v daném bodé funkce derivaci nemd. Postup nalezeni derivace nazyvame
derivovdnim.

Poznamka 4.2. Substituci x — xo = h lze vzorec (4.1) pfepsat na tvar

T Sf(xo +h) — f(xo)
im
h—0 h

= f'(x0).

Poznamka 4.3. f’ je funkce x — f’'(x), ptiCemz D(f’) C D(f) (je mozné, ze
D(f") # D(f)H
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OBRAZEK 4.2. Funkce y = |x| v bodé x = 0 derivaci nema (nenf tena).

§ 4.3.2. Alternativni zpusoby zapisu derivace

Jinak se derivace zna¢i f’'(x) = —d‘i f(x) = —dﬁix). Je-li y = y(x) funkce proménné x, pak
lze psat
dy
= — 4.2
Y =95 (4.2)

a formdln€ chépat tento vyraz jako podil pririistku hodnoty zdvisle proménné v poméru k
nekonecné malému priristku nezdvislé proménné.**
Zapis 2 preferujeme, chceme-li zddraznit, Ze se derivuje podle x, nikoliv podle jiné pro-
- d 3 2 2
ménné, jiz vyraz y miZe obsahovat. Napf. i-(ax’ + x> /) = 3ax? + 2 /ax.

§ 4.3.3. Existence derivace

TVRZENT 4.4. Plati nasledujici:

(1) Existuje-li pro funkci v néjakém bodé derivace, pak je jeji hodnota urcena jednoznacné.

(2) Existence derivace je lokdlni vlastnost (hodnota derivace v bodé popisuje rychlost riistu
nebo poklesu funkce v okoli daného bodu a neni ovlivnéna chovdnim funkce v jinych
¢astech defini¢niho oboru).

VETA 4.5. Ma4-li funkce v bodé vlastni derivaci, pak je v tomto bodé spojita.

Opacné tvrzeni neplati (tj. jsou spojité funkce, jez v néjakych bodech derivaci nemaji).

Pozndmka 4.6. Derivace funkce v nékterém bodé neexistuje, jestlize v tomto bodé€ nelze
sestrojit tecnu. Existence derivace tedy znamend urcitou hladkost kiivky (neexistenci ,.hroti*).

PRIKLAD 4.7. Pro f(x) = |x| hodnota f”’(0) neexistuje.

ReSeni. Limita limj,_¢ w neexistuje, nebot’

fim LOEN SO Wy, SOED SO 1

—1.
h—0+ h h—0+ h h—>0— h h—>0— h

Proto funkce f(x) = |x| v bod¢ 0 derivaci nemd. V bod¢ (0, 0) kfivka nemd te¢nu. Pozorujeme
nehladky charakter zmény hodnot funkce v okoli bodu 0 (viz obrazek 4.2).

22Uréit}’/ divod k tomu shledame o néco pozd&ji v § 7.1.2.
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§ 4.3.4. Jednostranné derivace

Jednostranné derivace f|(xo) a f’(xo) se definuji podobnym zpisobem, kdyZz v (4.1)
vezmeme jednostranné limity:

x—>xo+ X — Xo X—>X0— X — Xo
TVRZENI 4.8. Derivace f'(xo) existuje pravé tehdy, kdyz existuji £ (xo) a f’(xo) a navic
je
fi(xo0) = fL(xo).
PRIKLAD 4.9. Pro f(x) = |x|je f{(0) =1, f/(0) = —1 (viz pfiklad 4.7).
Jednostranné derivace uvazujeme zejména v blizkosti koncovych bodi intervalu, na némz je
funkce definovéna.

§ 4.4. Derivace nékterych elementarnich funkci

Uved’'me piiklady diikazu vzorct pro derivace nékterych elementarnich funkci. Tyto a dalsi
béZné vyuzivané vzorce nalezneme v tabulkdch.

§ 4.4.1. Derivace linearni funkce
Bud’ f(x) = ax + b. Pak plati
f(x+h)— f(x) . alx+h)y+b—ax—->b ah

'xX) =1 =1 = lim — =a.
F ) hl—r}}) h hl—rﬂ) h hl—rﬂ)h ¢

Takto odvodime vzorec (ax + b)" = a. Mimo jiné, derivace konstantni funkce je 0.
§ 4.4.2. Derivace exponencialni funkce
Je-li f(x) = e?*, bude

) L f(x + /’l) _ f(X) L ea(x+h) — e9x L eax+ah — X
f'(x) = lim =lim——=1lim ——
h—0 h h—0 h h—0 h
ah 1 ah ah
. - ) e — 1 . et —1
= lim e%* = lim ge*”* = lim ge** - lim
h—0 h h—0 a h—0 h—0 ah
=gqlime** -1 = age*”
h—0

Obdrzime (e%*)" = ae®*, (e¢*) = e*.
§ 4.4.3. Derivace druhé mocniny
Pro f(x) = x? bude

St ) =) _ ()=

) — i .
/) hl—r>% h h1—>0 h
2 4 oxh 4+ h? — x2 2xh + h?
— im TR S x4 ) = 2x
h—0 h h—0 h h—0

a obdrzime (x2) = 2x.
§ 4.4.4. Derivace druhé odmocniny
Je-li f(x) = +/x prox > 0, bude
:  Nx+h=Vx L Vx+h—Jx Yx+h+Jx
fl(x) = 11 = lim
0 h o k-0 h Vx+h+ Jx
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xX+h—x h 1
=0 h(V/X +h+ Jx) =0 h(Vx+h+Jx)  2J%

pro x > 0. V bodé 0 se jednd o limitu zprava

a proto bude f (0) = +o00. ObdrZime tak Casto vyuZivany vzorec
1
/
x) = ——.

§ 4.4.5. Derivace +
Pro f(x) = % (x # 0) bude
1 1 1 1 X X+ h
/ — 1 = _ — 1 _ —
/) hlféh(xm x) hl—r>r<l)h((x+h)x x(x—l—h))
! 1  —h T 1 1
=lim -———— =—-lim —— = ——
h—0 h x(x + h) h—0 x(x + h) x?

atudiz (x71) = —x72,

§ 4.5. Geometricky vyznam derivace

§ 4.5.1. Smérnice primky
DEFINICE 4.10. Smérnici pfimky s rovnici
y=kx+b 4.3)
nazyvame tangens uhlu «, ktery pfimka svira s kladnou ¢asti osy x.

Znézornime-li pfimku (4.3) na obrazku pro riizné hodnoty k, snadno obdrzime, Ze je smérnice
tg o rovna k, pricemz pro k > 0 (resp. k < 0) pfimka udava rostouci (resp. klesajici) linearni
funkci. Je-li k = 0, jedna se o pfimku vodorovnou.

Velikost Cisla k vyjadiuje rychlost ristu nebo klesani linearni funkce. Napt., je-li k > 0
malé, bude pfimka otoena ve sméru rustu pri zvetSeni x a dhel «, jenZ svird s osou x, bude
maly.

§ 4.5.2. Secna a tecna krivky
Secna a tena kiivky jsou zndzornény na obrazku 4.3.

DEFINICE 4.11. Secna je spojnice bodu (xg, f(xo)) a (x, f(x)). Tecna ke grafu v bodé
(x0, f(x0)) vznika jako limitni poloha této seCny pro x — Xxo.

Sestrojme secnu v bodech (xg, f(xp)) a (x1, f(x1)). Rovnici této secny je

y — f(xo) _X—%
S (x1) — f(xo0) X1 —Xo

to jest

Xo)

b= gy 4 JED = SGO)
X1 — Xo
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f(z1) 4

f(zo) .

(231

OBRAZEK 4.3. Secna a tena

Smérnici této seCny dle § 4.5.1 je

_ Sl = fr)

tg o
X1 — Xo

Dle definice derivace je

i L&) — f(xo)
im

X1—>X0 X1 — Xo

= f"(x0).

Limitni hodnotou smérnice seCny tedy je tga = f/(x¢) (viz obrizek 4.3).

TVRZENTI 4.12. Hodnota f”(x) udava smérnici teCny ke grafu funkce f v bodé (xq, f(xo)).
Je-li f’(x¢) nevlastni (j. hodnota f’(xo) je +00 nebo —o0), bude te¢na v tomto bod¢ svisla.

Priklad svislé teCny nalezneme v § 4.4.4.
§ 4.5.3. Rovnice te¢ny

Necht ma funkce f derivaci v bodé xy. Rovnici teCny ke grafu této funkce v bodé

(x0, f(x0)) je
y =ax + b,

kde a = f’(x0). Hodnotu b pak snadno ur¢ime z podminky, Ze bod (xg, f(x¢)) je spolecnym
pro kfivku i te€nu:

f(x0) = f'(x0)xo + b
atudizb = f(xo) — f'(x0)Xo-

TVRZENI 4.13. Rovnici teCny ke grafu funkce f v bode€ (xo, f(xo)) je

y = f(xo) + f'(x0)(x — xo).
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tecna |

— /=

OBRAZEK 4.4. Te¢napro f(x) = /x v bodé (2, v2).

PRIKLAD 4.14. Najdéme rovnici teény pro funkci f(x) = /x v bodé (2, v/2).

Reseni. Dle§4.4.4je f'(x) = (Vx) = ﬁ; fQ)=2=141, f'(2) = ﬁz = 0.35.
Proto rovnice teény v bodé (2, v/2) je (viz obrzek 4.4)
1
y 5 ﬁ( )
§ 4.5.4. Rovnice normaly

Z geometrie vime, Ze smérnice k; a k, navzdjem kolmych pfimek spliuji vztah
kik, = —1.
Proto dle tvrzeni 4.13 plati

TVRZENIi 4.15. Je-li f'(x¢) # 0, pak rovnici normaly ke grafu funkce f v bodé (xq, f(xo))
je
1
S'(x0)

V piipadé, kdyz f'(xo) = 0, je v bodé (xg, f(x¢)) normdla svisld a ma rovnici x = x,.

y = f(xo0) —

(x — Xo).

§ 4.6. Vypocet derivace

Derivace zdkladnich elementédrnich funkci nalezneme v tabulkdch. Derivaci funkce, jez je
kombinaci zdkladnich elementédrnich funkci pomoci souctu, soucinu, podilu a sloZeni, odvodime
s uzitim odpovidajicich vlastnosti derivace.

§ 4.6.1. Derivace souctu

TVRZENI 4.16. Maji-li funkce f a g v bodé x derivaci, pro libovolna A, u plati
(Af(x) + pg(x)" = Af"(x) + png'(x).
Priklad:

(3x® —2x% + 70)' = (3x3) — (2x?)' + (70)’ = 9x? — 4x.
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§ 4.6.2. Derivace souc¢inu

TVRZENT 4.17. Maji-li funkce f a g v bod¢ x derivaci, plati
(f()g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
Diikaz. Vzorec pro derivaci soucinu Ize odvodit priblizné takto: pfidanim a odectenim
vyrazu f(x + h)g(x) obdrzime
Jx+mgx+h) - f()gx) _ fx+ Mgk +h) —g)] + [fx +h) — f(0)]gx)
' _ f(Hh)g(x+/2—g<x)h+ FRLLALES )
nésledné prejdeme k limité pro 7 — 0. U

PRIKLAD 4.18. (xInx)' = x"-Inx +x-(Inx) =Inx + x - % =Inx + 1.
Diusledkem je pravidlo vytknuti konstantniho Cinitele: pro libovolnou konstantu & plati
(kf(x))" = kf'(x).

§ 4.6.3. Derivace slozené funkce

vvvvvv

D(g) — R, kde D(g) C H(f) (obor hodnot f). Pak je definovana sloZend funkce x +—
f(g().

VETA 4.19 (,,Retézové pravidlo*). Necht' funkce g ma vlastni derivaci v bodé€ x( a necht’
funkce f ma vlastni derivaci v bodé g(xo). Pak ma sloZzena funkce x — f(g(x)) v bod¢€ x,
vlastni derivaci a plati:

(f(g(x0))" = f'(g(x0)) &' (x0).

Jinymi slovy, existuji-li g’(x) a f'(g(x)), plati
(f(g(x)) = f'(g(x))g'(x).

Dtkaz. Dikaz je zalozen na upravach

(f(g(x)) = lim S +m) = flgtx) _ . [ex+M)— f(g(x) glx+h)—g()
g h—>0 h h—0  g(x+h)—g(x) h

arovnosti f/(g(x)) = limp_g(x) W' 0

_1
g(x)

TVRZENT 4.20. Existuje-li g’(x) aje-li g(x) # 0, plati

( 1 ) _ g
g(x) (g(x))*

Dtikaz. Plati g(x) = $ = f(g(x)), kde f(t) = % Jiz vime, Ze (%), = —liz, a proto
miZeme ¢ zderivovat jako sloZenou funkci:

/ _ ! / _ 1
q(x) =(f(gx)) = f(gx) gx) = @00)?
coz je kyZeny vysledek. U

§ 4.6.4. Derivace vyrazu

g'(x),
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§ 4.6.5. Derivace podilu
TVRZENT 4.21. Existuji-li f'(x), g’(x) aje-li g(x) # 0, plati
(f(x))' _ ST )g(x) = f(x)g'(x)
g(x) (g(x))? '

Dukaz. Staci napsat % = f(x)- $ a vyuzit tvrzeni 4.17, 4.20. OJ

§ 4.6.6. Derivace inverzni funkce

VETA 4.22. Necht’ funkce f je spojita a ryze monotonni na intervalu /. Necht’ xq je vnitin{
bod intervalu / a necht’ ma f v bodé x¢ kone¢nou derivaci f'(x¢) # 0. Pak md inverzni funkce
g = f~ ! vbodé& f(xo) derivaci a plati

, o
£ 00) = s
Jinymi slovy,
4o 1
TR TTT =TSy

v bodech y, kde pro x = f~!(y) existuje kone&n4 derivace f’(x) # 0.
Diikaz. Pro pohodli zdpisu bud’ ¢ = f~! funkce inverzni k f. Pro kazdé x z I plati

g(f(x) = x.

Zderivovanim tohoto vztahu obdrzime
d d
1= d—f_l(f(y)) = d—g(f(y)) =g'(fO) - ).
Yy y

K pozadovanému vzorci pfijdeme, vezmeme-li y = f~1(xp); potom xo = f(y). O

Vztahu z véty 4.22 se uziva, mimo jiné, pfi dikazu vzorci pro derivace logaritmickych a
cyklometrickych funkci. Ukazme priklady odvozeni nékterych tabulkovych vzorct.

PRIKLAD 4.23. Pro derivaci funkce x + arcsin x plati

(arcsinx)’ = |x| < 1.

1
V1—x2
Diikaz. Pro |x| < 1jearcsinx = f~!(x), kde f(x) = sinx. Dle véty 4.22

d 1
af ') = 0 (4.4)
JelikoZ f’(x) = (sinx)’ = cosx a cos? x = 1 — sin” x, plati
SN 1 _ 1 . 1
(aresin y)' = f'(f~'(y))  cos(arcsiny)) \/1 — (sin(arcsin y))z’
a staci si v§imnout, Ze v poslednim vzorci sin(arcsin y) = y. U

PRIKLAD 4.24. Pro derivaci funkci x + arctg x plati

tgx) = :
(arctg x) T2
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Dikaz. Pouzijme (4.4), kde arctg x = f~1(x), f(x) = tgx. JelikoZ (tg x)' = (5%)" =

COos X

cosx~cosxcgsszinxx(— sin x) — COSIZx — coszcz;iz-s)icnzx =14+ tg2x, platl’
(arctg y)" = : -5 = : -
U0 aoaany L Twetrcgy) 1+ y?
coz je kyZeny vysledek. U

§ 4.6.7. Logaritmické derivace

Derivace nékterych funkci 1ze snadno vypocitat, prejdeme-li k vypoctu derivace logaritmu
daného vyrazu.

TVRZENI 4.25. Plati

) = ()P (v/(x) Inu(x) + v(x)u/(x)) . 4.5)
dx u(x)
Dikaz. Pro f(x) = u(x)*® zapiémeazderivujme In £(x) =Inu(x)"® = v(x) Inu(x):
(In f(x)) = —ln (u(x)”(x)> = — (v(x) Inu(x)) = v'(x) Inu(x) + v(x) /(( )) (4.6)
Dle vzorce pro derivaci sloZzené funkce vSak plati
,_ S'X)
(n f(0)) = Z5 @7
a tudiz z (4.6) obdrZime
f'x) = f(x)(n f(x))', (4.3)
tojest /(x) = f(x)(In f(x)) = u(x)*™ (v/(x) Inu(x) + v(x)%) . O
Pri odvozeni vzorce pro derivaci vyrazu u(x)*™ bychom mohli postupovat i takto:
(u(x)v(x))/ — (ev(x)lnu(x)>/ — ev(x)lnu(x) (v(x) lnu(x))/ (4.9)

atd. Neni nutné si vzorec (4.5) pamatovat, staci védét o uprave (4.9). V praxi vzorce (4.7) Casto
vyuzivame v podob¢ (4.8).
PRIKLAD 4.26. Zderivujme f(x) = /x,x > 0.
Reseni. Dle (4.7)je f'(x) = f(x)(In f(x))’. Jelikoz
d d (1nx)_§-x—1nx 1 —Inx

(In f(x)) = a1nx% ==

’

X2 X2
vzhledem k (4.8) obdrzime

(f/ﬂ,: ;\/2} In x).

PRIKLAD 4.27. Zderivujme f(x) = ,8/%.

Reseni. Mohli bychom vyraz derivovat jako osmou odmocninu lomené funkce: f”(x) =
_7
% (IIJFT;) 8 (11%;), atd. K vysledku se vSak dostaneme rychleji, vyuZijeme-li derivace logarit-
mické. Vskutku, jelikoz

1d 1+x_1d ) 11
_1 :——1 1 1 1— = — - — )
nflx) = N T g A+ = -x)) = =T
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dle (4.8) obdrZime

d g/l+x Tg/l+x 1
dxVi1i—x  4Vi1—x1—x2
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§5

Diferencial, véty o stiredni hodnoté, I’Hopitalovo pravidlo

§ 5.1. Derivace funkce jedné proménné
Bud’te f : I — R funkce na intervalu / a xq je vnitini bod /.

DEFINICE 5.1. Existuje-li limita

f L) = f(x0)
m —

xX—>X0 X — Xo

= f'(xo), (5.1)

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f vbodé€ xq a zna¢ime f”'(xp). Je-li limita v (5.1) nevlastni,
fikdme, Ze funkce f v bodé xo ma derivaci nevlastni. V ptipad¢, kdyZ limita neexistuje, v daném
bod¢ funkce derivaci nemd.

Substituci x — xo = h lze (5.1) prepsat na tvar

i Sf(xo +h)— f(xo)
im
h—0 h

= f'(xo). (5.2)

§ 5.2. Diferencovatelnost a diferencial

§ 5.2.1. Diferencovatelnost funkce

Pojem diferencovatelnosti funkce v bodé vyjadfuje moZznost vyclenit z ni linedrni ¢ast, jiz
1ze funkci v okoli tohoto bodu aproximovat.

DEFINICE 5.2. Funkce f je diferencovatelnd v bodé x, jestliZe existuje konstanta A takova,
Ze plati
LS G0+ ) = f(xo) = Ah
1m =
h—0 h

0. (5.3)

VETA 5.3. Funkce jedné proménné f : I — R je diferencovatelna v bod¢ x¢ pravé tehdy,
kdyZz ma v tomto bodé€ konec¢nou derivaci.

Dikaz. Plati-li (5.3), bude

Sf(xo + h) —hf(xo) — Ah = a(h).

kde a(h) — O pro h — 0. Proto f(xo + h) — f(x9) — Ah = ha(h), f(xo + h) — f(xo) =
(A + a(h)) h atudiz

i S(xo+h)— f(x0)
1m =
h—0 h

lim (4 + a(h) = A.
h—0

Toto znamena, Ze f'(xo) existuje a f'(xo) = A.
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Naopak, existuje-li f/(x¢), pak dle (5.2) je

J(xo +h) — f(x)

0 = f'(xo) + B(h).

kde B(h) — O pro h — 0, a tudiz

f(xo+h)— fh(xo) — f'(x0)h = B(h).

Takto jsme prislik (5.3) s A = f(xo). O

Diferencovatelnost funkce znamend, Ze v okoli daného bodu ji 1ze libovolné pfesné aproxi-
movat linearni funkci odpovidajici te¢né piimce (dle véty 5.3 A v (5.3) je rovno f’(xy), coZ je
smérnice teCny v tomto bod¢).

§ 5.2.2. Diferencial

DEFINICE 5.4. Vyraz f' (x¢) h (pfesnéji feCeno, linedrni funkce i — f’ (x¢) h) se nazyva
diferencidl funkce f v bodé xo.

Diferencial f”’ (x¢) h vyjadfuje hlavni ¢ast prirGstku funkce f(xo + h) — f(x0), odpovidaji-
ciho zmén¢€ argumentu /:

f(xo+h)— f(x0) = f'(x0) h + a(h),
kde a(h) — 0 pro h — 0. Zanedbame-li « (/) pro mala &, vychazi
f(xo+h) — f(xo) = f'(xo) h. (5.4)
Vzorce (5.4) 1ze uZit pro priblizny vypocet prirtistku funkce.
Poznamka 5.5. VySe uvedené umoznuje chapat vyraz v (4.2) jako zlomek a psét
dy = y’dx. (5.5)
§ 5.3. Nékteré dulezité véty
Bud’ f : I — R funkce na intervalu /.

VETA 5.6 (Férmat). Bud’ xq vnitini bod I takovy, Ze f v xo nabyvd maximalni nebo
minimalni hodnoty. Pak, existuje-li f”(x¢), musi byt f'(xo) = 0.

Toto tvrzeni Ize snadno dokézat, odvodime-li, Ze plati

LEMMA 5.7. Necht existuje kone¢na derivace f'(xy).

(1) Je-li f'(x¢) > 0, pak pro x blizka xq, x > xo, plati f(x) > f(xo).
(2) Je-li f'(x0) < 0, pak pro x blizka xq, x < xo, plati f(x) < f(xo).

Toto lemma vyjadiuje skutecnost, Ze pii f'(xo) > 0 (resp., f'(xo) < 0) funkce f v bodé
Xo roste (resp., klesd). Véty 5.6 podstatné uzijeme, budeme-li vySetfovati maximalni nebo
minimélni hodnoty funkce.

VETA 5.8 (Rolle). Bud’ f funkce spojita na uzavieném intervalu [a, b], pfi¢emZ ve vSech
bodech z (a, b) ma f konecnou derivaci. Je-li f(a) = f(b), pak existuje ¢, a < ¢ < b, takové,

ze f'(c) =0.

Dikaz. Predpoklddejme, Ze f neni konstantni. Dle Weierstrassovy véty spojitd f nabyva
svych maxima a minima v néjakych bodech z [a, b], pficemZ vzhledem k tomu, Ze f(a) = f(b),
alespori jeden z téch bodt ¢ lezi mezi a a b. Dle véty 5.6 bude f'(c) = 0. O
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VETA 5.9 (Lagrange; véta o stiedni hodnoté). Bud’ f funkce spojitd na uzavieném intervalu
[a, b], pficemZ ve vSech bodech z (a,b) ma f konecnou derivaci. Pak existuje ¢, a < ¢ < b,

takové, Ze
f(b) = f(a)
b—a
Duikaz. Polozme % = k a definujme pomocnou funkci
F(x) = f(x) = fla) —k(x —a).
Je ziejmé, Zze y = f(a) — k(x — a) je rovnici spojnice bodu (a; f(a)) a (b; f(b)). Pak bude
Fa)=0,Fb)= f(b)— f(a)—k(b—a)=0a

= f'(c). (5.6)

F'(x) = f'(x) —k. (5.7)
Funkce F tak spliiuje predpoklady Rolleovy véty 5.8 a proto mezi a a b existuje bod c, kde je
F'(c) = 0. Vzhledem k (5.7) toto znamena, Ze jsme dokazali (5.6). Ul

VETA 5.10 (Cauchy; véta o stfedni hodnoté). Bud'te f, g funkce spojité na uzavieném
intervalu [a, b], pficemZ ve vSech bodech z (a, b) maji f, g kone¢né derivace a g’ # O na (a, b).
Pak existuje ¢, a < ¢ < b, takové, Ze

fb) = fla@) _ f'(©)

gb)—gl@) g

Dilikaz. Za danych predpokladii plati g(b) — g(a) # 0, nebot’ v opacném piipadé dle
Rolleovy vety by bylo g’(x¢) = 0 v néjakém bodé xq € (a, b).

(5.8)

Definujme
b) —
Feo) = £ = f@) = 22T @ g0 ga:
g(b) —(a)
pak bude F(a) = F(b) =0,
/ _ . f(b) _ f(a) /

Fi0) = f'0) =2 g0, 59)
Funkce F spliiuje predpoklady Rolleovy véty 5.8 a proto existuje ¢ € (a, b), kde je F'(c) = 0.
Dosadime-li v (5.9) x = ¢, obdrZzime (5.8). ]

§ 5.4. I’Hopitalovo pravidlo

Tvrzeni, jemuz se k4 [’Hopitalovo pravidlo, poskytuje G¢inny néstroj, mnohdy umozZnujici
snadno vysetfit neurcité vyrazy typu g a 22, to jest limity lim, 4 %, kde f(x) a g(x) zaroven
konverguji k 0 nebo do nekonecna.

VETA 5.11 (I’Hopitalovo pravidlo pro %). Necht v

LS

im

x—a g(x)

je lim,_q f(x) = limy_, g(x) = 0, v okoli*® bodu a funkce f a g maji konené derivace,

g’ # 0 aexistuje pomocna limita lim, ., %. Pak existuje i pivodni limita a plati

@ W)
m——==1

li = lim .
x—a g(x) x—a g’(x)

Obdobné pro 2.

23M4 se na mysli ryzi, neboli prstencové okoli bodu a, tj. okoli s vylou¢enym bodem a (mnoZina téch x # a,
pro néz |x| < r néjakym r > 0).
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Schéma dikazu. Pro jednoduchost uvazujme piipad, kdyZ hodnoty f a g v a jsou
definovany:

f(a) = g(a) = 0. (5.10)
Zvolme libovolné x v blizkosti bodu a. Dle Cauchyovy véty o stfedni hodnoté (véta 5.10) mezi
a a x lze najit bod ¢, kde plati
f&x) = fla) _ f(e)

glx)—g@)  g)’
Vzhledem k (5.10) toto znamena, Ze

f@) _ 1@
glx)  gle)
a sta¢i poznamenat, Ze pfi x — a bude i ¢ — a, ponévadZ c leZi mezia a x.
Neni-li néjaka z funkci f a g v bodé€ a definovéana (at’ je to napt. f), dodefinujeme ji v bodé
hodnotou limity lim,_,, f(x) = 0. Obdrzime tak spojitou funkci, na niZ lze aplikovat predchozi

postup. U

Dosti Casto byva vhodné pouZzit L"Hdpitalovo pravidlo opakované.

PRIKLAD 5.12. Pii libovolném pfirozeném m opakovanym vyuzitim 1’Hopitalova pravidla
. . . m v
pro limitu limy 4 oo 25 typu ¢ obdrzime
.ooxm . mx™! . m(m—1)x™? . m!
lim — = lim = lim coo= llm — =0.
x—>+oo eX x—>+o0 e* x—>+00 er x—>+o0 eX

Pozndamka 5.13. Vyuziti I’Hopitalova pravidla je nevhodné, kdyz pro danou limitu Ize
lim X+ 1 L+

= lim =1.
xotoo X9 4+ x4 f x4 1 xoteol+ L4 Ly 5

Pro dosaZeni stejného vysledku vyluc¢né pomoci I’Hopitalova pravidla méli bychom ho zcela

v o v e YRR T x99+1 1 99x98
zbytecn€ pouZit 99krat: limy— 4 oo 155 e e i limy— 400 5578 T atd

PEVAS

Obcas se stava, ze I’Hopitalovo pravidlo neni ti¢inné vzhledem k tomu, Ze pfi jeho vyuZziti
nedochdzi ke zjednoduseni pivodni limity.

PRIKLAD 5.14. Pro limitu limy_, 4 o0 ¥ xi“ = 1 vyuziti I’Hopitalova pravidla dava

2x
. x?2 +1 . 2/ x2+1 . X . 1 . A/ x2 +1
Iim — = Ilim 1 = lim \/? = lim “ox = lim —
X—>+00 X X—>+00 xX—>—+00 X—>+00 xX—>—4+00 X
x*+1 24/ x2+1

atd. ad infinitum.
§ 5.5. Priklady vyuziti I’Hopitalova pravidla
§ 5.5.1. Vyznamné limity

Pomoci I’Hopitalova pravidla Ize snadno odvodit tyto ,,tabulkové* limity typu %:

sin x . COSX

lim = lim =1,
x—=>0 X x—0 1
In(x + 1 —
limg: lim XL = 1,
x—0 X x—=0 1
e —1 x
lim —lim & =1,
x—=>0 X x—>0 1



1
. arctgx . Y21
lim —== = lim > =1,
x—0 X x—0
) 1
. arcsinx ) 12
lim ——— = lim X2 =1,
x—0 X x—0 1
§ 5.5.2. Dalsi priklady
= 1
& In x =
lim — = Ilim < =0,
x—4o0 X x—+oo |
o0 ey 1 1
0 o T . 2% (=%)In2
lim x2¥ = lim - = lim ——F— =0,
x—>0~ x—>0— = x—>0~ ——=
o0? x x2
. 1 . 1 . In
lim x¥ = lim (™) = lim e~ =¢’ =1,
o0? X—>—+00 x—>—+00 x—>—+00
. 1 . 1 . Inx
lim x¥ = lim (™) = lim e~ =¢’ =1,
X—>+00 xX—>—+00 xX—>—+00
0-00 = 1
. o . Inx . x .
lim xInx = lim —— = lim — = lim (-x) =0,
OOV N x—>0+ 2 x>0+ —= x—>0+
P P
. . P .
lim x* = lim (el”) = lim e*"* =¢% = 1.
x—>0+ x—>0+ x—>0+

§ 5.6. Derivace vyssich radua

Bud'te f : I — R funkce na intervalu / a x, je vnitini bod / a necht’ existuje f”/(x¢). Pak

je f’ funkci, definovanou v okoli bodu x,. Existuje-li derivace funkce f’, nazyvame ji druhou
2
derivace funkce f aznaCime f” anebo %. Obdobné se definuji vyssi derivace 7, f® atd.**

YV,

Derivace vyssich fadii se vyznamnym zptusobem vyuZiji, mimo jiné, v konstrukci Taylorova
polynomu (§ 7.2).

24Zaél’naje fadem n = 4 z praktickych divodi derivace znatime f .
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§6

VySetfovani prubéhu funkce jedné proménné

§ 6.1. Typické schema postupu vySetfovani prubéhu funkce

Vysetfit pribéh funkce znamend analyticky zjistit co nejvice jejich vlastnosti a tak si
zodpovédét otazku ,Jak se tato funkce chova?“. Pfi vySetfovani pribéhu funkce obvykle
provadime fadu z nésledujicich tkond:

(1) Uréime defini¢ni obor funkce a obor jejich hodnot.

(2) Urcime, jestli je funkce sudd, lichd nebo periodické;

(3) Zjistime, jestli je omezend, vySetiime jeji spojitost.

(4) Vypocitame priiseciky s osou x a s osou y.

(5) Zjistime intervaly, kde funk¢ni hodnoty jsou kladné a kde zaporné.

(6) Nalezneme extrémy funkce a zjistime intervaly monotonnosti funkce.

(7) Nalezneme inflexni body a intervaly konvexnosti a konkdvnosti.

(8) Urcime, zda méa funkce asymptoty a pokud ano, vypiSeme jejich rovnice a je graficky
zndzornime.

(9) Nacrtneme graf funkce.

U nékterych kroki podstatnym zptsobem vyuzivdme pojmu limity a derivace.
§ 6.2. Monotonnost a lokalni extrémy

Pomoci pojmu derivace lze efektivné vySetfovat charakter monotonnosti funkce jedné
proménné a jeji extremdlni hodnoty.

§ 6.2.1. Monotonnost funkce

Bud’ I otevieny interval. Monotonnost funkce 1ze ovéfit podle znaménka smérnice teCny.

VETA 6.1. Necht’ ma funkce f na [ derivaci. Pak plati:
(1) je-li f'(x) >O0prox € I, pakje f jerostoucina I;
(2) je-li f'(x) <Oprox € I,pakje f jeklesajicina I.

Dukaz. Dikaz je zalozen na vzorci

fx+h—fx)

p (6.1)

fi(x) = lim

Vskutku, je-li f/(x) > 0vbodé x € I, pak vzhledem k (6.1) existuje dostatecné malé § > 0
takové, Ze bude %(f(x + h) — f(x)) > 0pro0 < h < §, coZ znamena, Ze je f rostouci na
intervalu (x, x + §) atd. U
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lokalni minimum lokalni maximum

(A) (B)

OBRAZEK 6.1

§ 6.2.2. Lokalni extrém funkce

DEFINICE 6.2. Funkce f ma v bod€ x¢ lokdlni minimum, jestlize v§ude v nékterém okoli /
bodu xy (s vyjimkou bodu x,) jsou hodnoty funkce vetsi nez f(xo), tj.

J(x) > f(xo) prox € I\ {xoj.

DEFINICE 6.3. Funkce f ma v bodé xq lokdlni maximum, jestlize vSude v nékterém okoli /
bodu x¢ (s vyjimkou bodu x) jsou hodnoty funkce mensi nez f(xy), tj.

J(x) < f(xo) prox € I'\ {xoj.

Skutec¢nost, Ze ma funkce v néjakém bodé x( lokalni minimum nebo maximum, znamen4, Ze
v néjakém malém okoli tohoto bodu ma graf funkce tvar podobny zndzornénému na obrazcich
6.1a, 6.1b.

DEFINICE 6.4. Funkce md v bodé€ lokdlni extrém, jestlize je v tomto bodé€ jeji lokalni
minimum nebo maximum.

Slovo ,,lokélni* v téchto definicich vyjadiuje skutecnost, Ze se jednd o chovani funkce v
urCitém malém okoli (ma-li funkce v bodé x¢ lokdlni maximum, neznamena to, ze v blizkosti
tohoto bodu neni jiny bod maxima, avSak v dostatecné malém okoli bodu x(, hodnoty funkce
budou rozhodné mensi, nez f(xy)).

§ 6.2.3. Stacionarni body
Bud f : I — R funkce na intervalu /.

DEFINICE 6.5. Bod xq je staciondrnim bodem funkce f, jestlize f'(xo) = 0 nebo f'(xo)
neexistuje.

VETA 6.6 (Férmat; nutnd podminka pro lokdlni extrém). Bud’ x( vnitfni bod / takovy, Ze
f Vv xo nabyva lokdlné maximalni nebo minimalni hodnoty. Pak, existuje-li f’(xo), musi byt

f'(x0) = 0.

Napf. f(x) = x?> + 1 md minimum v xo = 0. Je to staciondrni bod pro f, jelikoZz
f'(x0) = 2x9 = 0. Funkce g(x) = |x| md minimum v xo = 0, te¢na v bod€ xo = 0 neexistuje.

Pozndmka 6.7. Existuje-li v staciondrnim bodé te¢na, je vZdy vodorovna.
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Pozndmka 6.8. Splnéni nutné podminky f’(x¢) = 0 jesté nezaruCuje, Ze je v daném bodé
Xo lokéln{f extrém. Napt. pro f(x) = x> je f’(0) = 0, aviak je to funkce neklesajici (mimo bod
0 ryze rostouci) a tudiZ lokdlni extrémy nemda. Podminka je tedy skute¢né pouze nutnou, nikoliv
postacujici.

§ 6.2.4. Urceni lokalniho extrému pomoci derivaci

§ 6.2.4.1. Urceni lokdlniho extrému podle 1. derivace

Ovérit, zda v daném staciondrnim bodé skutecné je lokdlni extrém, lze pomoci uréeni
znaménka prvni derivace vySetfované funkce.

VETA 6.9. Bud’ x, staciondrni bod funkce f.Pak ma funkce f ma v xy:

(1) lokélni maximum, jestlize v tomto bodé méni f’ znaménko z ,,4+“ na ,,—* (f roste a
poté klesa).
(2) lokalni minimum, jestliZze v tomto bod€ méni f’ znaménko z ,,—*“ na ,,4+“ (f klesd a

poté roste).
Jestlize ke zméné znaménka derivace v bod€ xy nedochazi, nema funkce v tomto bod€ extrém.
§ 6.2.4.2. Urcen{ lokdlniho extrému podle vys§Sich derivaci

VETA 6.10. Necht’ xq je staciondrnim bodem a existuje f'(xo) = 0. Necht’ ma f v bodé
Xo druhou derivaci. Pak plati:

(1) jestlize f"(x¢) < 0, pak ma f v bodé x lokdlni maximum
(2) jestlize f"(x¢) > 0, pak ma f v bod¢ xo lokdlni minimum.

Pozndamka 6.11. Lze doporudit jednoduchou pomicku k zapamatovani
podminky véty 6.10: f(x) = x2 ma v 0 minimum (2 > 0), f(x) = —x? m4 v 0 maximum
(-2 < 0).

Jestlize " (x¢) = 0, véta 6.10 neumoznuje rozhodnout o tom, zda v stacionarnim bod¢ x
je nebo neni lokdlni extrém funkce. V takovych piipadech l1ze vyuZit vysSich derivaci.

VETA 6.12. Necht’ ma f v bodé x( konecnou derivaci (n + 1)ho fadu (n > 1) a plati

f/(xo) =0, f”(xo) =0, ... f(n)(xo) =0, f(nH)(XO) # 0. (6.2)

Potom:

(1) je-li n liché, pak ma f v bod& x, lokdlni extrém (minimum pro @D (x,) > 0,
maximum pro f#*D(x) < 0)
(2) je-li n je sudé, nema f v bodé€ xq lokdlni extrém.

Dukaz véty 6.12 je zaloZen na Taylorové vété (véta 7.10). Véta 6.10 je disledkem véty 6.12
pron = 1.

PRIKLAD 6.13. Pro funkci f(x) = x* plati f'(x) = 4x3; f'(xo) = 0 pro xo = 0;
f"(x) = 12x2, f(x) = 24x. Plati tedy f®(x) =24, f®(0) =24 > 0.Cislon = 3 je
liché a tudiz f v bodé 0 ma lokalni minimum.

PRIKLAD 6.14. Pro f(x) = x3je f'(x) = 3x2; f'(x0) = 0 pro xo = 0; f"(x) = 6x,
f"(x) = 6> 0.Cislon = 2 je sudé, a proto nema f v bodé 0 extrém.

Obrazek 6.2 znazornuje skuteCnosti, uvedené v piikladech 6.13 a 6.14.
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OBRAZEK 6.2

Pomicka k zapamatovani podminky (6.2): je-li prvni nenulova derivace v
staciondrnim bodé sudého tadu, pak se v jeho okoli funkce chova podle vzoru véty 6.10 (ma
minimum nebo maximum, je-li tato derivace kladnd resp. zadpornd); v opacném piipadé v tomto
bod¢ extrém neni.

§ 6.3. Konvexnost a konkavnost, inflexni body

Bud’ f reédlna funkce na otevieném intervalu /, kterd ma v kazdém bodé derivaci.?

DEFINICE 6.15. Funkce f se nazyva konvexni na I, jestlize jeji graf lezi nad te¢nou
sestrojenou v bodé€ (x, f(x)) pro kazdé x € I. Funkce f se nazyva konkdvni na I, jestlize jeji
graf leZi pod te¢nou sestrojenou v bodé (x, f(x)) pro kazdé x € I.

Tyto vlastnosti urcuji smér zakiiveni grafu funkce. Jejich geometrické zndzornéni nalezneme
na obrazku 6.3.

(A) konvexni (B) konkavni

OBRAZEK 6.3

Konvexnost a konkdvnost 1ze rozliSit podle druhé derivace.

Z3Charakterizace konexnosti pomoci tecny vyZaduje existenci derivace funkce, tj. hladkost jejiho grafu. Bez
pouZiti derivace se d4 konvexnost funkce popsat tak, ze graf funkce na kazdém intervalu (x¢, x1) leZ{ pod spojnici
krajnich bodt tohoto intervalu. Obdobné pro konkavnost. Konkavanost a konvexnost nehladké funkce zde vysetfovat

nebudeme.
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VETA 6.16. Necht’ ma funkce f na I druhou derivaci. Pak plati:
(1) je-li f”(x) > Oprox € I,pak f je konvexni na /
(2) je-li f"(x) <Oprox € I,pak f jekonkdvnina /.

Moznd pomicka k zapamatovani podminky véty 6.16 je podobna uvedené v
pozndmce 6.11: f(x) = x? je konvexni (f” =2 > 0a f(x) = —x? je konkdvni (/" = -2 <
0).

Idea dikazu. Pro konvexni funkci smérnice teCny pri zvetSeni argumentu roste. Toto
znamend, ze f’ je rostouci funkce a tudiz v daném intervalu je (f') = f” > 0. d

DEFINICE 6.17. Bod xq je inflexni pro funkci f, jestlize v tomto bodé se konvexni charakter
chovani méni na konkavni nebo naopak, konkdvni na konvexni.

Piikladem inflexniho bodu je bod xo = 0 pro funkci f(x) = x> (viz obrazek 6.2).

VETA 6.18 (nutna podminka pro inflexni bod). Je-li x¢ inflexni bod funkce f a existuje-li

f"(x0), pak plati
J"(x0) = 0.

Pfi vySetfovani konvexnosti funkce je tedy vhodné zacit uréenim bodii xo, podezrelych
z inflexe, tj. takovych, kde f”(xo) = 0 nebo f”(x¢) neexistuje. O tom, zda takovy bod je
nebo neni inflexnim, rozhodneme podle znaménka druhé derivace funkce vlevo a vpravo od
Xo (véta 6.16): bod xo bude inflexnim, jestlize v ném dochazi ke zméné znaménka f”. Jednu z
postacujicich podminek inflexe poskytuje

VETA 6.19. Bud’ xq bod podeziely z inflexe: f”(xq) = 0. Jestlize
f"(x0) # 0,
pak je xo inflexnim bodem funkce f.
Nasledujici véta je upresnénim véty 6.12.
VETA 6.20. Necht’ ma f v bod¢€ x, derivaci (n + 1)ho fadu (n > 1) a plati
f'(x0) =0, (o) =0, ... fP(x0) =0, fOFD(x0)70.

Potom:
(1) je-li n liché, pak mad f v bod& x, lokdlni extrém (minimum pro f®+V(x,) > 0,
maximum pro £+ (x,) < 0)
(2) je-li n sudé, pak je x¢ inflexnim bodem funkce f.
§ 6.4. Priklady

PRIKLAD 6.21. VySetieme prubéh funkce f(x) = xe™*.
Reseni. Funkce je spojitd a md derivaci na (—oo, 00). Je zfejmé, Ze f(x) > 0 pro x > 0,
f(x) <0Oprox <0a f(0) = 0. Pro vySetfeni intervall ristu a poklesu vypoc¢téme derivaci:
fl(x)=(@xe™) =e ™ —xe™ =(1—x)e ™. (6.3)

Vzhledem k (6.3) je f'(x) kladna pro x < 1 a zdporna pro x > 1. Funkce je tedy rostouci na
(—o0, 1) a klesajici na (1, 00). Je praktické si takové vlastnosti zndzornit graficky (obrazek 6.4).

JelikoZ v bodé 1 se rist funkce méni na pokles, podle véty 6.9%° m4 funkce f v tomto bodé
lokdlni maximum o hodnoté f(1) = e™! = 0,3.

6Jelikoz ve vzorci (6.4) je vypocitand druh4 derivace ", lze vyuzit i véty 6.10: v bodé 1 m4 funkce f lokdlni
maximum, nebot je f”(1) = —e~! < 0.
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OBRAZEK 6.4

Smér zaktiveni grafu této funkce (intervaly konvexnosti a konkdvnosti) ur¢eme podle druhé
derivace. Zderivovanim vzorce (6.3) obdrZime

f"x)y=—e* =0 —-x)e* =(x—2)e". (6.4)

Vidime, ze f”(x) pravé tehdy, kdyz x = 2, pficemZ f"(x) < Oprox <2a f”(x) > 0 pro
x > 2. Funkce je tedy konvexni na (2, co) a konkdvni na (—o0, 2). Bod 2 je inflexnim bodem.

Nyni vySetieme, jak se funkce chova ve sméru —oo a co. Pro x — 400 s vyuZitim
I’Hoépitalova pravidla obdrzime

o X 1
lim f(x) = lim —= lim — =0,
x—+o00 x—>+o0 e* x—>+oo eX
pricemz f(x) je kladné pro kladna x. Pro x — —oo bude
lim f(x)= lim xe ™ = lim (—t)¢’ = — lim te' = —c0.
X—>—00 X—>—00 t—>+o00 t—>+00

Zjisténé informace jiZz umoziuji nacrtnout graf funkce. Kresleni grafu je vhodné zacit
hodnotami funkce v dilezitych bodech: f(0) = 0 (zména znaménka funkce), (1) = 1/e
(bod lokalniho maxima), f(2) = 2/e? (inflexni bod); dile pokracujeme podle schématu na
obrézku 6.4 s vyuZitim informaci o sméru zaktiveni grafu. Vysledek je na obrazku 6.5. VSimnéme
si riznych smért zaktiveni grafu v okoli inflexniho bodu (pro vérnéjsi zakresleni je vhodné
sestrojit te¢nu). U

xe "

OBRAZEK 6.5

Uved 'me priklad vyuZiti vlastnosti derivace pro vyieSeni jedné praktické ulohy.

ULOHA 6.22. Tovarna vyrabi hlinikové kanystry o objemu V. Kanystry jsou ve tvaru vélce.

Je potieba urcit rozméry tak, aby ndklady na pouZity hlinik byly nejniZsi.
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Reseni. Povrch vélce S musi byt minimalni. Necht’ m4 valec vyku / a polomér podstavy
r. Dle znamych geometrickych vzorci plati

S =2ar>+2nrh, V = ar?h.

Objem je vzdy V, proto h = -%5. Dosadime-li to do vzorce pro povrch viélce, obdrzime

—>.
nr
funkci proménné r > 0:

2V
S(r) =2mr* + -

Zderivovanim dostaneme

, 2V 2 3
S'(r) =4nr — Pl (an — V), (6.5)

a rovnice pro urcenf staciondrnich bodii bude mit tvar 27773 = V. Jedinym staciondrnim bodem
jers = 4/ % a tudiZ pouze v tomto bod€ r, se mliize ménit charakter monotonnosti funkce .

Funkce r — r3 je rostouci a proto, vzhledem k (6.5), je-li r > ry (resp. r < ry), bude S’(r) > 0
(resp. S’(r) < 0). Toto znamena, Ze r je bodem lokalniho minima pro S. Zadna jind minima
tato funkce nema.>’ 1

Dosadime-lited r = r, = (%)§ do vzorce pro /i, obdrzime optimalni hodnotu i = h:

4 v av3\5  ravt A%
h* = > = T = > = —_— =21 — = 2}’*'
Iz ( V2 )3 nV T 2
3

(2m)?

Pro splnéni stanovené podminky optimélni spotieby materidlu se tedy musi vyrabét kanystry ve
tvaru vélce, jehoZ vySka je dvojndsobkem poloméru podstavy. U

217de 1ze vyuzit charakteru chovani funkce v hrani¢nich bodech intervalu (0, +00): je ziejmé, Ze

lim S(r) =400, lim S(r) = 400,
r—0+ r—+o0

a tudiz v jediném staciondrnim bodé r, > 0 bude funkce S mit minimalni hodnotu.

53



Ne—

0 i 2 3 4 4 6 8 10

w
o
¥}

i TR

L
>

sin X

L sinx
2X

(A) limx— 4 o0 5x = 0 (monotonné) (B) limy— 400 = 0 (nemonotonng)

OBRAZEK 6.6. Typ funkce, majici vodorovnou asymptotu: ma kone¢nou limitu
v 400 anebo —oo.

§ 6.5. Asymptoty, jejich druhy a zpusob urceni
§ 6.5.1. Vyznam asymptoty

U nékterych funkci 1ze pozorovat, Ze pro dostateCné velké hodnoty argumentu se jeji vyvoj
postupné stabilizuje a ¢im dal, tim vice se graf podoba piimce. V takovych pfipadech m4 funkce
tzv. asymptotu. Znalost asymptoty vyznamné poméha pti zobrazeni funkce na grafu.

Bud’ f funkce definovana na neohrani¢eném intervalu.

DEFINICE 6.23. Asymptota je ptimka, ke které se graf funkce v 400 nebo —oo neustéle

blizZi. Je-li y = kx + b rovnici této pfimky, znamena to, Ze plati
f(x)—kx—-b—0 (6.6)
pro x — 400 (asymptota v 4-00) anebo pro x — —oo (asymptota v —o0).
§ 6.5.2. Druhy asymptot
Asymptoty byvaji se smérnici anebo bez smérnice, to jest svislé.
§ 6.5.2.1. Asymptoty se smérnici

DEFINICE 6.24. Asymptotou se smérnici rozumime asymptotu o rovnici tvaru y = kx + b.

V zavislosti na smérnici miZe byt takova asymptota sikmou (k # 0) anebo vodorovnou
(k = 0). Z definice 6.23 je ziejmé, Ze vodorovnou asymptotu ma funkce, pro niZ existuje
konecna limita v +00 anebo —oo.

PRIKLAD 6.25. Funkce f(x) =27%, g(x) = 27 sin x maji vodorovnou asymptotu y = 0
pro x — +o0o (obrazek 6.6).

Asymptotu Sikmou ma funkce, jeZ kone¢nou limitu v 200 nem4, avSak chova se v 400
nebo —oo skoro jako linedrni funkce. Presnéji feceno, existuji konstanty k a b takové, Ze pro
X — 400 anebo x — —oo plati (6.6). Vodorovna asymptota formalné je specidlnim pfipadem
Sikmé pro smérnici k = 0.

Sikmé asymptoty hleddme podle nésledujiciho pravidla.
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(A) imy— 400 2% = 0 (monotonn¢) (B) limy— 400 Sgl—xx = 0 (nemonotonng)

OBRAZEK 6.7. Typ funkce, majici Sikmou asymptotu: skoro linearni v 400
anebo —oo.

VETA 6.26. Existuji-li limity

TACO lim (f(x)—kx) =b 6.7)
x—+o00 X xX—+00
anebo
lim / ix) — Kk, lim (f(x)—kx) = b 6.8)

pak je pfimka s rovnici y = kx + b asymptotou pro funkci f pfi x — +o0 (resp. x — —00)
Pro ur€eni Sikmych asymptot ovéfujeme existenci limit (6.7) a (6.8).

Poznamka 6.27. Muze se stat, Ze ma funkce riizné asymptoty v 400 a —oo (viz pfi-
klady 6.34, 6.35).

Dilikaz véty 6.26. Uvazujme pouze smér +oo. Necht’ ma funkce y = f(x) v +o00
asymptotu y = kx + b. Znamena to, Ze se graf funkce f k této pfimce ve sméru 4+ o0 neustile
bliZi a tudiz dle definice 6.23 musi platit

liT (f(x)—kx—=»b)=0.
Jinymi slovy, f(x) —kx —b = a(x), kde limy 1o (x) = 0. Pak f(x) —kx =b + a(x)a
tudiz
Jf(x) b+ a(x)
k="

X X

A ;x ) = k. Hodnotu b pak nalezneme ze vztahu

lim (f(0) —kx) = b,

jelikoz dle pfedpokladu tato limita existuje. U

0

pro x — +o00. Proto je limy_, 4

PRIKLAD 6.28. Funkce f(x) = x +27%, g(x) = x + 27" sin x maji asymptotu y = x pro
X — 400 (obrazek 6.7).

Vysvétleni. Staci si v§imnout, Ze f(x) —x — 0 pro x — 4o00. O
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piimka x =0

400

Inx == piimka x=0
1. l fr— —_— 1. l
(A) limy—o— ¢ = —o0, limy0+ ¢ =

(B) limy—¢+ Inx = —oc0

OBRAZEK 6.8. Typ funkce, majici svislou asymptotu: ma body nespojitosti; v
néjakém z bodl nespojitosti alespon jedna z jednostrannych limit je nekone¢na

§ 6.5.2.2. Asymptoty bez smérnice (svislé)

Svisla pfimka s rovnici x = x( bude asymptotou funkce f pro x — xo=+, jestlize alespon
jedna z jednostrannych limit limy_,,+ f(x), limy—,— f(x) je nevlastni.

PRIKLAD 6.29. Svisla piimka x = 0 je asymptotou funkce f(x) = % prox — 0+ a
funkce g(x) = Inx pro x — 0+ (obrdzek 6.8).
PRIKLAD 6.30. Urceme asymptoty funkce

Regeni. Funkce ma bod nespojitosti a pravdépodobné i svislou asymptotu. Bodem nespoji-
tosti je xo = —1. VySetfeme, jak se funkce chova v blizkosti bodu —1:

_1
(1) prox — —1sx > —1 je 21 2

_ e 2x—1 _ .
o —2x+} < 0 atudiz = —> —00;
. _1ia2x—1 _ HX—3 2x—1
2) prox - —1sx <—1je o —2—x+1 >0a
Je tedy lim,_, ;4 221

i +00.
: 2x—1

o 00, limy 1

tuto funkci asymptotou.

S+ = 0o atudiZ je pfimka s rovnici x = —1 pro

Dile je zfejmé, Zze ma f konecnou limitu v +00 a —o0:
2x — 1 2-1
= lim T =2,
x—>+oo | 4 "
a proto je vodorovnd piimka y = 2 pro tuto funkci asymptotou (obrazek 6.9).
Sikmé asymptoty funkce nema (v rovnici y = kx + b je k = limy_ 400

m =
x—>+o00 x + 1

12x—-1
dava asymptotu vodorovnou).

x 11 = 0,co0Z
]
§ 6.6. Priklady vySetieni prabéhu funkce

1

PRIKLAD 6.31. VySetieme prubéh funkce f(x) = 2 + x
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2x—1
x+1

piimka x = —1 piimka y=2

OBRAZEK 6.9

Reseni. Definiénim oborem je (—oo,2) U (2, 00). Je ziejmé, Ze limy_,» f(x) = +oo a
svisld pfimka s rovnici x = 2 je asymptotou. Vypoctéme derivaci:

(x—2)°-2
'X)=——2(x-2)+ 1 =——— =
L T ER R Tt
Staciondrni body uréeme z rovnice (x — 2)3 = 2, jedinym staciondrnim bodem je** x =

24+ J2 =2+ 13 = 3,3. Typ extrému uréeme podle druhé derivace, jiz rovnéZ budeme
potfebovat pro vySetfeni konvexnosti. Mame

frx) ==2(x =273 =6(x-2"*>0

pro x # 2. Proto je funkce viude konvexni a nabyva ve staciondrnim bodé 2 + +/2 lokélniho
minima o hodnoté

s W2 R
f)2+2+ﬁ (f)2f+ 24 2= N +24+ 2

3
:2+§«/§i2+§-1,3:3,95

2+ v2) =

Ovéime, zda m4 funkce asymptoty, odliSné od jiZ nalezené svislé prochédzejici bodem
nespojitosti. Je-li pro x — +o00 asymptota ve tvaru y = kx + b, musi byt

1
k= tim 79— i (—2+1)=1,
x—>+oc0 X x—+o00 x(x—2)

ZHodnotu v/2 lze priblizné odhadnout pomoci diferencidlu funkce u(x) = x3 (§ 7.1.4), to jest s vyuzitim
vzorce

u(x) —u(xo) = u'(x0)(x — xp),

kde poloZime x = 2, xo = I:

- 1 2 1 4
V2=14+-x,°Q2-1)=14-=-=1,3.
2 +3x0( ) +3=3

Pak bude staciondrni bod x = 2 + /2 = 3,3.
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OBRAZEK 6.10. Graf funkce f(x) = (x_lz)z + x

. i 1
b=t ) k0 = (o

Asymptotou je tedy pfimka y = x. Znalost asymptot nam vyznamné pomuze pii sestrojeni
grafu (obrazek 6.10).

PRIKLAD 6.32. Vysetieme pribéh funkce f(x) = x* na mnoziné€ (0, +00).

+x—x) = 0.

Regeni. Definiénim oborem je neomezeny otevieny interval (0, +00), v bodé 0 neni funkce
definovdna (vznik4 tam neurdity vyraz typu 0°). V oboru (0, +00) nabyva funkce kladnych
hodnot. Abychom zjistili, jak se funkce chovd, kdyz x — 0+ a x — +o00, potfebujeme urcit
odpovidai(l;gcfch limity. Pro x — 0+ bude

1 .
lim x* = lim ™" = lim ex™¥ = Mo+ ¥Inx — 0 — 1
x—>0+ x—>0+ x—>0+
jelikoz dle I’Hopitalova pravidla je
0- 00 =
) - . Inx ) % .
lim xInx = lim Tzhm 1=—11m)c=0
x—>0+ x—0+ p x—0+ 32 x—0+

a funkce x — e* je spojitd. Pro x — oo je, samozrejmé, limy_, o, X* = +00.
Vypoctéme derivaci:

f(x) =) = (e’”“x)/ =" (xInx) =x*(Inx + 1) = f(x)(Inx + 1), (6.9)

Prox > 0je f(x) > 0, atudiz znaménko derivace f’(x) je ureno znaménkem vyrazu Inx + 1,
jenz je kladny pro x > % a zaporny pro x < % (jelikoz logaritmus pfirozeny je funkci rostouct,
Inx > —1 znamen4, Ze x > e~ !). V jediném stacionirnim bodé& x = % tedy je lokalni minimum

o hodnoté .
1 1\ 1
¥ (_) _ (_) - L (6.10)
e e ee

Pro zakresleni grafu je vhodné alesponi pfiblizné odhadnout hodnotu minima (6.10): jelikoz
e =2,7=3,bude f (%) =1 = % Pro odhad /3 lze vyuZit diferencidlu funkce u (x) = X3
(§ 7.1.4), coz vede na vzorec
u(x) — u(xo) = u'(xo)(x — Xo)
_2
sx=3,x=1v3=1+1x33-1)=1+42=2Prooje f (1) =
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OBRAZEK 6.11. Graf funkce f(x) = x*

Pro zjiSténi sméru zaktiveni grafu vypocitime druhou derivaci. K tomuto tcelu pouzijme jiz
vypoctenou derivaci prvni (viz (6.9)):

) = S+ D+ £ = @) (nx+ D+ f() >0,

nebot’ f(x) > 0. Toto znamen4, Ze je f na (0, co) konvexni.

Na zédklade zjisténych informaci po pfidani vhodnych pomocnych bodu (napt. f(1) =
1, f(2) = 4) lze schematicky nacrtnout graf (obrazek 6.11). S ristem x roste tato funkce
mimoradné rychle. Napt. f(4) = 256, f(5) = 3125.

PRIKLAD 6.33. VySetfeme prubéh funkce f(x) = 2x’§3+3.

Redeni. Defini¢nim oborem je (—oo, 00). Pro viechna x € (—o0, 00) mdme
(_x)3 _ _x3 _ x3 _
(—x)24+3  2x243 2x2+43

Funkce je lich4, jeji graf je soumérny podle pocatku.
Pro vySetfeni monotonnosti vypoctéme derivaci:

flex) =5 ).

x3 )/ _3xP(2x? +3) —x4x 2x* 4 9x?

f1x) = (Zx2 +3 (2x2 + 3)2 C(2x2 4 3)2°

Je zfejmé, ze f'(x) > 0 pro vSechna x # 0, proto je funkce neklesajici na (—oo, 00), pficemz
mimo bod 0 je funkce ryze rostouci.

Jedinym staciondrnim bodem je x = 0. V tomto bod¢ lokdlni extrém neni, nebot’ je funkce
f monotonni, a ke zméné znaménka derivace nedochazi. Lokalni extrémy tedy funkce nema
7adné.

Intervaly konvexnosti a konkdvnosti zjistime podle znaménka f”. Vypoctéme druhou
derivaci:

(8x3 4 18x)(2x2% + 3)2 — (2x* + 9x2)2(2x2% + 3)4x

S = (2x2 + 3)*
_(8x? +18x)(2x% +3) —8(2x* + 9xP)x  —12x7 + 54x  —x(54 — 12x?)
N (2x2 + 3)4 T (2x243)3  (2x2 4 3)3

Jelikoz je vzdy (2x? + 3)® > 0, znaménko f”(x) urluje pouze ¢len —x (54 — 12x2?) =
—6x(9 — 2x?). Intervaly konvexnosti a konkdvnosti zjistime podle znaménka derivace f”,
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kterou upravime takto:
X) = — _ _
(2x2 4 3)3 (2x2 4 3)3 (2x2 + 3)3 Ox2 1 3)7

Rovnost f”(x) = 0 plati pravé pro x = 0, x = :I:%. V kazdém z téchto bodd nastava zména

znaménka f”, proto jsou to inflexni body (obrazky 6.12, 6.13b).

/
A

OBRAZEK 6.12. Zména znaménka f”

0

Dale vypoctéme limity v nevlastnich bodech +o00 a —oo:

lim I x I L 4
im —— = lim ———— = lim —— = 400

2 3(2 4 3 24 3 ’
x—>+o002x2 4+ 3 x——+00 X (x + x3) x——+00 x —+ 3

x3 )
im = lim S——= = —o0.
x——o00 2x2 4+ 3 x—>—00 = 4 =
x x

Mimo jiné, je to funkce neomezena.
Zjistéme, zda ma funkce asymptoty. Ma-li funkce asymptoty tvaru y = kx-+b prox — 400,
musi byt

. fx) . x3 . x3 ) 1 1
k = lim = 1 - = lim —————— = lim T = =
x—>+o00 X x—+o00 x(2x2 + 3) x—+o00 2x3 + 3x x—>+o0 2 + = 2
. 1 . x3 X
b= tim (f)-5v) = tim (355-3)
o 2x3—2x3 —3x 3 . X
= lim =—> lim ——— =0
x—>+oo  2(2x2 4 3) 2 x—>+o00 2(2x2 + 3)

Stejné hodnoty k a b vychdzi pro x — —oo. Asymptotou pro x — oo je tedy piimka

y=kx+bsk=%,b=0:
X
y = 7
Zjisténé vlastnosti Ize uplatnit pii sestrojeni grafu funkce (obrazek 6.13). U

PRIKLAD 6.34. VySetieme pribéh funkce
f(x) = arctgx — x.
Regeni. Defini¢nim oborem je (—oo, 00). Pro vySetfeni monotonnosti vypo&téme derivaci:
1 1—x2-1 x?2

/ X) = — 1 = = — <
/) x2+1 x2+1 x2+1
Tudiz je funkce f vSude klesajici. Lokalni extrémy proto nejsou. Dale pomoci druhé derivace
zjistéme smér zakiiveni grafu. JelikoZ

2x

f(x) = —m,

je funkce konkdvni pro x > 0 a konvexni pro x < 0. Inflexnim bodem je x = 0.

0.
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OBRAZEK 6.13

Podivejme se, jak se funkce chovéd v £00. Vzhledem k tomu, Ze lim, , +, arctg x = £7,
miZeme si vi§imnout, ze*’ plati

. V4 . T
xgr-il:loo (f(X) B 5 + X) - xgr-il:loo (arctgx B 5) =0
. T . T
lim (f(x) + =+ x) = lim (arctgx + —) =0,
X——00 2 X——00 2
to jest pfimka y = 7 — x je pro f asymptotou pii x — +00a y = —7 — x je asymptotou pii

X — —00.

Kresleni grafu (obrazek 6.15a) zaCneme néjakym jeho vyznamnym bodem. Pfichdzi v tivahu
nulovy bod (0, 0) (jelikoz f(0) = 0). Navic je funkce licha. Jiné nulové body funkce nema
vzhledem k tomu, Ze je ryze klesajici. U

Uvazujme jesté jeden podobny piiklad (v§imnéme si vSak odliSnosti!).

PRIKLAD 6.35. Vysetifeme pribeh funkce
f(x) = arctgx — g

Refeni. Defini¢nim oborem je (—oo, 00). JelikoZ
1 1 2—-x2-1 1—x2
J'(x) = 2 5= 2 = 2 :
x24+1 2 2(x2+1) 2(x2+1)

maé funkce dva staciondrni body x = £1. Znaménko derivace ur¢ime, zapiSeme-li ji ve tvaru
f(x) = —%. Obdrzime, Ze f'(x) < 0 prox € (—oo,—1) U (1,00) a f'(x) > 0 pro
x € (—1,1). Vysledné intervaly monotonnosti si miiZzeme oznacit graficky (obrazek 6.14). V
bodé —1 pak bude lokalni minimum a v 1 lokdln{ maximum.

Zderivujeme-li podruhé, vychazi f”(x) = —()622%)2. Funkce je konkdvni pro x > 0 a
konvexni pro x < 0, bod 0 je inflexnim.

29Samozfejmé, mohli bychom zde postupovat i bezprostiedné podle véty 6.26: plati limy— 40 A ;x) =
limy oo P85 — 1 = —1, limyos 400 (f(x) —x) = limyos 4 o0 arctgx — x — (—x) = limy 40 arctgx = Z,
limy—s oo (f(x) —X) = limy_arctgx = —7, odkud obdrzime asymptoty y = —x + J pro x — +oo a

y = —X— 7 pro x — —o0.
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OBRAZEK 6.14. Diagram monotonnosti funkce f(x) = arctgx — 3.

(A) f(x) = arctgx — x (B) f(x) = arctgx — 3
OBRAZEK 6.15

Podobné piikladu 6.34 zjistime asymptoty y = —3 + 7 prox — +o0ay = —7 — 7 pro
X — —00.

Kresleni grafu zacneme nulovym bodem (0, 0), ddle pouZijme bod lokdlniho maxima
(1, f(1)),kdeje f(1) = arctg1—3 = Z—3 = 0,3. Bod lokdIniho minima bude (—1, f(—1)) =
(1, —f(—1)) (funkce je lichd).

Pfi poklesu od hodnoty lokdlniho maxima v bodé x = 1 s ristem x se kiivka neustdle
pfiblizuje k asymptoté y = —3 + 7. JelikoZ hodnota maxima je kladnd a funkce f je spojitd,
musi existovat n&jaky bod & > 1, kde je f(§) = 0. Asymptota y = —7 + Z osu x protind pfi
x =m,tudizje 1 < § < . Na (—o0, 0) kiivku kreslime podle soumérnosti (obrazek 6.14). [
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§7

Priblizné urceni hodnoty funkce jedné proménné

§ 7.1. Diferencovatelnost a diferencial

§ 7.1.1. Diferencovatelnost funkce

DEFINICE 7.1. Funkce f je diferencovatelnd v bodé x,, jestlize existuje konstanta k takova,
Ze plati
L G0+ ) = f(xo) = kb
1m =
h—0 h

0. (7.1)

VETA 7.2. Funkce jedné proménné f : I — R je diferencovatelnd v bod¢ x, prave tehdy,
kdyZ ma v tomto bod¢€ konecnou derivaci.

Diferencovatelnost funkce znamen4, Ze v okoli daného bodu ji 1ze libovolné presné aproxi-
movat linedrni funkci, jejiz grafem je teCna v tomto bod¢ (dle véty 7.2 ¢islo k v (7.1) je rovno
f'(x0), coZ je smérnice teCny v tomto bod¢).

§ 7.1.2. Diferencial

Necht” f ma v bodé x, derivaci. Diferencidlem funkce f v bod€ xo chdpeme vyraz

df(xo) = f'(x0) dx,
kde symboly dx a d f(x¢) maji nasledujici vyznam:

(1) dx je nekonecné maly prirdstek argumentu v okoli bodu xg;
(2) d f(xo) je odpovidajici pfirtstek hodnoty funkce f.
Uvedeny vztah obdrZzime, budeme-li vzorec

V) _ /(v

formélné chépat jako zlomek a vyndsobime obé dvé strany rovnosti clenem dx. Matematicky
precizni definice diferencidlu zni takto.

DEFINICE 7.3. Diferencidlem funkce f v bodé x¢ se nazyva linearni funkce & +— d f(x¢)(h) =
kh, kde hodnota konstanty k je takova, Ze plati

o £ G0+ 1) = f o) =k _
m =

0.
h—0 h

Vime-li, Ze ma funkce f v bod¢ x, derivaci, vzhledem k vété 7.2 Ize definici 7.3 nahradit
nasledujici.

DEFINICE 7.4. Linearni funkce & — f” (x¢) h se nazyva diferencidlem funkce f v bodé
X0-
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f(@)

f(x) = f(zo)

tga = f'(zo)

OBRAZEK 7.1

Diferencial f’ (xo) & vyjadfuje hlavni ¢ast piirdstku funkce f(xo 4+ #) — f(xo), odpovidaji-
citho zméné argumentu A:
f(xo+h) = f(x0) = f'(x0) h + a(h),
kde a(h) — 0 pro h — 0. Zanedbame-li (/) pro mala &, vychazi

f(xo +h) = f(xo) = f'(x0) h.
Tohoto vzorce Ize vyuzit pro pfibliZzny vypocet prirdstku funkce.
VETA 7.5. Ma-li funkce f v bod¢€ x( derivaci, pak pro malé hodnoty 4 plati vzorec
S (xo + h) = f(x0) = df(xo)(h), (7.2)
pri¢emz chyba, jizZ vyuzitim tohoto vzorce dopustime, sméruje k O pfi zmenSeni 4.
Jinymi slovy, pro x blizké k x, plati

S(x) = f(xo0) = df(x0)(x — xo), (7.3)

kde ¢len d f(xo)(x — x¢) je pribliznym vyjadienim chyby, jiZ se dopustime, nahradime-li f(x)
hodnotou f(xy).

Diferencidl v bodé x je tedy linearni funkce, jez v tomto bodé napodobuje funkci f nejlépe
(,linedrni ¢ast* funkce f'). Lze pak dokazat, Ze k v definici bude rovné f’(x), to jest smérnici
teCny. Geometricky to znamend, Ze nahradime-li ¢ast grafu funkce f v malém okoli bodu
(x0, f(xo)) néjakou piimkou, nejmensi chyby se dopustime, kdyZ to bude te¢nd pfimka v tomto

bodé.
§ 7.1.3. Geometricka interpretace diferencialu
Smérnice teCny v bod¢€ (xg, f(x0)) je f'(xo) = tga (viz obrazek 7.1). Pfipomenme si také,
Ze pro libovolné 4 je
J'(xo)h = d f(xo0)(h).
Z obrazku 7.1 je patrné, Ze pro x blizké k x, délky modré a Cervené usecek se liSi mélo, tj.
f(x)— f(x0) je blizké k hodnoté f”'(x¢) - (x — xg), coZ je hodnota diferencidlu d f'(x¢)(x — xo).
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Tudiz pro x blizké k x, plati vzorec
f(x) = fxo) = f'(x0)(x — xo), (7.4)
jenz znamena totéZ, co (7.3). JelikoZ rovnice te¢ny ke grafu funkce f v bodé xy je
y = f(x0) + f'(x0)(x — Xo),

vzorec (7.4) lze obdrZet i tak, Ze v okoli bodu x, priblizné nahradime kfivku tecnou, to jest
misto f(x) vezmeme hodnotu y z rovnice teCny:

f(x) = f(xo0) + f(x0)(x = xo), (7.5)
coZ je shodné s (7.4).
§ 7.1.4. Priblizné urceni hodnoty funkce pomoci diferencialu

Pro priblizné ureni hodnoty funkce v piipadech, kdyZ ndm sta¢i aproximace pomoci
linedrnich funkci, 1ze vyuzit véty 7.5.

PRIKLAD 7.6. Uréeme pfiblizn& hodnotu +/67.
Reseni. VyuZijme vzorce (7.2):

S (xo +h) — f(x0) = df(xo)(h).
Vezmeme-li f(x) = J/x, pak zadany ukol znamend, Ze pfiblizné€ politdme f(67).
Zvolme xo = 64. Pak f(xo) = v64 = 4. Body x = 67 a xo = 64 lze povaZovat za
relativné blizké, h = x — xo = 3, a podle vzorce (7.2) bude

V61— V64 = f(xo+h) — f(xo0) = df(x0)(h).

Jelikoz f'(x) = (x3) = x5, mame

N

, 2z 1 1
df(xo)(h)—f(xo)-h—3x0 3_3-16 3= 16—0,0625

a proto J67 — J64 = Lé, odkud obdrzime

1
1
J67 = Jo64 + = 4 + 0,0625 = 4,0625.

Pro porovnani, dle kalkuladky vychdzi ¥/67 = 4,0615. ... U
PRIKLAD 7.7. Urceme priblizné hodnotu In 2.

ReSeni. Lze vyuzit vzorce (7.3)

J(x) = f(x0) = df(x0)(x — xo)
s f(x) = Inx. Pak bude In2 = f(2). Vime, Ze Ine = 1, proto zvolme xo = e, x = 2.
Jelikoz je 2 < e < 3 (disledek 2.33), 1ze body 2 a e povazovat za dostatecné blizké a ocekavat
rozumnou presnost vzorce. Zderivovanim a dosazenim obdrzime
1 1
fi(xo) = —=-,
0

X e

a proto dle vzorce (7.3) bude

f(x) = fxo) +df(x0)(x —x0) = f(x0) + f'(x0) - (x — Xo)

1 1 2
=fle)+-R—e)=14+-Q2—¢e) = -.
e e e

Takto obdrzime odhad In2 = f(2) = 2 = (0,74 (ve skuteCnosti jeln2 = 0,693). OJ

e
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§ 7.2. Tayloruv vzorec

Velmi dillezitym néstrojem matematické analyzy je Tayloriv vzorec, jenZ umoziuje hladkou
funkci v okoli daného bodu libovolné ptfesné aproximovat polynomy.

§ 7.2.1. Idea aproximace funkce polynomem

Vzorec (7.4), ktery vznika pii aproximaci hodnoty funkce pomoci diferencidlu, 1ze zapsat ve
tvaru (7.5), coz znamenad, Ze pro x v okoli bodu x¢ je f(x) = p(x), kde

p(x) = f(x0) + f'(x0)(x — Xo). (7.6)
Takové p je linedrni funkci, to jest polynomem stupné 1, pfi¢emz plati
f(x0) = p(x0), ['(x0) = p'(x0), (7.7)

arozdil mezi f(x) a p(x) sméruje k 0:
lim (f(x) = p(0) = Jim (f(x) = f(x0) = f'(xo)(x = X0)) = 0.

Plati dokonce silnéjsi vlastnost

i SO =P L SO0 — ) — f(xo)(x — Xo)
m —————— = lim
X—>X0 X — Xo X—>X0 X — Xo
_ x“j&‘ S'(x) —1 S’ (x0) —0 (7.8)

Posledni rovnost, kterou jsme obdrzeli** pomoci I’'Hopitalova pravidla pro limitu typu %, Zna-
mena, 7e pii x — xo bude f(x) — p(x) — O rychleji, nezZ x — xo — 0.

Pozndamka 7.8. Je uZiteCné si uvédomit vyznam podminek (7.7): graf polynomu p dle
nich musi prochéazet bodem (xg, f(xo)) a navic mit v tomto bodé stejnou smérnici tecny f”'(xo).

Nabizi se otazka, jestli nemiiZzeme na stejny vysledek pfijit, budeme-li se snazit v okoli bodu
Xo priblizit f(x) n€jakym polynomem stupné 1
p(x) = aix +aop
tak, aby platily rovnosti (7.7) a limita v (7.8) byla rovna 0. Je tomu skutecné tak: jelikoZ pro
spInéni (7.7) musi byt f(xo) = a1xo+ao, f'(x0) = ay, obdrzime p(x) = f'(xo)x + f(xo)—
f'(x0)x0, coz vede na jiz odvozeny vzorec (7.6).
Nestaci-li ndm hrubé priblizeni pomoci linedrnich funkci, mohli bychom takto postupovat

i pro ziskani aproximace ve tvaru kvadratického polynomu, ktera bude, oCividné, pfesné;jsi.
Vskutku, budeme-li priblizovat f(x) polynomem stupné 2, je logické poZadovat, aby platilo

f(x0) = p(x0). [f'(x0) = p'(x0), f"(x0) = p"(x0). (7.9)

Vzhledem k uvedenému je pfirozené takovou kvadratickou aproximaci hledat rovnou ve tvaru®’

p(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + A(x — x0).
JelikoZ p(xo) = f(xo), p'(x0) = f'(x0) + 2A(xo — X0) = f'(x0), p"(x0) = 2A, prvni dvé&

NP aNAA

pro x blizkd k xo je f(x) = p(x)s

) = Flagy 4 G f"(x0)

T Xe) +

(x — x0)>. (7.10)

3024 piedpokladu, Ze f' je spojitou funkci v bodé xg
3Mohli bychom hledat p i ve tvaru p(x) = a»x? + a1 x + ao. Vezmeme-li pro jednoduchost xo = 0, bude
p(0) = ag, p'(0) = ay, p”(0) = 2a,, a pro splnéni (7.9) musi byt ag = f(0), a; = f’(0), ar = %f”(O), coZ
vede na (7.10) s xo = 0. Pro x¢ # 0 polynom (7.10) obdrzime z pfedchoziho po substituci x — xo = t.
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Navic, podobné (7.8), dle I’Hopitalova pravidla pro polynom (7.10) plati

hm M —_ hm f(x) - f(.X()) f (X()) (x xO) _ (X()) (x )
x=x0 (X — Xxg)? T x5x0 (X ~ x0)?
= lim f/(x) — f/(xo) f//(xo)(x —_ xO) i f//(x) _ f//(x()) .\
X—X0 2(x — Xxp) = > ,

je-li znamo, ze f” je v bodé xq spojita.
Ma-li funkce f v bodé xq spojité derivace vyssich fadu, takto miZeme pokraCovat pro
ziskani aproximaci polynomy stuprii 3, 4 atd.

§ 7.2.2. Konstrukce Taylorova polynomu

Bud’ f funkce, jez ma v bod¢ x, derivace vSech fadi. Vzhledem k uvedenému vyse v § 7.2.1
je prirozené zkusit priblizit f(x) v okoli bodu xo polynomem stupné n

p(x) = a,(x —x0)" + an_1(x —x0)" ' 4+ Far(x —x0)> +ai(x —xo) +ao (7.11)
tak, aby platilo (viz pozndmka 7.8)

f(x0) = p(x0). f'(x0) = p'(x0). .... f®(xo) = p®(x0) (7.12)
a navic aby pii x — x¢ sméfoval rozdil f(x) — p(x) k O rychleji, nez (x — x¢)" — O:
lim S —px) - (7.13)

X—X0 (x — xo)”

Zderivujeme-li p(x) v (7.11) opakované, po dosazeni x = x( dostaneme

P'(x0) =ai, p'(xo) =2!"ay, p"(x0)=3"as, ..., p™(xo) =n!-a, (7.14)
coZ znamend, Ze pro splnéni rovnosti (7.14) mame v (7.11) zvolit ay, a4, . . ., a, takto:
’ 7 (n)
av = fxo), ar= L0 g L0 ST )
1! 2! n!
Urceni koeficientl ay, ay, . . ., a, tak, aby se hodnota odpovidajictho polynomu (7.11) a jeho

derivaci shodovaly s prislusnymi hodnotami funkce f (to jest, aby platilo (7.12)), vede na
definici Taylorova polynomu.

DEFINICE 7.9. Bud’' f funkce, jeZ ma v bodé€ x spojité derivace do fadu n véetné. Polynom

’ " ()
1) = f(xo) + 200 /) F200) (¢ sy
: n

se nazyva Tayloriiv polynom stupné n pro funkci f v bodé€ xy. Je-li xo = 0, polynom se nazyva
téZ Maclaurinity.

(x —x0) + (x = x0)* + -+ +

V pfipadé, ze je f polynomem stupné n, je Taylortv polynom 7}, pro f shodny s f. Neni-li
f polynomem, bude T, (x) = f(x) pouze priblizné.

VETA 7.10 (Taylorv vzorec). Bud’ f funkce, jeZ ma v bod¢€ x¢ spojité derivace do fadu n
véetné. Pak pro x v okoli bodu x, je

I ( 0) S (xo)

(n)
(v —xo) + 1 f (o)

J(x) = f(xo) + (x = x0)% + - + 1 (x = x0)" + 1 (),

kde pro zbytkovy clen r, (x) plati

lim %) _ (7.16)
X—X0 (x — xo)”
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Schéma dikazu. Pro dobrou aproximaci funkce f polynomem p stupné n je rozumné
pozadovat, aby mély ten polynom a funkce f stejné hodnoty derivaci fada O, 1, ..., n (to
jest aby platilo (7.12)). VySe jsme se presveédcili, Ze pro splnéni rovnosti (7.12) musime zvolit
koeficienty ag, a1, . . ., a, podle vzorci (7.15).

Koeficienty polynomu jiz byly nalezeny z podminek (7.12). Rovnost nule limity (7.16),
podle nizZ se skute¢né presvéd¢ime o blizkosti p(x) k f(x) pro x blizké k x,, se dokdZze podobné
§ 7.2.1 opakovanym uzitim 1’Hdpitalova pravidla. U

Vlastnost (7.16) zbytkového ¢lenu r,(x) = f(x) — T, (x) Taylorova vzorce znamen4, Ze
existuje néjaké u takové, ze limy_,, u(x) =0a

ra(x) = (x — x0)"u(x). (7.17)
Pro zbytkovy ¢len existuji riznd vyjadieni, mimo jiné v Lagrangeové tvaru.
VETA 7.11 (Lagrangetv tvar zbytku Taylorova vzorce). Pro libovolné x v okoli x, plati

f(n+1)(§)
(n+1)!

kde £ je jisty bod, nachazejici se mezi xg a x.

ra(X) = (x = xo)" 1, (7.18)

Pozndmka 7.12 (o odhadu zbytku). Vzorec (7.18) presnéji specifikuje tvar ¢lenu u v
(7.17). T kdyz hodnotu £ v (7.18) nelze explicitné urcit, umoznuje tento vztah odhadnout velikost
chyby, jiZ se dopustime, zanedbame-li v Taylorové vzorci zbytkovy ¢&len: je-li | £ "tV (x)| < M,

n+1
pro x s |[x — xo| < R, bude |r,(x)| < _A{Zfl)! :

§ 7.2.3. Tayloruav vzorec pro nékteré elementarni funkce

v

S vyuZzitim véty 7.10 se dokdZi tyto vzorce:

x?2 x"
e =14+x+—+4-+—+rx), (7.19a)
2! n!
2 4 2n
cos X = 1—2—!+4—!—--~+(—1) ! + rapt1(x), (7.19b)
' ¥3 x5 o, oxn
smx=x—§+§—---+(—l) m+r2n(x), (7.19¢)
2 3 n
In(1 + x) =x—%+%—---+(—1)"_1x——|—rn(x), (7.19d)
n
—1 —1 -2
(1+x)*=1+ax+ oz(ozz' )xz + ola 3)’(()[ )x3—|—
—1 —2)...(a—(mn—-1
LoD )' @@= n ). (7.19)
n!

§ 7.2.3.1. Srovndni nekonecné malych veli¢in (asymptotické vzorce)

Jako dtisledek lze z té€chto rovnosti odvodit, mimo jiné, fadu vyznamnych limit, napf.

.oet—1 .ox+ ’;—? + ... i X
lim = lim =2 —lim (14 4. ) = 1. (7.20)

x—0 X x—0 X x—0 21!
Poznamenejme, Ze posledni vyraz v zdvorce, oznaceny trojteCkou, obsahuje pouze ¢leny fadu

vys$sitho nez 2. Zde si miZzeme vSimnout, Ze vzhledem k (7.19a) vyraz e* — 1 vznikd odectenim
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od e* prvniho Clenu Taylorova polynomu: e* — 1 = x + Z; >t , coZ se chova jako x pfi
x — 0. Logicky se nabizi myslenka odecist od e* prvni dva Cleny Taylorova polynomu:

2 X3

ef—l-x=Tr+ (7.21)

a, vydélime-li (7.21) vyrazem =;, podobné (7.20) dostaneme

2"

im LT §+§+”'—1' 1 —1 722
i g =l A = (e ) =L 02

Vztah (7.22) znamend, Ze pii x — 0 se Vyraz e* — 1 — x chova stejné, Jako =-, a neudélame
chybu, nahradime-li v n&jaké jiné limité* e¥ — 1 — x vyrazem = X

Takto rovnéz odvodime vzorce typu sinx ~ x, sinx ~ x — ?3, I —cosx ~ %, (1+x)* ~
I+ax,1+x)*~14ax + 20{(0{ 1)x2 pro x — 0, kde zépis u(x) ~ v(x) pro x — 0

znamend, Ze je limy_,¢ % = 1. Takovym vzorciim se fikd vzorce asymptotické.

PRIKLAD 7.13. Pro x — 0 plati | —cosx ~ % .

1—cosx cosx

ReSeni 7.13.1. Pro x — 0je —=*
pravidla dostaneme lim,_, o 1=53

neurcitym vyrazem typu =. S vyuzitim I’Hopitalova

= hmﬁo iy _ 1 O

v

ReSeni 7.13.2. Vyuzijeme-li Taylorova vzorce (7.19b) pro cos x, obdrzime

2 4
.l —cosx =1+ 5 -+ ] x2
lim ——— = lim =lim|({=——+... | = -,
2 2
x—0 X x—0 X x—>0\2 24 2
coZ znamend, Ze lim,_,¢ 1;2“/’52" = 1. O

Takto se dokdze fada Casto vyuZzivanych vzorct, napt.:

VETA 7.14. Pro x — 0 plati
2

. x _ Nx_
sinx ~ x, tgx ~ Xx, e 1~x, 1—cosx > (7.23)

arcsinx ~ x, arctgx ~x, In(l+x)~x, (1+x)*~1+ ax.

Poznamka 7.15. Ve vzorcich (7.23) misto x, samoziejmé, 1ze dosadit jakykoliv nekonecné
maly vyraz u(x) (to jest takovy, Ze limy_x, u(x) = 0 s néjakym x,), napf. pfi x — 0

vzhledem k (7.23) je sin (y/x) ~ /X (nebot’ limy—o /x = 0), {/tg(8x) + 1 ~ 1+ 1 tg(8x) ~
14 1-8x =1+ 4x (nebot’ lim,_,¢ tg(2x) = 0) apod.

VETA 7.16. Existuje-li lim,_, y, Zl‘g; aje-liuy(x) ~ usz(x) avy(x) ~ va(x) prox — xo,
pak

Uz X) _ ui(x)
x—>x0 Va(X)  x—%o vy(x)

(7.24)

32samozfrejmé, pfix -0
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Dukaz. Upravou snadno dostaneme

im upx) _ o ua()ur () vilx) o ua(x) i ui(x) . vi(x)
x=x0 Va(x)  x=xour(x) vi(x) va(x)  x=xo up(x) x=>xo0 vi(x) x=>%0 V2(X)
a tudiz plati (7.24). ]

Tato tvrzeni v mnoha pfipadech vyznamné usnadiiuji vySetiovani neurcitych vyrazi, nebot

Vv,

umoznuji nahradit urCité ¢leny s nimi ekvivalentnimi jednodu$simi.

L. o x . in(7x) arctg(9x?) . : in(5 tg(3x))
PRIKLAD 7.17. Vypo¢téme limity: (1) limy_,o %, (2) limy ¢ %.
Redeni. 1. Pfix — 0je 7x — 0, 9x2 — 0 a vzhledem k vét& 7.14 sin(7x) ~ 7x,

arctg(9x?) ~ 9x2 atd. Dle vét 7.14, 7.16 dostdvame™

sin(7x) arctg(9x?) i 7x - 9x2 .
= lim ———— = 1.
x—0 x sin(9x) tg(7x) x>0 x-9x - 7x

2. Jelikoz pro g(x) = +/3x2 4 1 plati lim,_,¢ g(x) = 1, jedna se o vyraz typu g. Vyraz ve
jmenovatelije In(2 — g(x)) = In(1 + 1 — g(x)), kde limy_,¢(1 — g(x)) = 0. Dle véty 7.14
pak bude In (2 — g(x)) ~ 1 — g(x) ptfi x — 0. Stejné tak pfi x — 0 je tg3x ~ 3x a proto
sin(5(tg 3x)) ~ sin(15x). Takto obdrzime

x sin(5tg3x)

i : x sin(5tg 3x) . xsin(15x)
lim = lim = lim —————7
O (2- a2 H1) (14 (1-VEREET)) - VA A
i x-15x 14+ 3x2+1
= 1um
x>0 ] —/3x2+ 114 V/3x2+1
.15
= lim 2251 4 V3x2 + 1) = — 10,

x—>0 —3x2
Vyuzili jsme tedy vét 7.14, 7.16 a standardnich Gprav pro vyrazy s radikaly. U

§ 7.2.3.2. VyuZziti Taylorova vzorce k pfibliZznému vypoctu hodnoty funkce

Pro pfiblizny vypocet hodnoty funkce je Tayloriv vzorec pfesnéjsi, nez vzorec vyuZivajici
diferencidlu (§ 7.1.4). Priklady jsou na obrdzku 7.2. Vidime, Ze napft. vzorec ~/x + 1 ~ 1 +
%x — %xz pro x — 0 je presnéjSi,nez +/x + 1 ~ 1+ %x; vzorec e® =1+ x + %xz prox — 0
je presnéjsi, nez e* = 1 + x apod.*

PRIKLAD 7.18. 4/0,992 = (1 —0,008)? = 1 —1.0,008 = 0,996.

Vysvétleni. Zanedbame-li v (7.19¢) Cleny fadd 2 a vys, dostaneme (1 + x)* = 1 + ax

pro x blizkd k 0 (viz (7.23)). V daném piipadé je o« = %, x = —0,008. U
Bpro piimy dikaz tohotéZ pomoci aritmetickych vlastnosti limit (véta 3.14) bychom postupovali takto:
. sin(7x) arctg(9x%) 7 . sin(7x)  9x  arctg(9x?) 7 : sin(7x) lim 9x . arctg(9x?)
x>0 xsin(9x)tg(7x)  9x—0 7x sin(9x) xtg(7x)  9x—0 Tx x—0sin(9x) x>0 xtg(7x)
7 .. arctg(9x?) 9x 7 . arctg(9x?) Tx 9
= — lim ———= = — lim ——~ =
9x—0 x-9x tg(7x) 9x-0 x-9x tg(7x)7
_arctg(9x?) Tx
lim

x—0 9x2 x—0 tg(7x) -

34Graﬁcky lze proces aproximace funkce jejim Taylorovym polynomem zndzornit napf. pomoci aplikaci na
https://www.geogebra.org/.
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PRIKLAD 7.19. Plati

J9 = - _2F_2(1+ )

!
- — - = 2,0833, (7.25)
t3'3) 12
1
, 1\3 . 11 11 (1 1 599
9=2{14+=) =2(14=-2+=---[==1)=) =2 =2079861. (7.26
V9 (+8) (+3 8+23(3 )82) 288 (7.26)

Vysvétleni. Vzorec (7.25) je disledkem linearni aproximace (1 + x)* = 1 + ax pro x
blizkik Os o = % Tento vzorec obdrzime z (7.19¢), ponechdme-li tam pouze linedrni ¢len.

K odvozeni (7.26) vyuZijeme vzorce (1 + x)* = 1 4+ ax + %oe(oz — 1)x2, jenZ vznik4 z
(7.19¢) zanedbdnim ¢lenii s x>, x* atd. Poznamenejme, Ze vzorec (7.26) je piesn&jsi, nez (7.25),
ponévadz | /9 — 22| = 0,003 a | /9 — 32| = 0,0002.

288 ]

Divodem pro tpravu v/9 = 2 ( 1+ %)§ je snaha vyuZit pribliznych vzorct pro (1 + x)“
platnych pro x blizkd k 0 (viz pozndmka 7.22).% U

Vzorce z prikladd 7.18, 7.19 jsou zaloZeny na myslence, Ze by hodnota f(x) méla byt dobte
aproximovédna pomoci Taylorova polynomu dostate¢né vysokého stupné n, pficemz n volime
podle vlastniho uvazovéni. Takovy postup povazujeme za uspokojivy, neni-li vyZadovéno, aby
bylo pfi vypoctu dosaZeno urcité predem stanovené presnosti. Je-1i potfeba zarucit, Ze chyba
aproximace bude zajisté¢ mensi né¢jaké dané hodnoty, musime vyuZit vyjadieni zbytkového ¢lenu
Taylorova vzorce a vhodné ho odhadnout shora (pozndmka 7.12).

PRIKLAD 7.20. Vypoctéme priblizné Eulerovo ¢islo s presnosti na tieti desetinné misto.

Reseni. Pro funkci f(x) = e* pfi libovolném n plati f(x) = f/(x) =--- = f®(x)a
Taylortv vzorec ma tvar (7.19a):

2 xn
_1+x+§+ +—+rn(x) (7.27)
kde zbytkovy Clen v Lagrangeové tvaru (véta 7.11) je
rp(x) = anﬂ (7.28)
" (n+1)! '

s néjakym & leZzicim mezi 0 a x. PonévadZz e = f(1), klademe zde x = 1; pakbude 0 < £ < 1.
Dle dtsledku 2.33 je 2 < e < 3 a proto z (7.28) obdrzime
3

()] < ——. 7.29

| n( )l (n —F 1)! ( )
Presnost na treti desetinné misto znamend, Ze |r,(1)| < 1073, Vzhledem k (7.29) toto bude
platit, jestlize CEwY] +1)' < 1073, to jest (n + 1)! > 3000. JelikoZ 6! = 720 a 7! = 5040, stadi v
(7.27) vzit n = 6. Po zanedbdni zbytkového ¢lenu pak dostaneme priblizny vzorec

111 11 1957
e=2+4 o =

— = 2,718.
21 31 41 5! T 5 6!~ 720

svvs

3Spokus o bezprostiedni aproximaci ¢isla V9 = YT + 8 hodnotami McLaurmovych polynomii anSlCh fada
vede na vysledky zcela nepouZitelné. Napft. pro polynomy fadt 1 a 2 bude 9=YT+8=1 +3 l.g = ﬂ = 3,67
av9=1+31-8+41.1.(3—1)-8 = —3.4. Pficinou tak nizké kvality aproximace je zde skuteénost, 7e
McLaurinovy polynomy jsou vhodné pro pfiblizeni hodnot funkce v okoli bodu 0, avSak ¢islo 8 nelze povaZzovat za
dostatecné blizké k 0 (viz poznamka 7.22).
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Vzhledem k tomu, Ze vynechany zbytek je zaruené mensi neZ 1073, viechny tii &islice po
desetinné ¢arce jsou vérné. U

PRIKLAD 7.21. Vypoctéme piiblizné /e s chybou mensi, nez ¢ = 0,01.

Reseni. Je zfejmé, Ze /e = f (1), kde f(x) = e*. V daném piipadé uvazujeme x = 1 a
protoje 0 < & < % Absolutni chyba, jiZ se dopustime, nahradime-li f (%) hodnotou Taylorova

polynomu stupné n:
. 1 11 11
‘/E_1+5+52_2+"'+E2_n’ (7.30)

je rovna !rn (%) ‘ Vzhledem k (7.28) bude

1 et 1 ez 1 2 1 1 1
ml=1 = < < = —,
2 (n+ D27t (m4 D122+ (n+ D127 (m 4+ 1)!27

nebot’ 2 < e < 3(§2.2.4.2) a tudiz er < V4 = 2. Proto chyba aproximace v (7.30) bude
zarucené mensi nez &, je-li n tak velké, Ze plati

1 1
—— < 7.31
n+ion = ° (731
Pro £ = 0 01 nerovnost (7.31) za&ind platit pfi n = 3, coZ odpovida vzorci /e = 1 + % +
2, 22 + 3, 23 = —z = 1,64583. Kontrola pomoci kalkulacky dava /e = 1,64872. U

Pozndmka 7.22 (lokdlni charakter aproximace). Aproximace hodnoty funkce v
bodé x pomoci jejiho Taylorova polynomu se stfedem v xo ddva dobré vysledky za pfedpokladu,
Ze x neni prili$ vzdalené od xo. V opacném piipadé 1ze ocekavat, Ze budeme potiebovat Taylorav
polynom vyssiho stupné.

Zkusime-li v prikladé 7.21 misto ez stejnym zpusobem priblizne Vyjadﬁt napt. e°, budeme
muset garantovat malost vyrazu r,(5) = ef 2 — reEw +1)' I kdy?Z je lim 22— GID1 +1)' = 0 (dloha 2.26), na

za&4tku tato posloupnost &isel ma dosti velké hodnoty. Odhadneme-li dile ef pii 0 < £ < 5,

zjistime, Ze pro mensi*°® n (napf. n < 5) nabyva r,(5) velkych hodnot a tudiZ pro dosaZen{

rozumné presnosti se stavd Taylortiv polynom se stfedem v 0 mélo pouZitelnym.

. . n+1 n—+1 n+1 . n
protoze 0 < € < 5, je ra(5) = e (fz+1)' < es(iﬂ), < 35(f;+1)' Cisla m, = 35(Z+1), se za¢inaji
zmenSovat pozvolna: je my9 = 0,038, myo = 0,0095, a tudiZ napt. odhad chyby r, (5) < 0,01 zaru¢ime teprve pro

polynom stupné 20 anebo vys.
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§8

Funkce dvou proménnych: limity, spojitost

§ 8.1. Motivacéni Gvahy

Mluvime-li o funkci f jedné proménné, predstavujeme si predpis

x = f(x), (8.1)

kde x € D(f) C R. Vztah (8.1) obvykle zapisujeme formou y = f(x), coz vyjadiuje zavislost
veli¢iny y (zdvisle proménné) na veli¢iné x (nezdvisle proménné). Napft. teplota vozovky délnice
v zavilosti na vzdalenosti od pocatecniho bodu (pro popis staci pouze jedna soufadnice, je to
tedy zdvislost typu (8.1)).

Jedna-li se o teplotu podlahy v mistnosti, pak pro uréeni polohy bodu je potfeba jiZ souradnice
dvé; funkCni zdvislost by pak byla ve tvaru

(x1,x2) B f(x1,X2),

kde x; a x; jsou nezdvisle proménné veliCiny, odpovidajici soufadnicim uvazovaného bodu. Kaz-
dému bodu roviny se soufadnicemi (xy, x,) prifazujeme hodnotu teploty f(x;, x»), naméfenou
v tomto bodé&. Defini¢nim oborem takové funkce bude mnoZina v roviné: D(f) C R2.

Meétime-li teplotu plidy nebo vzduchu, musime pfidat i tfeti souradnici, jelikoZ takova teplota
zéavisi také na vySce resp. hloubce. Poloha méfeného bodu, a tudiZ i naméfena hodnota tedy
zavisi na tfech parametrech, coz vede na funkci tff proménnych:

(x1,X2,x3) B> f(x1, X2, X3)
s defini¢nim oborem v R3. Kdybychom zde poéitali i se zmé&nou hodnoty v ¢ase, musime pridat
i Ctvrtou proménnou, urcujici asovy okamzik méteni, atd.
Takové vzorce vyjadruji funkce nékolika proménnych. Zavislost sledované veliCiny na vice
faktorech privadi k pojmu funkce vice proménnych.

§ 8.2. Zakladni pojmy
§ 8.2.1. Defini¢ni obor a obor hodnot

Déle se budeme zabyvat pouze funkcemi dvou proménnych. V tomto pfipadé€ je zvykem
znacit nezdvisle proménné x a y, zdvisle proménnou z a zapisovat predpis ve tvaru

z = f(x.y). (8.2)

DEFINICE 8.1. Necht' M je né&jakd neprazdna mnoZina bodd v roving R2. Funkce f dvou
proménnych, definovana na M, je predpis, ktery kazdé dvojici Cisel (x, y) € M pritazuje pravé
jedno Cislo f(x,y): (x,y) — f(x,).

MnoZziné M, obsahujici povolené hodnoty dvojice (x, y), fikdme definicni obor funkce
f apiSeme D(f) = M. Dosadime-li za x, y néjaka konkretni ¢isla xg, yo, obdrZzime Cislo
f(x0, y0), jez je hodnotou funkce f v bodé (xq, yo).
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OBRAZEK 8.1

Neni-li obor M u predpisu (8.2) explicitné uveden, povazujeme za defini¢ni obor funkce tzv.
prirozeny defini¢ni obor, to jest nejSirsi mnoZinu bodt (x, y), na niZ 1ze timto predpisem funkci
definovat.’’

PRIKLAD 8.2. Uréeme definicni obor funkce s pfedpisem
z = Vxy(x? +xy + y?).

ReSeni. Obor neni explicitné specifikovén, jednd se tedy o nejSir$i mnoZinu, kde ma vzorec
smysl. Jedinym omezenim je podminka nezapornosti vyrazu pod druhou odmocninou. Jelikoz
upravou na uplny ¢tverec dostaneme

2 2 2 3
) o b (O Y o (k4 2) 1 D0
X" +xy+y x+x2+2 +y 1 x+2 +4y_,
bude vyraz pod druhou odmocninou definovdn, je-li xy > 0. Toto znamend, Ze musi byt bud’
x >0,y > 0anebo x <0, y <0 (obrazek 8.1a). U

PRIKLAD 8.3. Urceme defini¢ni obor funkce s pfedpisem
z = arcsin(3 — x? — y?).

Re$eni. Defini¢nim oborem pro arcsin = sin™! je obor hodnot funkce sin, to jest uzavieny
interval®® [—1, 1]. Proto mus{ platit 3 — x2 — y2 € [-1,1], tj. =1 < 3 —x%? —y? < I,
1>x2+y2—3>—1,4> x2+ y% > 2. Ve vysledku obdrZime

D(f) ={(x,y): 2=x>+y* <4},

coZ je oblast mezi kruZnicemi o polomérech /2 a 2 a stfedem v po&étku, a to v&etnd hranice
(obrazek 8.1b). ]

PRIKLAD 8.4. PopiSme defini¢ni obor funkce s predpisem

J(x.y) =

3Toto znamen4, Ze, obsahuje-li pfedpis vyrazy, jez nejsou definovany ve vSech bodech, je potieba predpis
doplnit upfesnénim defini¢niho oboru, a sice vyloucenim bodi, kde danym predpisem funkci definovat nelze.
37de a viude dale uzaviené intervaly zna¢ime hranatymi zdvorkami.
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(A) (B) (©)

OBRAZEK 8.2

Reseni. Pro (x, y) € D(f) musi platit bud’

y—x2>0, x24+y>—6x>0 (8.3a)
anebo
y—x><0, x24+y*—6x<0. (8.3b)
Bud'te D3, a Ds3p) mnoZiny vSech (x, y), splilujicich (8.3a) resp. (8.3b). Pak je
D(f) = D@g3a) U D). (8.4)

Pro zjisténi struktury té€chto mnoZin popiSme vyzndm jednotlivych podminek v (8.3a), (8.3b).
Pro (8.3a) mame

(1) y > x2: bod (x, y) leZ nad parabolou y = x? (hranice vyloudena);
2) x24+y2—6x =x2-2-3x+9-9 = (x—3)>+ y2—9 > 0: bod (x, y) patii vn&jsku
kruhu o poloméru 3 se stiedem v (3, 0);
jednd se o mnoZinu D g 3,), zndzornénou na obrazku 8.2a. Pro (8.3b) je situace opacn4:

(1) y < x%:bod (x, y) lez pod parabolou y = x? (hranice vylouena);
(2) x2+ y?2 —6x = (x —3)2 + y2— 9 < 0: bod (x, y) patif vnittku kruhu o poloméru 3
se stredem v (3, 0),

coZ popisuje mnozinu D g 3p) z obrazku 8.2b. Hledanou mnozinu D(f) dle (8.4) obdrZime
sjednocenim dvou predchozich (obrizek 8.2c). O

§ 8.2.2. Graf, vrstevnice

Funkce (x, y) = f(x, y) uruje mnoZinu bodi (x, y, z) € R3, pro néZ plati (8.2). Toto je
rovnici plochy v R3, jeZ je grafem funkce f.
DEFINICE 8.5. Grafem funkce f : D(f) € R? — R je mnoZina

{(x,y, f(x,y) i (x,y) € D(f)}.

Graf funkce dvou proménnych s predpisem

z=f(x.y)

je podmnoZinou trojrozmérného prostoru a oproti funkcim jedné proménné je grafické zndzornéni

vvvvvv

soustavou rovin.
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Vykoname-li fez trojrozmérného grafu funkce f rovinami z = ¢, kde ¢ je libovolné,
obdrzime soustavu rovinnych kfivek, jejichZ rovnice maji tvar

Jx.y) =c.

Priklad je na obrazku 8.3. Zde 1ze pozorovat, Ze v primétu do roviny z = 0 obdrZime soustavy
koncentrickych kruZnic.

OBRAZEK 8.3. Plocha s rovnici z = x2 + y? a jeji fezy rovinami z = ¢ pro
riznd ¢

Toto pfipomind vrstevnice v zemépisu, coZ jsou rovinné kiivky, tvorené body (x, y), kde je
nadmotska vyska stejnd (to jest z je konstantni, kde z = f(x, y) je nadmotskd vyska v bodé
(x, ¥)). Pro obecnou funkci f dvou proménnych vrstevnice jsou uréeny vzorcem

f(x’ y) = C?
kde ¢ je konstanta.

DEFINICE 8.6. Vrstevnice je kolmy primét do roviny z = 0 kfivky, vznikajici fezem grafu
funkce f rovinou z = c.

§ 8.3. Limita funkce jedné proménné

Pfipomenme si, Ze funkce jedné proménné x — f(x) ma vlastni limitu L = limy_,, f(x),
jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6, > 0 takové, Ze pro |x — x| < &, plati

| f(x)—L| <e.
Neexistenci limity lim,_,, f(x) lze dokdzat:

(1) pomoci jednostrannych limit (ukdzat, Ze hodnoty jednostrannych limit limy_, x,+ f(x)
alimy_, x,— f(x) jsou rizné anebo aspoii jedna z nich neexistuje);

(2) pomoci vybranych posloupnosti (sestrojit dvé posloupnosti {x, : n > 1} a {X, :
n > 1} tak, aby platilo lim,— 400 X, = liMy— 400 Xy = Xo @ lim, 400 f(Xy) #
limn—>+oo f()_cn))
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§ 8.4. Limita funkce dvou proménnych

Bud'te f funkce dvou proménnych a L € (—o0, 00). Bud’ (xy, o) néjaky bod (je mozné,
7e (X0, yo) # D(f)). Zajimame-li se o chovani funkce f v okoli bodu (xy, o), je pfirozené
uvazovat limitu f(x, y) pro (x, y), bliZici se k (xo, o).

DEFINICE 8.7. Cislo L je limitou funkce f pii (x, y) = (X0, yo):

L = lim f(x,y), (8.5)

(xsy)_>(-x0’y0)
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje §, > 0 takové, Ze pro vSechna (x, y), spliiujici nerovnost
V(x = x0)% + (¥ — y0)? < &, plati
|f(x.y)—L| <e.
Z geometrie vime, Ze hodnota \/ (x — x0)% + (¥ — y0)? uddva vzdélenost mezi body (x, y)

a (xg, yo). Zdiraznéme, Ze v (8.5) se (x, y) blizi k (xo, yo) libovolnym zpisobem, to jest podle
jakékoliv cesty. Vysledek tedy nesmi na volbé cesty zaviset.

vvvvvv

funkce jedné proménné. Mame-li n¢jakou hypotézu ohledné mozné hodnoty L, miizeme ji zkusit
ovérit pomoci definice. Pro diikaz existence limity a jeji vypocet se snazime vyuzivat vhodnych
Uprav a znamych vztaht, popisujicich chovani elementarnich funkci v uréitych bodech (napf.
sinx ~ x pro x — 0 apod.). Obecny postup formulovat nelze (viz vSak § 8.4.1).

PRIKLAD 8.9. Plati
x—=3y+4 4

1m — = .

Reseni. Limitu lze vypocitat pfimym dosazenim do pfedpisu f(x,y) = 2=2*4 hodnot

3x+y—7
x =0,y = 0, jelikoz f(0,0) je korektné¢ definovano a v okoli bodu (0, 0) se funkce méni
spojite. U
PRIKLAD 8.10. Dokazme, Ze plati
, sin(x? + y?)
lim ———==1.
(x.)—>0,0) x? + y?
Reseni. Neurdity ¢len typu %. Uvedené plati, jelikoz
int
lim " = 1,
t—0 f
a(x,y) — (0,0) pravé tehdy, kdyz /x? + y% — 0. OJ
PRIKLAD 8.11. Vypocitejme
x? + y?

(x.3)=>0,0) \/xZ2 4+ y2+1—1

Refeni. Neurdity ¢len typu %. Plati
4y P44 +14D
VX242 +1-1 (VX2 +y2+1-D(Y/x2+y2+14+1)
(X +y)Wx2+y2+1+1) J2r 41
22411 xX*4+y-+1+
Pak je lim S 5 R T, (\/x2 Fyr 414 1) —2 0
(,)—(0,0) N (x,)—(0,0) :
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§ 8.4.1. Dukaz existence limity pfechodem do polarnich souiadnic

Pro vySetfeni dvojné limity lim(x,,)—(xo,y0) J (X, ¥) je obcas vhodné piejit k poldrnim sou-
fadnicim se stfedem v bodé€ (xg, yo): X = Xo + rcos¢, y = yo + r sin¢.

VETA 8.12. Existuji-li konstanta L a funkce g : [0, 4+00) — [0, 400) takové, Ze je
lim, 0+ g(r) = 0 a pro libovolné ¢, 0 < ¢ < 27, plati

| f(xo +7rcose, yg+ rsing) — L| < g(r), (8.6)
pak limy, ) (x0.y0) f(x,y) = L.

Dikaz. SkuteCnost, Ze se bod (x, y) bliZi k (x¢, yo), znamend, Ze se jejich vzdalenost bliZi
k 0. Zavedeme-li polarni soufadnice x = xo 4+ rcos¢, y = yo + r sin ¢, tito vzdalenost je
V(x — x0)2 + (¥ — y9)? = r, a tudiZ konvergence (x, y) — (Xo, yo) znameng, Ze r — 0+.

Jelikoz lim, ¢4 g(r) = 0, k libovolnému ¢ > 0 lze najit §, tak, aby pro r < §, bylo
g(r) < e. Proto dle (8.6) plati | f(x, y) — L| < &, je-li vzdédlenost bodu (x, y) od (xg, y¢) mensi,
nez §,. Staci se odkazat na definici 8.7. ]

Na odhad (8.6) typicky prijdeme, obdrZime-li po zavedeni polarnich souradnic vztah tvaru

f(xo+rcos¢,yy+rsing) =L+ g(r)h(r, ), (8.7)
kde lim, o4 g(r) = 0a |h(r,¢)| < K pro (r,¢) € (0, ro] x [0,27] s néjakym ry.

DUSLEDEK 8.13. Existuji-li konstanty L, ro > 0 a funkce g : (0,79] — R, & : (0, ro] x
[0,27] — R takové, ze plati (8.7), pficemZ lim, 0+ g(r) = 0 a h je omezend na (0, ro] X [0, 2],
pak plati (8.5).

Dtkaz. JelikozZ je h omezend, lze najit K tak, Ze plati |h(r, ¢)| < K pro vSechna (r, ¢) €
(0, ro] x [0,27]. Pak z (8.7) obdrzime

| f(xo +rcos¢.yo +rsing) — L < |g(r)]|h(r.d)| = K [g(r)]

a zbyva jen vyuZzit véty 8.12. U

PRIKLAD 8.14. Plati

x2y

lim —— =0.
(x,9)—(0,0) X% + y?

Vysvétleni. Zavedeme-li polarni soufadnice x = r cos¢, y = r sin¢, bude
x2y r?r cos? ¢ sin ¢

— 2 ;
e e = rcos” ¢ sing,

to jest pro f(x,y) = x;ij;z plati (8.7)s L = 0a g(r) = r a h(r,¢) = cos? ¢ sin ¢. Jelikoz
|h(r, )| = cos® ¢ |sinp| < 1, dle disledku 8.13 je lim(x,,)—(0.0) f (x,y) = O. O

Pozndmka 8.15. Podminka (8.6) véty 8.12 je podstatna. Zjistime-li totiZ, Ze limita
lim, 0+ f(xo + 7 cos¢, yo + r sin¢) ma stejnou hodnotu pro libovolna ¢, toto samo o sobé
jesté neznamend existenci limity limy, y)—(xo,y0) Jf (X, ¥) (viz pfiklad 8.25, pozndmka 8.26).
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§ 8.4.2. Dvojnasobné limity

MiizZe se zdat, Ze prechod (x, y) — (xo, yo) v (8.5) lze provést i tak, Ze vypocitame napf.
limy_,x, f(x,y) andsledné pfejdeme k limité pro y — y,. Toto ovS§em miZe vést na nespravny
vysledek, jelikoz limity

lim lim f(x,y), lim lim f(x,y), (8.8)

Y=>Yo X—>Xo X—=>X0 Yy—>Yo0
jimZz se tikd dvojndsobné, obecné feceno, nemusi byt shodné s lim(y,y)—(xo,y0) f (X, ). Na
rozdil od (8.8), limité lim(y, ) (xo,yo) f (X, ¥), chdpané dle definice 8.7, se fikd limita dvojnd.
VETA 8.16. Necht’ existuje lim(y, y)—(xo.y0) f (¥, y). Pak plati ndsledujici.
(1) Existuje-li limy_,y, f(x,y) pro libovolné y v okoli bodu y,, pak existuje i limita
limy,_,y, limy_,, f(x,y), pficemZ plati

lim lim f(x,y) = lim f(x,p).

Y=>Y0 X—=>X0 (x,y)=(x0,y0)
(2) Existuje-1i limy_,,, f(x,y) pro libovolné x v okoli bodu x,, pak existuje i limita
limy_,x, lim,_,,, f(x,y), pficemZ plati

lim lim f(x,y) = lim f(x,p).

X—>X0 Y=>Y0 (x,y)—>(x0,y0)
Véty 8.16 Ize vyuZit pro dikaz neexistence dvojné limity.

DUSLEDEK 8.17. Jsou-li hodnoty limit lim,,, ,, lim,_, », f(x, y) alimy_,, lim,_,,, f(x,¥)
rizné, pak dvojnd limita limx, y)—(xo,y0) f (X, ) neexistuje.

Diikaz. Dle véty 8.16 z existence tfech zminénych limit plyne, Ze v§echny maji stejnou
hodnotu. U

PRIKLAD 8.18. Vypoctéme dvojndsobné limity funkce

fley) =22

y+x
pfix — 0,y — 0.
Reseni. Dle definice dvojndsobné limity je
— -0 — 0—
lim lim 2—" = lim 2 =1, lim lim 2—> = lim —~ = —1.
y—=>0x—0y 4+ X y=0y 40 x=>0y—0y 4+ X x—>00 4+ x

Hodnoty dvojndsobnych limit jsou tedy rizné. Dle disledku 8.17 z toho 1ze odvodit, Ze dvojna
limita lim(x,y)—(0,0) 37 Neexistuje. O

Obecné feceno, nejenze se hodnoty dvojnasobnych limit mohou liSit, néjaka z nich nemusi
ani existovat.

PRIKLAD 8.19. Vypoctéme dvojndsobné limity funkce

1
f(x.y) = xsin—
y
piix — 0,y — 0.

Redeni. JelikoZ limy_,¢ x sin % = (limy_o X) sin % = 0 pro libovolné y # 0, plati

lim lim x sin — = 0.
y—>0x—0 y

Limita lim,_ lim,_, x sin % neexistuje, nebot’ pro x # 0 neexistuje ani lim,_,¢ x sin % U
Pozndmka 8.20. Pfi praci s dvojndsobnymi limitami je potfeba si uvédomit, Ze:
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(1) z existence a rovnosti dvojndsobnych limit obecné neplyne existence dvojné limity

lim(yx,y)—(xo.y0) f (X, y) (piiklad 8.21);
(2) z existence dvojné limity neplyne existence limity dvojnasobné (priklad 8.22).

PRIKLAD 8.21. Pro funkci
x2y?
X224 (x = y)?

fx.y) =

dvojnasobné limity jsou rovny 0, avSak dvojnd limita neexistuje.
Vysvétleni. Vzhledem k ze li i ST 207 =0,
ysvetleni. Vzhledem k tomu, ze lim,_,¢ 2 F =) — 1My o T =) — , Je
ziejmé, zZe dvojnasobné limity jsou rovny 0. Zkoumédme-li dvojnou limitu, miZeme si v§imnout,

. L o 2,2

Ze druhy ¢len ve jmenovateli mizi na pifimce y = x a proto bude f(x, x) = x;y—zyw = 1. Pak
pro obdrzeni sporu se staci k (0, 0) priblizovat, napt. podle vodorovné souradné osy, coz dava
f(x,0) = 0. Podrobnéji viz § 8.4.3. O

PRIKLAD 8.22. Pro funkci
1
fx.y) = ysin— (8.9)
neexistuje lim,_,o limy_,¢ f(x, y), avSak existuje lim(y )—(0,0) f (X, »).

Vysvétleni. 1kdyz sin % nemad limitu pro x — 0, je to vSak veli¢ina omezend a v (8.9) se
vyskytuje v soucinu s y, kde y — 0. Lze proto pfedpokladat, Ze je limita lim(y,,)—(0,0) f (X, )
rovna 0. Dokazme to podle definice 8.7.

Zvolme libovoln¢ malé kladné . Vzhledem k nerovnosti | y sin %| <|y|bude|f(x,y)| <e,
je-li |y| < e, coz znamen4, ze v definici 8.7 miZeme vzit 6, = ¢, a hodnota dvojné limity
je skutecn€ 0. Na druhou stranu, lim,_. lim,_,o y sin% = limy—00 = 0 alimy_oy sin%
neexistuje. U

§ 8.4.3. Pripady neexistence limity

Skutecnost, Ze limx,y)—(xq,y0) (X, ¥) = L, dle definice 8.7 znamend, Ze hodnota f(x, y)
se neomezené priblizuje k L, kdyZ se vzdalenost bodu (x, y) od (xg, yo) blizi k 0. Rozhoduje
vzddlenost, nikoliv jednotlivé cesty, kudy (x, y) — (x¢, yo). Hodnota f se tedy musi blizit k
L na kazdé cesté do (xo, yo). Této skutecnosti l1ze vyuZzit, mame-li podezieni, Ze dana limita s
nejveétsi pravdépodobnosti neexistuje, a chtéli bychom to dokazat.

§ 8.4.3.1. Rizné limitni hodnoty funkce podle urcitych cest

Pomoci uvedené tvahy neexistenci limity lim,y)—(x,yo) f (X, ¥) dokdZeme, najdeme-li
dve cesty Iy a I, tak, Ze pii priblizovani (x, y) k (xg, yo) podle I'; bude f(x,y) — L apodle
I; bude f(x,y) - Lo s L, # L,. Takové cesty lze Casto najit, uvazujeme-li priblizovani
(x,y) = (0. yo)

(1) podle pfimek (to jest, uvazujeme-li (x, y) spojené vztahem y — yo = k(x — xy), kde
k je konstanta);
(2) podle parabol (y — yo = k(x — x¢)?).

§ 8.4.3.2. Vyuziti polarnich soufadnic

Obcas je vhodné prejit k polarnim souradnicim (r, ¢) podle vzorcli x = x¢ + r cos ¢,
Yy = Yo + rsing; pak bude (x — x¢)% + (y — y0)? = r2, a (x,y) — (xo, yo) znamend, Ze
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r — 0+. Obdrzime-li po prechodu k limit€ v f(xo+r cos ¢, yo+r sin @) pii r — 0+ vysledek
z4visly na sméru ¢, miZeme z toho odvodit, Ze lim(x.y)— (xo.yo) S (', ¥) neexistuje.”

§ 8.4.3.3. Vyuziti dvojndsobnych limit

Neexistenci dvojné limity dokaZeme, zjistime-li, Ze odpovidajici dvojndsobné limity nemaji
stejnou hodnotu (dasledek 8.17).

§ 8.4.3.4. Priklady dtikazl neexistence limity

UkaZzme uziti hotejS$iho na prikladech.

PRIKLAD &8.23. Limita
Xy

lim ————
x0)—>(0,0) X% + y?
neexistuje.

Reseni 8.23.1. Limita neexistuje, nebot’ zména hodnoty % zdleZi na cesté, podle
jaké (x,y) — (0,0). Necht’ (x, y) — (0, 0) napt. tak, Ze (x, y) = (x,0). Pak je vzdy
Xy x-0

X242 T 2102 =0.
Vezmeme-li (x, y) = (x, x), kde x — 0, obdrZime
Xy x2 1
X24y2 22 2
Limita tedy existovat nemtze. g

ResSeni 8.23.2. Jiny zptsob: zaved’ me polarni souradnice

X =rcos¢, y=rsing.

Potom /x2 + y2 = /r2cos2 ¢ + r2sin’> ¢ = r, a tudiz \/x2 + y2 — 0 znamend, 7e r — 0.
Nesmi tedy zdlezet na uhlu ¢ (tj. sméru). Vyjadiime-li vyraz pod limitou pomoci polarnich
soufadnic, dostaneme

2 : 1
flx,y) = xz)fyz 1 Cosr‘f SO os b sin 5 sin2g. (8.10)
Pii ¢ = 0 vychazi f(x,y) = f(rcos0,rsin0) = f(r,0) = 0 pro libovolné r > 0. Vezmeme-
lip = Z,dle (8.10) dostaneme f(x,y) = 3sinZ = 3. O

Reseni 8.23.3. Zkusme (x, y) — (0, 0) podle pfimek y = kx, to jest zvolme (x, y) ve

tvaru (x, y) = (x, kx). Pak bude
Xy kx> k

x2—|—y2:x2+k2x2_l+k2'

Vidime, Ze se funkce bliZi k riznym hodnotam, zvolime-li napt. k = 0 (# =0ak=1

(# = %). Pro tyto hodnoty smérnice k obdrZime feSeni 8.23.1, jez je tudiZ specidlnim
pfipadem stavajiciho. U

PRIKLAD 8.24. Vysetieme
x2 — y2
im ———.
(x,)—>(0,0) x> + y?
FMizeme si viimnout, Ze, je-li ¢ € [0, Z) pevné dané, pohyb bodu (x¢ + 7 cos ¢, yo + r sin¢) pti r — 0+
odpovid4 pfiblizovani k (xo. yo) podle pfimek y = yo 4 k(x — xo) se smérnici k = tg$. Pfi ¢ = 7 se jednd o
pfiblizovéni podle svislé soufadné osy.
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Reseni 8.24.1. Polozme f(x,y) = )ﬁ%ﬁ Funkce f je definovdna na R? \ {(0,0)}.
Jelikoz
_y2
flx,x) =0, f(0,y) = EEh -1

pro y > 0, Ize usoudit, Ze limita neexistuje. U

Refeni 8.24.2. Pro diikaz neexistence lze vyuZit dvojnasobnych limit. Jelikoz

X2 — y? %2 X2 — y? —y?
Iim{lm ———)=lm({lm—)=1, lim|{lm —— ) =I1lim | lim — | = —1,
y—>0 \ x—0 x2 —+ y2 y—>0 \ x—0 x2 x—>0 \ y—>0 x2 —+ y2 x—>0 \ x—0 y2

dvojna limita neexistuje dle disledku 8.17. U

Redeni 8.24.3. V poldrnich soufadnicich x = r cos ¢, y = r sin ¢ pro libovolné r bude

cos? ¢ — sin” ¢

cos? ¢ + sin® ¢

f(rcos¢,rsing) = = cos 2¢,

coz explicitn€ zavisi na hodnot¢ ¢. U

PRIKLAD 8.25. VySetieme existenci limity
, xy?
lim ———.
x)—0,0) x* + y*

Redeni. Blizi-li se bod (x, y) k (0, 0) podle parabol x = ky2, bude

ky* k
ky?.y) = = :
Fky*.7) k2y*+y* k241
coZ zavisi na hodnoté k, a tudiz limita neexistuje. U

Pozndmka 8.26. Zavedeme-li v prikladé 8.25 polarni soufadnice x = rcos¢, y =
r sin ¢, dostaneme

ricosgsin®¢p  rcos¢sin® ¢

r2cos2¢ + résin* ¢ rcos? ¢ + sin* ¢

f(rcos¢,rsing) =

— 0 (8.11)

pro r — 0+, a to pfi libovolném ¢. Limita lim, ¢4+ f(r cos ¢, r sin ¢) tedy nezavisi na hod-
noté ¢. Limita lim(y,,)—(0,0) f (X, ») vSak neexistuje. Zdanlivy spor s vétou 8.12 rozfesime,
vSimneme-li si, Ze 1 kdyZ dle (8.11) pro f(rcos¢,rsing) plati (8.7) s L = 0, g(r) = r
ah(r,¢) = % nemiizeme zde zarucit*’ omezenost vyrazu h(r, ¢) pro viechna
O0<r<rgpal<¢ <2m.

cos ¢ sin? )

40viimnéme si, ze pro h(r,¢) = Teo? phem®d plati
-2
COS @ S1In COS
lim lim A(r,¢) = lim # = lim — 2¢ = 400
¢—>0+ r—>0+ ¢—>0+  sin® ¢ ¢—0+ sin” ¢

a tudiZ nemize byt h(r, ¢) omezené v okoli bodu (0, 0).

84



§ 8.5. Spojitost funkce dvou proménnych

DEFINICE 8.27. Funkce f je spojitou v bodé (x¢, y¢), jestlize
lim f(x.y) = f(xo, yo).
(x,y)—>(x0,¥0)

Podle analogie s funkci jedné proménné, graf funkce spojité v bodé (xg, yo), v okoli tohoto
bodu predstavuje nepreruSenou plochu bez dér a trhlin.

Rada dfive uvaZzovanych vlastnosti spojitych funkei plati i v pfipadé funkce dvou proménnych
(napft. soucet a soucin spojitych funkci je funkce spojitd). Plati rovnéz tvrzeni podobna nékterym
veétam vyuzivajicim spojitost funkce jedné proménné. Uved me pouze Weierstrassovu vétu o
extrémnich hodnotach spojité funkce.

VETA 8.28 (Weierstrassova véta). Funkce spojitd na omezené uzaviené*' mnoziné nabyva
na ni svych nejvétsi a nejmensi hodnot.

§ 8.5.1. Priklady

PRIKLAD 8.29. Funkce
2_ 4,2
fleyy = 7 POXFO0Y A0
1 prox =y =0
nenf spojitd v (0, 0), nebot’ dle ptikladu 8.24 limita lim(y,y)—(0,0) f (X, y) neexistuje.

PRIKLAD 8.30. Funkce
fx,y) = {

je spojitd v (0, 0), nebot’ f(0,0) = 0 a dle pitkladu 8.23 lim(,y)—(0,0) f (x, y) = 0.

Body nespojitosti funkce nemusi byt izolované a mohou sestavovat i souvislé mnoziny.

2
ﬁ prox #0,y #0
0 prox =y =0

PRIKLAD 8.31. Funkce

3x—y+1
y—x?

fx,y) =

je spojita viude, kromé& bodi paraboly y = x2.

PRIKLAD 8.32. Funkce {

Jxy) =

5 y2 _ .X'2
je spojitd vSude, kromé bodl pfimek y = x a y = —x.
§ 8.5.2. Poznamka o spojitosti podle jednotlivych proménnych

Poznamka 8.33. Ze spojitosti funkei x — f(x, yo) vbodé xga y — f(xg,y) v bode
vo neplyne spojitost funkce (x, y) — f(x, y) ve smyslu definice 8.27.

PRIKLAD 8.34. Funkce
fx,y)=57—=
’ x2 + y?

neni spojitou v bodé (0, 0), avsak je spojitou podle jednotlivych proménnych.

Vysvétleni. V bodé (0,0) funkce nenf spojitd, nebot’ limx,y)—(0,0) f (x, y) neexistuje
(ptiklad 8.23). Spojitost podle x znamena spojitost funkce x — f(x,0) = 0, coZ plati trividlnim
zpusobem. Obdobné pro spojitost podle y. U

4lyzavienou mnoZinou v roving rozumime mnoZinu, obsahujici svoji hranici. Pfesnéjsi vyjadieni této vlastnosti
zde rozebirat nebudeme.
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§9

Funkce dvou proménnych: parcialni derivace, diferencial

§ 9.1. Parcialni derivace prvniho radu

M¢éjme funkci f dvou proménnych. ZapiSme vyraz f(x, y) a ,,zmrazme* v ném y (to jest
budeme v tomto okamziku povazovat y za konstantni hodnotu). Zderivujme tento vyraz podle x.
Vysledkem bude tzv. parcidlni derivace funkce f vzhledem k proménné x. Znaci se obvykle
f+(x,y) nebo jinak %f(x, y). Podobné se definuje f)(x, y) = if(x, y).

Pozndmka 9.1. Méame-li predpis z = f(x, y), plseme f(x y), & 5 = if(x y)

8z 32

a rozumime kazdy ze symboli 5= ]ako celek. Pismeno ,,d“ se Zde tradicné zapisuje v podobé

0, aby se zdiraznila odliSnost od derlvace ~ funkce jedné proménné.

Pro vypocet parcidlnich derivaci vesmés vyuzivdme postupt, jiz zndmych pro derivaci
funkce jedné proménné.

PRIKLAD 9.2. Naleznéme parcidlni derivace 1. fadu funkce
f(x,y) =3x>y* —sin(x + 4y).

ReSeni. Derivujeme podle x s konstantnim y:

0
af(x, y) = 9x?y? —cos(x + 4y).
Derivujeme podle y; pak je x konstantni:
d
@f(x,y) =6x>y —dcos(x+4y).

PRIKLAD 9.3. Vypoctéme parcidlni derivace 1. fadu funkce
f(x,y) = arctg(x® + y?).

ReSeni. Podle vzorce pro derivaci sloZzené funkce dostaneme

af B 1 Bf ) o 2x
ax(x’y)_ l+(x2+y2)2 (‘x +y )_ l+(x2+y2)29
of B 1 af 2y
dy (ry) = 1+ (x2 4 y2)2 (x 9= 1+ (x2 4 y2)?

Vsimneme- li si symetrického charakteru predplsu funkce (f(x,y) = f (y, x) pro vSechna x,
y), miZeme 3 (x y) obdrZet zdiménou x a y Vv jiZ vypocitané derlvam (x, y). O

PRIKLAD 9.4. Pro x > 0 vypoctéme parcidlni derivace 1. fadu funkce

flx,y)=x".
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(A) (B)

OBRAZEK 9.1

ReSeni. Dle proménné x je to funkce mocninnd, a tudiZ bude

0
—((x7) = yxy—l_

0x

Podle y pak derivujeme funkci exponencidlni o zdkladu x,

—(x7) =x"Inx.

dy

§ 9.2. Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Parcidlni derivace funkce podle jednotlivych proménnych udévaji smérnice krivek, vzni-
kajicich v rezu grafu funkce rovinami rovnobéZznymi s pfislusSnymi osami. Toto znamen4, Ze
v jakémkoliv bodé (xg, yo), kde ma funkce f parcidlni derivace, hodnota %(xo, Yo) (resp.

%(xo, Vo)) udava smérnici teCny ke grafu kiivky z = f(x, yo) (resp. z = f(xo, y)).

Parcidlni derivace %(xo, Yo) udava rychlost zmény funkce f v bodé (x¢, yo) v kladném
sméru osy x. Analogicky pro %(xo, Yo). Geometrické zndzornéni je na obrazku 9.1.

§ 9.3. Diferencovatelnost a totalni diferencial

Necht' ma funkce f : R? — R v okoli né&jakého bodu (x, y) spojité parcidlni derivace 1.
fadu. Analogicky pfipadu funkce jedné proménné, jejiz diferencidl d f udava prirastek hodnoty
funkce, zptisobeny nekonecné malou zménou argumentu, je prirozené zavést diferencidl funkce
dvou proménnych.

INTUITIVNI ,,DEFINICE* 9.5. Totdlnim diferencidlem funkce f je vyraz

0 0
df:—fdx—l——fdy, 9.1)
dx ax
jenZ vyjadiuje piirtstek hodnoty f, odpovidajici nekonecné malym piiristkiim argumentt dx a
dy.
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Chceme-li popsat tento pojem presnéji, lze fici, ze diferencial d f(x, y) v bodé€ (x, y) je tzv.
,.bilinedrni forma“ dvou proménnych 4 a k:

0 0
afCe )0k = ey b+ %(x,y)-k, ©.2)

to jest vyraz, obsahujici proménné 4 a k a linedrni podle kazdé z nich. Toto vsak jeSté neurcuje
jasné to, kdy a jakym zplisobem d f popisuje zménu f . Pro precizni zavedeni pojmu diferencidlu
musime hovofit o diferencovatelnosti funkce dvou proménnych.

DEFINICE 9.6. Rikdme, Ze je funkce f v bodé (xo, yo) diferencovatelnd, jestlize existuji
konstanty A a B takové, Ze plati

lim S(xo+h,yo+k)— f(xo0,y0) — Ah — Bk _
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Linedrni funkce (1, k) — Ah 4+ Bk se nazyva diferencidlem* funkce f v bod& (xo, yo) a zna&f
se d f(xo, vo): d f(x0, yo)(h,k) = Ah + Bk.

Hovotime-li o diferencovatelnosti funkce f v bodé€ (x¢, yo), jednd se, v podstaté, o existenci
diferenciélu d f(xo, yo), cOZ znamend, Ze jeji prirtstek v okoli bodu (xg, yo) Ize vyjadrit ve
tvaru

0. (9.3)

f(xo+h,yo+ k)— f(xo,y0) = Ah + Bk + a(h, k), 9.4)
kde a(h, k) je vyraz vyssiho fadu malosti, neZ je velikost vektoru (4, k):
a(h, k)

lim — =90 9.5
(h,k)—>(0,0) \/h2 + k2 ©-)

Ukéze se, ze pro diferencovatelnou funkci vyraz Ah + Bk je praveé (9.2), to jest (9.2) je
diferencidlem f ve smyslu definice 9.6.

VETA 9.7. Je-li f diferencovatelnd v bodé (xg, yo), pak ma v tomto bod¢ parcidlni derivace
av(9.3)je A= % (xo. yo). B = % (x0. yo).

Dtkaz. Bud’ f diferencovatelna v (xg, yo). Pak jeji pfirtustek v okoli tohoto bodu lze
vyjadrit ve tvaru (9.4), kde A, B jsou konstanty a «(h, k) splituje (9.5). Budeme-li uvazovat
specidlné€ prirdstky argumentu ve sméru souradnych os, vyjde

Sf(xo+h, yo) = f(x0,y0) = Ah +a(h,0), f(xo,y0+ k) — f(x0,y0) = Bk + (0, k),

pricemz vzhledem k (9.5) je limy— o (h, 0) = limg—¢ @ (0, k) = 0. Vydélime-li zde Cleny /4 a
k, po prechodu k limité pti # — 0, k — 0 dostaneme A = %(xo, Yo), B = %(xo, Y0)- U

Pozndmka 9.8 (o nediferencovatelnosti jistych funkci majicich parcidlni
derivace). Tvrzeni opacné vété 9.7 neplati: z existence v daném bod¢ parcidlnich derivaci
neplyne diferencovatelnost funkce v tomto bodé (viz priklad 10.4).

PRIKLAD 9.9. Ovéime, zda funkce definovand predpisem

)y proy#x
flx,y) = 0 proy = x (9.6)

je diferencovatelna v bod¢ (0, 0).

2Rik4 se presnéji ,totdlni* anebo ,,Fréchetliiv diferencial
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Reseni. Podle (9.6)je £(0,0) = 0aprox # 0, x — 0, bude f(x,0) = 0. Proto

0 ,0)— £(0,0 . 0-0
—f(O, 0) = lim f(x.0) = /0.0 = lim = 0.
ax x—0 x—0 x—=>x0 X — 0

Pro %(0, 0) bude
0 0,y)— f(0,0 , -0
¥ 0.0 = tim L&V = SO0 _ 1 y=0_
ady y—0 y—0 y=>0y —0

Vzhledem k (9.4) pro diferencovatelnost f v (0, 0) je potieba, aby s né¢jakymi A a B bylo
f(h,k)— f(0,0) = Ah + Bk + a(h, k), 9.7)
kde a(h, k) pro (h, k) — (0, 0) konverguje k O rychleji nez ~/h? + k2. V bodé (0, 0) existuji
3.0,0) = 0a %(0,0) = 1 atudiz, je-li £ v (0,0) diferencovatelnd, musi byt 4 = 0, B = 1
y

(véta 9.7). Navic podle (9.6) je £(0,0) = 0 a proto (9.7) znamena, Ze
f(h,k)y—k = a(h,k). (9.8)
Hodnota na levé strané (9.8) vSak zdvisi na tom, zda & = k nebo nikoliv: pro & # k vztah (9.8)
znamena k —k = «a(h, k), coZzplati s a(h,k) = 0, ale pfi h = k ma byt «(h, k) = —k, coz
nekonverguje k O rychleji nez ~/h2 + k2 (tj. nespliiuje (9.5)): lim k)—(0,0) ﬁ =—1#0.

Funkce tedy neni v bodé (0, 0) diferencovatelnd. Geometricky to znamena, Ze v bodé (0, 0)
nema graf této funkce tecnou rovinu (tento pojem rozebirdme v § 9.8). U

Ptiklad 10.4 ukazuje, Ze nékteré ,nepfrili§ pékné* funkce v urcitych bodech maji parcidlni
derivace, avSak nejsou v nich diferencovatelné (nelze je okoli takovych bodl dobré pfiblizit
linedrni funkci, nemaji tam diferencidl ani te¢nou rovinu; viz § 9.8.2). Vzhledem k nésledujici
véte tyto pifpady lze viak povaZovat za, v jistém smyslu, vyjimeéné.*’

VETA 9.10. Jsou-li parcidlni derivace funkce f definovany v okoli bodu (xg, yo) a spojité,
pak ma funkce f v tomto bodé diferencial.

Diferencovatelnost funkce vyjadiuje hladkost jejtho grafu v okoli daného bodu (viz déle
§ 9.8). Mimo jiné, diferencovatelnd funkce je vzdy spojita.

VETA 9.11. Je-li f diferencovatelnd v bode€ (xo, yo), pak je v tomto bodé spojita.
§ 9.4. Vyuziti diferencialu pro odhad prirustku funkce

Zanedbame-li v (9.4) maly ¢len «(h, k), dostaneme vzorec

d d
S(xo+h,yo + k) — f(x0,y0) = %(xo, Yo) - h + %(xo, Yo) - k, 9.9

jehoZz lze vyuZit pro priblizny vypocet pfirtstku funkce.

PRIKLAD 9.12. Pomoci diferencidlu odhadnéme absolutni a relativni chybu vypoctu objemu
rota¢niho vélce s polomérem podstavy r = 5 a vySkou H = 10, jsou-li rozméry r a H zndmy s
chybami Ar < 0.02, AH < 0.01.

43Poznamenejme, Ze pro funkce jedné proménné takové piipady viibec nejsou, jelikoz existence derivace v
bodé zarucuje v ném diferencovatelnost funkce.
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Reseni. Objem rotaéniho vilce s polomérem podstavy r a vy$kou H je
V =nr?H. (9.10)

Jsou-li r a H zndmy s malymi chybami Ar, AH, dle vzorce (9.9) bude vyslednd chyba vypoctu
objemu AV = V(r + Ar, H + AH) — V(r, H) priblizné rovna

aV aV
AV = a—Ar + B_HAH =2nrHAr + nr’AH = nr(2QHAr +rAH),
r

coz v uvazovaném pripade dava

2 1 257 9
AV =57 Q0Ar + 5AH) <57 (20- - 45. — ) =20 7T = 77,
100 " 77T00) T 100 4

Jelikoz dle (9.10) pro dané rozméry vélce je V' = 250, relativni chyba bude priblizné A—VV =

9 _
2 = 0.009. O

PRIKLAD 9.13. Pomoci diferencidlu vypoctéme priblizné hodnotu f(2.9, 3.8) pro funkci

fx,y)=x+y+ /x2+y2

ReSeni. Polozme xy = 3, yo = 4. Vypoctéme parcidlni derivace

8f_1 1 X af y

ey = Loy
ox 2T Vxz+y2 Vxr+y?

a vyuZijme vzorce

S(x,y) — f(xo0, ¥0) = df(x0, yo) (X — X0,y — Yo)

sxXo=3,y=4,x=2.9,y =3.8:
S(x,y) = f(x0,0) = df(x0, o) (X — X0,y — Yo)
0 )
= a—f(xo, Yo) - (x — xo) + —f(xo, Yo) - (¥ — Yo)
X dy

- %(3, 4)-(-0.1) + %(3, 4) - (=0.2).
ax dy

Po vykondni vypoctl dostaneme f(3,4) =3 +4 — /32 + 42 =2,

af 3 3 of 4 4
—GB4H)=1-—=1-=-=04, =B, 4H)=1—-——-—"o=1—-—-=0.2.
ax( ) V32 4+ 42 5 8y( ) 32 + 42 5

Pak bude

9 9
£(2.9,3.8) — f(3,4) = %(3,4) (—0.1) + %(3,4) - (=0.2)

=0.4-(—0.1) + 0.2(—0.2) = —0.08,

a vyjde £(2.9,3.8) = f(3,4) — 0.08 = 1.92. Kontrola vysledku pomoci pocitate dava:
£(2.9,3.8) = 1.9198.... .. 0
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§ 9.5. Parcialni derivace slozenych vyrazu

Plati jistd zobecnéni vzorce pro derivaci slozené funkce. Méjme funkci s predpisem u =
f(x,y,z) auvazujme x, y, z jako funkce jiné proménné ¢. Obdrzime tak funkci u = u(¢). Pak,
existuji-li ptislusné derivace a jsou-li spojité, bude

du dfdx afdy dfdz
@ Toxar Tayar oz

Zavisi-1i funkce pouze na jedné z proménnych, z (9.11) obdrzime obvyklé fetézové pravidlo

pro derivovani sloZzené funkce jedné proménné.

(9.11)

§ 9.6. Parcialni derivace vysSich radua

Parcidlni derivace vyssich rddii vznikaji postupnym vypoctem jednotlivych parcidlnich
derivaci jiZz nalezenych parcidlnich derivaci. Parcidlni derivace druhého fadu jsou

Pf_ 0 (N PS8 (of\ Pf 8 (A PF 98 (3f
dx2  dx \dox /)  9xdy ady \dx /)  dydx ox \ady) ay2 ay\ay/)’

" atd
xx’ xy :
VETA 9.14 (Schwarzova véta). Existuji-li v bodé (xg, yo) smiSené parcidlni derivace
2 2
%(XO, Yo) a z?y_a{c(XO’ Yo) ajsou-li v bodé (xg, yo) spojité, pak plati

2 2
aa({(o)%) af(o,yo)

Znacime je také

§ 9.7. Gradient

DEFINICE 9.15. Vypocitany v bod¢ defini¢niho oboru vektor

af o
(%)

se nazyva gradientem funkce f : R?> — R v tomto bodg. Jinak se zna¢{** grad f = V f.

VETA 9.16. V kazdém bodé¢ (x, yo) ukazuje vektor grad f(xo, yo) smér nejvétsiho ristu
funkce f a je kolmy vrstevnici, timto bodem prochazejici.

Idea dikazu. Predstavme si, Ze vrstevnice s rovnici f(x, y) = ¢ je ddna parametricky:

= ¢(), y = ¥(t) a bod (xg, y9) odpovidd hodnoté parametru ¢t = to: ¢(t9) = X,
¥ (ty) = yo. Vektor (¢'(ty), ¥'(tp)) pak bude smérovym vektorem teCny k dané vrstevnici
v bodé (xo, yo).* Dosadime-li x = ¢(t), y = ¥ (¢) do rovnice vrstevnice, obdrZime, Ze pro
vSechna t je

flo@). v (1) =c,

odkud zderivovanim podle ¢ (viz § 9.5, (9.11)) a dosazenim ¢ = ¢, dostaneme

z—f(xo, yo)¢'(to) + %(Xo, yo)¥'(to) = 0. 9.12)
X dy

Jelikoz (¢’ (o), ¥'(to)) je smérovy vektor teCny k vrstevnici v (xg, yo), vztah (9.12) znamena
jeho kolmost s gradientem grad f'(xg, yo). O

dy je Hamiltondv symbol, Cte se ,,nabla“.

dy
Spodle pravidla pro derivovani sloZené funkce je 7 dy = jﬁ ‘Cil’; odkud ‘d% =& = 3((?) Proto 3((;))) = tg oy,
dr

kde «g je dhel, jenZ svird teCna k dané vrstevnici v bodé (xo, o) s kladnym sm&rem vodorovné soutadné osy. Uhel
vektoru (¢’ (¢9), ¥’ (t9)) a kladného sméru vodorovné osy je tedy og.
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Zakreslime-li v kazdém bod¢ (x, y) dsecku piimky ve sméru gradientu grad f(x, y), obdr-
zime tzv. pole gradientl funkce f (obrazek 9.2).
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OBRAZEK 9.2. Vrstevnice pro f(x,y) = x? + 4y? — xy? a pole gradient.
Smér gradientu je vzdy kolmy vrstevnici.

§ 9.8. Te¢na rovina a normala

Existence diferencidlu funkce jedné proménné znamenad existenci tecné primky a vyjadiuje
hladkost grafu funkce v okoli daného bodu. Toto Ize pfirozenym zplsobem zobecnit pro piipad
funkce dvou proménnych, budeme-li mluvit o te¢né roving.

§ 9.8.1. Tec¢na ke grafu funkce jedné proménné

Pripomenme si definici diferencovatelnosti funkce jedné proménné: funkce f je diferenco-
vatelnd v bodé€ x,, jestliZe existuje konstanta A takova, Ze plati

S0t h) = fo) = Ah

im =

h—0 h

pricemz se dokaze, ze v (9.13) bude A = f”(xo). Plati tedy, Ze je
f(xo+h) = f(x0) = f' (x0) h = a(h),

ah) _
=

0, (9.13)

kde a(h) je veli¢inou fadu malosti vyssiho, nez h: limy,_.o =~ = 0. Tento vzorec lze zapsat ve
tvaru
f(xo +h) = f(xo) + f'(x0) h + a(h).

Vyraz f(xo) + f'(x0)h je hodnotou v bodé x = xo + h funkce x > f(xo) + f'(x0)(x — x0),
jejiz grafem je teCna v bodé (xg, f(xo)). Diferencovatelnost funkce v x( tedy znamen4, Ze ma
graf v bodé (xo, f(x¢)) tecnu a lze funkci v okoli tohoto bodu aproximovat prislusnou linearni
funkci.

Tyto dvahy umoznuji formulovat jinou definici te¢ny ke grafu funkce, jiz jsme pivodné
chdpali jako limitni polohu secny.

DEFINICE 9.17. Pfimka o rovnici y = ax + ¢, prochazejici bodem (xq, f(x0)), je teCnou
primkou ke grafu funkce f v bodé€ (xo, f(xo)), jestliZe plati

. f(x)—ax—c
lim

X—>XxQ X — Xo
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Podle hotejstho vyjde*® v (9.14) a = f'(x¢), ¢ = f(xo) — f”(x0)xo, coZ odpovida rovnici
teCny y = f(xo) + f'(x0)(x — xo).
§ 9.8.2. Definice tecné roviny

Piirozenym zobecnénim definice 9.17 1ze zavést pojem tecné roviny.

DEFINICE 9.18. Rikdme, Ze rovina o rovnici z = ax + by + ¢, prochdzejici bodem
(x0, Y0, f (X0, y0)), je tecnou rovinou ke grafu funkce f v bod& (xg, yo, f (X0, o)), jestlize
plati

f(x,y)—ax —by —c
G=Cr00) /(¥ = x0)? + (v = 3o)?

VETA 9.19. Tecna rovina ke grafu funkce f v bodé (xg, yo, f (X0, o)) existuje tehdy a
pravé tehdy, kdyZ je f v (xo, yo) diferencovatelnd. Rovnici této tecné roviny je

= 0. (9.15)

0 d
zZ—2zo = %(Xo, Yo)(x — xo) + %(XO,J’O)()’ — Yo), (9.16)

kde Zg = f(X(), yo)

Dtlkaz. Z predpokladu, Ze prochazi rovina z = ax + by + ¢ bodem (x¢, yo, f (X0, Vo)),
obdrzime f(xg, yo) = axo + byg + c. Proto v (9.15) je ¢ = f(x¢, Yo) —axeo —byy :

f(x,y) = f(x0,¥0) —a(x — xo) —b(y — yo) _

0. (9.17)

(59)>00) V=% + (v =0
Dle definice 9.6 vSak tato vlastnost znamena diferencovatelnost f v bodé€ (xo, yo), a proto musi
byta = %(xo, Yo), b = %(xo, Yo)- Dostavame tak rovnici (9.16). U

Pozndmka 9.20 (o geometrickém vyznamu te¢né roviny). Tecnd rovina ke grafu
z = f(x,y) vbodé (xg, yo, f (X0, yo)) je urCena teCnymi piimkami o smérnicich %(xo, Y0),
%(xo, yo) kfivek, vznikajicich v fezu plochy rovinami x = x¢ a y = y, (obrazek 9.3).

Ma-li f v (xo, yo) parcidlni derivace a existuje-li tam tec¢nd rovina, musi pak mit rovnici
(9.16). Rovina o rovnici (9.16) je skuteCné teCnou rovinou, jestlize plati (9.17) sa = %(xo, o),

b = % (x0. yo).

Z véty 9.19 a poznamky 9.8 plyne, Ze pouha existence parcidlnich derivaci v néjakém bodé
nezarucuje existenci v ném tecné roviny (ptiklad 9.21).

PRIKLAD 9.21. Funkce f zadana vzorcem (9.6) z pfikladu 10.4 neni v bodé (0, 0) diferen-
covatelnd a tudiZ nema v tomto bod¢ teCnou rovinu.

Vysvétleni. Diferencovatelnost je potfeba dle véty 9.19. Dle vzorce (9.16) z véty 9.19
rovnice te¢né roviny v (0,0) by zde byla z = y, coz urCuje graf shodny s grafem funkce
f vyjma bodl pfimky y = x. Povaha funkce (9.6) vSak neumoZniuje této roviny vyuzit k
pfibliznému znazornéni grafu funkce v Zadném malém okoli bodu (0, 0) (obrazek 9.4). Formalné
to plyne z neexistence v tomto bodé diferencialu (pozndmka 9.20).% U

46y skutku, piimka y = ax + ¢ prochédzi bodem (x¢, f(x¢)), a proto f(x¢9) = axe + c¢. Musi tedy byt

¢ = f(x¢) — axg, coZ znamen4, ze ma (9.14) tvar
i L&)~ f(x0) —alx —xo) _
im =

X—>X0 X — Xo

0,

a dostaneme a = f’(xg).
47Poznamenejme rovnéz, Ze nesplnéni v daném piipadé rovnosti (9.17) je disledkem, v podstaté, stejnych
tvah, jez vedly v piikladé 10.4 na nediferencovatelnost f v (0, 0).
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OBRAZEK 9.3

§ 9.8.3. Normala

Rovnici (9.16) 1ze upravit na tvar

Y (0. 70)(x = o)+ (30, 7o)y = o) + (<1~ 20) =0,
X dy

COZ znamena, Ze vektor

- ) 0
n= ( f(xo,J’o), %(XO,J’O),—l) (9.18)

ax
je kolmy s vektorem (x — xg,y — Yo, Z — Zo) pro kazdy bod (x, y, z) te¢né roviny v bodé
(x0, Y0, Zo) (pfipomefime si, Ze zg = f(xo, yo)). Vektor 7 je tudiZ kolmy s te¢nou rovinou v

bodé& (xo, yo. f (X0, yo))-

DEFINICE 9.22. Vektor (9.18) se nazyva normdlnim vektorem plochy z = f(x, y) v bodé
(x0, Yo, f(x0, ¥o)). Pfimka, protinajici plochu z = f(x, y) v bodé (x¢, yo, f (X0, Vo)) ve sméru
tohoto vektoru, se nazyva normdlou.

Parametrické rovnice normdly jsou

0 0
x=x0+f—f(x0,y0), y=)’0+f—f(x0,y0), z =2z9— L.
ax dy

§ 9.9. Véta o stiredni hodnoté

Pro funkce dvou proménnych plati obdoba Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté.

VETA 9.23. Bud’ f funkce dvou proménnych, definovana na néjakém obdélniku M =
[ay,as] x [by, by] a majici parcidlni derivace v kazdém bod¢ z M . Pak pro libovolna (xg, yo) a
(x,y) v M plati

df af
S y) = fxo.yo) = (8. yo) (x — xo) + @(XO, My — o),
kde &, 1 jsou jisté body takové, Ze £ lezi mezi xo a x a n lezi mezi yg a y.
Dukaz. Stadi pfirastek f(x,y) — f(xo, yo) upravit do podoby
JfGx,y) = f(x0,0) = f(x,y0) — f(x0. y0) + f(x,¥) — f(x, o)

a dvakrat vyuzit Lagrangeovy véty pro funkce jedné proménné. U
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OBRAZEK 9.4. Graf funkce (9.6), jez ma v bod¢ (0, 0) parcidlni derivace, avSak
nema v ném tec¢nou rovinu.

§ 9.10. Smérova derivace

Bud'te # € R? nenulovy vektor a f : R? — R funkce. Zaved'me ¥ = (x, y); pak mdme
zobrazeni 7 — f (7).

Parcidlni derivace funkce f podle x udava rychlost zmény jeji hodnoty podle proménné x,
neboli, jinak feCeno, ve sméru jednotkového vektoru i vodorovné soufadné osy. Podobné lze
fici ohledné %. Smérovd derivace udava rychlost zmény hodnoty funkce ve sméru néjakého

jednotkového vektoru 1 v obecné poloze.
DEFINICE 9.24. Derivace funkce f ve sméru u je

Y 5 = i LOHD =S

t—0

S odkazem na definici 4.1 derivace funkce jedné proménné jinak by se dalo zapsat %(7)
jako ¢’(0), kde ¢(t) = f(F + tu).

VETA 9.25. Je-li funkce f v bodé& (x, y) diferencovatelna, pak pro libovolny vektor # o
velikosti 1 plati

0 -
(. ) = (arad f(x. ). D) ©.19)
Zde je (grad f, i) = u1 —l— uz (skalarni soucin). Vzorec (9.19) lze zapsat ve tvaru
8f = of coso + of sin o,
o Ox dy

vyjddifme-li soufadnice jednotkového®® vektoru u pies thel o, jenZ tento vektor svira s kladnym
smérem vodorovné osy. Potfebujeme-li poél’tat derivaci ve sméru i, kde je velikost || vektoru
u odli$na od 1, pouZijeme normovany vektor —- Y

“BDile vyuzivame nazvoslovi z nasledujici tradi¢ni definice.

DEFINICE 9.26. Vektor o velkosti 1 se nazyva jednotkovym (anebo normovanym).

1

Z kazdého nenulového vektoru u vydélenim jeho velikosti ziskdme jemu kolinedrn{ jednotkovy vektor i i.
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PRIKLAD 9.27. Pro funkci
f(x,y) = arctg(x? + y?)

vypo&téme %, kde je i = (5)

< . v .9 d .
Reseni. Dle prikladu 9.3 je %(x, y) = H(:jﬁ’ %(x, y) = H(éﬁ a tudiz

2 X
rad f = .
e = T e (y)

Velikost vektoru # je |ii| = +/5, normovany smérovy vektor bude %ﬁ Pak dle véty 9.25

af 2 o 1+y-2) 2 X+ 2y
— = X - . = — .
U V5(1+ (x2 + y2)?) Y V5 1+ (x2 4 y2)2

§ 9.11. Diferencialy vysSich Fadu a Taylorav vzorec

§ 9.11.1. Pripad funkce jedné proménné

Pro funkci jedné proménné 1ze Tayloriiv vzorec zapsat pomoci tzv. diferencidlii vyssich rddii
takto:

£ = f () +df(x0)(x = x0) + 3 6 f(x0) (o — o)+

1
a4 ;d”f(xo)(x — Xo) + 1 (x — Xxo), (9.20)

Vv s

kde d” f znadi diferencial fadu n. Pro funkci jedné proménné diferencidly vyssich radt v bodé
Xo potitdme podle pravidla d” f = d(d"~! f):

d®f = d(df) = d(f'(x0) dx) = f"(x0)(dx)?,
dile d® f = d(d®>f) = f"(x0)(dx)? a obecné d” f(xo) = f™(x¢)(dx)". Pfesnéji feceno,
d” f(xo) je funkce n-ho stupné
d" f(xo)(h) = ™ (xo) - h".

Pro n = 1 takto obdrzime jiz znamy diferencidl prvniho fadu d f(xo)(h) = f'(xo) - h, jenz
je funkci linedrni.

§ 9.11.2. Pripad funkce dvou proménnych

V podobé (9.20) za obdobnych podminek 1ze Tayloriv vzorec zobecnit pro funkce dvou
proménnych:

f(x,y) = f(xo0,y0) + df(x0, yo)(x — X0,y — yo) + %dzf(xo,yo)(x — X0,y — Yo)+

1
+ 0 d" f(xo, yo)(x — x0, ¥ — yo) + rn(x — x0, ¥ — yo), (9.21)

kde d” f(xo, yo)(x — X0, ¥y — Vo) je diferencidl Fddu n v bodé (xy, yo) na piirtstcich x — x,
Yy — yo. Pfipomenme si, Ze pro funkci dvou proménnych je

df = fldx+ f;dy (9.22)
anebo, presnéji feceno, diferencidl v bodé (xo, yo) je linedrni funkce

d f(xo, yo)(h, k) = f(x0,y0) - h + f,(x0, o) - k.
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Diferencidly vys§ich f4dd lze i v tomto piipadé po&itat podle pravidla d” f = d(d"~! 1),
pficemz je pohodlné vyuzit neformalniho zapisu (9.22). Pro tento ucel ,,d“ v ,,d f * chdpeme jako
operaci, jeZ tvori soucet parcidlnich derivaci vyrazu f, vynasobenych diferencidlem pfislusnych
proménnych, tj. derivujeme podle x a y a povaZzujeme dx, dy za konstanty. Pro druhy diferenciél
d? f takto vyjde®

f =ddf) = d(fldx + f]dy) = (fidx + f;dy), - dx + (f{dx + £, dy), - dy

= fl - (dx)* + f) -dy -dx + £ -dx-dy + £, - (dy)?

= fix - @x)? +2f7 -dx-dy + £ - (dy),
coz urcuje kvadratickou funkci

& f (x0. yo)(h. k) = f'.(x0. y0) - B> + 2 £’ (x0. o) - h - k + f,,(x0. o) -k%. (9.23)
Nasleduje pak diferencil tfetiho fadu d* f = d(d? f), coZ po vypo&tech vede na vzorec
d3f(x0, yo)(h, k) = fx,géx(xo’ Yo) h* + 3fx/;/ty(x0, Yo) - h’k + 3fx/gy(xo, Yo) - hk?
+ Sy (X0, yo) - K

atd. Obecné lze postup vypoctu d” f vyjadfit vzorcem

0 9\"
d” f(xo, yo)(h, k) = (h'a_+k'_) f (9.24)
X dy

n
kde ,,umocnéni* (h . % + k- %) znadi operaci, vznikajici formdlnim ndsobenim symboll

0 0 0 0 0 0
he — 4 ke— )V lh — k. —Y..... he = L k.~
( ax " ay)( ax " ay) ( ax " ay)
takto:

9 3 \?* 0 9 b 0
he—+k.-— =(h - —+k-— - lh- —+k -—
( 0x + 8y) S ( 8x+ 8y) ( 8x+ ay)f

= (hz-%%+hk-%%+kh-%%+k2-%)f
= (hz-%%+2hk-%%+kh-%%+kz-%)f (9.25)
= (hz-aa—;Jrzhk-ajzy +k2-8a—;)f
=h2-327];+2hk-aaj;y +k2-227];,
dale pak (h-%+k~%)3f = <h~%+k~%) (h~%—|—k-%)2f atd. Mtizeme si vSim-
nout, Ze (9.25) skute¢né vede na (9.23). Zde %%u = £C—22u =u',, %%u = 8)2?))7” = ujy,

apod., to jest ndsobeni operaci vypoctu parcidlnich derivaci v (9.24) chapeme jako piisluSnou
parcidlni derivaci vyssiho fadu.

4

4Opfipometime si, Ze podle Schwarzovy véty 9.14 bude o = Jiy-
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§ 10

Lokalni extrém funkce dvou proménnych

Podobné ptipadu funkce jedné proménné je ptirozené se zajimat i o lokdlné extremalni
hodnoty funkci dvou proménnych. Neni prekvapujici, Ze vzhledem k ptitomnosti dalsi nezavisle

vvvvvv

véty vSak vznikaji jako logickd zobecnéni obdobnych tvrzeni z analyzy funkci jedné proménné
a vyznam jednotlivych podminek, byt' vypadajicich dplné jinak, je velmi podobny.

§ 10.1. Lokalni extrémy: definice a priklady

DEFINICE 10.1. Funkce f : R? — R nabyva v bod& (xg, yo) lokdlniho minima, jestlize
existuje okoli G bodu (xg, yo) takové, Ze je

f(x,y) = f(x0,y0)  provSechna (x,y) € G.

Funkce f : R? — R nabyva v bod& (xg, yo) lokdlniho maxima, jestlize existuje okoli G
bodu (xg, yo) takové, Ze je

f(x.y) = f(x0.y0)  provSechna (x,y) € G.

Lokalni maximum a minimum se nazyvaji lokdlni extrémy. Jsou-li nerovnosti ostré pro
(x,y) # (X0, yo), jedna se o ostré lokdlni extrémy.

PRIKLAD 10.2. Funkce f(x,y) = x> 4+ y2 m4 v bodé& (0, 0) lokalni minimum.
Reseni. Je ziejmé, ze £(0,0) =0a f(x,y) > 0, je-li |x| + |y| > O (obrazek 10.1a). O
PRIKLAD 10.3. Funkce f(x,y) = —x2 — y2 ma v bod& (0, 0) lokdlni maximum.
Reseni. Je ziejmé, Ze £(0,0) =0a f(x,y) <0, je-li |x| + |y| > 0 (obrdzek 10.1b). O
PRIKLAD 10.4. Funkce f(x,y) = x? — y? v bodé& (0, 0) lokdln{i extrém nem4.
Reseni. V bodé (0,0) je £(0,0) = 0. Je-li |x| + |y| > 0, plati
£0,y)=—y? <0, f(x%0)=x*>0,
pricemz |x| a |y| mohou byt libovolné malé. Toto znamenad, Ze libovolné okoli bodu (0, 0)
obsahuje body (x, y), kde je f(x,y) > f(0,0), a také body, kde je f(x,y) < f(0,0) (obra-

zek 10.1c). Extrém v tomto bod¢ neni. O

Bod (0, 0) v priklade 10.4 je pro danou funkci tzv. sedlovym bodem.
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(A) (B) (©)

OBRAZEK 10.1

§ 10.2. Nutna podminka pro lokalni extrém

DEFINICE 10.5. Staciondrnim (nebo kritickym) bodem funkce f : R? — R je bod (xq, yo),
kde existuji parcidlni derivace 1. fadu a plati

0 0
_f(x()a yO) == 09 _f(xo’ )’0) = Oa
0x ay

anebo alespon jedna z parcidlnich derivaci neexistuje.

VETA 10.6. Ma-li funkce f v bodé€ (x¢, yo) lokélni extrém, pak vSechny parcidlni derivace
této funkce, které v tomto bod¢ existuji, jsou rovny 0.

Funkce tedy mtize mit lokalni extrém pouze v néjakém stacionarnim bodé¢.
§ 10.3. Postacujici podminka pro lokalni extrém
§ 10.3.1. Postacujici podminka

VETA 10.7. Bud f : R? — R funkce majici v okoli bodu (xg, y¢) spojité parcidlni derivace
2. fadu. Necht’ (xg, yo) je pro f stacionarnim bodem. PoloZme

92 92 92 2
D(x9,y0) = W{(XO»YO)W];(XO,J’O) - (ax;; (XO’yO)) : (10.1)

(1) Jestlize D(xg, yo) > 0, pak ma f v (xo, yo) ostry lokalni extrém (minimum, je-li
%(xo, Yo) > 0 a maximum, je-li %%(xo, Yo) < 0)
(2) Jestlize D(xg, yo) < 0, pak nema f v (xo, Vo) lokdlni extrém.

Pozndamka 10.8. Jestlize D(xg, yo) = 0, pak v (xg, yo) muZe, ale nemusi byt lokaln{
extrém. Takové pripady se musi vySetfit zvlast’.

Tuto podminku lze formulovat pomoci Hessovy matice funkce f v bod¢€ (xo, yo)-

DEFINICE 10.9. Hessova matice H(xg, yo) pro f v bodé (xo, yo) je

92 92

_ axj2p (%0, Yo) —3x3{y (x0, ¥0)

H(xo0,y0) = | 3 57 .
9ydx (xo’ yO) 3y2 (XO, yo)
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) Pfipomerime s.i, Ze dle Schwarzovy véty, jsop—li ay @ y’; v (X0, Yo) spojité, bude £, (xo, yo) =
o (X0, o). Pak je D(xo, yo) v (10.1) determinantem matice H (xo, yo):

wx (X0, ¥0) £, (X0, Yo)
y/;c (X0, Yo) fy”y (X0, Y0)

§ 10.3.2. Pripad funkce jedné proménné

D(xo, y0) =

Je-li f funkci pouze jedné proménné x (specialni pfipad, kdyZ f(x, y) nezavisi na y, tj.

fy/ = 0), bude
" ’ 0
H(XO, yO) = (fxx()g)o yO) O) )

a typ lokalniho extrému pak 1ze urcit podle znaménka f,”.(xo, yo): minimum, pokud je kladné,
a maximum, pokud je zdporné. ObdrZime tak jizZ zndmou postacujici podminku druhého fadu
pro urceni lokdlniho extrému funkce jedné proménné. Uvedenou vétu tedy 1ze chapat jako jeji
zobecnéni pro pripad funkce dvou proménnych. Roli derivace druhého fadu pak hraje Hessova
matice, jejiz kladnost nebo zapornost chdpeme pomoci pojmu pozitivni a negativni definitnosti
tzv. kvadratickych forem.

§ 10.4. Postup urceni lokalnich extrému

Potiebujeme-li urcit lokdlni extrémy funkce dvou proménnych, obvykle postupujeme takto.

(1) Ujistime se, Ze méa funkce v daném oboru spojité parcidlni derivace druhého radu.
(2) Vypocteme parcidlni derivace 1. fadu a najdeme stacionérni body z rovnic

£l y) =0, fi(x.y) = 0.

(3) Najdeme parcidlni derivace 2. fadu a v kaZzdém ze staciondrnich bodii vypocteme
hodnotu determinantu Hessovy matice. V zdvislosti na vysledku s vyuZzitim véty 10.7
rozhodneme o tom, zda v jednotlivych stacionarnich bodech ma funkce extrémy. Je-li v
ur¢itém stacionarnim bod¢€ (xo, yo) extrém, vypocitdme i hodnotu f(xo, yo), coZ bude
hodnota maxima nebo minima.

§ 10.4.1. Priklady
PRIKLAD 10.10. VySetfeme extrémy funkce f(x,y) = x> + y3 — 3xy.

Reseni. Jelikoz f/(x,y) = 3x% — 3y fy(x,y) = 3y* — 3x, staciondrni body se urCuji
soustavou rovnic
3x2 =3y =0, 3y>—3x =0,
to jest x2 = y, y2 = x; x* — x = 0. Funkce tedy m4 dva staciondrni body: (0, 0) a (1, 1). Pro
ovéreni existence extrému v téchto bodech vypoctéme parcialni derivace druhého fadu

fo(xy)y=6x, f(x.y) =6y, fl(x.y)= f(x.y)=-3

a zapiSme Hessovu matici:

_(fixGy) S ) _ (6x 3
Hx.7) = ( (X, ) y”y(x,y)) - (—3 6y)'
V bodé (0,0) je det H(0,0) = | % | = —9 < 0, extrém tedy v (0, 0) neni.
V bodé (1, 1) dostaneme det H(1,1) = | & 2| =36—9 =27 > 0, aproto v (1, 1) lokdlni
extrém je (je to lokdlni minimum, nebot’ f (1,1) = 6 > 0).
Pomoci véty 10.7 jsme tedy zjistili, Ze v bodé (0, 0) funkce extrém nemd a v bodé (1, 1) ma
lokalni minimum o hodnoté f(1,1) = —1 (obrazek 10.2). U

4
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(A) (B)
OBRAZEK 10.2

PRIKLAD 10.11. VySetfeme lokélni extrémy funkce f(x,y) = 3x2y — x> — y*.
Reseni. Plati f/ = 6xy — 3x2, f, = 3x?> —4y>, aproto z rovnic
6xy —3x> =0, 3x>—4y3 =0,
obdrzime dva stacionarni body: (6, 3), (0, 0). Po vypoctu parcidlnich derivaci 2. fadu

fie=06y—6x, f{, =6x. f =-12y*

obdrzime Hessovu matici
6y — 6x 6x
H(.X,y): ( y6x _12y2)

V bodé (6, 3) je
—18 36
36 —108

a proto dle véty 10.7 v bodé (6, 3) funkce f lokalni extrém ma. Je to lokdlni maximum, nebot’
4 —
7(6,3) =—18 < 0.
V bodé¢ (0, 0) véta 10.7 informaci neposkytuje, jelikoZ je

0 0
0 0

Charakter zmény funkce v okoli tohoto bodu tedy musime vySetfit zvlast'. Uvazujme (x, y) #
(0, 0) z libovolného okoli bodu (0, 0) a vypoctéme

det H(6,3) = ‘ = 18- 108 — 362 = 648 > 0,

det H(0,0) = =0.

£(0,y) =—y* <0. (10.2)
Vezmeme-li pak x < 0, y = 0, obdrZime
f(x,0) = —x>> 0. (10.3)

Poznamenejme, Ze (10.2) a (10.3) plati pro x # 0, y # 0, avsak |x| a |y| mohou byt libovolné
malé. Z uvedeného plyne, Ze v libovoln¢ malém okoli bodu (0, 0), v némz f(0,0) = 0, nabyva
funkce jak kladnych, tak i zapornych hodnot. Extrém zde neni.

Zjistili jsme, Ze v bodé (0, 0) funkce extrém nemd a v bodé (6, 3) mé lokalni maximum o
hodnoté f(6,3) = 27 (obrazek 10.3). O

PRIKLAD 10.12. Uréeme lokdlni extrémy funkce f(x,y) = x*+ y*—2x2+4xy—2y2+3.
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OBRAZEK 10.3

Reseni. Plati g—x = 4x3 —dx +4y, % = 4y3 +4x — 4y, a staciondrni body pak uréujeme
ze soustavy rovnic

x}>—x4+y=0 Yy +x—y=0. (10.4)
Secteme-li tyto rovnice, bude y* + x* = 0 a dostaneme y*> = —x3, y = —x. Dosadime-li
y = —x do prvni rovnice v (10.4), bude x*> —x —x = 0, x* —2x = 0, x (x? —2) = 0. Pro

x tedy obdrzime hodnoty x = 0, x = +/2, x = —+/2. Odpovidajici hodnoty y jsou y = 0,
y = —+/2, y = /2. Dostdvame stacionarni body (0, 0), (v/2, —v/2), (—+/2, /2).

Parcidlni derivace 2. fadu jsou f, = 12x*> —4, f" = 12y> — 4, f' = 4 a determinant
Hessovy matice je

12x2 — 4 4
detH(x,y):‘ 4 12y2—4"
V bodé (v/2,—+/2) je
det H(V2, —/2) = '12’421_4 12.‘2‘_4‘ — 400 — 16 = 384 > 0,

" (W2, —~/2) = 20 > 0. Je zde lokdlni minimum.

V bodé (—+/2, +/2) maji det H(—~/2,v/2) f”.(—+/2,+/2) stejné hodnoty, jako v bod&
(v/2,—+/2). Jedni se o lokdlni minimum o hodnoté f(v/2,—v2) = (—v2)* + (V2)* —
2(=v2)2 +4- (—V2)vV2 - 2(v/2)2 +3 = -5,

V bodé (0, 0) je det H(0,0) = 0. JelikozZ napf.

f(x,0) =x*4+0*—2x2+4x-0-2-0>+3 =x*—2x2+3 = x2(x* - 2) + 3,
fx,x) =x*4+x*—2x2+4x - x—2-x2+3=2x*+3,

extrém zde neni. O
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§ 11

Globalni extrémy funkce dvou proménnych

§ 11.1. Weierstrassova véta

Funkce jedné proménné, jeZ je spojitd na ohraniceném uzavieném intervalu, nabyva na tomto
intervalu své nejvétsi a nejmensi hodnoty (Weierstrassova véta). Tato véta plati i pro funkce
dvou a vice proménnych. Pro formulaci je potieba zavést nékteré definice. Bud® M mnoZina v

R2.
DEFINICE 11.1. MnoZina M je ohranicend, jestlize celd lezi v néjaké kouli.

DEFINICE 11.2. Bod P € M je vnitrnim bodem mnoziny M, jestlize spolus P v M lezi i
néjaké okoli tohoto bodu. MnozZina M se nazyva oteviena, je-li kazdy jeji bod vnitinim.

V jistém smyslu opa¢nou vlastnost ma tzv. bod hranicni.

DEFINICE 11.3. Bod P je hranic¢nim bodem pro mnoZinu M, jestlize v kazdém okoli bodu

P jsou jak body patiici do M, tak i body, jez do M nepatii. MnoZina vSech bodu, jeZ jsou
hrani¢ni pro M, se nazyva hranici mnoziny M .

Bod hrani¢ni pro mnozinu M muze lezet bud’ v M nebo mimo M.

PRIKLAD 11.4. Hranici mnoziny

M={(x,y):1<x*+y* <4}

je K1 U K5, kde Ky, K5 jsou kruznice se stiedem v (0, 0) o polomérech 1 a 2. Pfitom K, C M
a Kl NM=ga.

DEFINICE 11.5. MnoZina M je uzaviend, jestlize obsahuje svou hranici.”

VETA 11.6 (Weierstrassova véta o extremalnich hodnotach). Funkce spojita na ohranicené
uzaviené mnozin€ nabyva v ni své nejveétsi a nejmensi hodnoty.

Vsechny piedpoklady véty 11.6 jsou podstatné a nelze je vynechat.’!

§ 11.2. Nejvétsi a nejmensi hodnota funkce v ohranicené uzaviené oblasti

Reseni praktickych tiloh &asto pfivadi k potfebé nalezeni extremalnich hodnot spojité funkce
na uzaviené omezené mnoziné. Takovych hodnot funkce nabyva bud’ v bodech lokélniho
extrému nebo na hranici mnoZziny, a pro jejich urceni 1ze postupovat takto.

(1) Nalézt stacionarni body a hodnoty funkce v téchto bodech.
(2) Vypocitat nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce na hranici oblasti.

07 uvedenych definic odvodime, Ze otevienou je mnoZina, jeZ neobsahuje Zaddné body své hranice.

>IToto pozname jiZ pro funkce jedné proménné. Napf. funkce fi(x) = 1/x, f2(x) = 1 — x nenabyvaji
maximdlni hodnoty na M = (0, 1] (M neni uzaviend); f3(x) = 7 je omezend na M = [0, +00), aviak
nenabyva tam maximalni hodnoty (M je neomezend).
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(3) Vzit nejvétsi a nejmensi z nalezenych hodnot.
§ 11.3. Priklady
PRIKLAD 11.7. Pro libovolné a > 0 najdéme nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce
fx.y) =x>—y*+2a°
v kruhu x2 + y? < a2

ResSeni. Jelikoz f! = 2x, fy = —2y, jedinym staciondrnim bodem je (0, 0), v némz
£(0,0) = 2a°.

Naleznéme nejvétsi a nejmensi hodnotu £ na hranici kruhu, tj. na kruznici x? + y? = a?.
Pro (x, y) lezici na této kruZnici mame

fx,y) =x*—y*+2a% = x* — (a* — x?) + 2a* = 2x? + 24°,

a tudiZ se jednd o minimalizaci a maximalizaci funkce jedné proménné g(x) = 2x? + a2 pro
—a < x < a (nebot’ body kruZnice x2 + y? = a? maji |x| < a).

Stacionarnim bodem g je x = 0, pak g(0) = a>. V krajnich bodech intervalu, tj. v bodech
x = Za, mame g(£a) = 3a>.

Pak odvodime, Ze f nabyva nejvétsi hodnoty 3a? v bodech (—a,0) a (a,0) a nejmensi
hodnoty a? v bodech (0, —a) a (0, a). (Nejmensi hodnoty a? funkce nabyvé v bodech kruZnice
x2+y2=a%prox =0,t.y = Fa). O

PRIKLAD 11.8. Urceme nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

G y) =xy +xy* +xy
v uzaviené oblasti M ohranicené kfivkami x = 1, x =2,y = —%, y = %

Reseni. Zderivovanim obdrzime f/(x,y) = 2xy + y% + y, fy(x,y) =2xy + x* + x.
Staciondrni body se pak uréujf ze soustavy rovnic 2xy + y2 4+ y = 0, 2xy + x2 + x = 0, j.

y2x+y+1)=0, x(x+2y+1)=0.
Dostavame stacionarni body (0, 0), (-1, 0), (0, —1), dale pak z rovnic
2x+y+1=0, x+2y+1=0.
obdrZime tfeti bod (—%, —%). Z4dny z téchto bodi viak neleZ{ v mnoZiné M (viz obrazek 11.1).
Musime tedy vySetfovat hodnoty funkce na hranici oblasti M.
Vysetfeme extremdlni hodnoty funkce na hranici mnoZiny M . Hranicf je kfivka sestavend z

usekit AB, BC, CD a DA, na nichZ extremalni hodnoty funkce vysetiime zvI4st'.
NatsekuABjex =1, f(1,y) = y?+2y =: gl(y),kde—% <y <1.Pakgi(y) =2y+2,

stacionarni bod je y = —1. Hodnoty funkce g; v staciondrnim bod¢ a v koncovych bodech
intervalu jsou
3 3
gi(=)=-1, e1(1) =3, & =" (11.1)

NaBCjey =1, f(x.1) =x+ 1+ 1=:g(x),kdel <x <2 Pak gh(x) =1— 3,

staciondrni body jsgu x = #£1. Vintervalu [1, 2] leZi pouze bod x = 1. Dostaneme hodnoty

7
g2(1) =3, £02)= 5 (11.2)
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(A) (B)

OBRAZEK 11.1. Oblast ohranicend kiivkami x = 1, x =2,y = —%, y =

&=

NaCDjex =2, f(2,y) =2y*+ 6y =: g3(y), kde —3 < y < 7. Pak g4(x) = 4y + 6,
staciondrni bod je y = —%. Dostaneme hodnoty

3 9 1 7
&3 (—5) = 5 g3 (5) = 5 (11.3)

Nakonec, na DA je y = —%, f (x,—%) = —%xz + %x =: g4(x), kde 1 < x < 2.Pak

ga(x) = =3x + %, stacionarni bod je x = i, ten vSak neleZi v [1, 2]. Proto vypoctéme hodnoty
v koncovych bodech intervalu:
9

3
g4 (1) = 3 & (2 = —3 (11.4)

Porovname-li hodnoty vypoctené v (11.1), (11.2), (11.3), (11.4), obdrZime

1 7 3 9
=1 (23) =5 = (23) =3

Extremélnich hodnot tedy funkce nabyva v bodech hranice uvaZzované mnoziny. U

PRIKLAD 11.9 (dloha o maximalnim zisku). Vyrabi se dva druhy zboZi, jejichZ ceny jsou
Py a P, za jednotku. Popiste, jak urcit maximalni zisk z prodeje vyrobeného zbozi, je-1i zndma
funkce vyrobnich a vedlejsich vydajui S. UrCete maximalni{ zisk za predpokladu, ze P; = 8,
P, = 10 a funkci vydaji je
S(x1,x2) = X% + X1x2 + x%.
Reseni. Bud'te x;, x, mnoZstvi vyrobeného zboZi kazdého z druht. Funkce zisku je
S (x1,x2) = Prxy + Paxp — S(x1, x2),

kde S(x1, x2) jsou souvisejici vydaje. Maximalizovat zisk znamend najit maximum veli¢iny
f(x1,x2),kde x1 > 0, x, > 0. JelikoZ fx/,- = P;—S )’Ci,i = 1, 2, rovnice pro uréeni staciondrnich
bodi budou
/ /
P1 = le(xl,xz), P2 = sz(xl,xz).

Pro stanovené konkretni parametry tlohy cilovou funkci, jejiZ maximum hleddme, bude
f(x1,x2) =8x1 + 10x2—x12—x1x2—x§. (11.5)

107



| B | B \
1 1
?- C ?- C
0 0
3 3
7 A D ? A D
(A) (B)

17 B
1 \
2 ¢ i C

NI'—‘

-5 A D % A —— D
() (D)
OBRAZEK 11.2. Hranice oblasti ohrani¢ené kiivkami x = 1, x =2,y = —%,
1
y=x

JelikoZ f (x1,x2) = 8 —2x1 —xz a f{ (x1,x2) = 10 — 2x, — Xy, rovnice pro staciondrn{
body budou
2X1 + Xy = 8, 2X2 +x1 = 10.

Z téchto rovnic najdéme staciondrni body: x, = 8 —2x1,2 (8 — 2x1) + x; = 10,6 — 3x; = 0,
X1 = 2, xp, = 8 —2x; = 4. Jedinym staciondrnim bodem je tedy (xo, yo) = (2,4). Pro
urcen{ typu extrému zapiSme derivace druhého fadu f7 = (8 — 2x; — x2)}, = =2, f'

X1x2 —
(8 =2x1 —x2), = =1, fi', = (10 = 2x, — x1)}, = —2 a sestrojme Hessovu matici

" "
(2,4) (2, 4)) (—2 —1)
HQ2,4) =[5 *1%2 = .
2.4 ( e o) T\ 2
JelikoZ |H(2,4)| =4 —1 = 3 > 0, extrém v tomto bod¢ je, pric¢emZ je to lokdlni maximum,
nebot” f'  (2,4) = -2 <0.

Zjistili jsme, Ze v bodé (2, 4) ma cilova funkce (11.5) lokalni maximum o hodnoté f(2,4) =
16 +40—4 —8 — 16 = 28. Bod (2, 4) je jedinym bodem lokdlniho extrému, vSude jinde tecna

rovina neni ve vodorovné poloze (obrazek 11.3).
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OBRAZEK 11.3

Na hranici mnoziny M = [0, 00) x [0, 00), jeZ je sjednocenim kladnych Casti sourad-
nych os, je f(x1,0) = 8x1 — x7, f(0,x2) = 10x; — x3. Jelikoz 52 f(x1,0) = 2 (4 — x1),
% f(x1,0) = =2, pfi x; = 4 ma funkce x; +— f(xy,0) lokdlni maximum o hodnoté

f(4,0) =32—-16 = 16.

Pro f(0,x2) mamezL £(0,x5) = 2(5 — x2), % £(0,x5) = —2, a tudiZ pfi x, = 5 md
funkce x, — f(0, x,) lokdlni maximum o hodnoté f(0,5) = 50 — 25 = 25.

Hodnota f(2,4) = 28 je vetsi, nez extremalni hodnoty na hranici. Maximalni zisk tedy
zajisti volba x; = 2, x, = 4, to jest pro dosazeni maximdlniho zisku za danych podminek je
potieba vyrobit 2 jednotky zboZi 1. druhu a 4 jednotky zboZi 2. druhu. U
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asymptota, 54

bez smérnice, 56

se smérnici, 54
asymptotickd ekvivalence

posloupnosti, 13
asymptotické vzorce, 68

bisekce, viz metoda bisekce
bod
hrani¢ni mnoZiny, viz hrani¢ni bod
mnoziny
hromadny posloupnosti, 19
limitni mnoZiny, 6
hromadny posloupnosti, viz hromadny
bod posloupnosti
inflexni, 51
izolovany, viz izolovany bod
Bolzanova-Cauchyova podminka, 18

derivace
funkce jedné proménné, 29
fyzikalni interpretace, 29
geometrickd interpretace, 33
inverzni funkce, 37
parcidlni, 87
geometricky vyznam, 88
slozené funkce, 36
smérova, 96
retézové pravidlo, 36
diferencial
funkce dvou proménnych, 89
vysSich radua, 97
funkce jedné proménné, 63
geometrickd interpretace, 64
diferencovatelnost
funkce dvou proménnych, 88
funkce jedné proménné, 63
dolni zavora, 7
dvojndsobné limity, 81

Rejstrik

111

gradient, 92

horni zavora, 7

hranice mnoziny, 6

hrani¢ni bod mnoZiny, 6
hromadny bod posloupnosti, 19

infimum, 7
inflexe, 51
izolovany bod, 6

I’Hopitalovo pravidlo, 43
limes inferior , 20
limes superior, 20
limita
funkce dvou proménnych, 79
funkce jedné proménné
v nekonec¢nu, 21
ve vlastnim bodé¢, 22
jednostrannd, 22
nevlastni, 22
limitni bod mnoZiny, 6
lokalni extrém
funkce dvou proménné, 99
funkce jedné proménné, 48

metoda bisekce, 28

nejmensi horni zavora, viz supremum

nejveétsi dolni zavora, viz infimum
neurcité vyrazy, 23
normala, 35, 93

okoli bodu, 5

smérnice piimky, 33
spojitost
funkce dvou proménnych, 85
funkce jedné proménné, 27
supremum, 7



Taylortv vzorec, 66
Lagrangetiv tvar zbytku, 68
pro elementarni funkce, 68
pro funkci dvou proménnych, 97

teCna, 34
rovnice, 34

teCna
piimka

definice, 93
rovina

definice, 94

teCna rovina, 93

velikost vektoru, 5
vrstevnice, 77
vzdalenost bodu, 5
véta
o konvergenci monotonni posloupnosti,
14

112

o stfedni hodnot¢ funkce dvou
proménnych, 95

Férmat, 42

0 sevreni, viz v€ta o sevieni

o stfedni hodnoté funkce jedné proménné
Cauchy, 43
Lagrange, 42

Rolle, 42

véta o sevreni, 12

Weierstrassova véta, 85
pro funkci dvou proménnych, 105

zavora
dolni, viz dolni zavora
horni, viz horni zavora
nejmensi horni, viz nejmensi horni zdvora
nejveétsi dolni, 7
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