PREDNASKA 10

Lokalni extrém funkce dvou proménnych

10.1. Lokalni extrémy: definice a priklady

DEFINICE 10.1. Funkce f : R? — R nabyva v bod& (zg, o) lokdiniho minima, jestlize
existuje okoli G bodu (xg, yo) takové, Ze je

f(z,y) > f(xo, o) pro v8echna (z,y) € G.

Funkce f : R? — R nabyva v bodé (o, yo) lokdlniho mazima, jestlize existuje okoli G
bodu (zg,yo) takové, Ze je

f(z,y) < f(o,90)  pro vSechna (z,y) € G.

Lokalni maximum a minimum se nazyvaji lokdlni extrémy. Jsou-li nerovnosti ostré
pro (z,y) # (o, Yo), jednd se o ostré lokdlni extrémy.

PRIKLAD 10.2. Funkece f(z,y) = 2z + y*> ma v bodé (0, 0) lokaln{ minimum.
Reseni. Je ziejmé, ze £(0,0) =0 a f(x,y) > 0, je-li |z| + |y| > 0 (obrazek 10.1a). O
PRIKLAD 10.3. Funkce f(z,y) = —z* — y?> mé4 v bodé& (0, 0) lokdln{ maximum.
Resend. Je ziejmé, ze £(0,0) =0 a f(x,y) <0, je-li |z| + |y| > 0 (obrazek 10.1b). [
PRIKLAD 10.4. Funkce f(z,y) = 2% — y? v bodé& (0, 0) lokdln{ extrém nema4.
Resend. V bods (0,0) je £(0,0) = 0. Je-li || + |y| > 0, plati

f0,y) =—y* <0, f(z*0)=2">0,

pfi¢emz |z| a |y| mohou byt libovolné malé. Toto znamen4, Ze libovolné okoli bodu (0, 0)
obsahuje body (z,y), kde je f(z,y) > f(0,0), a také body, kde je f(z,y) < f(0,0)
(obrézek 10.1c). Extrém v tomto bodé neni.

O

Bod (0,0) v pfiklade 10.4 je pro danou funkci tzv. sedlovgm bodem.
10.2. Nutna podminka pro lokalni extrém

DEFINICE 10.5. Staciondrnim (nebo kritickym) bodem funkce f : R? — R je bod
(z0, Yo), kde existuji parcidlni derivace 1. fadu a plati

0 0
a—i(xo,yo) =0, a—z(xo,yo) =0,

anebo alespon jedna z parcidlnich derivaci neexistuje.

VETA 10.6. M4-li funkce f v bodé (zo,yo) lokélni extrém, pak vSechny parcidlni
derivace této funkce, které v tomto bodé existuji, jsou rovny 0.

Funkce tedy miize mit lokdlni extrém pouze v néjakém stacionarnim bodé.
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(a) (B) (c)

OBRAZEK 10.1

10.3. Postacujici podminka pro lokalni extrém
10.3.1. Postacugjici podminka

VETA 10.7. Bud f : R? — R funkce majici v okoli bodu (zo,%o) spojité parcilni
derivace 2. fddu. Necht (zo,yo) je pro f staciondrnim bodem. Polozme

82 82 62 2
Do) = Gk o) 3% )~ (o)) o)

(1) Jestlize D(zo,y0) > 0, pak mé f v (2o, yo) ostry lokdlni extrém (minimum, je-li
227’;(3:0, Yo) > 0 a maximum, je-li %(zo,yo) <0)
estlize D(zg,yo) < 0, pak nemé f v (zg,yo) lokdlni extrém.

2) Jestlize D 0, pak 4 lok4lni extré

Pozndmka 10.8. Jestlize D(zo,y0) = 0, pak v (x¢,yo) muZe, ale nemusi byt lok4lni
extrém. Takové pripady se musi vySettit zvlast.

Tuto podminku lze formulovat pomoci Hessovy matice funkce f v bodé (zo, yo).

DEFINICE 10.9. Hessova matice H(xg,yo) pro f v bodé (zo,%o) je
2 2
_ %(xo,yo) ai;gy(anyO)
H($0’ yO) - 62]0 aZf .
dyou (o, Y0) a2 (%0, Yo)

Pfipometime si, ze dle Schwarzovy véty, jsou-li f; a f,. v (wo,%0) spojité, bude

y(Z0,%0) = (0, %0)- Pak je D(zo,90) v (1) determinantem matice H (zo, yo):

2z (%0, Y0) fély(wo, Yo)
1"

?:Ix(wo’ yO) fyy(an yO)
10.3.2. Pripad funkce jedné proménné

D(anyo) =

Je-li f funkci pouze jedné proménné z (specidlni pfipad, kdyz f(z,y) nezavisi na vy,

tj. f, = 0), bude
fa/clx(%,?/o) 0
H(-'L'OyyO) = 0 0 )

a typ lokélntho extrému pak lze ur¢it podle znaménka f/ (zo,%yo): minimum, pokud je
kladné, a maximum, pokud je zdporné. Obdrzime tak jiz znamou postacujici podminku
druhého fadu pro urceni lokdlniho extrému funkce jedné proménné. Uvedenou vétu tedy
1ze chéapat jako jeji zobecnéni pro pfipad funkce dvou proménnych. Roli derivace druhého
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radu pak hraje Hessova matice, jejiz kladnost nebo zapornost chipeme pomoci pojmu
pozitivni a negativni definitnosti tzv. kvadratickych forem.

10.4. Postup urceni lokalnich extrémii

Pottebujeme-li urcit lokalni extrémy funkce dvou proménnych, obvykle postupujeme
takto.

(1) Ujistime se, Ze m4 funkce v daném oboru spojité parcidlni derivace druhého fadu.
(2) Vypocteme parcidlni derivace 1. fadu a najdeme stacionarni body z rovnic

(3) Najdeme parcidlni derivace 2. fadu a v kazdém ze staciondrnich bodd vypoé-
teme hodnotu determinantu Hessovy matice. V zavislosti na vysledku s vyuzi-
tim véty 10.7 rozhodneme o tom, zda v jednotlivych stacionarnich bodech mé
funkce extrémy. Je-li v ur¢itém staciondrnim bodé (zo, yo) extrém, vypocitdme i
hodnotu f(zo,yo), coz bude hodnota maxima nebo minima.

10.4.1. Priklady
PRIKLAD 10.10. VySetfeme extrémy funkce f(z,y) = z3 + y* — 3zy.

Resend. Jelikoz f'(x,y) = 3z% — 3y fi(z,y) = 3y* — 3z, staciondrni body se uréuji
soustavou rovnic

322 -3y =0, 3y>—3z=0,

to jest 22 =y, y*> = x; z* — x = 0. Funkce tedy m4 dva stacionarni body: (0,0) a (1,1).
Pro ovéreni existence extrému v téchto bodech vypocétéme parcidlni derivace druhého
radu

foe(@,y) =62, f (z,9) =6y, fr,(z,y)=f(z,y)=-3

a zapiSme Hessovu matici:

H(z,y) = ( v (7,) é’y(w,y)) _ (Eﬂ; ES)

vy (T, Y) S, (2, )

V bods (0,0) je det H(0,0) = | % 3*| = =9 < 0, extrém tedy v (0,0) neni.
V bodé (1,1) dostaneme det H(1,1) = ‘_63 _63‘ =36—9 =27 > 0, a proto v (1,1)
lokalni extrém je (je to lokalni minimum, nebot f/ (1,1) =6 > 0).

Pomoci véty 10.7 jsme tedy zjistili, Ze v bodé (0,0) funkce extrém nemd a v bodé
(1,1) mé lokélni minimum o hodnoté f(1,1) = —1 (obrézek 10.2). O

PRIKLAD 10.11. VySetfeme lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = 3z%y — z° — y*.
Resend. Plati f, = 6zy — 3z?, f, = 32® — 4y*, a proto z rovnic
6y — 322 =0, 3z%—4y® =0,
obdrzime dva staciondrni body: (6, 3), (0,0). Po vypoétu parcidlnich derivaci 2. fddu
fi =Gy =6z, 1, =6z, f1,——12?

obdrzime Hessovu matici
6y — 6z 6x
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(a) ()

OBRAZEK 10.2

V bodé (6, 3) je

—-18 36

det H(6,3) = | 56 108

':18-108—362=648>0,
a proto dle véty 10.7 v bodé (6, 3) funkce f lokdlni extrém m4. Je to lokdlni maximum,
nebot f7 (6,3) = —18 < 0.

V bodé (0,0) véta 10.7 informaci neposkytuje, jelikoz je

00

det H(0,0) = |0 0

o

Charakter zmény funkce v okoli tohoto bodu tedy musime vySetfit zvlast. UvaZzujme
(z,y) # (0,0) z libovolného okoli bodu (0, 0) a vypoctéme

f0,y) =—y* <0. (2)
Vezmeme-li pak z < 0, y = 0, obdrzime
f(z,0) = —z* > 0. (3)

Poznamenejme, Ze (2) a (3) plati pro z # 0, y # 0, avSak |z| a |y| mohou byt libovolné
malé. Z uvedeného plyne, Ze v libovolné malém okoli bodu (0,0), v némz f(0,0) = 0,
nabyva funkce jak kladnych, tak i zdpornych hodnot. Extrém zde neni.

Zjistili jsme, Ze v bodé (0, 0) funkce extrém nem4 a v bodé (6, 3) mé lokdlni maximum
o hodnoté f(6,3) = 27 (obrézek 10.3). O

PRIKLAD 10.12. Uréeme lokalni extrémy funkce f(z,y) = z*+y*—222+4zy—2y>+3.

Resend. Plati %5 = 423 —4x+4y, %5 = 493 + 4z — 4y, a stacionarni body pak uréujeme
ze soustavy rovnic

B —z+y=0, ¥*+zr—y=0. (4)
Seéteme-li tyto rovnice, bude y® + 2* = 0 a dostaneme y®> = —z3, y = —z. Dosadime-li
y = —z do prvni rovnice v (4), bude 2* —z — 2z =0, 2% — 22 =0,z (2> —2) =0. Pro z

tedy obdrzime hodnoty z = 0, z = v/2, £ = —v/2. Odpovidajici hodnoty y jsou y = 0,
y = —/2, y = v/2. Dostévame stacionarni body (0,0), (v/2, —v2), (—=v2,v2).
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OBRAZEK 10.3

Parcialn{ derivace 2. fadu jsou f;, = 12z% — 4, f;1 = 12y> — 4, f; = 4 a determinant

zy
Hessovy matice je

122% — 4 4
det H(z,y) = ' 4 1942 — 4'.
V bodé (v/2,—/2) je
det H(v/2, —v/2) = |12'Z_4 12.‘21_4‘ — 400 — 16 = 384 > 0,

" (V2,—v/2) = 20 > 0. Je zde lok4lni minimum.

V bodé (—v/2,v/2) maji det H(—+/2,v/2) £ (—v/2,/2) stejné hodnoty, jako v bodé
(v/2,—v/2). Jedn4 se o lokalni minimum o hodnoté f(v/2,—v2) = (—v2)* + (vV2)* —
2(—v2)> +4- (—V2)v2 - 2(v2)* + 3 = —5.

V bodé (0,0) je det H(0,0) = 0. Jelikoz napf.

f(z,0) =2*+0* - 22 +42-0—-2- 0>+ 3 = z* — 22° + 3 = 2%(2*> — 2) + 3,
flz,z) =z +2*—22° + 4z -2 -2 2>+ 3 =22* + 3,
extrém zde neni. g
10.5. Taylortv vzorec

Pro funkci jedné proménné lze Tayloriv vzorec zapsat pomoci diferenciali vyssich
rada takto:

1 1
f(@) = f(zo) +df (z0)(z—20) +5; d*f (o) (z —z0) +- - -+ -1 4" (@0) (2 —20) + Ra(z —20).
V této podobé za obdobnych podminek lze ho zobecnit pro funkce dvou proménnych:

f(z,y) = f(%o,%0) + df (T0, %0) (T — To, ¥ — Yo) + %de(xo,@lo)(x —T0,Y —Yo) + ...

1
+ o d" f(zo,%0)(z — 2o,y — o) + Rn(z — 20,y — ¥0)-
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Diferencialy vysSich fadd pod&itdme podle pravidla d?f = d(df) atd. Podrobné&ji se
tomuto tématu vénovat nebudeme.
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