PREDNASKA 11

Globalni extrémy funkce dvou proménnych

11.1. Weierstrassova véta

Funkce jedné proménné, jez je spojitd na ohraniceném uzavieném intervalu, nabyva
na tomto intervalu své nejvétsi a nejmensi hodnoty (Weierstrassova véta). Tato véta plati
i pro funkce dvou a vice proménnych. Pro formulaci je potieba zavést nékteré definice.
Bud M mnoZina v R2.

DEFINICE 11.1. Mnozina M je ohranicend, jestlize celé lezi v néjaké kouli.

DEFINICE 11.2. Bod P € M je vnitrnim bodem mnoziny M, jestlize spolu s P v
M lezi i néjaké okoli tohoto bodu. Mnozina M se nazyva otevrena, je-li kazdy jeji bod
vnitinim.

V jistém smyslu opac¢nou vlastnost mé tzv. bod hranicni.

DEFINICE 11.3. Bod P je hranicnim bodem pro mnozinu M, jestlize v kazdém okoli
bodu P jsou jak body pattici do M, tak i body, jez do M nepatri. Mnozina vSech bodi,
jez jsou hrani¢ni pro M, se nazyva hranici mnoziny M.

Bod hrani¢ni pro mnozinu M mize lezet bud v M nebo mimo M.
PRIKLAD 11.4. Hranic{ mnoZiny
M={(z,y): 1 <2*+y*> <4}

je K1 U K,, kde K;, K, jsou kruznice se stfedem v (0,0) o polomérech 1 a 2. Pfitom
KecMaKiNnM=0g.

DEFINICE 11.5. MnozZina M je uzaviend, jestlize obsahuje svou hranici.!

VETA 11.6 (Weierstrassova véta o extremdlnich hodnotéch). Funkce spojit4 na ohra-
nic¢ené uzaviené mnoziné nabyva v ni své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Vsechny piedpoklady véty 11.6 jsou podstatné a nelze je vynechat.?

11.2. Nejvétsi a nejmensi hodnota funkce v ohranic¢ené uzaviené oblasti

Resen{ praktickych tloh ¢asto piivadi k potiebé nalezeni extremalnich hodnot spojité
funkce na uzaviené omezené mnoziné. Takovych hodnot funkce nabyva bud v bodech
lokalniho extrému nebo na hranici mnoziny, a pro jejich urcéeni lze postupovat takto.

(1) Nalézt staciondrni body a hodnoty funkce v téchto bodech.

17 uvedenych definic odvodime, %e otevienou je mnoZina, je neobsahuje #4dné body své hranice.

2Toto poznéme jiz pro funkce jedné proménné. Napf. funkce fi(x) = 1/z, fo(z) = 1 — & nenabyvaji
maximélni hodnoty na M = (0,1] (M neni uzaviend); f3(z) = ;77 je omezend na M = [0, +o0), aviak
nenabyva tam maximaln{ hodnoty (M je neomezend).
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(2) Vypoditat nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce na hranici oblasti.
(3) Vzit nejvétsi a nejmensi z nalezenych hodnot.

11.3. Priklady

PRIKLAD 11.7. Pro libovolné a > 0 najdéme nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce
f(z,y) = 2° —y* + 2a°
v kruhu z2 + 92 < a?.

Resend. Jelikoz f! = 2, fy = —2y, jedingm staciondrnim bodem je (0,0), v némz
£(0,0) = 2a°.

Nalezn&me nejvétsi a nejmensi hodnotu f na hranici kruhu, tj. na kruznici z?+y? = a?.
Pro (z,y) lezici na této kruznici méame

f(z,y) =2° —y* + 2a* = 2% — (a® — 2°) + 2a* = 22° + 24°,

a tudiZ se jedn4 o minimalizaci a maximalizaci funkce jedné proménné g(z) = 2z% + a?
pro —a < z < a (nebot body kruznice z2 + y? = a? maji |z| < a).

Staciondrnim bodem g je x = 0, pak g(0) = a®. V krajnich bodech intervalu, tj. v
bodech x = +a, mame g(+a) = 3a®.

Pak odvodime, Ze f nabyva nejvétsi hodnoty 3a v bodech (—a,0) a (a,0) a nejmensi
hodnoty a? v bodech (0,—a) a (0,a). (Nejmensi hodnoty a? funkce nabyvé v bodech
kruznice z? + y2 = a? pro z = 0, tj. y = +a). O

PRIKLAD 11.8. Urdeme nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

f(z,y) =2’y + zy> + 2y

v uzaviené oblasti M ohranicené kiivkami z =1,z =2, y = —%, Y= %

Resend. Zderivovanim obdrzime f,(z,y) = 2zy +y* + v, f(z,y) = 2zy + z* + z.
Staciondrni body se pak uréuji ze soustavy rovnic 2zy +y?> +vy = 0, 2zy + 2+ = 0, tj.

y2z+y+1)=0, z(z+2y+1)=0.
Dostévame stacionarni body (0, 0), (—1,0), (0,—1), ddle pak z rovnic
2r4+y+1=0, z4+2y+1=0.

obdrzime t¥eti bod (—3%,—1). Z&dny z t&chto bodi vSak nelezi v mnozing M (viz obré-
zek 11.1). Musime tedy vySetfovat hodnoty funkce na hranici oblasti M.

Vysetieme extremalni hodnoty funkce na hranici mnoziny M. Hranici je kfivka sesta-
vena z tsektit AB, BC, CD a DA, na nichz extreméalni hodnoty funkce vySetiime zvlast.

Na tseku ABjez =1, f(1,y) = y*+2y =: g1(y), kde —2 <y < 1. Pak g} (y) = 2y+2,
stacionarni bod je y = —1. Hodnoty funkce g; v stacionarnim bodé a v koncovych bodech
intervalu jsou

3 3
a(-1)=-1, g(1)=3, ¢ (—§> =1 (1)

NaBCjey:%,f(x,%) =z+:+1=:gy(z), kde 1 <z <2 Pak gj(z) =1— %,

staciondrni body jsou z = £1. V intervalu [1, 2] lezi pouze bod z = 1. Dostaneme hodnoty

! )

92(1) =3, 90(2)= 9
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(A) (B)

OBRAZEK 11.1. Oblast ohranitend kfivkamiz =1,z =2,y = —%, Y= %
Na CD je z = 2, f(2,y) = 2y + 6y =: ga(y), kde —3 <y < 3. Pak gij(z) = 4y + 6,
stacionarni bod je y = —%. Dostaneme hodnoty

o()--2 n()-1

Nakonec, na DA jey = =3, f (9:, —%) —32% 4+ 3z =: gy(z), kde 1 < z < 2. Pak
gi(z) = —3z + 2, staciondrni bod je z = %, ten vSak nelezi v [1,2]. Proto vypotéme
hodnoty v koncovych bodech intervalu:

3 9
1)=-= 2) =2, 4
94 (1) 4’ 94 (2) 9 (4)
Porovndme-li hodnoty vypoétené v (1), (2), (3), (4), obdrZime
1 7 3 9
Jmax = f (2, 5) =5 Join = f (2, —5) =5
Extreméalnich hodnot tedy funkce nabyva v bodech hranice uvazované mnoziny. O

=

PRIKLAD 11.9 (tiloha o maximalnim zisku). Vyrébi se dva druhy zboZi, jejichZ ceny
jsou P; a P, za jednotku. Popiste, jak urcit maximalni zisk z prodeje vyrobeného zbozi, je-
li znama funkce vyrobnich a vedlejsich vydaji S. Urcete maximalni zisk za predpokladu,
ze P, =8, P, =10, a funkci vydaju je

S(xl, .'132) = .'I?% + T1T2 + 1173
Reseni. Budte 1, £, mnoZstvi vyrobeného zboz{ kazdého z druhii. Funkce zisku je
f(z1,22) = Pizy + Poxy — S(21,22),

kde S(z1, x2) jsou souvisejici vydaje. Maximalizovat zisk znamend najit maximum veli¢iny
f(z1,22), kde 1 > 0, zo > 0. Jelikoz f, = P, — S, 1 = 1,2, rovnice pro urceni
stacionarnich bodi budou

P =8, (z1,22), Po=S;,(71,22).
Pro stanovené konkretni parametry tlohy cilovou funkci, jejiz maximum hleddme, bude

f(z1,29) = 821 + 1073 — 2% — 2175 — T3 (5)
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OBRAZEK 11.2. Hranice oblasti ohraniené kiivkami z = 1, z = 2, y =
3, _ 1
—» Y=

Jelikoz f; (x1,%2) = 8 — 2z, — x5 a f,,(x1,72) = 10 — 225 — x1, rovnice pro stacionarni
body budou
2x1 +x9 =8, 229+ 1 = 10.
Z téchto rovnic najdéme stacionarni body: z; = 8 — 2z, 2(8 — 2x;) + x; = 10,
6 — 321 =0, 21 =2, 25 =8 — 2z; = 4. Jedinym stacionérnim bodem je (zo, yo) = (2,4).
Pro urceni typu extrému zaplsme derivace druhého fadu f; , = (8 — 2z1 — 22);,, = —2,
zy = (8—=2m1—m3),, = —1, f ., = (10 —2zy—11),, = —2 a sestrojme Hessovu matici

2,4) (2, 4)) (-2 —1>

H 2 4 xlxl( xlxz .

( ) ( m2$1(2 4) x2x2(2 ) -1 -2

Jelikoz |H (2,4)] =4—1=3 > 0, extrém v tomto bodé je, pfi¢emz je to lokalni maximum,
nebot (2,4) =-2<0.

xlxl



OBRAZEK 11.3

Zjistili jsme, Ze v bodé (2, 4) ma cilova funkce (5) lokalni maximum o hodnoté f(2,4) =
16 + 40 — 4 — 8 — 16 = 28. Na hranici mnoziny M = [0, 00) X [0, 00), jez je sjednocenim
kladnych éasti soufadnych os, mé funkce hodnotu 0: f(z1,0) = f(0,z2) = 0. Bod (2,4)
je jedingm bodem lokélniho extrému, vSude jinde te¢na rovina neni ve vodorovné poloze
(obrazek 11.3).

Maximalni zisk tedy zajisti volba z; = 2, o = 4, to jest pro dosaZeni maximéalniho
zisku za danych podminek je potfeba vyrobit 2 jednotky zbozi 1. druhu a 4 jednotky
zbozi 2. druhu. U
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