PREDNASKA 1

v
4

iselna posloupnost

1.1. Opakovani

Prirozena a cela ¢isla, racionalni a iracionalni ¢isla, realnd cisla, komplexni ¢isla

1.2. Definice, vlastnosti

DEFINICE 1.1. Ciselnou posloupnosti rozumime nekonecnou posloupnost po sobé v
radé jdoucich cisel z,, n =1,2,....

Priklady:
Tp="n 1, 2, 3, .
1 1 1 1 1
Tn = — Y o) o) g4
n 23 4
(=1)n 1 11
= —1, 2, —=, = ...
v n 2 "3 14
Ciselna posloupnost z,, n = 1,2,.... Ohrani¢eni? Rostouci, klesajici? M4 vlastni

(kone¢nou) limitu? M4 nevlastni limitu (+00)?

1.3. Limita

DEFINICE 1.2. Cislo L € R je limitou posloupnosti {x, : n > 1}, jestlize k libovolné&
malému kladnému ¢islu € existuje N, takové, Ze pro vSechna n > N, plati |z, — L| < €.

Zminéné c¢islo zna¢ime N., nebot jeho hodnota zavisi na zvolené hodnoté €.

1.4. Bolzanova-Cauchyova podminka

DEFINICE 1.3. Ciseln4 posloupnost {z, : n > 1} spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu pod-
minku, jestlize ke kazdému libovolné malému kladnému € lze najit N, takové, Ze pro
vSechna n,m > N, plati

|zn, — zm| < €.

VETA 1.1. Posloupnost {z, : n > 1} spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku tehdy
a pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo L takové, Ze

lim =z, = L.
n—-+00

1



1.5. Srovnavaci véta

VETA 1.2. Budte {z,, : n > 1} a {y, : n > 1} dv& &iselné posloupnosti a necht existuji
limy, 400 Tpn & limy, 400 Yn-

(1) Jestlize existuje N takové, Ze pro vSechna n > N plati z,, < y,, pak

lim z, < lim .
n——+o00 n = n——+o0 Yn

(2) Jestlize

lim z, < lim
n—-+00 " n—-+o00 yn,

pak lze najit N tak, aby pro vSechna n > N platilo x,, < y,,.

1.6. Véta o sevieni (,,véta o dvou policajtech*)

VETA 1.3. Budte {z, : n > 1}, {y, : n > 1} a {2, : n > 1} &iselné posloupnosti a
necht existuji lim,,_, 1 2, & lim, . Y, & jsou si rovné:

lim z, = lim = L.
n—-+o0o n n—)—i—ooyn

Existuje-li N takové, ze pro vSechna n > N plati

Zn < Zn < Yn,
pak existuje lim, ,, 2, a
lim z, = L.
n—+o0o

1.7. Aritmetika limit

Aritmetika limit: existuji-li lim z,, = a, lim y,, = b, pak lim(z, +y,) = ab, lim(z,y,) =

abaprob;éOilimZ—:=%.

1.8. Limita monoténni posloupnosti

Monoténni posloupnost: rostouci (neklesajici) nebo klesajici (nerostouci). Rostouci
nebo klesajici: ryze monotonni.

VETA 1.4. Monoténni posloupnost mé vzdy limitu (moZn4 nevlastni). Limita omezené
monoténni posloupnosti je vzdy vlastni.

1.9. Podposloupnosti

Bud {z, : n > 1} ¢iselnd posloupnost. Jeji podposloupnost je posloupnost typu
{zk, :n > 1}, kde k1 < ks < k3 < ... je nekoneéna posloupnost pfirozenych cisel.

Priklady:

{zon_1 : m > 1}, liché cleny: z1, z3, s, ...

{zon :m > 1}z, 24, s, ...

VETA 1.5. Ciselnad posloupnost mé limitu tehdy a pravé tehdy, kdyZ vSechny jeji
podposloupnosti konverguji a jejich limity jsou stejné.

Dokézat, ze jistd posloupnost limitu nema: najit dvé podposloupnosti konvergujici k
riaznym limitam.

VETA 1.6 (Bolzanova—Weierstrassova). Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat pod-
posloupnost majici vlastni limitu.



1.10. Hromadné body

DEFINICE 1.4. Hromadnym bodem posloupnosti {z,, : n > 1} nazyvame bod, v jehoz
libovolné malém okoli se nachdzi nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti.

TVRZENT 1.1. (1) Kazda posloupnost mé hromadné body (je mozné, Ze nevlastni).
(2) Posloupnost mé limitu tehdy a pravé tehdy, kdyZz mé jediny hromadny bod.
(3) Bod ¢ je hromadnym bodem posloupnosti tehdy a pravé tehdy, kdyz v dané
posloupnosti existuje néjaka konvergentni podposloupnost, pro niz je ¢ limitou.

1.11. Limes superior a limes inferior

Limes superior (horni limita) a limes inferior (dolni limita): nejvétsi resp. nejmensi
hromadny bod dané posloupnosti.

DEFINICE 1.5. Bud {z, : n > 1} nekone¢nd posloupnost. Je-li ohrani¢en4 shora,

limsup z,, = lim supzy
n—o0 " n=00 p>n

a pro shora neohranicenou klademe lim sup,,_, ., =, = +00.
Je-li ohranicena zdola,
liminf z,, = lim inf x;
n—00 n—00 k>n

a pro zdola neohranicenou klademe lim inf, ., z, = —o0.

TVRZENT 1.2. (1) Vzdy je liminf,, o x, < limsup,, ., Zn;
(2) liminf, o z, = limsup,,_,., Z, pravé tehdy, kdyz existuje lim,,_,o, Zy;
(3) limsup,,_, .. (—z,) = — liminf, . z,.

PRIKLAD 1.1. VySetfeme hromadné body posloupnosti
1
T, = 5(2 + (=D, n=12,...

Reseni. Pro libovolné prirozené k je

1 1 1

= 2(2 -1 2k+1 =2(2—-1)=—Z=

v = 52+ (1) = S@-1) =,

1 1 3

S (=D 29 1) = 2

pricemz tyto vzorce vycerpaji vSechny moznosti. Hromadné body jsou
1 3
-5 = 1iT:E,I—l) %)I.}f Tp, 3= liinﬁs;}p Tp.

Limita lim,, ., x,, neexistuje.



