PREDNASKA 2

Limita funkce

2.1. Limita funkce v nevlastnim bodé

Limitou vyrazu f(z) v nevlastnim bodé rozumime hodnotu, k niZ se f(x) blizi pfi
x — 400 anebo x — —o0. Takova hodnota, obecné receno, existovat nemusi.

2.1.1. Vlastni limita v nekonecnu

Bud f funkce definované na (a,+00). Limitu f(z) pro  — +o0 lze definovat podobné
definici limity ¢iselné posloupnosti.

DEFINICE 2.1. Cislo L € R je limitou funkce f pro x — 4o0:
L= lim f(z),

T——+00
jestlize k libovolné malému kladnému c¢islu € existuje cislo 7. takové, Ze pro vSechna
x > T, plati
|f(z) — L| <e.
Zde hodnota L je realné cislo, limita je vlastni. Limita pro £ — —oo se definuje
obdobné.

PRIKLAD 2.1. Plati
lim 27* =0.

T—+00

Diikaz. Hodnota 27% = 2% klesa k 0 pro £ — +00 a tudiz bude L = 0. Aby platilo

27— | =27 —0| =27 = = <¢

2z
staci, aby 2 > 1 = 92 2 tj. (vzhledem k tomu, e & — 2° je rostouci) aby bylo z
dostateéné velké: z > log, L. O
2.1.2. Nevlastni limita v nekonecnu
Limita je nevlastni, jestlize je L = 400 nebo L = —o0.
DEFINICE 2.2. (1) lim, 100 f(z) = +00, jestlize k libovolné velkému A existuje
4 takové, Ze pro vSechna x > ry4 plati f(z) > A.
(2) lim, 400 f(z) = —00, jestlize k libovolné velkému A existuje r4 takové, Ze pro

vSechna z > r4 plati f(z) < —A.
Limita pro £ — —oo se definuje obdobné.

PRIKLAD 2.2. Plati

lim 2% = +o0.
T—+00
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Diikaz. Hodnota 2% je pro x — +00 neomezené rostouci. Pro libovolné velké A bude
27 > A, je-li 2% > 2824 tj. x > log, A. U

2.2. Limita funkce ve vlastnim bodé

Méjme funkci f : I — R s definiénim oborem I C R. Bud ¢ € R (je mozné, 7e ¢ &€ I
a f(c) neni definovéno).

DEFINICE 2.3. Rikdme, Ze bod ¢ je hromadngm bodem mnoziny I, jestlize v kazdém
okoli bodu c jsou néjaké body mnoziny I.

Tato vlastnost znamena, Ze se k bodu c lze jakkoliv tésné pfiblizit pomoci bodi
mnoziny I.

Je-li ¢ je hromadnym bodem mnoziny I, mé smysl uvazovat, jak se f(z) chova, kdyz
se x € I priblizuje k c.

Necht déle ¢ je hromadny bod pro 1.

2.2.1. Limita funkce v bodé: definice jazykem “c...6”

DEFINICE 2.4. Cislo L € R je limitou funkce f v bodé c:
L =lim f(z),

jestlize k libovolné malému kladnému ¢islu € existuje d. takové, ze pro vSechna z spliujici
|z — | < 4. plati

|f(z) —L| <e.

Vyznam této vlastnosti: pfi  se blizicim k ¢ se hodnota f(z) blizi k L.

2.2.2. Nevlastni limity

DEFINICE 2.5. Rikdme, %e f ma v bodé c limitu rovnou +oc:

lim f(x) = +o0,

T—C

jestlize k libovolné velkému &islu A existuje §4 takové, Ze pro vSechna x spliujici |z —¢| <
04 plati f(z) > A.

Obdobné se definuje lim,_,. f(z) = —oo.

2.2.8. Limita funkce v bodé: definice jazykem posloupnosti

Totéz lze definovat pres limity ¢iselnych posloupnosti:
DEFINICE 2.6. L € R, L = lim,_,. f(z), jestlize plati
lim f(z,) =L

n—+o0o
pro libovolnou posloupnost éisel {z, : n =1,2,...} takovou, Ze lim,,_, o z, = c.

Lze dokazat, Ze definice 2.5 a 2.6 maji stejny vyzndm.
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2.3. Jednostranné limity

Jednostrannd limita

lim f(x)

T—ct
(Cteme: “limita f(z) pro z — c zprava”) se definuje podobné limité lim, . f(z) s tim
rozdilem, Ze x — ¢ zprava, tj. £ — c a vidy z > c¢. Obdobné se definuje lim, . f(x).
Totéz lze formulovat jazykem ciselnych posloupnosti podobné odst. 2.2.3.

DEFINICE 2.7. L € R je limitou funkce f v bodé c zprava (L = lim, .. f(z)),
jestlize lim,, o f(z,) = L pro kazdou posloupnost €isel {z, : n =1,2,...} takovou, Ze
lim,, 1o n = c & T, > ¢ pro vsechna n.

DEFINICE 2.8. L € R je limitou funkce f v bodé c zleva (L = lim,_,._ f(x)), jestlize
lim, ;o f(z,) = L pro kazdou posloupnost éisel {z, : n = 1,2,...} takovou, Ze
lim,, o, = c a =, < ¢ pro vsechna n.

PRIKLAD 2.3. Plati
lim v/z =0, lim Inz= —o0.
z—0+

z—0+

Reseni. Vysledky jsou zcela ziejmé; poznamenejme jen, 7e lze uvazovat pouze jedno-
strannou limitu pro z — 0+, jelikoZ jsou funkce z — +/x a = — Inz definoviny pouze
pro xz > 0.

VETA 2.1. Limita lim,_,. f(z) existuje tehdy a pravé tehdy, kdyZ v bodé c existuji
obé dvé jednostranné limity a

lim f(z) = lim f(x).

T—c+ T—rCc—
PRIKLAD 2.4. Bud m pfirozené &islo. Dokazme, Ze limita
o1
lim —
z—0 ™

je rovna +o0o pro m sudé a neexistuje pro m liché.

Reseni. Pro libovolné prirozené k

i g = oo, Ji g =400
a proto limx_m ik +00. Budeme-li uvazovat Zk — pro z — 0 (z > 0), obdrzime, Ze
0< mTIH = m% = ! 5 4+00. Stejné tak obdrzime, Ze 0 > 2k+1 = %% — —o0. Proto je
1
AT, caert = T00 MW gy = o0

a dle véty 2.1 limita lim,_,o m%% neexistuje.

2.4. Neurdité vyrazy

S vyuzitim pojmu limity lze matematicky precizné vysetrovat tzv. neurcité vyrazy, jez
vznikaji v dlsledku dosazeni do vzorce bud +o0o nebo hodnoty, kde neni vyraz korektné
definovan (viz tabulka' 2.1).

Napft. 0 - co znamend limitu tvaru

lim f(z)g(z),

T—C

11 kdy# v p¥ipadé é lze ¥ici, Ze lim,_, . g(z) = 0 vzdy, kdyz lim,_,. g(z) je +00 nebo —o0, je spravné

takové vyrazy chapat porad jako neurcité a neoperovat s +00 a —oo jako s Cisly.
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TABULKA 2.1. Neurcité vyrazy

kde lim,_,. f(z) = 0 alim,_,. g(z) je +00 nebo —oco (anebo takovou je néjaka jednostranni
limita). Je to vyraz neuréity, nebot pro ruzné funkce f a g se chovani soucinu f(z)g(x)
pii x — ¢ muze lisit a tudiz vysledek obecné nelze jednoznac¢né urcit. Vskutku, je-li ¢ = 0,

(1) pro f(z) ==z, g(z) = L bude
ili%f(x) g9(x )—1111513l =lim1=1,

T z—0
(2) pro f(z) = z?, g(z) = L bude

1
. T 24 g Y
lny (0)ola) = lig " =l =0,
(3) pro f(z) =z, g(z) = 25 bude
. 1 1 .
91011)1(1)]‘(93) g9(x )—hmxﬁ—ill)r(l)ﬁ——l-oo,

(4) pro f(z) =z, g(z) = 2 limita
1

mf(e)el@) = me s =1n,
neexistuje,?
pricemz v kazdém z téchto pfipadl se jedna o neurcity vyraz typu 0 - co.
PRIKLAD 2.5. Vypod&téme
) z—1
im—.
-1 g2 —4x + 3
Reseni. Jelikoz
z—1 _ f(=)
—4z+3  g(x)’
kde f(1) = g(1) = 0, jedné se o neuréity vyraz typu g pro z — 1. Funkce f a g jsou
polynomy a pro kazdy z nich ¢islo 1 je kofenem. Plati g(x) = (z — 1)(z — 3) a proto
r—1 . r—1 . 1 1

lim ——— =1 = lim —— = —_.
2ol 2% — 4z + 3 w1—>n%(x—1)(x—3) 2ol — 3 2

Poznamenejme, Ze bez vyuZziti pojmu limity chovani funkce z — —*7"— +3 v okoli bodu 1
vySetfit nedokdzeme, nebof dosazeni x = 1 vede na neurcity vyraz %

2.5. Vyznamné limity

jsou zejména tyto:

. e _q
lim 22F — 1, lim < =1,
z—0 z—0 €T
In(1 1\*

i 2D g (1+—) — 1.

z—0 €T T—+00 €T

2yiz piiklad 2.4



2.6. Vlastnosti limit

VETA 2.2. Existuji-li koneéné lim,_,. f(z) a lim,_,. g(x), plati
lim((z) + (=) = lim /(z) + lim g(),
lim(/(2)9(2)) = lim £(z) - lim g(),

i 2ot

(-l I g() # 0).

PRIKLAD 2.6. Vypod&téme
sin 2z

11m .
z—0 @2 — 1

Reseni. Jedna se o typ g. Upravou obdrzime

sin 2x . sin2x 2z . sin2xz . 2z
im =lim——— =lim - lim =
z—0 @2¢ — ] z—0 2 e2r — ] z—0 2 z—0 e2r — ]

1,

nebot limity lim,_,o #5222 a lim,_,o 27 existujf a jsou rovny 1 (pro z — 0 je 2z — 0 a

2 . .
naopak; tudiz dle odst. 2.5 lim,_,o %222 = lim,_,o %2¢ = 1).

VETA 2.3. Je-li funkce v omezend v okoli bodu ¢ a lim,_,. u(z) = 0, pak bude
}g_)néu(w)v(w) =0.
Diikaz. Dle pfedpokladu existuje K > 0 takové, Ze v néjakém okoli bodu c je |v(z)| <
K. Pak bude |u(z)v(z)| < K|u(z)| — 0 pro x — c. O

PRIKLAD 2.7. Vypodteme
. zcos(2%)
lim ————2.
z—=4o0 Ipd _ 1

Reseni. U podilu —%— se jedné o vjraz typu 22. Zadani upravme takto:

3/zt—1
. xcos(2?) , x , x
lim ——~< = lim cos(2)——— = lim co0s(2?)——
T——400 13/1-4 -1 T—+00 ( )13/1-4 -1 T—400 ( ) 5 4 ( B l)
4
. T . 1
= lim cos(2”)————= = lim cos(2")— .
T—+00 :L_§31_ml4 T—+00 x§31_xi4
Pak dle véty 2.3 obdrzime
2.’1?
lim 2% _ g

T—+00 13/1.4 -1 -

jelikoZ je vidy |cos(27)| < 1 a limg_, oo 23 /1 — L = +o0.

2.7. Dakaz neexistence limity

2.7.1. S uZitim jednostrannych limit

Dikaz neexistence limity lze provést podle véty 2.1: limita lim, ,. f(z) neexistuje,
jestliZe neexistuje alespoii jedna z jednostrannych limit lim, ., f(z), lim,,._ f(x) anebo
obé dvé jednostranné limity existuji, avSak maji rizné hodnoty (viz ptiklad 2.4).
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2.7.2. S uZitim vybranych posloupnosti

Dle definice 2.6 limita lim,_,. f(z) existuje a je rovna L pravé kdyz

i flan) = L
pro libovolnou posloupnost {z, : n = 1,2,...} takovou, Ze lim,_, ., z, = c. Tudiz, pro
neexistenci limity lim,_,. f(x) bude stacit, najdeme-li dvé posloupnosti {z, : n =1,2,...}
a{Z,:n=12 ...} slim, o, = lim, o Z, = c takové, Ze
lim f(z,) =L, nl—igloo f(@,) =1L

n—+0o0
al#L.

PRIKLAD 2.8. DokaZme, Ze funkce f(z) = zsinz nem4 limitu pro z — 400 ani pro
T — —00.

Reseni. Hodnoty funkce f pii z rostoucim v kladnych ¢islech neustale kolisajf, pri¢emz
hodnoty funkce postupné zapliiuji intervaly tvaru (—A, A), kde A roste neomezené (viz
obrazek 2.1). Lze uplatnit myslenku s vybranim dvou raznych cest pro x — +oo, jez
vedou na rtzné vysledky pro hodnoty funkce.

Zvolme nekoneéné posloupnosti {z, : n =1,2,...} a {Z, : n = 1,2,...}, napf., tak,
aby platilo

sinx, =1, sinx, =0
pro kazdé n. Staci vzit
Ty = g + 27wn, Z, = mn.
Je ziejmé, ze lim,, , o x, = lim, ,,, T, = +00. Pak bude

lim f(.’L'n) - n1—1>I—iI-100 Tp SI0 T, = lim (g + 271'71) = +00,

n—-+o0o n—-+o0o
lim f(z,) = lim Z,sinz, =0
n—+o0o f( n) n—-+00 " " !

coz dokazuje neexistenci limity lim,_, ., f(z). Navic je funkce f sud4 a tudiZ neexistuje
ani lim, , o f().

1
T

PRIKLAD 2.9. DokaZme, Ze funkee f(z) = sin ( ) nema limitu pro z — 0.

Reseni. Pro z — 0+ je % — +00. Proto funkce v okoli bodu 0 neustdle kmité

mezi hodnotami —1 a 1, pfi¢emz pfi pfibliZzeni k 0 intenzita kmiti porad nartstd (viz
obrézek 2.2). Zvolme posloupnosti {z, : n=1,2,...} a {Z, :n=1,2,...} tak, aby bylo

1
sin(—)zl, sin(l)zo
In In

pro kazdé n. Je ziejmé, ze toto bude platit, jestlize

1 - 1

Ty = ————
§+27m’ ™

pfi¢emz obé dvé posloupnosti (2.1) jsou kladné a lim, . z, = lim,,« Z, = 0. Pak
pro kazdé n bude
/1 T . . (1 .
f(z,) = sin (—) = sin (— + 27m> =1, f(%,) =sin <~—> =sinmn =0
T 2 Tn
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OBRAZEK 2.1. Graf funkce y = zsinz
| /\
' nom 3n ow

=0

OBRAZEK 2.2. Graf funkce y = sin -

==

a proto lim, , o f(z,) # lim, 1 f(Z,). Dokédzali jsme, Ze neexistuje limita zprava
lim, 0. f() a tudi? neexistuje ani® lim,_,o f(z) .

2.8. Substituce v limité

VETA 2.4. Budte f funkce definovand v okoli bodu A a g funkce definované v okoli

bodu c. Existuji-li
lim f(z) = B, limg(z) = 4,

z—A
pak bude existovat i
lim f(g(x)) = B.

T—C

PRIKLAD 2.10. Vypodtéme

. . ( 1 )
lim sin{—).
T—>+00 x

3Vhledem k lichosti funkce f je jasné, 7e neexistuje ani lim,_,o_ f(x).
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Reseni. Pro f(z) = sinz je f(0) = 0 a veli¢ina 1 kles4 k 0 pro z — +o0. Proto lze
aplikovat vétu 2.4 s g(z) = 1, pro niZ je lim, 1 g(x) = 0:

lim sin (1) = lim f (%) = lim f(g9(z)) =0.

T—+00 T T—+00 T—>+00

Lze si také v8imnout, Ze pro dostatecné velké z (z > 1) bude 0 < 1 < 7 a tudiz

sin (%) > 0, tj. se kfivka bliZ{ k ose x shora (viz obrazek 2.2).

2.9. Spojitost funkce

Spojitou funkci si predstavujeme tak, ze jeji grafem je kiivka, kterou lze nakreslit bez
preruseni ,jednim tahem“. Pfesna definice vyuziva pojmu limity.

2.9.1. Spojitost funkce v bode

DEFINICE 2.9. Funkce f je spojitd v bod€ c, jestlize f(z) — f(c) pro z — ¢

lim £(z) = £(c).
Funkce f je spojita na otevieném intervalu I, jestlize je spojitd v kazdém jeho bodé.

VETA 2.5. Budte g funkce spojité v okoli bodu c a f funkce spojité v okoli bodu g(c).
Pak bude slozené funkce x — f(g(x)) spojitd v v okoli bodu c.

PRIKLAD 2.11. Funkce z — 2°%% z + sin(37%), x — +v/z2+ 1 jsou spojité na
(—00, 00). Funkce z +— sin(ln x) je spojité na (0, +00).

2.9.2. Metoda bisekce
VETA 2.6. Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b) a plati f(a)f(b) < 0, pak existuje
bod € € (a,b), v némz f(€) = 0.

Na tomto tvrzeni je zaloZzena tzv. metoda bisekce pfiblizného urceni reseni rovnice

f(z) =0. (2.2)

Tato metoda spociva v nasledujicim. Polozme ag = a, by = b a vypoctéme hodnotu f
v bod& 1 (ao+bo) (stfed intervalu (ao, bo)). Je-li f(ao)f(3(ao+bo)) < 0, vezméme a; = ay,
by = 3(ao + by), v opaéném pifpads* polozme a; = 3(ao + by), b1 = by. Pokracujme
obdobné na intervalu (aq, b;) atd. Obdrzime posloupnost zuzujicich se intervali (a,, b,)
takovych, Ze plati

f(an)f(bn) <0

pro vSechna n =0,1,.... Jelikoz

1
bn—an=2—n(b—a)—>0, n — 400,

budou a, a b, konvergovat k feSeni rovnice (2.2).

4Vyjde—li hodnota f ve stfedu intervalu 0, znamend to, Ze feSeni rovnice (2.2) jsme jiz nalezli.
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2.9.3.  Druhy bodi nespojitosti
jsou nésledujici:
(1) existuje lim,_,. f(z), ale lim,_,. f(z) # f(c) nebo f(c) neni definovino (odstra-
nitelné nespojitost)
(2) existuji kone¢né jednostranné limity a lim, . f(x) # lim, ., f(z) (typI ,skok*)
(3) alesponi jedna z limit lim, . f(z) a lim, ., f(x) je nevlastni nebo neexistuje
(typ IT)



