PREDNASKA 4

Diferencial, véty o stfedni hodnoté, I’ Hopitalovo pravidlo

4.1. Derivace
Budte f : I — R funkce na intervalu I a z, je vnitini bod I.

DEFINICE 4.1. Existuje-li limita

(@) = f) _

T—T0 xr — xo

I (zo), (4.1)

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé zy a znacime f'(zo).

Je-li limita v (4.1) nevlastni, fikdme, Ze funkce f v bodé zy mé derivaci nevlastni. V
pripadé, kdyz limita neexistuje, v daném bodé funkce derivaci nema.
Substituci z — zo = h 1ze (4.1) pfepsat na tvar

f(zo +h) — f(z0)

. _pt
lim . = f'(zo). (4.2)
Alternativn{ zpiisoby zdpisu derivace jsou f'(z) = L f(z) = %(;). Je-li y = y(x)
funkce proménné z, pak lze psat
dy
= 43
V=, (4.3)

a formalné chapat tento vyraz jako podil priristku hodnoty zdvisle proménné v poméru
k nekonecné malému prirustku nezdvislé proménné.

4.2. Diferencovatelnost a diferencial

4.2.1. Diferencovatelnost funkce

DEFINICE 4.2. Funkce f je diferencovatelnd v bodé xg, jestlize existuje konstanta A
takova, ze plati

i @0+ 1) = f(z0) = Ah

h—0 h

=0. (4.4)

VETA 4.1. Funkce jedné proménné f : I — R je diferencovatelnd v bodé zy prévé
tehdy, kdyZ ma v tomto bodé konecnou derivaci.

Diikaz. Plati-li (4.4), bude

f(zo+ h) — f(z0) — Ah
h

= a(h)



kde a(h) — 0 pro h — 0. Proto f(zo + h) — f(zo) — Ah = ha(h), f(zo + h) — f(zo) =
(A+ a(h)) h a tudiz

lim f(@o +h) — f(z0)

h—0 h

= lim (4 + a(h)) = A.

Toto znamend, Ze f'(xo) existuje a f'(zo) = A.
Naopak, existuje-li f'(zo), pak dle (4.2) je

Pt = T00) _ (o) + (),

kde S(h) — 0 pro h — 0, a tudiz

f(xO + h’) - fiExO) - f’(.’l}o)h _ ﬁ(h)

Takto jsme pfisli k (4.4) s A = f'(o). O

Diferencovatelnost funkce znamené, Ze v okoli daného bodu ji 1ze libovolné presné
aproximovat linedrni funkei, odpovidajici teéné pfimce (dle véty 4.1 A v (4.4) je rovno
f'(xo), coz je smérnice teCny v tomto bodé).

4.2.2.  Diferencidl

DEFINICE 4.3. Vyraz f’(zo) h (pfesnéji feceno, linedrni funkce h — f’(x¢) h) se na-
zyva diferencidl funkce f v bodé x.

Diferencial f’(zo)h vyjadfuje hlavni ¢ast pfirtstku funkce f(zo+ h) — f(xo), odpo-
vidajiciho zméné argumentu h:

f(@o +h) = f(zo) = ' (z0) b+ a(h),
kde a(h) — 0 pro h — 0. Zanedbame-li a(h) pro mala h, vychdzi
f(xo+h) — f(zo) = f' (z0) h- (4.5)
Vzorce (4.5) l1ze uzit pro pfiblizny vypocet prirastku funkce.
POZNAMKA 4.1. VySe uvedené umoziiuje chdpat vyraz v (4.3) jako zlomek a psét
dy = ¢ dz. (4.6)
4.3. Nékteré dilezité véty
Bud f : I — R funkce na intervalu I.

VETA 4.2 (Férmat). Bud z, vnitfni bod I takovy, Ze f v zo nabyvd maximdalni nebo
minimélni hodnoty. Pak, existuje-li f'(zo), musi byt f'(zo) = 0.

Toto tvrzeni lze snadno dokazat, odvodime-li, Ze plati

LEMMA 4.1. Necht existuje koneénd derivace f’(zo).
(1) Je-li f'(zg) > 0, pak pro z blizka zy, > =z, plati f(z) > f(zo).
(2) Je-li f'(z) < 0, pak pro z blizka g, z < xo, plati f(z) < f(zo).

Toto lemma vyjadiuje skutecnost, Ze pfi f'(zo) > 0 (resp., f'(zo) < 0) funkce f v
bodé x, roste (resp., klesd). Véty 4.2 podstatné uzijeme, budeme-li vySetfovati maximaln{
nebo minimélni hodnoty funkce.

VETA 4.3 (Rolle). Bud f funkce spojitd na uzavieném intervalu [a,b], pFiGemZ ve

vSech bodech z (a,b) mé f kone¢nou derivaci. Je-li f(a) = f(b), pak existuje ¢, a < ¢ < b,
takové, ze f'(c) = 0.



Diikaz. Predpokladejme, Ze f neni konstantni. Dle Weierstrassovy véty spojita f na-
byva svych maxima a minima v né&jakych bodech z [a, b], pfiemZ vzhledem k tomu, Ze
f(a) = f(b), alesponi jeden z téch bodu c lezi mezi a a b. Dle véty 4.2 bude f'(c) =0. O

VETA 4.4 (Lagrange; véta o stfedni hodnoté). Bud f funkce spojitd na uzavieném
intervalu [a, b], pfiCemZ ve vSech bodech z (a,b) mé f kone¢nou derivaci. Pak existuje c,
a < c < b, takové, ze

f(0) - fla)

()] (47)

(b) f(a

Diikaz. Polozme = k a definujme pomocnou funkci

F(z) = f(z) — f(a) — k(z — a).

Je ziejmé, ze y = f(a) — k(z — a) je rovnici spojnice bodu (a; f(a)) a (b; f(b)). Pak bude
F(a) =0, F(b) = f(b) — f(a) —k(b—a)=0a

F'(z) = f'(z) — k. (4.8)
Funkce F' tak spliuje predpoklady Rolleovy véty 4.3 a proto mezi a a b existuje bod c,
kde je F'(c) = 0. Vzhledem k (4.8) toto znamen4, Ze jsme dokdzali (4.7). O

VETA 4.5 (Cauchy; véta o stfedni hodnoté). Budte f, g funkce spojité na uzavieném
intervalu [a, b], pFicemz ve vSech bodech z (a,b) maji f, g konecné derivace a ¢’ # 0 na
(a,b). Pak existuje ¢, a < ¢ < b, takové, Ze

) - f(@) _ 1)
9(0) —g(a) ~ g0’

Diikaz. Za danych pfedpokladi plati g(b) — g(a) # 0, nebot v opa¢ném piipadé dle
Rolleovy vety by bylo ¢'(zo) = 0 v néjakém bodé zy € (a,b).

(4.9)

Definujme
F@) = @) - f@) - L0 () - g(a)
pak bude F(a) = F(b) =0,
Po) = @) - 108y (4.10)

9(b) = (a)

Funkce F' splituje pfedpoklady Rolleovy véty 4.3 a proto existuje ¢ € (a,b), kde je F'(c) =
0. Dosadime-li v (4.10) z = ¢, obdrzime (4.9). O

4.4. L’Hoé6pitalovo pravidlo

Tvrzeni, jemuz se tikéa [’Hopitalovo pmm'dlo poskytuje u¢inny nastroj, mnohdy umoz-
nujici snadno vysetfit neurcité vyrazy typu 0 @ =, to jest limity lim,_,, £ g’;) kde f(z) a
g(x) zéroven konverguji k 0 nebo do nekonecna

VETA 4.6 (I'Hopitalovo pravidlo pro J). Necht v
lim /()

Tr—a g([l;)
3



je lim,_,, f(x) = lim,_,, g(z) = 0, v okoli’ bodu a funkce f a g maji konetné derivace,

g # 0 a existuje pomocné limita lim,_,, F(2) pak existuje i pivodni limita a plati

g'(z)”
f'(z)

- fl@)
M gw) e gla)’

Obdobné pro 2.

Schéma dukazu. Pro jednoduchost uvazujme pfipad, kdyz hodnoty f a g v a jsou
definovany:
f(a)=g(a) =0. (4.11)
Zvolme libovolné z v blizkosti bodu a. Dle Cauchyovy véty o stfedni hodnoté (véta 4.5)
mezi a a x lze najit bod c, kde plati

f(z) — fa) _ f'(c)
9(z) —g(a)  g(c)
Vzhledem k (4.11) toto znamen4, Ze
@) _ £
g(z)  g'(o)’
a staci poznamenat, Ze pii £ — a bude i ¢ — a, ponévadz c lezi mezi a a x.
Neni-li néjakd z funkci f a g v bodé a definovéna (at je to napf. f), dodefinujeme ji v
bodé hodnotou limity lim,_,, f(z) = 0. Obdrzime tak spojitou funkci, k niz lze aplikovat
predchozi postup. O

Dosti casto byva vhodné pouzit L’Ho6pitalovo pravidlo opakované.

PRIKLAD 4.1. Pfi libovolném pfirozeném m opakovanym vyuZzitim I’Hopitalova pra-
vidla pro limitu lim,_, ””e—: typu 22 obdrzime
™ mz™ 1 m(m — 1)z™ 2 . m!

lim — = lim = lim coo= lim — =0.
z—+oo eT z—+00 et T—+00 et z—+oo e

POzZNAMKA 4.2. Vyuziti ’'Hopitalova pravidla je nevhodné, kdyZ pro danou limitu
lze doporucit néjaky jednodussi pristup. Je napr. zfejmé, ze
2% +1 1+ 25

zEI—iI-loog;99+;1;98++x+1 :wl1>1—+1-1001+%+xl2++z% =1L

Pro dosazeni stejného vysledku vyluéné pomoci I’'Hopitalova pravidla méli bychom ho

99 98
v_ v Ve ' K _l’_]_ 1 99,
zcela zbytecné pouzit 99krat: lim, oo soo7o057 - 7577 = iMoo gogosroseorrgy atd-

Obcas se stava, ze I’'Hopitalovo pravidlo neni U¢inné vzhledem k tomu, Ze pii jeho
vyuziti nedochézi ke zjednoduseni ptivodni limity.

PRIKLAD 4.2. Pro limitu lim,_, —“’x;H = 1 vyuziti 'Hopitalova pravidla dava

[eS] 2z
. z2+1 . 2y/2211 . z . L Vaz+l
lim —— = lim = lim ———= lim oy — lim —
T—+00 T T—+00 1 z—+00 /2 4+ 1 T—+00 z T—+00 T

24/ 2241
atd. ad infinitum.

IM4 se na mysli prstencové okoli bodu a, tj. okoli s vyloudenym bodem a (mnoZina téch = # a, pro
néz |x| < r néjakym r > 0).



4.5. Priklady vyuziti I’Hopitalova pravidla
4.5.1.  Viyznamné limity

Pomoci ’'Hopitalova pravidla lze snadno odvodit tyto ,,tabulkové® limity typu 8:

. sinzx . COosZx
lim = lim =1.
z—0 2 z—=0 1
1
In(x +1 =7
lim (—) = lim &t =1
z—0 T z—=0 1
et -1 . e”
lim =lim—=1
z—0 x z—0 1
arctg x :
. 2
lim =lim & =1,
z—0 T z—0 ]
1
. arcsinx . 1—z2
lim = lim =1.
z—0 x z—0 1
4.5.2.  Dalsi priklady
P~ 1
o0 Inz =
lim — = lim £=0
N z—+oo 1
0° o0 1 1 1
0 27 E (_F) In2
lim 72 = lim - = lim T =
z—0~ z—0— = z—0~ — =5
OOO x x
. 1 Inz
lim 2z = lim (e"%)s = lim e+ =&’ =1
T—+00 T—+00 T—+00
0-00 =
o0 Inzx 1
lim zlnz = lim —— = lim —%- = lim (—z) =
Oov->O+ z—0+ Z =0+ — = z—0+

X
11I51+ z° = 11%14_ (eln””> = lim *"* = =1
Tr— r—

4.6. Derivace vyssich radu

Budte f : I — R funkce na intervalu I a x, je vnitini bod I a necht existuje f’(zo).
Pak je f’ funkci, definovanou v okoli bodu z,. Existuje-li derivace funkce f’, nazyvame

ji druhou derivace funkce f a zna¢ime f” anebo 327{. Obdobné se definuji vyssi derivace
f”/, f(4) atd.



