PREDNASKA 5

Aplikace derivace: pribéh funkce jedné proménné

5.1. Vysetieni pribéhu funkce — typické schema

Vysetrit prubéh funkce znamend analyticky zjistit co nejvice jejich vlastnosti a tak si
zodpovédét otazku ,Jak se tato funkce chova?“. Pti vySetfovani pribéhu funkce obvykle
provadime fadu z nésledujicich ikont:

(1) Uréime definicni obor funkce a obor jejich hodnot.

(2)

(3) Zjistime, jestli je omezend, vysetfime jeji spojitost.

(4) Vypoditame priseciky s osou z a s osou y.

(5) Zjistime intervaly, kde funkéni hodnoty jsou kladné a kde zaporné.

(6) Nalezneme eztrémy funkce a zjistime intervaly monotonnosti funkce.

(7) Nalezneme inflexni body a intervaly konveznosti a konkdvnosti.

(8) Uréime, zda mé funkce asymptoty a pokud ano, vypiSeme jejich rovnice a je
graficky znazornime.

(9) Nadrtneme graf funkce.

U nékterych kroki podstatnym zptsobem vyuzivime pojmi limity a derivace.

5.2. Monotonnost a lokalni extrémy

Pomoci pojmu derivace lze efektivné vysetfovat charakter monotonnosti funkce jedné
proménné a jeji extreméalni hodnoty.

5.2.1. Monotonnost funkce
Bud I otevieny interval. Monotonnost funkce lze ovétit podle znaménka smérnice
tecny.
VETA 5.1. Necht m4 funkce f na I derivaci. Pak plati:
e je-li f'(z) > 0 pro z € I, pak je f je rostouci na I;
e je-li f'(z) <0 pro z € I, pak je f je klesajici na I.

Diikaz. Dikaz je zaloZen na vzorci

’ T

f'(z) = lim

Je-li f'(x) > 0 v bodé z € I, pak vzhledem k (5.1) existuje dostateéné malé § > 0 takové,
ze bude 7 (f(z+h)— f(z)) > 0 pro 0 < h < §, coZ znamené, Ze je f rostouci na (z, z +0)
atd. O

(5.1)

flx+h) - f(z)
- :
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OBRAZEK 5.1

5.2.2. Lokdlni extrém funkce

DEFINICE 5.1. Funkce f ma v bodé zq lokdlni minimum, jestlize vSude v nékterém
okoli I bodu z (s vyjimkou bodu z¢) jsou hodnoty funkce vétsi nez f(zo), tj.

f(z) > f(xo) proxz € I\ {zo}.
DEFINICE 5.2. Funkce f ma v bodé zy lokdlni maximum, jestlize vSude v nékterém
okoli I bodu zy (s vyjimkou bodu zg) jsou hodnoty funkce mensi nez f(x), tj.

f(z) < f(zo) proz € T\ {zo}.

DEFINICE 5.3. Funkce méa v bodé lokalni extrém, jestlize je v tomto bodé jeji lokalni
minimum nebo maximum.

Slovo ,lokalni“ v téchto definicich vyjadfuje skutecnost, Ze se jedna o chovani funkce
v ur¢itém malém okoli (mé-li funkce v bodé z, lokalni maximum, neznamena to, Ze v
blizkosti tohoto bodu neni jiny bod maxima, avSak v dostateéné malém okoli bodu z
hodnoty funkce budou rozhodné mensi, nez f(zo)).

5.2.8.  Staciondrni body
Bud f : I — R funkce na intervalu I.

DEFINICE 5.4. Bod z je staciondrnim bodem funkce f, jestlize f'(zo) = 0 nebo f'(zo)
neexistuje.

VETA 5.2 (Férmat; nutnd podminka pro lokdlni extrém). Bud z, vnit¥ni bod I takovy,
ze f v o nabyva lokdlné maximalni nebo minimélni hodnoty. Pak, existuje-li f'(x), musi
byt f’(J?Q) =0.

Napf. f(z) = 22 + 1 m4 minimum v 7o = 0. Je to staciondrni bod pro f, jelikoZ
f'(xzo) = 2xz9 = 0. Funkce g(z) = |z| m4 minimum v zo = 0, tefna v bodé zy = 0
neexistuje.

POzZNAMKA 5.1. Existuje-li v staciondrnim bodé tecna, je vzdy vodorovni.
P0OzZNAMKA 5.2. Splnéni nutné podminky f'(z¢) = 0 jesté nezarucuje, Ze je v daném
bod& x, lokalni extrém. Napi. pro f(z) = z* je f'(0) = 0, avSak je to funkce neklesajici

(mimo bod 0 ryze rostouci) a tudiz lokdlni extrémy nemé. Podminka je tedy skutecné
pouze nutnou, nikoliv postacujici.



5.2.4. Urcent lokdlniho extrému pomoci derivaci
5.2.4.1. Urceni lokdlniho extrému podle 1. derivace

Ovérit, zda v daném stacionarnim bodé skutecné je lokalni extrém, lze pomoci uréeni
znaménka prvni derivace vySetfované funkce.

VETA 5.3. Necht z¢ je staciondrnim bodem (f'(z¢) = 0). Funkce f mé v zo:

(1) lokdlni maximum, jestlize v tomto bodé méni f’ znaménko z ,+“ na ,—*“ (f
roste a poté klesd).
(2) lokélni minimum, jestliZe v tomto bodé méni f’' znaménko z ,—“ na ,+“ (f

klesé a poté roste).
Jestlize ke zméné znaménka derivace v bodé xy nedochazi, nema funkce v tomto bodé
extrém.
5.2.4.2.  Urceni lokdlniho extrému podle vyssich derivaci
VETA 5.4. Necht z, je staciondrnim bodem a existuje f'(xz¢) = 0. Necht m4d f v bodé

xo druhou derivaci. Pak plati:

(1) jestlize f”(x¢) < 0, pak mé f v bodé zy lokdlni maximum

(2) jestlize f”(xo) > 0, pak méa f v bodé z( lokdlni minimum.

PozNAMKA 5.3. Lze doporudit jednoduchou pomtcku k zapamatovani
podminky véty 5.4: f(z) = z? m4 v 0 minimum (2 > 0), f(z) = —2? m4 v 0 maximum
(-2 <0).

Jestlize f"(zo) = 0, véta 5.4 neumoziuje rozhodnout o tom, zda v staciondrnim bodé
Zo je nebo neni lokalni extrém funkce. V takovych pripadech lze vyuzit vyssich derivaci.

VETA 5.5. Necht mé f v bodé zy koneénou derivaci (n 4+ 1)ho fadu (n > 1) a plati

f'(mo) =0, f(z0) =0, . F™ (zg) =0, £ (o) # 0.

Potom:

(1) je-li n liché, pak m4 f v bod& z, lokalni extrém (minimum pro f™+%(z,) > 0,

maximum pro f™+(z,) < 0)
(2) je-li n je sudé, nemé f v bodé z, lokdlni extrém.
PRIKLAD 5.1. Pro funkci f(z) = z* plati f'(z) = 4z3; f'(zg) = 0 pro zo = 0;

f"(z) = 1222, f"(z) = 24z. Plati tedy f@(x) = 24, f®(0) = 24 > 0. Cislo n = 3 je
liché a tudiz f v bodé 0 m4 lokalni minimum.

PRIKLAD 5.2. Pro f(z) = z* je f'(z) = 3z?% f'(z0) = 0 pro zo = 0; f"(z) = 6z,
f"(z) =6 > 0. Cislo n = 2 je sudé, a proto neméa f v bodé 0 extrém.

Obrazek 5.2 znazornuje skutecnosti, uvedené v prikladech 5.1 a 5.2.

5.3. Konvexnost a konkavnost, inflexni body

Bud f realns funkce na otevieném intervalu I, kterd m4 v kazdém bodé derivaci.!

ICharakterizace konexnosti pomoci teény vyZaduje existenci derivace funkce, tj. hladkost jejiho grafu.
Bez pouziti derivace se d4 konvexnost funkce popsat tak, Ze graf funkce na kazdém intervalu (zo,z;)
lezi pod spojnici krajnich bodi tohoto intervalu. Obdobné pro konkavnost. Konkavanost a konvexnost
nehladké funkce zde vysetfovat nebudeme.
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OBRAZEK 5.2

DEFINICE 5.5. Funkce f se nazyva konvexni na I, jestlize jeji graf lezi nad tecnou
sestrojenou v bodé (z, f(z)) pro kazdé = € I. Funkce f se nazyva konkdvni na I, jestlize
jeji graf lezi pod te¢nou sestrojenou v bodé (z, f(x)) pro kazdé = € I.

Tyto vlastnosti urc¢uji smér zaktiveni grafu funkce. Jejich geometrické znazornéni na-
lezneme na obrazku 5.3.

(A) konvexni (B) konkédvni

OBRAZEK 5.3

Konvexnost a konkavnost lze rozliSit podle druhé derivace.

VETA 5.6. Necht m4 funkce f na I druhou derivaci. Pak plati:
(1) je-li f’(z) > 0 pro z € I, pak f je konvexni na I
(2) je-li f’(z) <0 proz € I, pak f je konkdvni na I.

Moznd pomticka k zapamatovani podminky véty 5.6 je podobna uvedené
v pozndmce 5.3: f(z) = z? je konvexni (f” = 2 > 0 a f(z) = —z? je konkévni (f” =
-2<0).

Idea dikazu. Pro konvexni funkci smérnice teény pii zvetSeni argumentu roste. Toto

znamend, ze f’ je rostouci funkce a tudiz (')’ = f” > 0. O

DEFINICE 5.6. Bod z( je inflexni pro funkci f, jestlize v tomto bodé se konvexni
charakter chovani méni na konkdvni nebo naopak, konkavni na konvexni.

Piikladem inflexniho bodu je bod zq = 0 pro funkei f(z) = z® (viz obrazek 5.2).
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VETA 5.7 (nutnd podminka pro inflexni bod). Je-li zo inflexni bod funkce f a existuje-
li f"(zo), pak plati

f”(.’IJo) =0.

Pti vySetfovani konvexnosti funkce je tedy vhodné zacit uréenim bodi xo, podezreljch
z infleze, tj. takovych, kde f”(zo) = 0 nebo f”(x() neexistuje. O tom, zda takovy bod je
nebo neni inflexnim, rozhodneme podle znaménka druhé derivace funkce vlevo a vpravo
od zy (véta 5.6): bod zy bude inflexnim, jestlize v ném dochézi ke zméné znaménka f”.
Jednu z postacujicich podminek inflexe poskytuje

VETA 5.8. Bud z, bod podezfely z inflexe: f”(zo) = 0. Jestlize
" (@) # 0,
pak je zy inflexnim bodem funkce f.
Nasledujici véta je upresnénim véty 5.5.
VETA 5.9. Necht mé f v bodé z, derivaci (n + 1)ho fadu (n > 1) a plati
f'(xo) =0, f"(z0) =0, . £ (z0) =0, £ (z0)50.

Potom:
(1) je-li n liché, pak m4 f v bodé z, lokalni extrém (minimum pro f™+%(z) > 0,
maximum pro f™+(zy) < 0)
(2) je-li n sudé, pak je xy inflexnim bodem funkce f.
5.4. Priklady
PRIKLAD 5.3. VySetfeme pribéh funkce f(z) =ze™®.

Reseni. Funkce je spojitd a mé derivaci na (—oo,00). Je zfejmé, Ze f(z) > 0 pro
z >0, f(r) <0proz <0a f(0) =0. Pro vySetfeni intervali ristu a poklesu vypoc¢téme
derivaci:

fl(z) = (:c e_‘”)/ =e"—ze’=(1—-1z)e". (5.2)

Vzhledem k (5.2) je f'(x) kladné pro z < 1 a zdpornd pro x > 1. Funkce je tedy rostouci
na (—oo,1) a klesajici na (1,00). Je praktické si takové vlastnosti znézornit graficky

(obrézek 5.4).
/ =\
1

OBRAZEK 5.4

JelikoZ v bodé 1 se rist funkce méni na pokles, podle véty 5.3% m4 funkce f v tomto
bodé& lokélni maximum o hodnoté f(1) = e~ = 0,3.

Smér zakiiveni grafu této funkce (intervaly konvexnosti a konkavnosti) uréeme podle
druhé derivace. Zderivovdnim vzorce (5.2) obdrZime

ffz)=—e*—(1—-xz)e"=(x—2)e". (5.3)

2Jelikoz ve vzorci (5.3) je vypoéitan druhé derivace f”, lze vyuit i véty 5.4: v bodé 1 mé funkce f
lokdlni maximum, nebot je (1) = —e~! < 0.



Vidime, ze f”(x) pravé tehdy, kdyz = = 2, pfiCemz f"(x) < 0 pro z < 2 a f"(z) > 0
pro z > 2. Funkce je tedy konvexni na (2, 00) a konkdvni na (—o0,2). Bod 2 je inflexnim
bodem.
Nyni vySetfeme, jak se funkce chova ve sméru —oo a co. Pro £ — 400 s vyuzitim
I’Hopitalova pravidla obdrzime _
lim f(z) = lim L= lim 1 =0,
T—+00 z—+oo T r—+oo T
pficemz f(z) je kladné pro kladné z. Pro £ — —oo bude
lim f(zr)= lim ze® = lim (—t)e’ = — lim te’' = —oco.
T——00 r——00 t—+o00 t—+o00
Zjisténé informace jiz umoznuji nacrtnout graf funkce. Kresleni grafu je vhodné zacit
hodnotami funkce v duleZitych bodech: f(0) = 0 (zména znaménka funkce), f(1) =1/e
(bod lokalniho maxima), f(2) = 2/e? (inflexni bod); déle pokracujeme podle schématu
na obrazku 5.4 s vyuzitim informaci o sméru zaktiveni grafu. Vysledek je na obrazku 5.5.
Vsimnéme si rtiznych sméra zakfiveni grafu v okoli inflexniho bodu (pro vérnéjsi zakresleni
je vhodné sestrojit te¢nu). d

xe "

OBRAZEK 5.5

Uvedme priklad vyuziti vlastnosti derivace pro vytesSeni jedné praktické ulohy.

PRIKLAD 5.4. Tovarna vyrabi hlinikové kanystry o objemu V. Kanystry jsou ve tvaru
valce. Je potfeba uréit rozméry tak, aby naklady na pouzity hlinik byly nejnizsi.

Reseni. Povrch vélce S musf byt minimélni. Necht mé vélec visku h a polomér pod-
stavy r. Dle vzorci plati

S =2mr® + 2nrh, V = mrh.

Objem je vzdy V, proto h = ﬂl Dosadime-li to do vzorce pro povrch vélce, obdrzime

r2”
funkci proménné r > 0:

2V
S(T) = 27T7'2 + T
Zderivovanim obdrZime
S'(r) =4 2‘/—2231/ 5.4
(r) = wr—r—z—ﬁ(wr— ), (5.4)
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a rovnice pro uréeni stacionarnich bodi bude mit tvar 2wr® = V. Jedinym staciondrnim
bodem je r, = 1/ % a tudiz pouze v tomto bodé r, se miize ménit charakter monotonnosti
funkce S. Funkce r — 73 je rostouci a proto, vzhledem k (5.4), je-li r > r, (resp. 7 < r.),

bude S’(r) > 0 (resp. S’(r) < 0). Toto znamend, Ze r, je bodem lokélniho minima pro S.
Z4dn4 jind minima tato funkce nem4.?

27

3\ 3 3 3
= ) = (7))
mrs ﬂ_(vz )3 Vv T 2m

1
Dosadime-li ted r = r, = (1) * do vzorce pro h, obdrzime optimalni hodnotu h = h,:

(2m)?
Pro splnéni stanovené podminky optiméalni spotfeby materialu se tedy musi vyrabét ka-
nystry ve tvaru valce, jehoz vyska je dvojnasobkem poloméru podstavy. O

37de lze vyuzit limit v nekonenu: je zfejmé, ze

lim S(r) =+oco0, lim S(r) = +oo0,
r—0t r—+o00
a tudiz v jediném staciondrnim bodé r, > 0 bude funkce S mit minimalni hodnotu.
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