PREDNASKA 6

Vysetrovani pribéhu funkce jedné proménné

6.1. Asymptoty, jejich druhy a zptisob urceni
6.1.1. Asymptota

U nékterych funkci lze pozorovat, ze pro dostatecné velké hodnoty argumentu se
jeji vyvoj postupné stabilizuje a ¢im dal, tim vice se graf podobé pfimce. V takovych
pripadech mé funkce tzv. asymptotu. Znalost asymptoty vyznamné pomaha pii zobrazeni
funkce na grafu.

Bud f funkce definovana na neohrani¢eném intervalu.

DEFINICE 6.1. Asymptota je pfimka, ke které se graf funkce v +00 nebo —oo neustéale
blizi. Je-li y = kx + b rovnici této primky, znamena to, Ze plati

f(x) —kx—b—0 (6.1)
pro £ — 400 (asymptota v +00) anebo pro z — —oo (asymptota v —o0).
6.1.2. Druhy asymptot
Asymptoty byvaji se smérnici anebo bez smérnice, to jest svislé.
6.1.2.1. Asymptoty se smérnict
DEFINICE 6.2. Asymptotou se smérnici rozumime asymptotu s rovnici y = kx + b.

V zévislosti na smérnici miZe byt takova asymptota Sikmou anebo vodorovnou. Asym-
ptotu vodorovnou mé funkce, pro niz existuje kone¢na limita v 400 anebo —oc.

PRIKLAD 6.1. Funkce f(z) = 277, g(z) = 27% sin z maji vodorovnou asymptotu y = 0
pro £ — +oo (obrazek 6.1).

Asymptotu sikmou ma funkce, jez konec¢nou limitu v 00 nemaé, avsak chova se v 400
nebo —oo skoro jako linearni funkce. Piesnéji feceno, existuji konstanty k a b takové, ze
pro £ — 400 anebo x — —oo plati (6.1). Vodorovnd asymptota formélné je specidlnim
pripadem Sikmé pro smérnici k = 0.

Sikmé asymptoty hleddme podle nasledujictho pravidla.

VETA 6.1. Existuji-li limity

Jm T =, Jim (@) - k) = ©2)
anebo
Jm Dy, i (f(z) — ke) = (63)

pak je pfimka s rovnici y = kz + b asymptotou pro funkei f pfi x — 400 (resp. £ — —00)
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(A) limg—y 100 5= = 0 (monotonnd)  (B) limg—s 4o S2Z = 0 (nemonotonns)

OBRAZEK 6.1. Typ funkce, majici vodorovnou asymptotu: mé konecnou
limitu v +00 anebo —oo0.

Pro uréeni Sikmych asymptot ovéfujeme existenci limit (6.2) a (6.3).
Pozndmka 6.1. Mize se stat, ze ma funkce rizné asymptoty v +oo a —oo.

Diikaz véty 6.1. Uvazujme pouze smér +00. Necht m4 funkce y = f(z) v +00 asymptotu
y = kx + b. Znamen4 to, ze se graf funkce f k této pfimce ve sméru +oo neustéle blizi a
tudiz musi platit
lim (f(z) —kz—b)=0.

T—r—+00

Jinymi slovy, f(z) — kz — b = h(z), kde lim,_, 1, A(z) = 0. Pak f(z) — kz =b+ h(z) a

tudiz
fl@) _, _b+h(@)
X x

pro z — +o00. Proto je lim, @ — k. Hodnotu b pak nalezneme ze vztahu

lim (f(z) — kx) = b,

T—r~+00

jelikoz dle predpokladu tato limita existuje. U

PRIKLAD 6.2. Funkce f(z) = z+27%, g(z) = £+ 2% sin z maji asymptotu y = x pro
x — 400 (obrazek 6.2).

Vysvétleni. Staci si vSimnout, ze f(z) —z — 0 pro x — +o0. d

6.1.2.2. Asymptoty bez smérnice (svislé)

Svislad pfimka s rovnici z = zy bude asymptotou funkce f pro x — zo=, jestlize
alespon jedna z jednostrannych limit lim, .+ f(x), lim,—,,,— f(z) je nevlastni.

PRIKLAD 6.3. Svisld pfimka z = 0 je asymptotou funkce f(z) = 1 pro z — 0+ a
funkce g(x) = Inz pro z — 0+ (obrézek 6.3).

PRIKLAD 6.4. Uréeme asymptoty funkce

2z — 1
f(@) = ;+1'
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(A) limg—y 100 5= = 0 (monotonnd)  (B) limg—s 4o S2Z = 0 (nemonotonns)

OBRAZEK 6.2. Typ funkce, majici Sikmou asymptotu: skoro linedrni v +oo

anebo —oo
—2 = i 2
Ty T im0
. 1 . 1 .
(A) limg 0 z — 99 limg 0+ T — (B) limg 04 Inz = —o00
—+o00

OBRAZEK 6.3. Typ funkce, majici svislou asymptotu: m4 body nespoji-
tosti; v néjakém z bodl nespojitosti alespon jedna z jednostrannych limit
je nekonecna

Reseni. Funkce mé bod nespojitosti a pravdépodobné i svislou asymptotu. Bodem

nespojitosti je xo = —1. VySetfeme, jak se funkce chova v blizkosti bodu —1:
(1) proz = —1s x> —1je 221 = 2= + fz 2= — —o0;
(2 proz = —lsz<—-1ljeZl=2"2>0a21 tco.
Je tedy lim,_, 1 w—i—ll = —o0, lim, , 1 2;“ = +00 a tudiz je primka s rovnici z = —1

pro tuto funkci asymptotou.



2x—1
x+1

piimka x = —1 piimka y=2

OBRAZEK 6.4

Dale je ziejmé, ze ma f konecnou limitu v 400 a —oo:

20z — 1 . 2—%
im = lim T =2,
z—too 4+ 1 z—+oo 1 4 =

a proto je vodorovnd primka y = 2 pro tuto funkci asymptotou (obrazek 6.4).
Sikmé asymptoty funkce nemé (v rovnici y = kx 4+ b je k = lim, 4 ;2;_1_1
dévé asymptotu vodorovnou).

6.2. Priklady vySetfeni priabéhu funkce

;2_’_%-

PRIKLAD 6.5. VySetfeme pribéh funkce f(z) = @2)

Reseni. Definiénim oborem je (—o0,2) U (2,00). Je zfejmé, Ze lim, o f(z) =

svisla primka s rovnici x = 2 je asymptotou. Vypocétéme derivaci:

/ _ 1 T — _ _ 2 :(117—2)3—2
F@) =2 -+ l=—ou t1= "y

0, coz
O

400 a

Stacionarni body uréeme z rovnice (z — 2)3 = 2, jedinym staciondrnim bodem je z =
2 + v/2. Odhadnéme piiblizné hodnotu +/2 pomoci diferencidlu funkce u(z) = x%, tj.

pouzijme vzorec u(x) — u(zg) =~ u'(zo)(x — o), kde polozme z = 2, xy = 1:
1 4

. 1 2
221+ -2,°2-1)=14+-=-~=1_3.

Pak bude stacionarni bod z = 2 4+ /2 ~ 3,3. Typ extrému urdeme podle druhé derivace,

jiz rovnéz budeme potiebovat pro vysSetireni konvexnosti. Mame

f@)=~2((@~2)) =6z ~2)* >0

pro = # 2. Proto je funkce viude konvexn{ a nabjvé ve stacionarnim bodé 2+ +/2 lokélntho

minima o hodnoté

f2+V2) =

0 %
(ﬁ) = s T2V ey
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OBRAZEK 6.5. Graf funkce f(z) = ﬁg +z

3 3
=2+§€/§z2+§-1,3=3,95.

Ovérme, zda ma funkce asymptoty, odliSné od jiz nalezené svislé prochazejici bodem
nespojitosti. Je-li pro x — 400 asymptota ve tvaru y = kx + b, musi byt

k= lim M= lim (%-I—l) =1,
T—400 I z—+oo \ (IL' _ 2)

: , 1
b=lim (f(z) —kz) = lm_ (m to- x) =0.
Asymptotou je tedy pfimka y = x. Znalost asymptot ndm vyznamné pomize pii sestro-
jeni grafu (obrézek 6.5).

PRIKLAD 6.6. VySetfeme priibéh funkce f(z) = z® na mnoZziné (0, +00).

Resend. Defini¢nim oborem je neomezeny otevieny interval (0,4o00), v bodé 0 neni
funkce definovéna (vznik4 tam neurcity vyraz typu 0°). V oboru (0, +00) nabyva funkce
kladnych hodnot. Abychom zjistili, jak se funkce chova, kdyz x — 0+ a z — +o0,
potfebujer*bgouréit odpovidajicich limity. Pro £ — 04 bude

Inz limg o4+ zlnx — e0 =1

. . o . 1
lim z° = lim e™*° = lim e* =e

z—0+ z—0+ z—0+ ’

jelikoz dle ’Hopitalova pravidla je

0-c -

. >  Inz . 1 .
lim zlnz = lim — = lim =—1limz=0
z—0+ z—0+ z z—0t -2 z—0t

a funkce = — €® je spojitd. Pro x — oo je, samozrejmé, lim,_, ., % = +o0.
Vypoctéme derivaci:

fl(z) = (z7) = (e““)’ =’ (zlng) =2 (Inz+1) = f(z) lnz+1).  (6.4)

Pro z > 0 je f(z) > 0, a tudiZ znaménko derivace f'(z) je urfeno znaménkem vyrazu
Inz + 1, jenZ je kladny pro z > 1 a zdporny pro z < 1 (jelikoZ logaritmus p¥irozeny je
funkec{ rostouci, Inz > —1 znamen4, %e z > e !). V jediném staciondrnim bodé z = %

tedy je lokalni minimum o hodnoté

/0)-0)' -
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OBRAZEK 6.6. Graf funkce f(z) = z”

Pro zakresleni grafu je vhodné alespon priblizné odhadnout hodnotu minima (6.5):

jelikoZ e ~ 2,7 ~ 3, bude f (%) =1lx % Pro odhad /3 lze vyuzit diferenciglu funkce
ee
u(z) = 3:
u(z) — u(zo) =~ u'(xo)(z — x0)
_2 _
st=3,10=1: %%14—%.’1303(3—1):14-%:g.PIOtOJef(%) z%zgzo,&
Pro zjisténi sméru zaktiveni grafu vypocitame druhou derivaci. K tomuto tcelu pou-
Zijme jiz vypoctenou derivaci prvni (viz (6.4)):

1 1
f"(z) = f'(@)(Inz +1) + f(2)_ = f(z) (lnz + 1)+ f(z)— >0,
nebot f(z) > 0. Toto znamend, Ze je f na (0, c0) konvexni.

Na zéklade zjisténych informaci po pfidani vhodnych pomocnych bodi (napf. f(1) =
1, f(2) = 4) lze schematicky nacrtnout graf (obrazek 6.6). S ristem x roste tato funkce
mimofadné rychle. Nap¥. f(4) = 256, f(5) = 3125.

PRIKLAD 6.7. VySetfeme pritbéh funkee f(z) = ;5.

Reseni. Definiénim oborem je (—oo, 00). Pro vSechna z € (—00, 00) mame

(—z)3 —x3 z3
—r) = = = — = — xT).
f(=2) 2(—x)2+3  222+3 222 +3 /(@)
Funkce je licha, jeji graf je soumérny podle pocatku.
Pro vysSetfeni monotonnosti vypoctéme derivaci:

x3 " 322202+ 3) — 234z 2% + 922

272 + 3 (222 + 3)2 (2224 3)%

Je zfejmé, Ze f'(x) > 0 pro vSechna x # 0, proto je funkce neklesajici na (—oo,00),
pricemz mimo bod 0 je funkce ryze rostouci.

Jedinym stacionarnim bodem je x = 0. V tomto bodé lokalni extrém neni, nebot je
funkce f monotonni, a ke zméné znaménka derivace nedochéazi. Lokalni extrémy tedy
funkce nem4 zadné.

Intervaly konvexnosti a konkévnosti zjistime podle znaménka f”. Vypoc¢téme druhou
derivaci:

f'(z) =

(823 + 18z)(2z? + 3)? — (2z* + 922)2(222 + 3)4x
(222 + 3)*




(82 +182)(22® +3) — 8(2z* + 92%)x  —122° 4+ 54z —x(54 — 1227)
B (222 + 3)4 (222433 (222 +3)3

JelikoZ je vidy (2z% + 3)® > 0, znaménko f”(zx) uréuje pouze &len —z(54 — 12z?%) =
—6x(9 — 222). Intervaly konvexnosti a konk4vnosti zjistime podle znaménka derivace f”,
kterou upravime takto:

fri) - —EE4=1207) _ Ge(9-20t)  T12(3-2%)  ale- ) (o + )

(222433 (22243)3  (20243)3 (222 + 3)3
Rovnost f”(z) = 0 plati pravé pro z = 0, z = :t\/%. V kazdém z téchto bodu nastéva
zména znaménka f”, proto jsou to inflexni body (obrazky 6.7, 6.8b).

/
A

OBRAZEK 6.7. Zmé&na znaménka, f”

0

Déle vypoctéme limity v nevlastnich bodech +o0o a —oc:

x3 , z3 1 N
1m = 1m 1m = o0
2 2 3 )
z—+o00 22 4+ 3 T—+00 23 (% + x%) T—400 = + 5
z3 _
= lim = —00.

Mimo jiné, je to funkce neomezena.
Zjistéme, zda ma funkce asymptoty. Ma-li funkce asymptoty tvaru y = kx + b pro
x — 400, musi byt

L f@) x3 L x3 L 1 1
PR TR e 1) T e ki 18 21 5 2
) 1 ) z3 x
= lim 2x3—2x3—3x__§ lim L—O
ey 2(2:1;2 + 3) T 22540 2(21172 + 3) o

Stejné hodnoty k£ a b vychazi pro x — —oo. Asymptotou pro z — £o0o je tedy pfimka
y=ka:+bsk=%,b=0:

T
y - 2 *
Zjisténé vlastnosti lze uplatnit pfi sestrojeni grafu funkce (obrazek 6.8). O

PRIKLAD 6.8. VySetfeme priib&h funkce
f(z) = arctgx — z.
Resend. Defini¢nim oborem je (—o0, 00). Pro vySetfeni monotonnosti vypoc¢téme de-
rivaci:
1 1—22-1 x?
(z) = 1= T <0.
f(=) 2 +1 2 +1 x?2+1
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OBRAZEK 6.8

TudiZz je funkce f vSude Kklesajici. Lokalni extrémy proto nejsou. Dale pomoci druhé
derivace zjistéme smér zakfiveni grafu. Jelikoz
2z

F'@) =~ 1

je funkce konkavni pro > 0 a konvexni pro x < 0. Inflexnim bodem je x = 0.
Podivejme se, jak se funkce chovd v £00. Vzhledem k tomu, Ze lim,_,+., arctgz = £7,
miiZeme si vS§imnout, ze' plati

. ™ . T
lim (f(w) - =+ x) = mEI-iI-loo (arctgw - 5) =0,

T—+00 2
I Tiz)= 1 tgz+ =) =0
lim (f(a;)+§+w> = lim (arc gm+§) =0,
to jest piimka y = § — x je pro f asymptotou pii £ — +o00 a y = —§ — x je asymptotou

pri x = —o0.

Kresleni grafu (obrazek 6.10a) za¢neme né&jakym jeho vyznamnym bodem. Pfichdzi v
tvahu nulovy bod (0,0) (jelikoz f(0) = 0). Navic je funkce lich4. Jiné nulové body funkce
nemé vzhledem k tomu, Ze je ryze klesajici. O

UvaZujme jesté jeden podobny piiklad (vSimneme si vSak odliSnosti!).
PRIKLAD 6.9. VySetfeme pribéh funkce

f(z) = arctgx — g

Resend. Defini¢nim oborem je (—o0, 00). Jelikoz
1 1 2—-z2-1 1— 22
f/(m) — 2— —_— = B = B) .
z2+1 2 2x*+1) 2(z2+41)
mé funkce dva stacionarni body x = +1. Znaménko derivace uréime, zapiSeme-li ji ve

tvaru f'(z) = —%. Obdrzime, zZe f'(z) < 0 pro z € (—o0,—1)U(1,00) a f'(z) >0

1Samoziejmé, mohli bychom zde postupovat i bezprostiedné podle véty 6.1: plati limg_, 400 %

—1=-1,limg; 40 (f(z) — 2) = limy_, y o arctg z —  — (—x) = limy oo arctgr = 7,

me—):l:oo arctg
limg o (f(z) — 2) = lim,_,_ arctgz = —%, odkud obdrzime asymptoty y = —z + 5 pro z — 400 a
Y= —T — 5 Prox — —oo.



pro z € (—1,1). Vysledné intervaly monotonnosti si mtzeme oznaéit graficky (obra-
zek 6.9). V bodé —1 pak bude lokalni minimum a v 1 lokélni maximum.

\=/=\
-1 1

OBRAZEK 6.9. Diagram monotonnosti funkce f(z) = arctgz — £.

Zderivujeme-li podruhé, vychazi f”(z) = _(9322%)2' Funkce je konkdvni pro z > 0 a
konvexni pro z < 0, bod 0 je inflexnim.

Podobné ptikladu 6.8 zjistime asymptoty y = —5 + 5 prox — +ooay = —5 — 7 pro
T — —00.

Kresleni grafu za¢neme nulovym bodem (0,0), déle pouZijme bod lokalniho ma-
xima (1, f(1)), kde je f(1) = arctgl — % =7 - % ~ 0,3. Bod lokélniho minima bude
(=1, f(-1)) = (1,—f(-1)) (funkce je licha).

Pti poklesu od hodnoty lokdlnitho maxima v bodé x = 1 s ristem z se kfivka neustale
pfiblizuje k asymptoté y = —% + 7. JelikoZ hodnota maxima je kladnd a funkce f je
spojita, musi existovat néjaky bod £ > 1, kde je f(§) = 0. Asymptota y = —§ + 7 osu
x protind pfi z = , tudiz je 1 < & < 7. Na (—o00,0) kfivku kreslime podle soumérnosti
(obréazek 6.9). O

o=

SR
NI

o=

(A) f(z) =arctgx — x (B) f(x) = arctgz — 5
OBRAZEK 6.10
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