PREDNASKA 7

Priblizné urceni hodnoty funkce

7.1. Diferencovatelnost a diferencial
7.1.1. Diferencovatelnost funkce

DEFINICE 7.1. Funkce f je diferencovatelnd v bodé xg, jestliZze existuje konstanta k
takova, ze plati

lim f(zo +h) — f(x0) — kh
h—0 h

=0. (7.1)

VETA 7.1. Funkce jedné proménné f : I — R je diferencovatelnd v bodé zy pravé
tehdy, kdyz mé v tomto bodé konecnou derivaci.

Diferencovatelnost funkce znamené, Ze v okoli daného bodu ji 1ze libovolné presné
aproximovat linedrni funkci, jejiz grafem je tecna v tomto bodé (dle véty 7.1 &islo k v
(7.1) je rovno f'(zo), coZ je smérnice tecny v tomto bodg).

7.1.2. Diferencidl

Necht f ma v bodé z( derivaci. Diferencidlem funkce f v bodé zy chapeme vyraz

df(il?()) = f/($0) dl’,

kde symboly dz a df(zo) maji nasledujici vyzndm:

(1) dz je nekonecné maly priristek argumentu v okoli bodu z;
(2) df(zo) je odpovidajici pfirtstek hodnoty funkce f.

Uvedeny vztah obdrzime, budeme-li vzorec

df(xo) _ o
Tdr f'(z0)

formalné chapat jako zlomek a vynasobime obé dvé strany rovnosti ¢lenem dx. Matema-
ticky precizni definice diferencidlu zni takto.

DEFINICE 7.2. Diferencidlem funkce f v bodé z, se nazyva linearni funkce h —
df(zo)(h) = kh, kde hodnota konstanty k je takova, Ze plati

o F(@0 +h) = f(wg) — kh _

h—0 h 0.

Vime-li, Ze ma funkce f v bodé x( derivaci, vzhledem k vété 7.1 Ize definici 7.2 nahradit
nasledujici.

DEFINICE 7.3. Linedrni funkce h — f’ (o) h se nazyva diferencidlem funkce f v bodé
Zo.



f(@)

f(x) = f(zo)

tga = f'(zo)

OBRAZEK 7.1

Diferenciél f'(zo) h vyjadfuje hlavni éast pfiriastku funkee f(xzo + h) — f(zo), odpo-
vidajiciho zméné argumentu h:
f(@o + 1) — f(zo) = £ (z0) h + a(h),
kde a(h) — 0 pro h — 0. Zanedbame-li a(h) pro mala h, vychdzi

f(@o +h) — f(zo) = f' (o) h-
Tohoto vzorce 1ze vyuzit pro priblizny vypocet prirtistku funkce.
VETA 7.2. M4-li funkce f v bodé z, derivaci, pak pro malé hodnoty h plati vzorec
f(zo +h) — f(x0) = df(x0)(h), (7.2)
pricemz chyba, jiz vyuzitim tohoto vzorce dopustime, sméruje k 0 pri zmenseni h.
Jinymi slovy, pro z blizké k x, plati
f(@) = f(zo) = df (o) (z — Z0), (7.3)

kde ¢len df(zo)(x — zo) je pFibliznym vyjaddfenim chyby, jiz se dopustime, nahradime-li
f(z) hodnotou f(zo).

Diferencial v bodé xg je tedy linearni funkce, jez v tomto bodé napodobuje funkci f
nejlépe (,linedrni éast“ funkce f). Lze pak dokézat, Ze k v definici bude rovné f'(zo),
to jest smérnici te¢ny. Geometricky to znamend, ze nahradime-li ¢ast grafu funkce f v
malém okoli bodu (zo, f(zo)) néjakou pfimkou, nejmensi chyby se dopustime, kdyz to
bude tecna primka v tomto bodé.

7.1.8. Geometrickd interpretace diferencidlu

Smeérnice teény v bodé (xg, f(xo)) je f'(xo) = tga (viz obrazek 7.1). Pfipomenme si
také, Ze pro libovolné h je

f'(zo)h = df(z0)(h).

Z obrazku 7.1 je patrné, ze pro x blizké k xy délky modré a Cervené usecek se lisi
maélo, tj. f(z) — f(xo) je blizké k hodnoté f'(xo) - (z — xo), coz je hodnota diferencidlu
df(zo)(z — o).



Tudiz pro x blizké k x, plati vzorec
f(z) — f(zo) = f'(zo)(z — o), (7.4)

jenz znamend totéz, co (7.3). JelikoZ rovnice teény ke grafu funkce f v bodé z je

y = f(z0) + f'(zo)(z — 20),

vzorec (7.4) lze obdrZet i tak, Ze v okoli bodu z, pfiblizné nahradime kfivku te¢nou, to
jest misto f(x) vezmeme hodnotu y z rovnice teény:

f(z) = f(z0) + f'(20)(z — o), (7.5)
coz je shodné s (7.4).
7.2. PrfibliZné urceni hodnoty funkce pomoci diferencialu

Pro ptiblizné urceni hodnoty funkce v ptipadech, kdyz nam staci aproximace pomoci
linearnich funkci, lze vyuzit véty 7.2.

PRIKLAD 7.1. Uréeme pfiblizné hodnotu v/67.
Reseni. VyuZijme vzorce (7.2):

f(zo + h) = f(zo) = df (zo)(h).
Vezmeme-li f(z) = /z, pak zadany ukol znamend, Ze pfiblizné poéitame f(67).
Zvolme zy = 64. Pak f(zy) = V64 = 4. Body z = 67 a 2y = 64 lze povazovat za
blizké, h = z — o = 3, a podle vzorce (7.2) bude
V67 — V64 = f(z0 + h) — f(z0) = df (o) (R).

Jelikoz f'(z) = (x3) = %x‘%, mame

1 2 1 1
= f/ . = — 3. = — = — =
df(zo)(h) = f'(z0) - h 3%0 3 3.16 3 16 0,0625

a proto ¥/67 — v/64 ~ i, odkud obdrzime
1
V67 ~ V64 + 16 = 40,0625 = 4,0625.

Pro porovnani, dle kalkulacky vychéazi v/67 ~ 4,0615. ... O
PRIKLAD 7.2. Uréeme pfiblizné hodnotu In 2.

Resend. Lze vyuzit vzorce (7.3)

f(@) = f(o) = df (z0)(z — o)
s f(z) = Inz. Pak bude In2 = f(2). Vime, Ze Ine = 1, proto zvolme zo = e, z = 2.

Jelikoz 2 < e < 3 (pfesnéji e = 2,7), 1ze body 2 a e povaZovat za dostatecné blizké a
ocekavat rozumnou presnost vzorce. Zderivovanim a dosazenim obdrzime

fl(xO) = l = la

Zo €
a proto dle vzorce

f(x) = f(zo) + df (zo)(z — z0) = f(zo) + f'(20) - (x — x0)
=f(e)+é(2—e)=1+%(2—e):§.

Tak obdrzime odhad In2 = f(2) =~ % ~ 0,74 (ve skutecnosti je In2 = 0,693). O
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7.3. Taylorav vzorec

Velmi dulezitym nastrojem matematické analyzy je Tayloriv vzorec, jenz umoziuje
hladkou funkci v okoli daného bodu libovolné presné aproximovat polynomy.

7.8.1. Idea aproximace funkce polynomem

Vzorec (7.4), ktery vznikd pfi aproximaci hodnoty funkce pomoci diferencidlu, lze
zapsat ve tvaru (7.5), coz znamen4, Ze pro x v okoli bodu z, je

f(z) = p(z),
kde p(z) = f(zo) + f'(zo)(x — x0). Takové p je linedrni funkci, to jest polynomem stupné
1, pficemz plati
f(xo) = p(z0), f'(x0) =P (20), (7.6)

a rozdil mezi f(z) a p(z) sméruje k 0:

lim (f(z) — p(z)) = lim (f(z) — f(z0) — f'(z0)(z — z0)) = 0.

T—T0 T—T0
Plati dokonce silnéjsi vlastnost
J— _ _ / _
lim f@) —p(z) _ lim f(z) — f(zo) — f'(z0)(z — T0)
T—T0 T — Xo T—x0 T — T

f'() = f'(=o) _
- =0. (7.7)

= lim
T—x0
Posledni rovnost, kterou jsme obdrZeli'! pomoci ’Hépitalova pravidla pro limitu typu 8,
znamena, ze pii £ — o bude f(z) — p(z) — 0 rychleji, nez x — o — 0.
Nabizi se otazka, jestli nemiizeme na stejny vysledek prijit, budeme-li se snazit v okoli
bodu z, priblizit f(z) néjakym polynomem stupné 1

p(z) = a1 + ag

tak, aby platily rovnosti (7.6) a limita v (7.7) byla rovna 0. Je tomu skuteéné tak: jelikoz
pro splnéni (7.6) musi byt f(zo) = a1zo + ao, f'(z0) = a1, obdrzime p(z) = f'(zo)x +
f(zo) — f'(x0)xo, coZ vede na jiz odvozeny vzorec.

Takto bychom mohli postupovat pro ziskani aproximace ve tvaru kvadratického po-
lynomu, kterd bude, o¢ividné, pfesnéjsi. Vskutku, budeme-li pfiblizovat f(x) polynomem
stupné 2 je logické pozadovat, aby platilo

f(xo0) = p(0), f’(iﬂo) = Pl(xo)a f”(xo) = P”(xo)- (7.8)

Vzhledem k uvedenému je prirozené takovou kvadratickou aproximaci hledat rovnou ve
tvaru?

p(z) = f(x0) + f'(2o)(z — m0) + Az — 20)*.
Jelikoz p(zo) = f(2o), P'(z0) = [f'(z0) + 2A(z0 — m0) = f'(z0), P"(x0) = 24, prvni dvé
podminky v (7.8) jsou splnény, a pro splnéni té tfeti musi byt A = 1f”(zo). Obdrzime
tak, Ze pro x blizkd k zo je f(z) = p(z) s

(@) = f(zo) + L0

#"(z0)
2!

(x — zo) + (z — 20)>. (7.9)

178 predpokladu, Ze f’ je spojitou funkef v bod& z

2Mohli bychom hledat p i ve tvaru p(z) = a22? 4+ a1 + ag. Vezmeme-li pro jednoduchost zy = 0,
bude p(0) = ao, p'(0) = a1, p”'(0) = 2as, a pro splnéni (7.8) musi byt ap = f(0), a1 = £'(0), a2 = 1 f(0),
coz vede na (7.9) s g = 0. Pro z¢ # 0 polynom (7.9) obdrZime z pfedchoziho po substituci z — z¢ = ¢.
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Navic, podobné (7.7), dle ’'Hopitalova pravidla pro polynom (7.9) plati
F@) —pl@) _ . Sa@) ~ flan) ~ 50— ) — L0 — g

lim
TT0 (QJ _ $0)2 T—T0 (w — CL'())
o F@ = @) = P —20) _ ) = ) _
T—x0 2(;1; — -750) T—x0 2

je-li zndmo, Ze f” je v bodé x( spojita.
Ma-li funkce f v bodé z( spojité derivace vyssich radi, takto mizeme pokracovat pro
ziskani aproximaci polynomy stupnt 3, 4 atd.

7.3.2.  Konstrukce Taylorova polynomu

Bud f funkce, jez ma v bodé x, derivace vSech fadi. Vzhledem k uvedenému v § 7.3.1
je prirozené zkusit priblizit f(z) v okoli bodu zy polynomem stupné n

() = an(z — 20)" + an_1(z — 20)" 1+ +ag(r — 20)® +ar(z — 20) + a0 (7.10)
tak, aby platilo

f(@o) = p(z0), f'(z0) =P'(z0), ..., f(n)(xo) p" ™ (o) (7.11)
a navic aby pfi x — o sméroval rozdil f(z) — p(z) k 0 rychleji, nez (z — o)™ — O0:
lim £&) =P@) _ (7.12)

T—T0 (.’L‘ — J;O)

Zderivujeme-li p(x) v (7.10) opakované, po dosazeni z = z, dostaneme

P (x0) = a1, p"(z0) = 2lag, p"(x0) =3las, ..., p™(x) =nla, (7.13)
coz znamend, Ze pro splnéni rovnosti (7.13) méme zvolit
f'(zo) _ (%) _ ™ (=)

Qo = f(xo), ay = Qg =

n o1 > T T

Takto pfichazime k definici Taylorova polynomu.

DEFINICE 7.4. Bud f funkce, jez ma v bodé z( spojité derivace do fadu n véetné.
Polynom

T,(2) = flao) + 700 (o — zg) +

se nazyva Tayloruv polynom stupné n pro funkci f v bodé xzy. Je-li xo = 0, polynom se
nazyva téz Maclauriniv.

f”g’:&'o)(x_xo)2+...+ - (.’E—.’lfo)n

V pripadé, ze je f polynomem stupné n, je Tayloriv polynom 7;, pro f shodny s f.
Neni-li f polynomem, bude T, (z) =~ f(x) pouze pfiblizné.

VETA 7.3 (Taylortav vzorec). Bud f funkce, jeZ m4 v bodé& x, spojité derivace do fadu
n véetné. Pak pro x v okoli bodu zg je

/ To 1" ) (n) Zo .
£@) = F@o) + P (o - ) 4 L @ gy T e ),

kde pro zbytkovy ¢len r,(z) plati

1m —rn(x) =
i (7.14)

Idea dikazu. Koeficienty polynomu jiz byly nalezeny z podminek (7.8). Rovnost nule
limity (7.14) se dokéZe podobné § 7.3.1 opakovanym uZitim 1’Hopitalova pravidla. O

5



Pro zbytkovy €len r,,(z) = f(x) — T,,(x) existuji rizné vyjaddfeni, mimo jiné v Lagran-
geové tvaru: pro libovolné z v okoli z¢ je

oy = 1O

" (n+1)!

kde ¢ je jisty bod, nachdzejici se mezi zo a x. Z (7.15) je zfejmé, Ze pro r, plati (7.14).

(@ — )", (7.15)

7.3.8.  Tayloriv vzorec pro nekteré elementdrni funkce

S vyuzitim véty 7.3 se dokazi tyto vzorce:

2 "
e’ = 1—|—9:—|—§+ +E+rn(az), (7.16a)
2 gt g
cosg=1—p+ 7= +(-1) @+T2n+1(1’), (7.16b)
SL'S 135 1 x2n—1
sing = — ittt (-1) @n =1 + ron (), (7.16¢)
2 3 n
In(l+z) =g — % + % et (—1)"-1% +7(2), (7.16d)
-1 -1 -2
(1+z)*=14+az+ a(a2' )x2 ofa 3)'(04 )x3—|-
-1 —2)...(a—(n—-1
4 afa—1)(@ )n' (a=(n ))x" + 7o (z). (7.16€)
Jako disledek 1ze z téchto rovnosti odvodit, mimo jiné, fadu vyznamnych limit, napr.
2
T —1 4+ ...
lim & % — i T g
z—0 T z—0 T

Takto rovnéz odvodime asymptotické vzorce typu sinx ~ x, sinx ~ x— %3, l—cosz ~ %,
(1+z)*~1+az, (1+2)*~1+az+ ja(a—1)z* pro z — 0, kde zapis u(z) ~ v(z)
pro z — 0 znamend, Ze je lim, .o % = 1.

Pro priblizny vypocet hodnoty funkce je Tayloriv vzorec pfesnéjsi, nez vzorec, vyu-
zivajici diferencialu.

Ptiklady jsou na obrazku 7.2. Vidime, Ze napft. vzorec vz +1 ~ 1 + %a: — éxQ pro
x — 0 je presnéjsi, nez vz +1~ 1+ %x; vzorec e =~ 1+ x + %xQ pro x — 0 je presnéjsi,
nez e* =~ 1 + x apod.

PRIKLAD 7.3. Plati
1
/0,992 = (1 -0 008) — —0 008 = 0,996,

1 1
2) =2{1 ——2 1 ~2(1 ~ 2.08.
V9 = 8 + + (+24) 08
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OBRAZEK 7.2
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