PREDNASKA 8

Funkce dvou proménnych

8.1. Motivacni tvahy

Mluvime-li o funkci f jedné proménné, predstavujeme si predpis

z — f(z), (1)

kde z € D(f) C R. Vztah (1) obvykle zapisujeme formou y = f(z), coz vyjadiuje
zévislost veliCiny y (zdvisle proménné) na veli¢iné = (nezdvisle proménné). Napf. teplota
vozovky délnice v zdvilosti na vzdalenosti od pocateéniho bodu (pro popis sta¢i pouze
jedna soufadnice, je to tedy zavislost typu (1)).

Jedné-li se o teplotu podlahy v mistnosti, pak pro urceni polohy bodu je potieba jiz
souradnice dvé; funkéni zavislost by pak byla ve tvaru

(1171,1172) = f(fL'l,CL'Q),

kde z; a x5 jsou nezavisle proménné veli¢iny, odpovidajici souradnicim uvazovaného bodu.
Kazdému bodu roviny se soufadnicemi (x1,z2) pfifazujeme hodnotu teploty f(x1,z2),
naméfenou v tomto bodé. Definiénim oborem takové funkce bude mnozina v roviné:
D(f) c R2

Meérime-li teplotu ptdy nebo vzduchu, musime pridat i tfeti soufadnici, jelikoz takova
teplota zavisi také na vysce resp. hloubce. Poloha méfeného bodu, a tudiz i namérena
hodnota tedy zavisi na tfech parametrech, coz vede na funkci t¥i proménnych:

(xlax27x3) = f(CCl,Z'Q,iUg)

s definiénim oborem v R3. Kdybychom zde poéitali i se zménou hodnoty v ase, musime
pridat i étvrtou proménnou, uréujici casovy okamzik méreni, atd.

Takové vzorce vyjadiuji funkce nékolika proménnych. Zavislost sledované veli¢iny na
vice faktorech pfivadi k pojmu funkce vice proménnych.

8.2. Funkce dvou proménnych
8.2.1. Zikladni pojmy

Déle se budeme zabyvat pouze funkcemi dvou proménnych. V tomto ptipadé je zvy-
kem znadit nezavisle proménné x a y, zavisle proménnou z a zapisovat predpis ve tvaru

z = f(z,y). (2)

DEFINICE 8.1. Necht M je néjaks neprazdnd mnoZina bodii v roving R2. Funkce f
dvou proménnych, definovand na M, je pfedpis, ktery kazdé dvojici ¢isel (z,y) € M
pfifazuje pravé jedno islo f(z,y): (z,y) — f(z,v).
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(a) (B)

OBRAZEK 1

Mnoziné M, obsahujici povolené hodnoty dvojice (z,y), fikdme definicni obor funkce
f a piSeme D(f) = M. Dosadime-li za z, y n&jakd konkretni ¢isla xg, yo, obdrzime éislo
f(zo,%0), jeZ je hodnotou funkce f v bodé (xo,yo)-

Neni-li obor M u pfedpisu (2) explicitné uveden, povazujeme za defini¢ni obor funkce
tzv. prirozeny definiéni obor, to jest nejSirsi mnoZinu bodu (z,y), na niz lze timto pfed-
pisem funkci definovat.’

PRIKLAD 8.2. Uréeme definiéni obor funkce s pfedpisem

z= \/xy(ac2 + zy + y?).

Reseni. Obor neni explicitné specifikovan, jedna se tedy o nejsirsi mnozinu, kde mé
vzorec smysl. Jedinym omezenim je podminka nezapornosti vyrazu pod druhou odmoc-
ninou. Jelikoz tpravou na tUplny ¢tverec dostaneme

2 2 2 3
x2+:cy+y2=x2+2:cg+(g> +yp-L = (x—i—y) +2v >0,

2 2 4 2
bude vyraz pod druhou odmocninou definovan, je-li zy > 0. Toto znamena, Ze musi byt
bud x >0, y > 0 anebo z < 0, y < 0 (obrézek 1a). O

PRIKLAD 8.3. Urdeme definiéni obor funkce s pfedpisem
z = arcsin(3 — 2% — 3?).

Reseni. Definiénim oborem pro arcsin = sin~! je obor hodnot funkce sin, to jest
uzavieny interval® [—1, 1]. Proto musf platit 3—z%—4? € [-1,1], tj. -1 < 3—22—94? < 1,
1>224+9y2—-3>—1,4> 2% +9y? > 2. Ve vysledku obdrZime

D(f) ={(z,y): 2< 2’ +y* <4},

co je oblast mezi kruZnicemi o polomérech v/2 a 2 a stfedem v pocétku, a to véetnd
hranice (obrazek 1b). O

IToto znamens, Ze, obsahuje-li pfedpis vyrazy, jez nejsou definovdny ve vSech bodech, je potieba
predpis doplnit upfesnénim definiéntho oboru, a sice vylouenim bodt, kde danym piedpisem funkci
definovat nelze.

27de a vSude dale uzaviené intervaly zna¢ime hranatymi zévorkami.
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OBRAZEK 2

PRIKLAD 8.4. PopiSme defini¢ni obor funkce s pfedpisem

|22 +y? — 6z
__ 4
f(xay)_ y_xz .

Resend. Pro (z,y) € D(f) musi platit bud

y—22>0, 2°+y*—62>0 (3a)
anebo
y—2><0, 22 +¢y*—62<0. (3b)
Budte D3,y a D(3,) mnoziny vSech (z,y), spliiujicich (3a) resp. (3b). Pak bude
D(f) = D(za) U Dizp)- (4)

Pro zjisténi struktury téchto mnoZin popiSme vyzndm jednotlivych podminek v (3a), (3b).
Pro (3a) méme
(1) y > z?: bod (z,y) lezi nad parabolou y = z? (hranice vyloudena);
(2) 22 +y*—6x=22-2-32+9—-9 = (z—3)2+y>—9 > 0: bod (z, y) pati{ vnéjsku
kruhu o poloméru 3 se stfedem v (3,0);
jedné se o mnozinu Ds,), zndzornénou na obrazku 2a. Pro (3b) je situace opac¢na:
(1) y < 22 bod (z,y) lezi pod parabolou y = z? (hranice vyloucena);
(2) 22 +y? — 6z = (z — 3)>+ y? — 9 < 0: bod (z,y) pati{ vnittku kruhu o poloméru
3 se stfedem v (3,0),

coz popisuje mnozinu Dysp) z obrazku 2b. Hledanou mnozinu D(f) dle (4) obdrzime
sjednocenim dvou pfedchozich (obrazek 2c). O

8.2.2. Graf, vrstevnice

Funkce (z,y) — f(z,y) uréuje mnoZinu bodl (z,y, z) € R?, pro néz plati (2). Toto je
rovnici plochy v R3, jeZ je grafem funkce f.

DEFINICE 8.5. Grafem funkce f : D(f) C R? — R je mnoZina

{(@,y, f(z,9)) : (z,y) € D(f)}-

Graf funkce dvou proménnych s pfedpisem

sz(x7y)
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je podmnozinou trojrozmérného prostoru a oproti funkcim jedné proménné je grafické

vvvvv

lze pouzit jeho Tezy soustavou rovin.
Vykoname-li fez 3D grafu funkce f rovinami z = ¢, kde c¢ je libovolné, obdrzime
soustavu rovinnych krivek, jejichz rovnice maji tvar

flz,y)=c

Priklad je na obrazku 3. Zde lze pozorovat, ze v primétu do roviny z = 0 obdrzime
soustavy koncentrickych kruznic.

OBRAZEK 3. Plocha s rovnici z = 2% + y? a jeji Fezy rovinami z = ¢ pro
riznd c

Toto pripominé vrstevnice v zemépisu, coZ jsou rovinné kiivky, tvofené body (z,y),
kde je nadmoiskéd vyska stejnd (to jest z je konstantni, kde z = f(z,y) je nadmoiska
vyska v bodé (z,y)). Pro obecnou funkci f dvou proménnych vrstevnice jsou uréeny
vzorcem

flz,y) =c

kde c je konstanta.

DEFINICE 8.6. Vrstevnice je kolmy primét do roviny z = 0 kiivky, vznikajici fezem
grafu funkce f rovinou z = c.

8.3. Limita funkce jedné proménné
Pfipomerime si, Ze funkce jedné proménné = — f(z) m4 vlastni limitu L = lim,_,,, f(z),
jestlize pro kazdé € > 0 existuje d. > 0 takové, Ze pro |z — xo| < J. plati
|f(z) —L| <e.
Neexistenci limity lim, ., f(z) lze dokazat:

(1) pomoci jednostrannych limit (ukézat, Ze jednostranné limity lim, ..+ f(z) a
lim,_,,,— f(x) jsou rizné anebo aspon jedna z nich neexistuje);
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(2) pomoci vybranych posloupnosti (sestrojit dvé posloupnosti {z, : n > 1} a {Z, :
n > 1} tak, aby platilo lim, oz, = lim, 100 Zn = 2o a lim, 100 f(zn) #
limy 40 f(Zn))-
8.4. Limita funkce dvou proménnych
Budte f funkce dvou proménnych a L € (—oo, 00). Bud (zo, yo) néjaky bod (je mozné,
ze (zo,Yo) # D(f)). Zajiméme-li se o chovani funkce f v okoli bodu (zo, yo), je pFirozené
uvaZovat limitu f(z,y) pro (z,y), bliZici se k (zo, ¥o)-

DEFINICE 8.7. Cislo L je limitou funkce f pfi (z,y) — (2o, %0):
L= lim f(zy), (5)

(xay)_)(xoﬂllo)
jestlize ke kazdému e > 0 existuje . > 0 takové, Ze pro vSechna (z, y), spliiujici nerovnost
\/(x —0)? + (y — %0)? < J, plati

|f($,y) _L| <Eé.

Z geometrie vime, Ze hodnota \/ (x — z0)? + (y — ¥0)? udavad vzdélenost mezi body
(z,y) a (zo,Yo). ZdUraznéme, ze v (5) se (z,y) blizi k (zo,yo) libovolngm zplsobem, to
jest podle jakékoliv cesty. Vysledek tedy nesmi na volbé cesty zaviset.

vvvvvv

funkce jedné proménné. Mame-li néjakou hypotézu ohledné mozné hodnoty L, miZeme
ji zkusit ovérit pomodi definice. Pro dikaz existence limity a jeji vypocet se snazime
vyuzivat vhodnych dprav a zndmych vztahti, popisujicich chovani elementarnich funkei v
uréitych bodech (napf. sinx ~ z pro x — 0 apod.). Obecny postup formulovat nelze (viz
vsak § 8.5).

PRIKLAD 8.9. Plati
z-3y+4 4

| — = ——.
($7y)1E)I%O=O) 3x + y - 7 7

Resend. Limitu lze vypoditat pifmjm dosazenim do predpisu f(z,y) = Z¥*2 hodnot

T 3z+y—T
z =0,y =0, jelikoz f(0,0) je korektné definovdno a v okoli bodu (0,0) se funkce méni
spojité. U
PRIKLAD 8.10. DokaZme, Ze plati
(2 g a2
im sin(z? + y#) _1
(@y)—(00 z2+ y?
Reseni. Neuréity ¢len typu g. Uvedené plati, jelikoz
int
lim o — 1,
t—0 ¢
a (z,y) — (0,0) pravé tehdy, kdyz v/z% + y2 — 0. d
PRIKLAD 8.11. Vypoditejme
%+ y?

lim =2
(zy)—=00) Vz2 +y2+1—-1
Resend. Neur¢ity Elen typu 2. Plati
2% + 12 _ (+ ) (VP +y?+1+1)
2?2+y?’+1-1 (W2l+y?+1-1)(22+y2+1+1)
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2 2 2
+y2)(Val P +1+1
_ @+t ) P14,

22+y?+1-1
PakJehm(wy_}(OO)\/% ’ = lim; )~ (0,0) (\/x2+y +1 +1)—2 O

8.5. Dukaz existence limity pfechodem do polarnich souradnic

Pro vySetieni dvojné limity lim; ) (zo40) f(%,y) je obCas vhodné prejit k polarnim
soufadnicim se stfedem v bodé (zo,yo): © = zo + rcos @, y = yo + 7 sin ¢.

VETA 8.12. Existuji-li konstanta L a funkce g : [0,+00) — [0,+00) takové, Ze
lim,_,o4 g(r) = 0 a pro libovolné ¢, 0 < ¢ < 2, plati

| f(zo 4+ 7cos,yo +rsing) — L| < g(r), (6)
pak lim(m,y)é(mo,yo) f(xa y) = L.

Diikaz. Skutecnost, Ze se bod (z,y) blizi k (zo,yo), znamend, Ze se jejich vzdélenost
blizi k 0. Zavedeme-li polarni soutadnice £ = xy+17 cos ¢, y = Yo+ 17 sin ¢, tato vzdalenost

je \/ (x —20)%2+ (y — yo)? =, a tudiz (z,y) — (zo,yo) znamend, ze r — 0+.

Jelikoz lim, o4 g(r) = 0, k libovolnému € > 0 lze najit J. tak, aby pro r < §. bylo
g(r) < €. Proto dle (6) plati |f(z,y) — L| < ¢, je-li vzdélenost bodu (z,y) od (zo, o)
mensi, nez d.. Staci se odkazat na definici 8.7. |

Na odhad (6) typicky pfijdeme, obdrzime-li po zavedeni poldrnich soufadnic vztah
tvaru

f(xo+1rcosd,yo+rsing) = L+ g(r)h(r, 9), (7)
kde lim, 04+ g(r) =0 a |h(r,¢)| < K pro (r,¢) € (0,70] X [0,27] s n&jakym 7.

PRIKLAD 8.13. Plati
z2y

lim —2—
(z,9)—(0,0) 2 + y?

Reseni. Zavedeme-li polarni soutadnice x = r cos ¢, y = rsin ¢, bude

2 2 2 4
x2:c+yy2 _r rcoi 2¢ sin ¢ — rcos? ¢sin g,

to jest pro f(z,y) = m;‘i?;ﬁ plati (7) s L =0a g(r) = r a h(r,¢) = cos? ¢sin ¢. Jelikoz

|h(r, ¢)| = cos® p|sin@| < 1, dle véty 8.12 je lim(, 40,0 f(,y) = 0. O

Pozndmka 8.14. Podminka (6) véty 8.12 je podstatné. Zjistime-li totiz, Ze limita
lim, o4 f(zo+7 cos ¢, yo + 7 sin ¢) mé stejnou hodnotu pro libovolné ¢, toto samo o sobé
jesté neznamend existenci limity lim, y)—(z0,40) (2, y) (viz piiklad 8.21, pozndmka 8.22).

8.6. Dvojnasobné limity

Muze se zd4t, ze pfechod (z,y) — (xo,y0) v (5) lze provést i tak, Ze vypocitdme
napf. lim, ., f(z,y) a nésledné pfejdeme k limité pro y — yo. Toto ovSem muzZe vést na
nespravny vysledek, jelikoz limity

lim lim f(z,y), lim lim f(z,y), (8)

Y—Yo T—TQ T—T0 Y—Yo
jimz se i1ké dvojndsobné, obecné feceno, nemusi byt shodné s lim g ) (zo.40) f(Z,y). Na
rozdil od (8), limité lim g )~ (z0,40) f (2, ¥), chdpané dle definice 8.7, se fiké limita dvojnd.
VETA 8.15. Necht existuje lim g ) (z0,.40) f (2, y). Pak plati nésledujici.
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(1) Existuje-li lim,_,,, f(z,y) pro libovolné y v okoli bodu yo, pak existuje i limita
lim,,_,, lim, ., f(,y), pficemz plati

lim lim f(z,y)= lim  f(z,y).

Y—Yo =0 (wvy)%(woayo)

(2) Existuje-li lim,_,,, f(z,y) pro libovolné z v okoli bodu zy, pak existuje i limita
lim,_,,, lim,_,,, f(z,y), pfiCemz plati

lim lim f(z,y)= lim f(z,y).

=20 Y—Yo (z,y)—(0,y0)
Véty 8.15 lze vyuzit pro dikaz neexistence dvojné limity.

DUSLEDEK 8.16. Jsou-li hodnoty limit lim,,,,, lim, ., f(z,y) alim, 4, lim,,,, f(z,v)
riizné, pak dvojna limita lim s y)—(z0,40) f (2, y) neexistuje.

D1iikaz. Dle véty 8.15 z existence tfech zminénych limit plyne, Ze vSechny maji stejnou
hodnotu. O

PRIKLAD 8.17. Vypoc¢téme dvojndsobné limity funkce

_y-z

priz — 0,y — 0.
Resent. Dle definice dvojnasobné limity je
y—x . y—0 y—x 0—z

lim lim =lim =—— =1, limlim = lim = —1.
y—=02=0 y + y—>0y+0 t—0y—=0 y + z—=004 2z

Hodnoty dvojnasobnych limit jsou tedy rizné. Dle disledku 8.16 z toho lze odvodit, Ze
dvojnd limita lim, ) (0,0) fﬁ: neexistuje. O
Obecné feceno, nejenze se hodnoty dvojnasobnych limit mohou liSit, néjaka z nich
nemusi ani existovat.
PRIKLAD 8.18. Vypodtéme dvojnasobné limity funkce
1
f(xay) = rsin —
Y
priz — 0,y — 0.

Resend. JelikoZ lim, g xsin% = (limg_yo ) sin% = 0 pro libovolné y # 0, plati

1
lim lim z sin — = 0.
y—0z—0 Yy

Limita lim;_,o lim,_,o 2 sin% neexistuje, nebot pro x # 0 neexistuje ani lim,_,o z sin i O
8.7. Pripady neexistence limity

Skutecnost, Ze limz y)—(z0,40) f(,y) = L, dle definice 8.7 znamen4, Ze hodnota f(z,y)
se neomezené priblizuje k L, kdyz se vzdalenost bodu (z,y) od (zo, yo) blizi k 0. Rozhoduje
vzddlenost, nikoliv jednotlivé cesty, kudy (z,y) — (o, Yo). Hodnota f se tedy musi blizit
k L na kazdé cesté do (zo,yo). Této skuteénosti lze vyuzit, médme-li podezfeni, Ze dané

limita s nejvétsi pravdépodobnosti neexistuje, a chtéli bychom to dokazat.
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8.7.1. Riuzné limitni hodnoty funkce podle urcitych cest

Pomoci uvedené Gvahy neexistenci limity lim g y)—(z0,40) f (2, y) dokédZeme, najdeme-li
dvé cesty I'; a I's tak, Ze pfi pfiblizovani (x,y) k (zo,y0) podle I'y bude f(z,y) — L,
a podle I'; bude f(z,y) — Ls s Ly # L;. Takové cesty lze Casto najit, uvazujeme-li
pfiblizovani (z,y) — (zo, ¥o)

(1) podle pfimek (to jest, uvazujeme-li (z,y) spojené vztahem y — yo = k(z — ),
kde k je konstanta);
(2) podle parabol (y — yo = k(z — z0)?).

8.7.2. VyuZiti poldrnich souradnic

Ob¢as je vhodné pfejit k poldrnim soufadnicim (7, ¢) podle vzorch x = o + 7 cos ¢,
y = yo + rsing; pak bude (z — z9)® + (y — y0)? = 7%, a (z,9) — (Zo,Y0) znamena,
ze v — 0+. Obdrzime-li po prechodu k limité v f(zo + r cos ¢, yo + rsin ¢) pfi r — 0+
vysledek zavisly na sméru ¢, mizeme z toho odvodit, Ze lim ) (zo.40) (%, Y) neexistuje.

8.7.8. Dvojndsobné limity

Neexistenci dvojné limity dokazeme, zjistime-li, Ze odpovidajici dvojnasobné limity
nemaji stejnou hodnotu (dusledek 8.16).

8.7.4. Priklady
Ukazme uziti hotejsiho na ptikladech.

PRIKLAD 8.19. Limita x
lim —2
(z,9)—(0,0) 2 + y?
neexistuje.

Resent 8.19.1. Limita neexistuje, nebot zména hodnoty mQ’ny zdlezi na cesté, podle

jaké (z,y) — (0,0). Necht (z,y) — (0,0) napt. tak, ze (z,y) = (x,0). Pak je vzdy

Ty z-0

P R
Vezmeme-li (z,y) = (z,z), kde z — 0, obdrzime
xY z2 1
2+ 2 2
Limita tedy existovat nemize. O

Resent 8.19.2. Jiny zpisob: zavedme polarni soufadnice
T =rcos¢, y=rsingo.
Potom +/z? + y? = \/r2 cos? ¢ + r2sin? ¢ = r, a tudiz /22 + y2 — 0 znamen4, ze 7 — 0.

Nesmi tedy zédleZzet na uhlu ¢ (tj. sméru). Vyjadiime-li vyraz pod limitou pomoci polarnich
soufadnic, dostaneme
xy  r?cos¢sing

f(may):xz_'_yz_ ,’,,2

Pti ¢ = 0 vychazi f(z,y) = f(rcos0,rsin0) = f(r,0) = 0 pro libovolné r > 0. Vezmeme-
li ¢ =17, dle (9) dostaneme f(z,y) = 3sin% = ; O

3MuZzeme si vdimnout, Ze, je-li ¢ € [0, %) pevné dané, pohyb bodu (zo + rcos¢,yo + 7sin¢) pii
r — 04 odpovidé piiblizovani k (zo,yo) podle piimek y = yo + k(x — zo) se smérnici k = tg¢. Pfi¢p = T
se jedna o priblizovani podle svislé soufadné osy.

= cos ¢sin ¢ = % sin 2¢. (9)

1
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Reseni 8.19.3. Zkusme (x,y) — (0,0) podle pfimek y = kz, to jest zvolme (z,y) ve
tvaru (z,y) = (z, kx). Pak bude

Ty kx? k

22 + 2 T2k 1+ k2

Vidime, Ze se funkce blizi k riiznym hodnotdm, zvolime-li napi. k = 0 ("% e = =0)ak=1

(zﬁ’yz = 5). Pro tyto hodnoty smérnice k obdrzime feSeni 8.19.1, jez je tudiz specialnim
pfipadem stavajiciho. O

PRIKLAD 8.20. VySetfeme
lim - y
()2 (0.0) x2 +y?

Reseni 8.20.1. Polozme f(z,y) = Funkce f je definovana na R?\ {(0,0)}.

:1:2+y
Jelikoz
_y2
f(.’E,l’) = 07 f(an) = 7 =-1
pro y > 0, lze usoudit, Ze limita neexistuje. U

Reseni 8.20.2. Pro diikaz neexistence lze vyuzit dvojndsobnych limit. Jelikoz

2 .2 2 2 .2 2
lim | lim i i lim | lim — )= 1, lim ( lim T Y )= lim | lim A -1,
y—0 \ 20 12 4 92 y—0 \ z—0 12 z—0 \y—0 12 4 92 z—0 \z—0 2

dvojné limita neexistuje dle disledku 8.16. O

Reseni 8.20.3. V poldrnich soufadnicich z = r cos ¢, y = rsin ¢ pro libovolné r bude

cos? ¢ — sin? ¢

T COS ¢, rsing) = - = €08 2¢,
ut ¢ 2 cos? ¢ + sin? ¢ ¢
coz explicitné zavisi na hodnoté ¢. O
PRIKLAD 8.21. VySetfeme
zy?

lim ————.
(@y)—(0,0) T2 + y4
Resend. Blizi-li se bod (z,%) k (0,0) podle parabol z = ky?, bude

ky* k
k 27 = = )
coz zavisi na hodnoté k, a tudiz limita neexistuje. O

Pozndmka 8.22. Zavedeme-li v prikladé 8.21 polarni souradnice z = rcos¢, y =
r sin ¢, dostaneme

rdcos¢psin®p  rcospsin® ¢
r2cos?2 ¢ +risin*d  rcos? ¢+ sint ¢

f(rcos¢,rsing) =

=0 (10)

pro 7 — 0+, a to pfi libovolném ¢. Limita lim,_,o4 f(r cos @, rsin ¢) tedy nezdvisi na
hodnoté ¢. Limita lim, 40,0 f(2,y) vSak neexistuje. Zdanlivy spor s vétou 8.12 rozie-
Sime, vSimneme-li si, Ze i kdyZ dle (10) pro f(rcos¢,rsin¢) plati (7) s L =0, g(r) =
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_ cos ¢sin? ¢ o\ v 4 , v
a h(r,¢) = reo? p1smi g emiZeme zde zarufit® omezenost vyrazu h(r,¢) pro vSechna

0<r<roal<o¢<2m.
8.8. Spojitost funkce dvou proménnych

DEFINICE 8.23. Funkce f je spojitou v bodé (o, o), jestlize

lim  f(z,y) = f(zo,Y0)-
(z,y)—(z0,30)

Podle analogie s funkci jedné proménné, graf funkce spojité v bodé (zo,yo), v okoli
tohoto bodu predstavuje nepferusenou plochu bez dér a trhlin.

Rada difve uvazovanych vlastnosti spojitych funkef plati i v pifpadé funkce dvou pro-
ménnych (napf. soucet a soucin spojitych funkei je funkce spojitd). Plati rovnéz tvrzen,
podobna nékterym vétam, vyuzivajicim spojitost funkce jedné proménné. Uvedme pouze
Weierstrassovu vétu o extrémnich hodnotéach spojité funkce.

VETA 8.24 (Weierstrassova véta). Funkce spojitd na omezené uzaviené® mnoziné na-
byva na ni svych nejvétsi a nejmensi hodnot.

PRIKLAD 8.25. Funkce
2

2242
foy) - |55 oo #0,y#0
’ 1 prox=y=0
neni spojita v (0, 0), nebot dle piikladu 8.20 limita lim, 4 (0,0) f(,y) neexistuje.
PRIKLAD 8.26. Funkce
m2
f(z,9) = 2z Prox#0,y#0
’ 0 proz=y=0
je spojita v (0,0), nebot f(0,0) = 0 a dle piikladu 8.19 limy 4)—(0,0) f(2,y) = 0.
Body nespojitosti funkce nemusi byt izolované a mohou sestavovat i souvislé mnoziny.
PRIKLAD 8.27. Funkce
flz,y) = sz—y+1
7y - y _ x2
je spojitd viude, kromé& bodii paraboly y = 22
PRIKLAD 8.28. Funkce

1
f(z,y) = T
je spojita vSude, kromé bodu pfimek y =z a y = —=z.

.2
4Vsimnéme si, 7e pro h(r,¢) = % plati

s 2
COS @ S1n COs
lim lim h(r,$) = lim SPSM @, €SO
¢—0+r—0+ $—0+  sin® ¢ $—0+ sin“ ¢

+o00

a tudiZ nemtZe byt h(r, $) omezené v okoli bodu (0,0).9
5 Uzavenou mnozinou v roviné rozumime mnoZinu, obsahujici svoji hranici. Pfesné&jsi vyjadfeni této
vlastnosti zde rozebirat nebudeme.
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