PREDNASKA 9

Funkce dvou proménnych: parcialni derivace, diferencial

9.1. Parcialni derivace prvniho radu

Mé&jme funkci f dvou proménnych. ZapiSme vyraz f(z,y) a ,zmrazme“ v ném y (to
jest budeme v tomto okamziku povaZzovat y za konstantni hodnotu). Zderivujme tento
vyraz podle x. Vysledkem bude tzv. parcidlni derivace funkce f vzhledem k proménné x.
Znadi se obvykle f!(x,y) nebo jinak a% f(z,y). Podobné se definuje f;(z,y) = a% (z,y).

Pozndmka 9.1. Mame-li pfedpis z = f(z,y), piSeme 2, = 6% f(z,y), 2z, = a% (z,y)
a rozumime kaZdy ze symboll 2, 2, jako celek. Pismeno ,d“ se zde tradicné zapisuje v
podobé ,,0“, aby se zdiraznila odliSnost od derivace g—; funkce jedné proménné.

Pro vypocet parcialnich derivaci vesmés vyuzivame postupi, jiz znamych pro derivaci
funkce jedné proménné.

PRIKLAD 9.2. Naleznéme parciélni derivace 1. ¥4du funkce
f(z,y) = 32y* —sin (z + 4y) .
Reseni. Derivujeme podle z s konstantnim y:
0
2 () = 9% — cos(z +4y).

Derivujeme podle y; pak je x konstantni:
0
a—yf(x,y) =6z —4 cos(z+4y).

PRIKLAD 9.3. Vypoctéme parcidlni derivace 1. f4du funkce

f(@,y) = arctg(a” +y7°).

Reseni. Podle vzorce pro derivaci slozené funkce dostaneme

of _;% 2, oy 2@
ax(z,y)_ 1+ (22 1 g2)? ax(il? +y°) = 1+(x2+y2)2’
of _ 1 af s 2y
8y(x,y)— 1+(z2+y2)2 ax( +y)_ 1+(z2+y2)2-

Vsimneme-li si symetrického charakteru pfedpisu funkce (f(z,y) = f(y,z) pro vSechna
z, y), muZeme %(z, y) obdrZet zdménou z a y v jiz vypocitané derivaci %(w, Y). O

PRIKLAD 9.4. Pro z > 0 vypo¢téme parcidlni derivace 1. f4du funkce

f(z,y) = a".
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OBRAZEK 9.1

Reseni. Dle proménné z je to funkce mocninnd, a tudiz bude

%(my) = yz¥ .
Podle y pak derivujeme funkci exponencidlni o zakladu z,
%(wy) =z'lnz.

9.2. Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Parcialni derivace funkce podle jednotlivych proménnych udavaji smérnice krivek,
vznikajicich v rezu grafu funkce rovinami rovnobéznymi s prisluSnymi osami. Toto zna-
mend, ze v jakémkoliv bodé (zo,y0), kde mé funkce f parcidlni derivace, hodnota
gﬁ(mo,yo) (resp. gﬁ(mo,yo)) uddva smérnici teny ke grafu kiivky z = f(z,y0) (resp.

= f(wO,y))

Parcidlni derivace %(xo, Yo) udava rychlost zmény funkce f v bodé (zo, o) v kladném
sméru osy x. Analogicky pro %(xo, Yo)- Geometrické zndzornéni je na obrdzku 9.1.

9.3. Diferencovatelnost a totalni diferencial

Necht m4 funkce f : R? — R v okoli n&jakého bodu (z,y) spojité parciélni derivace
1. f4du. Analogicky pripadu funkce jedné proménné, jejiz diferencidl df udava priris-
tek hodnoty funkce, zptisobeny nekoneéné malou zménou argumentu, je prirozené zavést
diferenciél funkce dvou proménnych.

INTUITIVN] ,,DEFINICE® 9.5. Totdlnim diferencidlem funkce f je vyraz

of of
df = ——dx+ =—d 1
f=35,d+ 5 dy, (1)
jenz vyjadfuje pfirtstek hodnoty f, odpovidajici nekoneéné malym prirastkim argu-
mentt dz a dy.



Chceme-li popsat tento pojem presnéji, lze Fici, Ze diferencidl df(z,y) v bodé (z,y)
je tzv. ,bilinearni forma“ dvou proménnych h a k:

Af @Ik = G @) h+ G )b ©)

to jest vyraz, obsahujici proménné h a k a linearni podle kazdé z nich. Toto vSak jesté
neurcuje jasné to, kdy a jakym zptisobem df popisuje zménu f. Pro precizni zavedeni
pojmu diferencidlu musime hovofit o diferencovatelnosti funkce dvou proménnych.

DEFINICE 9.6. Rikéme, Ze je funkce f v bod& (x,vo) diferencovatelnd, jestlize existuji
konstanty A a B takové, Ze plati

lim f(@o +h,yo + k) — f(%0,50) — Ah — Bk _
(h,k)—(0,0) Vh? + k?

Linearni funkce (h,k) — Ah + Bk se nazyvéa diferencidlem’ funkce f v bod& (zo,%o) a
znadi se df(xo, yo): df(xo, y0)(h, k) = Ah + Bk.

Hovofime-li o diferencovatelnosti funkce f v bodé (zo,yo), jednd se, v podstaté, o
existenci diferencidlu df(zo,yo), coZ znamend, Ze jeji piiriastek v okoli bodu (zo,yo) lze
vyjadrit ve tvaru

0. 3)

f(xo + h,y0 + k) — f(w0,90) = Ah + Bk + a(h, k), (4)
kde a(h, k) je vyraz vyssiho fddu malosti, nez je velikost vektoru (h, k):
a(h,k)

lim ——==
(hk)=(0,0) v/PZ T 2
Ukéze se, ze pro diferencovatelnou funkci vyraz Ah + Bk je pravé (2), to jest (2) je
diferencidlem f ve smyslu definice 9.6.

VETA 9.7. Je-li f diferencovatelnd v bodé (zo,yo), pak mé v tomto bodé parcidlni
derivace a v (3) je A = f;(2o,%0), B = f,(Zo, %0)-

Pozndmka 9.8. Tvrzeni, opacné vété 9.7, neplati: z existence v daném bodé parcialnich
derivaci neplyne diferencovatelnost funkce v tomto bodé.

VETA 9.9. Jsou-li parcidlni derivace funkce f definovany v okoli bodu (g, yo) a spojité,
pak ma funkce f v tomto bodé diferencial.

Diferencovatelnost funkce vyjadiuje hladkost jejiho grafu v okoli daného bodu (viz
déle § 9.8). Mimo jiné, diferencovatelné funkce je vzdy spojita.

VETA 9.10. Je-li f diferencovatelnd v bodé (zo,yo), pak je v tomto bodé spojité.
9.4. Vyuiziti diferencialu pro odhad prirtstku funkce

Zanedbdme-li v (4) maly ¢len a(h, k), dostaneme vzorec

of of

f(@o + h,yo + k) — (2o, %0) = 2= (0,%0) - b+ (%o, W0) - k, (5)
or Oy

jehoz lze vyuzit pro pfiblizny vypocet pfiristku funkce.

PRIKLAD 9.11. Pomoci diferencidlu odhadnéme absolutni a relativni chybu vypodtu
objemu rotaéniho valce s polomérem podstavy r = 5 a vyskou H = 10, jsou-li rozméry r
a H znamy s chybami Ar < 0.02, AH < 0.01.

IRik4 se pFesn&ji ,totalni“ anebo ,Fréchettv® diferencidl
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Reseni. Objem rota¢niho valce s polomérem podstavy r a vyskou H je
V =nar’H. (6)

Jsou-li r a H zndmy s malymi chybami Ar, AH, dle vzorce (5) bude vyslednd chyba
vypocétu objemu AV =V (r + Ar, H + AH) — V(r, H) pfiblizné rovna

AV = V/Ar + VLAH = 2rrHAr + 7nr*AH = mr(2HAT +rAH),

coZ v uvazovaném pripadé dava

2 1 225 97
AV ~ 57 (20Ar + 5AH) < 571 (20- ﬁ“"ﬁ) = S = AT
Jelikoz dle (6) pro dané rozméry vélce je V = 250w, relativni chyba bude pfiblizné
Y = 91 = 0.009. O

PRIKLAD 9.12. Pomoci diferencidlu vypo¢téme pfiblizné hodnotu f(2.9, 3.8) pro funkci

fy) =z+y+ya®+y2

Resent. Polozme xo = 3, yo = 4. Vypodctéme parcialni derivace
of q_ 1 gy O _y ¥y
Oz 2V2? + 42 Vat+y? Oy VaZ+y?
a Vyuzijme vzorce
f(z,y) — f(z0,90) = df (2o, o)z — o,y — Yo]
sxo=3,y=4,x=2.9,y=38:
f(z,y) — f(zo,y0) = df (2o, y0) [z — o,y — o]

= %(wo,yo) (x —x0) + g—z(xo,yo) (¥ — %)

_of of
= 3 (3,4)-(—-0.1) + By (3,4) - (—0.2).
Po vykondni vypocta dostaneme f(3,4) =3+4 — /32442 =2,
af 3 3 af 4 4
g ay=1-—2 _—1-2-04 Y349=1-——=_—1-Z-902
a1 (3,4) e 5 =04 By (3,4) P 5 =02
Pak bude
_of of
£(2.9,3.8) — f(3,4) ~ ax(3’4) (—0.1) + By (3,4) - (—0.2)

= 0.4-(—0.1) +0.2(—0.2) = —0.08,

a vyjde f(2.9,3.8) = f(3,4) — 0.08 = 1.92. Kontrola vysledku pomoci pocitace dava:
£(2.9,3.8) ~ 1.9198. . .. O

9.5. Parcialni derivace sloZzenych vyrazi

Plati jista zobecnéni vzorce pro derivaci slozené funkce. Méjme funkci s pfedpisem
u = f(z,y,2) a uvaZujme z, y, z jako funkce jiné proménné ¢. ObdrZzime tak funkci
u = u(t). Pak, existuji-li pfislusné derivace a jsou-li spojité, bude
du Ofdz 0Ofdy K 0fdz
dt  Oxdt oydt Ozdt
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9.6. Parcialni derivace vyssich rada

Parcidlni derivace vyssich rddi vznikaji postupnym vypoctem jednotlivych parcial-
nich derivaci jiz nalezenych parcidlnich derivaci. Parcidlni derivace druhého fadu jsou

=25 02) aaty =y or) a2 0r)> a7~ o0 ()

872 Oz \ Oz 8x3y:0_y ox 8y8x:8_:1: Oy dy2 Ay \ 9y

Znacime je také f , f, atd.

Tx)
VETA 9.13 (Schwarzova véta). Existuji-li v bodé (zo,yo) smiSené parcidlni derivace
221 (0, 10) & 2L (x0,10) & jsou-li v bods ( jité, pak plati
Bady (£0,Y0) & 5.3- (o, Yo) & jsou-li v bodé (zo, yo) spojité, pak plati

OF (e0,0) = 2L (20, o)
amay ZoyYo) = 8y8:c Zo,Yo)-

9.7. Gradient
Necht f: R? — R.
DEFINICE 9.14. Gradientem funkce f se nazyva vektor

of
grad f = (gfc) .
dy

VETA 9.15. V kazdém bodé (xg,yo) ukazuje vektor grad f(zo,yo) smér nejvétsiho
ristu funkce f a je kolmy vrstevnici.

Jinak se znaci grad f = V f.

Zakreslime-li v kazdém bodé& (z,y) tsecku pfimky ve sméru gradientu grad f(z,y),
obdrzime tzv. pole gradientt funkce f.
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OBRAZEK 9.2. Vrstevnice pro f(z,y) = z* + 4y — zy? a pole gradientt.
Smér gradientu je vzdy kolmy vrstevnici.

9.8. Teéna rovina a normala

Existence diferencidlu funkce jedné proménné znamen4 existenci tecné primky a vyja-
dfuje hladkost grafu funkce v okoli daného bodu. Toto lze pfirozenym zptsobem zobecnit
pro ptipad funkce dvou proménnych, budeme-li mluvit o teéné roviné.
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9.8.1. Tecna ke grafu funkce jedné promenné

Pripomenme si definici diferencovatelnosti funkce jedné proménné: funkce f je dife-
rencovatelna v bodé x, jestlize existuje konstanta A takova, Ze plati

lim f(@o+h) — f(xo) — AR _
h—0 h

0, (7)
pfiem? se dokézZe, ze v (7) bude A = f'(x¢). Plati tedy, Ze je
f(zo +h) — f(z0) = f'(z0)h = a(h),

o(h)

kde a(h) je veli¢inou fddu malosti vyssiho, nez h: limy,_,o =

ve tvaru

= 0. Tento vzorec lze zapsat

f(@o+h) = f(zo) + f'(m0)h + (h).

Vyraz f(zo) + f'(x0)h je hodnotou v bodé z = zo + h funkce z — f(xo) + f'(zo)(z — z0),
jejiz grafem je teéna v bodé (zo, f(zo)). Diferencovatelnost funkce v zy tedy znamen4,
mé funkce v bodé (zo, f(zo)) teénu a lze ji v okoli tohoto bodu aproximovat pfislusnou
linedrni funkci.

Tyto tvahy umoznuji formulovat jinou definici tecny ke grafu funkce, jiz jsme piivodné
chapali jako limitni polohu secny.

DEFINICE 9.16. Pfimka o rovnici y = ax+c, prochazejici bodem (zo, f(zo)), je te¢nou
pfimkou ke grafu funkce f v bodé (zo, f(z0)), jestlize plati

lim f(z)—az—c _
T—x0 xr — xo

0. 8)

Podle hofejsitho vyjde®* v (8) a = f'(x0), ¢ = f(x0) — f'(0)x0, coZ odpovida rovnici
tecny y = f(zo) + f'(z0)(z — o).

9.8.2. Definice tecné roviny

Pfirozenym zobecnénim definice 9.16 zavadime pojem tec¢né roviny.

DEFINICE 9.17. Rikdme, Ze rovina o rovnici z = ax + by + ¢, prochazejici bodem

(o0, Yo, f(x0,Y0)), je tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé (zo,yo, f(zo,%0)), jestlize
plati

o Jey -ea-b-c . (©)
(z,y)—=(z0,y0) \/(iL' _ $0)2 + (y _ y0)2

VETA 9.18. Te¢né rovina ke grafu funkce f v bodé (zo, yo, f(z0,%0)) existuje tehdy a
pravé tehdy, kdyz je f v (zo,yo) diferencovatelnd. Rovnici této tecné roviny je

z— 20 = fo(2o,0)(z — z0) + f;(-’ﬂo, Y0)(Y — %), (10)
kde 29 = f(zo,0)-

2Vskutku, pfimka y = azx + ¢ prochdzi bodem (zo, f(0)), a proto f(zo) = axo + c. Musi tedy byt
¢ = f(zo) — axg, coZ znamend, Ze mé (8) tvar

lim f(z) — f(z0) — a(z — 7o)

T—T0 r — X9

=0,

a dostaneme a = f’(zp).



OBRAZEK 9.3

Diikaz. Z ptfedpokladu, Ze rovina y = ax + by + ¢ prochazi bodem (o, yo, f(zo, ¥%0)),
obdrzime f(xg,yo) = axo + byo + c. Proto v (9) je ¢ = f(xo,y0) — azo — byo :

f(@,y) — f(20,90) — a(x — x0) — b(y — wo)

=0.
(z,y)—(z0,%0) \/(x — x0)2 —+ (y — y0)2
Této vlastnost vSak znamend diferencovatelnost f v bodé (zo, yo), a proto a = f.(xo, %),
b= f,(Zo, o). Dostévime tak rovnici (10). O

Teéné rovina ke grafu z = f(z,y) v bodé (xg, yo, f (o, Yo)) je urbena teénymi pfimkami
o smérnicich f; (o, %), f, (%o, Yo) kfivek, vznikajicich v fezu plochy rovinami z = z, a
y = yo (obrazek 9.3)

9.8.3. Normdla

Rovnici (10) 1ze upravit na tvar

fa(20, %0) (& — 20) + £, (20, %0)(y — %0) + (—1)(2 — 20) = 0,
coz znamena, ze vektor
n= (fa/c(xo,yo)a f;(%,yo)a —1) (11)

je kolmy s vektorem (z — xo,y — Yo, 2 — 20) pro kazdy bod (z,y, z) tecné roviny v bodé
(0, Yo, 20) (pFipomenime si, Ze zy = f(xo,Yyo)). Vektor 7 je tudiZ kolmy s tecnou rovinou
v bodé (.’Eo, Yo, f(xﬂa yO))

DEFINICE 9.19. Vektor (11) se nazyva normdinim vektorem plochy z = f(z,y) v
bodé& (zo, Yo, f(z0,y0)). Piimka, protinajici plochu 2 = f(z,y) v bodé (zo, Yo, f (0, %0))
ve sméru tohoto vektoru, se nazyva normdlou.

Parametrické rovnice normaly jsou

r=1x0+tf,(Zo,%0), ¥=uwo+tf,(2o,%), z2=2 —t.

9.9. Véta o stfedni hodnoté

Pro funkce dvou proménnych plati obdoba Lagrangeovy véty o stiedni hodnoteé.

VETA 9.20. Bud f funkce dvou proménnych, definovan na néjakém obdélniku M =
[a1, ag] X [b1, bs] @ majici parcidlni derivace v kazdém bodé z M. Pak pro libovolné (z¢, yo)
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a (z,y) v M plati

0 0
F@,1) = $an, o) = 52 (€)@ = 20) + 5 (z0,m)y = ),
kde &, n jsou jisté body takové, zZe & lezi mezi zy a x a n lezi mezi yy a y.
Diikaz. Stadi ptirustek f(x,y) — f(zo,yo) upravit do podoby
f($,y) - f(xO’yO) = f(x’yO) - f(xO’yO) + f(x)y) - f(iﬂ,yo)
a dvakrat vyuzit Lagrangeovy véty pro funkce jedné proménné. O

9.10. Smeérova derivace

Méjme nenulovy vektor @ € R? a f : R? — R. Zavedme 7 = <z> ; pak mame 7 — f(7).

Parcialni derivace funkce f podle x udava rychlost zmény jeji hodnoty podle proménné
x, neboli, jinak Feceno, ve sméru jednotkového vektoru i vodorovné soufadné osy. Podobné
Ize Tici ohledné f,. Smérovd derivace udava rychlost zmény hodnoty funkce ve sméru
néjakého jednotkového vektoru u v obecné poloze.

DEFINICE 9.21. Derivace funkce f ve sméru 4 je
24
Of (1 i T +10) = £7)
ou t—0 t
Jinak by se dalo zapsat g—{;(f') jako ¢'(0), kde ¢(t) = f(7+ t4).
VETA 9.22. M4-li funkce f v bodé (z,y) derivaci, pro libovolny vektor @ o velikosti
1 plati

0 _,

0L (2,0) = (rad f (2, 9), 7). (12)
Zde je (grad f, @) = %ﬁul + %:SUQ (skaldrni soucin). Vzorec (12) lze zapsat ve tvaru

% = g—icosa + g—zsina,

vyjadiime-li soufadnice jednotkového vektoru u ptes thel «, jenz tento vektor svira s klad-

nym smérem vodorovné osy. Potfebujeme-li pocitat derivaci ve sméru u, kde je velikost

|| vektoru @ odlisné od 1, pouZijeme normalizovany vektor |—é.|11’

PRIKLAD 9.23. Pro funkci
f(z,y) = arctg(z® + y°)

vypoctéme g—’;, kde je @ = G)

Resend. Dle pifkladu 9.3 je %(x, y) = H@g—iym, %(x, y) = H@g—ﬁyw a tudiz

2 x
rad f = ————— .
Velikost vektoru # je |i&| = /5, normalizovany smérovy vektor bude \/igﬁ Pak dle

véty 9.22
of _ 2 2 T+

9% VB(1+ (22 +142)?) @ity =

VBl (@A)
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