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Cile

> pfipomenout, zorganizovat a rozsifit stavajici poznatky
> néco udélat, udélané vysvétlit, ...

Proces

P zapamatovat a zopakovat
> pochopit a pouzit
> rozliSovat a vysvétlovat
> pretvéaret a vytvaret

Kulisy

> geometrie



Piehled celkovy

> jaro 2024: konstrukéni geometrie (,synteticka“) — pravitko, kruzitko, trpélivost

> podzim 2024 a jaro 2025: pocCitaci geometrie (,analytickd“) — soustavy rovnic,
matice, determinanty

Piehled aktualni
> klasicka konstrukéni geometrie: Zaklady, dotykové ulohy
> geometricka zobrazeni: shodna, podobna, afinni, projektivni a par dalSich
> poznamky k zobrazovani prostoru do roviny

Materialy

> |S: osnova, pfednaska, odkazy, staré pisemky'

Zakonceni

> Ulohy — pisemka — Ustni zkouska

Soutéz

> 0 nejpovedengjsi konstrukci/vykres/aplikaci pouzitelnou ve vyuce

1https://is .muni.cz/auth/el/ped/jaro2024/MAO007/index . qwarp


https://is.muni.cz/auth/el/ped/jaro2024/MA0007/index.qwarp
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Zaklady Uvod

= zaklady eukleidovské geometrie
= geometrie Eukleidovych Zakladl,? ovéem s Hilbertovymi upfesnénimi.®

Zakladni pojmy:

g E N

Zakladni vztahy/relace:

> incidence, usporadani, rovnobéznost, shodnost, spojitost

Zakladni definice:
> napf. Ghel, pravy Uhel, resp. kolmost pfimek, trojuhelnik, étverec, kruZnice,
rovnobéznost pfimexk, . ..
Zakladni tvrzeni (axiomy/postulaty):

> nékolik ke kazdému ze zakladnich vztahd. . .

2kolem —300, http://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovy_z%C3%A1klady
Skolem 41900, http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_axioms


http://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovy_Z%C3%A1klady
http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert's_axioms

Eukleidovy geometrické axiomy (postulaty) Uvod 6

(I) Kazdé dva rizné body spojuje I:l
(Il) Kazdou pimku Ize na kaZdé strané libovolné |:|

() Lze vytvorit I:] s libovolnym danym stfedem prochazejici libovolnym
jinym bodem.

(IV) Vsechny pravé uhly jsou | |.

(V) I:l pfimka protinajici dvé jiné pfimky tvofi vnitini ahly na jedné strané
mensi neZ dva pravé, I:l tyto dvé pfimky (dostateéné prodlouZeny) setkaji
se na té strané, kde jsou thly mensi dvou pravych.*

@ +pB<2R[ g ah se protinaji

“https://en.wikipedia.org/wiki/Parallel_postulate


https://en.wikipedia.org/wiki/Parallel_postulate

Eukleidovy vSeobecné axiomy

> Veli¢iny témuZ rovné i navzajem rovny jsou.
> KdyZ se pfidaji rovné veliciny k rovnym, i celky jsou rovny.
> apod.

Dnes ¢teme jako:

»k=lam=I_ |k=m.
» k=lam=n[ |k+m=I+n.
> apod.®

5ht'cps ://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/cmi html:

Uvod 7


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/cn.html

Eukleidovy nevyslovené axiomy (Hilbertovo upfesnéni) Uvod 8

Neékteré véci nejsou v Eukleidové systému explicitné formulovany. ..

Typicky axiém uspofadani je napt.:

> Pro tfi rizné body leZici na jedné pfimce plati, Ze pravé jeden z nich je I:]
zbylymi dvéma.

Axiémy spojitosti je mozné nahradit jedinym, tzv. Dedekindovym axiémem.

> Body na pFimce neobsahuji (vzhledem k vyse zminénému |:| )
Dedekindovy fezy typu ,skok“a ,mezera“.

... jde zejména o upfesnéni predstavy eukleidovské pfimky jakozto ,realné“
primky!8

8viz konstrukci télesa redlnych &isel (algebra) a problém sestrojitelnych veligini(s. 28).



Co na postulatu (V) nezavisi
> Veéty SUS, SSS, USU, nerovnosti v trojuhelniku apod.
> Véta o vngjdim Ghlu trojuhelniku.”

A

[ >

)’DaaYDﬂ

> Shodné stfidavé uhly implikuji rovnobéZnost pfimek® (odtud |:|
rovnobézky).

D

a=y[__]hlg

7Zde jsou poprvé potfeba axiémy uspofadani (viz s. 10).
8Nepfimo pomoci véty o vnéj§im Ghlu trojuhelniku (viz s. 11).

Uvod 9



Detail k v&té o vngjsim Ghlu v trojuhelniku®

16 BOOK I. PROP. XVI. THEOR,

[F o fide of a

it pradlmd the external

angle (

) i
greater than cither of dle
internal remote  angles

(‘ or ‘).

= ——eae (pr. 10).

e foins
s -
(contt. pr. 15, ' ‘ (er- £),

R ALY Y

In like manner it can be fhown, that if =mms=s-

be produced, ‘ = , and therefore

WV i = G = A

QE.D.

9h‘ctp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-16.html

Uvod

10


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book1/byrne-16.html

Detail k vété o existenci rovnobézky° Ovod 11
28 BOOK I. PROP. XXVII. THEOR.

F a firaight line
[
ing two ather

| frraight  lines,

) makes

with them the alternate

gt (M o
‘ ond ‘ ) cqual, thefe two firaight fincs

are parallel.

(G

If s b 0t parallel to

they thall meet

when produced.
If it be pofiible, let thofe lines be not parallel, but meet
when produced; then the external angle ‘ is greater

than A (pr- 16), but they are alfo equal (hyp.), which

is abfurd ; in the fame manner it may be thown that they

cannot mect on the other fide; .*. they are parallel.
QE.D.

1Ohttp://www.math.ubc.ca\/~cass/Euc1id/bookl/byrne—28.html|:| = =


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book1/byrne-28.html

Co na postulatu (V) zavisi

> Véta o stfidavych Ghlech! (odtud |:| rovnobézky).

L9

hilg[ Ja=vy

> Véta o souctu vnitfnich GhlG v trojdhelniku.'?

> Véty o rovnobéZnicich a trojuhelnicich a jejich obsazich.'®
> Pythagorova véta (a témérf vSe co nasleduije). ..

""Nepfimo: @ # y = a + 8 # y + 8 = 2R # y + f3; odtud podle (V) plyne, Ze se piimky h, g
protinaji, tedy nejsou rovnobézné (viz s. 13).

2P¥imo pomoci véty o stfidavych Ghlech (viz s. 14).

3Podrobnéji od s. 16...

Uvod 12



Detail k vété o stfidavych thlech'

30 BOOK I. PROP. XXIX. THEOR.

STRAIGHT Jine
(o) ftdling on
two paralle] fraighe

S ines ( and

), wakes the alternate
angles equal 15 one ansther ; and
alfo the external equal to the in-
ternal and oppofite angle on the
Jfame fide ; and the two internal
angles on the fame fide together
cqual to two right angles.

T A
For if the alternate angles & and be not equal,

= ‘ (pr.23).

Therefore emmmssses || (pr. 27.) and there-
fore two ftraight lines which interfe are parallel to the
fame ftraight line, which is impofiible (ax. 12).

(raW e, making

Hence the alternate angles and are not

unequal, that is, they are equal: ag!" y — ‘ (or.15);
= , the external angle equal to the inter-

nal and oppofite on the fame fide : if be added to

both, then ‘ +' =‘ i ﬂ%lz)-

That is to fay, the two internal angles at the fame fide of
the cutting line are equal to two right angles.
E.D.

14ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-30.html

Uvod 13


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book1/byrne-30.html

Detail k vété o souétu uhld v trojuhelniku®®

BOOK 1. PROP. XXXII. THEOR.

33

= oy fide )
o a triangle be pro-
duced, the external

angle ( M) i cqual

5 the fiom of the teso internal and

appafiteangles( and ‘ ),

and the three internal angles of
very triangle taken togetlier are
cqual 15 tos right angles.

eve

Through the point /™ draw
1l (pr- 31).

Then ‘ = ; (pr- 29.)s
‘A -V
+ ‘ = e (ax. 2.),

and therefore

+‘+‘=‘=ﬂl

(pre 13).

Q.E.D.

co e

1‘r’ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-32.html

Uvod
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http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book1/byrne-32.html
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Zakladni tvrzeni o rovnostech obsahti'® Obsahy 16

> Rovnobézniky, resp. trojuhelniky se stejnymi zakladnami a stejnymi vyskami
maji

> Trojtihelnik ABC a rovnobéznik ECGF maji |:| (kde E = stied BC
a BC || AF):

> Rovnobézniky BEFG a BALM maji| | (kde spoleény bod B <
Uhlopficce HK):

"

> Eukleidova véta o odvésné/vysce, resp. véta I:l .

6Ve véech dikazech vystagime s vétou o stfidavych Ghlech a shodnymi trojihelniky (viz s. 17, 18).



71,0

Detail k vété o obsazich rovnobéznik('” Obsahy

36 BOOK 1. PROP. XXXV. THEOR.

JARALLELOGRAMS
d o the fame bafe, and
/) between the fame paral-

Iele, are (in area) equal.

On account of the parallels,

V-V
' V <rf 29.)
and (pr. 34.)
\ \ (or. 8

W V- .
- A= A

QE.D.

17ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-36.html

17


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book1/byrne-36.html

Detail k v&té o slozenych rovnob&znicich'® Obsany 18

44 BOOK I. PROP. XLIII. THEOR.

T9£ ‘HF. complements
£, 04

A ..

the paralielgrams which are aba
the diagonal of a parallelygram are

equal.
A = I (pr- 34

A = ' (pr. 34.)
' - .

QE.D.

and

1fsht‘cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-44.html


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book1/byrne-44.html

Eukleidova véta o odvésné, resp. Pythagorova véta
Véta
Trojuhelnik BAC je pravouhly a P je pata vysky z vrcholu A.

Potom plati ‘ a ‘ , tudiz

¥https://www.geogebra.org/m/apubVUSe

Obsahy

19


https://www.geogebra.org/m/apubVUSe

Eukleidova véta o odvésné, resp. Pythagorova véta Obsahy 19

Véta
Trojuhelnik BAC je pravouhly a P je pata vysky z vrcholu A.
Potom plati ‘ a ‘ ‘ tudiz ‘

H

K
P

~C

Dukaz.

> FBAG je Ctverec a Uhel BAC je pravy = body G, A, C lezi na
,ataje

> Odtud podle z&kl. véty o obsazich, shodnosti trojuh. I:] a I:] a znovu
podle zakl. véty o obsazich:

obsah I:] = obsah I:] = obsah I:] = obsah I:]

Proto ma &tverec FBAG stejny obsah jako obdéinik PBDL.
Obdobné to funguje na druhé strané. .. ° o
¥https://www.geogebra.org/m/apubVUSe



https://www.geogebra.org/m/apubVUSe

Detail k Eukleidové vété o odvésné?°

48 BOOK I. PROP. XLVII. THEOR.

N o right angled tri

[ /i the fpuare on the

Iypotenufe
the fim of the fyuares of
and ).

(o) QR —— .|

deferibe fquares, (pr. 46.)

Tocachadd M .

— = wmeee= and

A I’

Again, becaufe

Obsahy

BOOK I. PROP. XLVII. THEOR. 49

. = twice

B \
In the fame manner it may be thown

S R F

and

2Oht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-47.html

20


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book1/byrne-47.html

Kvadratura mnohothelniku Obsahy 21

Kombinaci pfedchozich poznatki zjistujeme, ze libovolny mnohothelnik Ize
geometricky kvadraturovat = sestrojit &tverec se stejnym obsahem.?'

Navic kazdou dil¢i konstrukci Ize doplnit nazornym rozstfihanim. ..

Véta (Wallaceova—Bolyaiova—Gerwienova)

Dva mnohodhelniky maji stejny obsah [ | jeden Ize rozstiihat na asti,
z nichZ Ize sloZit ten druhy.

Kvadratura obecného trojuhelniku se stfihanim

2http://ggbtu.be/mkripDpYd o 5 =



http://ggbtu.be/mkripDpYd

Mezishrnuti — takto |:|!

22



Mezishrnuti — takto I:l! (pokragovani na s. 51)
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Geometricka algebra Trocha algebry 25
... geometrické konstrukce vs. algebraicka vyjadreni. ..

Obrézek 4.11: [A] TL6: Pokud je C stied visecky AB a D) je libovelng hod na té3e piimee
vpravo od B, potom plati +CB? :'(“_f__)z

Poznamky
Pfi znaceni |AB| =: b a |DB| =: x Ize pfedchozi tvrzeni psat jako

b 2 b 2 . 5 b 2 b 2
(b+x)x+(§) 7(§+x) neboli  x +bx+(5) ,(E_,_X) )
Uvedené Upravy zname jako tzv.

Tyto Upravy jsou prvnim krokem k vyjadfeni kofend obecné kvadratické rovnice (s. 30).

Mifime k charakterizaci sestrojitelnych velicin (s. 28). ..



Zlat)'/ Fez Trocha algebry 26

Definice
Bod H déli isecku AB ve zlatém Fezu, pokud pomér celé Usecky k del$i ¢asti
fezu je stejny jako pomér delsi ¢asti ke kratsi, tzn. pokud

BA : AH=AH: HB, nebo AB:BH = BH: HA.

Konstrukce (Eukleidova) Fi——=¢
(i) AC je kolmice k AB, ptitemz AC = AB, S \\\
(i) E = stfed AC, A 8
(iii) F lezi na polopfimce CA tak, ze EF = EB, ¢ /
(iv) Hlezi na Usecce AB tak, ze AH = AF

Kl D

= AH je delSi ¢asti zlatého fezu Usecky AB. ¢



Dudkaz a néco navic

Trocha algebry

Zdavodnéni konstrukce plyne z pfedchoziho (s. 25) a z Pythagorovy véty (s. 19):

CF-FA + AE? = = neboli CF-FA = AB2.

Tzn. obdélnik CFGK a ¢tverec ABDC maji stejny obsah.
Tyto v8ak maji spoleénou ¢ast CKHA, takze

taky étverec AHGF a obdélnik KDHB maji stejny obsah.
To miZeme zapsat jako

|| neboli AH:BH=AB:AH. O

F 9

=TT
SRS
©OON

27



Dudkaz a néco navic Trocha algebry 27

Zdavodnéni konstrukce plyne z pfedchoziho (s. 25) a z Pythagorovy véty (s. 19):

CF-FA + AE? = = neboli CF-FA = AB2.

Tzn. obdélnik CFGK a ¢tverec ABDC maji stejny obsah. F o

Tyto v8ak maji spoleénou ¢ast CKHA, takze : RN
taky Ctverec AHGF a obdélnik KDHB maji stejny obsah. Al

To mizeme zapsat jako el
. 3 / '
[ | neboli AH:BH=AB:AH. O

Pocitani
Pfi oznacéeni |AB| =: b a |AH| =: x definice zlatého fezu zni:

b:x=x:(b-x) neboli b(b-x)=x® neboli I:l

Postupné sestrojené veliciny jsou:

IAE| = |EC| = D |EB| = » JAFI=|AH|=x =

Skutec¢né, x = je kofenem kvadratické rovnice I: ..




Sestrojitelné veli¢iny Trocha algebry

Redlné veli¢iny — reprezentované UseCkami — umime:

> scitat a od¢itat — pomoci prikladani a odebirani useéek na ptimce,

> nasobit a délit — pomoci stejnoplochych rovnobézniki, resp. podobnych
trojuhelnikd,

» druhou odmochninu — pomoci Eukleidovy véty o odvésné, resp. o vysce.

28



Sestrojitelné veli¢iny Trocha algebry 28

Redlné veli¢iny — reprezentované UseCkami — umime:

> scitat a od¢itat — pomoci prikladani a odebirani useéek na ptimce,

> nasobit a délit — pomoci stejnoplochych rovnobézniki, resp. podobnych
trojuhelnikd,

» druhou odmochninu — pomoci Eukleidovy véty o odvésné, resp. o vysce.

Véta
Rediné Cislo je sestrojiteiné eukleidovskym pravitkem a kruzitkem [ | jej Ize
vyjadrit pomoci kone¢ného poctu

T+ -y ()



Sestrojitelné veli¢iny Trocha algebry 29

Véta
Readlné ¢islo je sestrojitelné eukleidovskym pravitkem a kruZitkem < jejlze
vyjadrit pomoci kone¢ného poctu

T+ -y ()

Ddkaz.
Zacéneme s Useckou predstavujici jednotku.

Dalsi sestrojitelné veli¢iny vznikaji konstrukcemi v roviné, a to vyhradné jako

(a) pranik dvou pfimek ~» soustava I:] rovnic,

(b) pranik pfimky s kruznici ~» soustava \ \ a \ \ rovnice,

(c) pranik dvou kruznic ~» soustava ‘ ‘ rovnic.

Eliminaci jedné proménné dostaneme , nebo

rovnici; vyfeSime, dosadime, ...

Kofen(y) lib. \ \ a \ \ rovnice umime vyjadfit z jejich koeficient(
pomoci pravé uvedenych operaci! O




Poznamka (viz s. 25)

Algebraické vyjadieni kofent kvadratické rovnice x® 4+ bx + ¢ = 0 se dél4 takto:

b)\? b\? b\? b\?
2 b o) _ ; o o) _
X +bx+(2) 7(2) ¢ neboli (x+2) 7(2) c,

coz po odmocnéni a Upravé vede k dobfe znamému vzore¢ku

-b+ Vb2 —4c

x——9+ 92—0 neboli x =
27 n 2

2

Trocha algebry 30



Slavné problémy starovéku Trocha algebry

(a) zdvojeni krychle ~» x = V2a,

(b) rozvinuti kruznice ~» x = 2xr,

(c) kvadratura kruhu ~> x = +/xr,

(d) roztfeténi dhlu ~» x3-3ax?-3x+4a =0,
(e) pravidelné mnohouhelniky ~» ...... (s. 54)

Problémy (b) a (c) jsou ekvivalentni; problémy (d) a (e) spolu Gzce souvisi.

Diky J.H. Lambertovi, resp. F. Lindemannovi vime, Ze & neni racionalni, resp.
algebraické Gislo.??

Z ptedchoziho (a trochu nasledujiciho) vime, ze

> problémy (a), (b) a (c) |:| Yesitelng,

> problémy (d) a (e) ‘ ‘ feSitelné.

22,1767, resp. 1882

31



Mascheroniovské a steinerovské konstrukce Trocha algebry 32

Eukleidovské konstrukce = konstrukce s kruzitkem a pravitkem.
Mascheroniovské konstrukce = konstrukce pouze s kruzitkem.

Steinerovské konstrukce = konstrukce pouze s pravitkem a jednou kruznici.
Al

'

Priklad: Mascheroniovska a steinerovska konstrukce inverzniho bodu A’ k bodu A
vzhledem ke kruZznici se sttedem O.

Véta
Konstrukce je proveditelna eukleidovsky | | je proveditelna mascheroniovsky
[ | je provediteiné steinerovsky.



Konstrukce neusis Trocha algebry 33

Konstrukce neusis = konstrukce s kruzitkem a pravitkem se znackami (které se
prikladaji k pfimkam, resp. kruznicim)

Pfiklad: Archimédova trisekce Uhlu s oznacenym pravitkem.

Poznamka
Takto Ize sestrojit (realné) kofeny libovolné |:| rovnice, tedy vyresit

problémy (a), (d) a nékteré dalsi (e) nas. 31...%

2nttp://en.wikipedia.org/wiki/Neusis_construction


http://en.wikipedia.org/wiki/Neusis_construction

Uzitek

Konstrukce elipsy pomoci neusis udélatka.

34
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Kosinova véta Kosinové véta 36

Jako dusledek (a zobecnéni) I:' (s. 19) predstavujeme:

Véta
V obecném trojuhelniku ABC, kde D = pata vysky z vrcholu B, plati:

B B
o A c A b c
BC2=BA24+AC2+| | Bc?=BA2t+Acc-| |

Dukaz.
Plyne z I:l (zde pro trojuh. BDC a BDA) a pér Uprav:
BC? = BD? + DC? = BD? + (DA + AC)? =

= (BD?+DA?) +AC?+ |  |=BA2+AC*+[ | o

Poznamka
Pfi obvyklém znaceni a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| a @ = |/BAC| mizeme obé ¢asti
pfedchozi véty psat soucasné jako

a2:b2+c2—|:].
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O kruznicich O kruznicich 38

Jako disledky véty (s. 12) uvadime:?*

> vétu o stredovém a obvodovém Uhlu,
> spec. pripad — Thaletovu vétu,

> vétu o Usekovém Uhlu,

> apod.

2nttps://ggbm.at/MtseAe67


https://ggbm.at/MtseAe67

O stfedovém a obvodovém Uhlu O kruznicich 39

Pro kruznici se stredem E a Use¢ BC je Uhel BEC stfedovy (ozn. u) a uhel BAC
obvodovy (ozn. «):

Véta
Stfedovy uhel k dané usecéi je dvakrat vétsi neZ lib. Ghel obvodovy (u = 2a).
Proto jsou obvodové hly k téZe tseci vSechny stejné.

Ddlkaz.
> Trojuhelnik ABE je rovnoramenny — Uhly u z&kladny jsou

> Véta o souctu Uhld v trojuhelniku ABE — vnéjsi Uhel I:'

Ze stejnych ddvodu plati také I:l odkud plyne y = 2a.
(Podobné se zdlvodni i ostatni varianty.. .) m]



O Usekovém uhlu O kruznicich 40
Pro kruznici, Gse¢ BC a te¢nu BF je Uhel CBF usekovy (ozn. ¢):
Véta
Usekovy Uhel k dané useci je stejny jako thel obvodovy (@ = ¢).

Dukaz.
> Véta o obvodovém Ghlu = UGhel BAC je ]

> Vezméme A’ tak, aby A’B byl prdmérem kruznice (<A’BC ozn. B).
Véta o te¢né —

> Thaletova véta — Uhelu Cje I:l

Véta o souctu Uhld v trojuhelniku A’BC — I:'

Celkem tedy a = ¢. O



O mocnosti Okruznicich 41
Secna jdouci bodem D protina kruznici v bodech C a A:
Véta
Pro libovolnou secnu plati, Ze soucin DC - DA je I:l

Ddkaz 1 (pro D vné kruznice).
Lze zdGvodnit nékolikerym uzitim |:| (pro trojihelniky DBE,

DFE, CFE)® a par Upravami:

| | = DE? - EB? = DE? - EC? = (DF? + FE?) - (EF? + FC?) =
= DF? - FC? = (DF + FC)-(DF - FC) = DA - DC.

25kde E = stfed kruznice a F = pata kolmice na AC



O mocnosti Okruznicich 42
Secna jdouci bodem D protina kruznici v bodech C a A:
Véta
Pro libovolnou sec¢nu plati, Ze soucin DC - DA je I:l

DCy - DAy = | \

Ddkaz 2 (univerzalni).

Alternativné pomoci I:' trojuhelnikd:

» Veéta o obvodovych Uhlech = vyznacené Ghly u vrcholl C; I:l

» Navic thly u vrcholu D jsou stejné = trojuhelniky C; DA, a C,DA; jsou

> Tedy | , co je ekviv. DC; - DA; = I:l o




O mocnosti O kruznicich 43

Pro bod D vné kruznice (a B bod dotyku tecny) plati

DC-DA = DB? = DE? - EB?.

Definice
Mocnost bodu D ke kruZnici se sttedem E a polomérem r je redlné Cislo

m:= DE? — 12

26\lyplyva z definice a Pythagorovy véty. ..



O mocnosti Okruznicich 43
Pro bod D vné kruznice (a B bod dotyku te¢ny) plati

DC-DA = DB? = DE? - EB®.

Definice
Mocnost bodu D ke kruZnici se sttedem E a polomérem r je redlné €islo

m := DE? — 12,

Chordala je mnozina v§ech bodU v roving, které maji stejnou mocnost ke dvéma
danym kruznicim.

Véta
Chordala dvou nesoustfednych kruznic je I:l ktera je I:] na spojnici
jejich stfedt3.28

26\/yplyva z definice a Pythagorovy véty. ..



Uzitek Okruznicich 44

Kotoulenim kruznice uvnitt kruznice s I:l polomérem se prevadi pohyb
otacivy na primocary.
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Pravidelny pétithelnik Pravidelny patidhelnik a dalsi 46

Pravidelny = v8echny strany a v§echny Ghly navzajem shodné.

D
E@C E@c
A 8 A ()
Postrehy

(1) Soumérnost podle osy jdouci E — ADDBC a BED CD — BCDFje

L]

(2) Obvodové uhly BAC, CAD, DAE atd. jsou vSechny shodné — trojuhelnik

ABD je I:l a uhly u zékladny jsou I:l Ghlu u vrcholu

D, tzv. zlaty trojuhelnik.

(3) Trojuhelniky ADE a EAF jsouoba | | amaji spole¢ny thel u

vrcholu A = jsou |:|



Zlaty trojuhelnik Pravidelny pétiahelnik a dalsi 47

Véta
V rovnoramenném trojuhelniku plati:
pomér ramene a zakladny je zlaty [ | trojihelnik je zlaty.




Zlaty trojuhelnik Pravidelny pétiahelnik a dalsi 47

Véta
V rovnoramenném trojuhelniku plati:
pomér ramene a zakladny je zlaty [ | trojihelnik je zlaty.

Dikaz.
Pomér stran je uréen pomérem UhlU a naopak. Staéi pfedp. AK = del$i ¢ast
zlatého fezu AB, AL = AB, BL = AK a ukazat 8 = 2a:

> K=zlatyfezaAK =BL —> AB:BL=BL:BKnebol | |

> Toto je\ ‘ — BL =tetna.

> Usekovy .BLK[ ] obvodovy /LAK = (ALB=[ |

>aABLie| | = p=oa+s

> /LKB je vn&j&im Ghlem v AAKL = /LKB = |:|
> Odtud plyne, 2e ABLK je |:| — KL = BL = AK.

> Proto také trojihelnik AKL je |:| — a=3.

Celkem tedy 8 = a + ¢ = 2a. O




Zlaty fez pfimo Pravidelny péidhelnik a dalsi 48

Zlaty fez Ize v pravidelném 5-Ghelniku objevit rovnou:

Véta
UhlopFicky pravidelného 5-thelniku se protinaji E
v pomérech zlatého fezu. ..%’

Dukaz.

» Trojuhelniky ADE a EAF jsou rovnoramenné a maji spole¢ny Uhel u
vrcholuA = jsou

» Odpovidajici si strany jsou uUmérné =— AD : DE = EA : AF.
> Soucasné vsak plati I:] tedy

AD : DF = DF : FA. O

27... jejichz del$i Casti jsou shodné se stranami 5-Ghelniku.



Vypocet a néco navic Pravidelny pétithelnik a dalsi 49

Stfedovy Uhel v pravidelném n-Uhelniku je @, = 360°/n.
Velikost strany pravidelného n-uhelniku veps.

do kruznice s polomérem r je (podle I:b
an = r+2—2cosay.

Pron=10je @y =36°, pron =5 je as = 72°.

Ale to jsou pravé uhly ve ’ ‘!

1 1 Odtud r
aig = E(\/g— 1)

Po dosazeni dostavame

as = ryj2- \/52_1 =-~=£\/10—2\/§,

\7




Zkratka a néco navic Pravidelny pétichelnik a dalsi 50

Na obr. je konstrukce zlatého fezu UseCky AB a zlaty trojuhelnik ABL:

Véta
Strana pravidelného 5-uhelniku vepsaného do kruZnice

je pfeponou pravouhlého trojuhelniku, 471
jehoZ odvésnami jsou strany pravidelného

6-thelniku, resp. 10-uhelniku vepsaného do téZe kruZnice.




Zkratka a néco navic Pravidelny pétithelnik a dali 50
Na obr. je konstrukce zlatého fezu UseCky AB a zlaty trojuhelnik ABL:

Véta
Strana pravidelného 5-uhelniku vepsaného do kruZnice
je pfeponou pravouhlého trojuhelniku, 471

jehoZ odvésnami jsou strany pravidelného
6-thelniku, resp. 10-uhelniku vepsaného do téZe kruZnice. > g

Dukaz. @

Z pfedchoziho vime, ze

a =T, a10:£(\/§—1), a5:£\/10—2\/§.
Podle |:| v trojihelniku ABJ plati
2
51
IBJ| = r 1+(‘/_2 ]=m=£\/10—2\/§=a5. o




Mezishrnuti (navazuje na s. 23, pokracovani na s. 71)

1

51



Dal8i pravidelné mnohouhelniky Pravidelny patidhelnik a dalsi 52

Pravidelny n-ahelnik umime sestrojit pro n = 3,4, 5, 6.
Pulenim Ghll Ize sestrojit také napf. pro n = 8,10,12, 16, 20, ...
Kombinaci pfedchoziho Ize sestrojit také napt. pro n =15, ...

28Pozor: n.s.n. nelze obecné nahradit soucinem (viz napt. 3 - 3 = 9)!



Dal8i pravidelné mnohouhelniky Pravidelny patidhelnik a dalsi 52

Pravidelny n-ahelnik umime sestrojit pro n = 3,4, 5, 6.
Pulenim Ghll Ize sestrojit také napf. pro n = 8,10,12, 16, 20, ...
Kombinaci pfedchoziho Ize sestrojit také napt. pro n =15, ...

Véta

Pokud Ize sestrojit pravidelny k-thelnik a I-Ghelnik, potom Ize sestrojit také
pravidelny n-dhelnik, kde n = ‘ kal®
Ddlkaz.

Bez Gjmy mlizeme predp. k, I nesoudélné.
Kombinacemi odp. stfedovych uhli umime:

a b . al+bk R
(F+7)'360_ P - 360°.

I:]: k, I nesoudéiné — al + bk = D pro néjaka cela &isla a, b, ...

..., tedy umime stfedovy Uhel I:]-uhelniku.
mi

28Pozor: n.s.n. nelze obecné nahradit souginem (viz napt. 3 - 3 = 9)!



Detailprok =3al=52°

144 BOOK IV. PROP. XVI. PROP,

[ ESFHO inferide an equilateral and
% ;]é equiangular quindecagon in
" _-;,, | a given circle.

Let ———— and ——_ b

the fides of an equilateral pentagon

inferibed in the given circle, and

the fide of an inscribed equi-
lateral triangle.

The arc fubtended by } i { of the whole
==

N0 — circumference.,

The arc fubtended by al)

{ of the whole

circumference.

“Their difference

- the arc fubtended by = . difference of

the whole circumference.

Hence if ftraight lines equal to =

maner b placed in the
circle (B. 4. pr. 1), an equilateral and equiangular quin-
decagon will be thus inferibed in the circle.

QE.D.

Pravidelny pétithelnik a dal$i

29ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book4/images/bookIV+proplé. html
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http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book4/images/bookIV-prop16.html

Dal8i sestrojitelné mnohouhelniky Pravidelny patidhelnik a dalsi 54

Z ptedchoziho tusime, ze I:l pravidelny mnohouhelnik je sestrojitelny:

Véta (Gaussova—Wantzelova)

Pravidelny n-thelnik Ize sestrojit eukleidovskym pravitkem a kruZitkem —
n je souc¢inem libovolné mocniny 2 a navzajem riznych Fermatovych prvocisel.

Fermatovo prvocislo je prvogislo tvaru Fx = 22 4 1.

K dneénimu dni®® je znamo pouze pét Fermatovych prvocisel:
Fo=3, F =5 F,=17, F;=257, F,=65537.

Tedy:

Ize‘3 4 5 6 8 10 12 15 16 17 20
nelze‘ 7 9 11 13 14 18 19 21 22

307 btezna 2024, viz https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_number


https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_number

Pravidelny 17-uhelnik Pravidelny patidhelnik a dalsi 55

Délku strany pravidelného 17-Ghelniku vepsaného do kruZnice s polomérem r Ize
vyjadfit jako

a7 = £ \/34—2\@—2\/34—2ﬁ—4\/17+3ﬁ+ \/170—26ﬁ—4\/34+2\ﬁ.
Gaussova konstrukce pravidelného 17-Ghelniku vypada takio®'

A

e KN fl of cw B €

3130. bfezna 1796, viz https: //en.wikipedia.org/wiki/Heptadecagon


https://en.wikipedia.org/wiki/Heptadecagon

Uzitek Pravidelny p&tichelnik a dalsi 56

Koneéné umime rozeznat presné konstrukce od pfibliznych. . .
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Umérnosti Teorie podobnosti 58
Teorie podobnosti (kniha VI) je zaloZena na pojmu Umérnosti, tedy rovnosti
pomeéru velicin (kniha V):

Definice
Veli¢iny a, b jsou ve stejném poméru jako veliCiny c, d,

a:b=c:d,

pokud pro kazda ¢isla m, n plati

naDmb = ncDmd.

Poznamky pro moderniho ¢tenare

Veliginy a, b, c, d jsou realna ¢&isla, Cisla m, n jsou Cisla cela.

Pfedchozi definici miizeme vyslovit taky takto:3?

Realna gislar (= 2) as (= <) jsou si rovna, pokud pro kazdé raciondini ¢islo g (= T) plati

o= o

32Tady by se nam méla vybavovat konstrukce realnych &isel z racionalnich pomoci tzv. Dedekindovych
fezd...




Zakladni tvrzeni o pomérech obsahl Teorie podobnosti 59

Véta
Pomér obsahu trojuhelniki (resp. rovnobéZniki) se stejnou vyskou je

I:l pomér délek jejich zakladen.

£ A

H L

[ < o K

obsah ACB : obsah ACDDCB : CD

Dukaz.

Plyne pfimo ze zakladni véty I:] trojuhelnikt (s. 17) a z definice
— .

Poznamka
Odtud mame vzorecéek pro vypocet obsahu trojuhelniku:
1
S=-a-v,
sav

kde S = obsah trojuhelniku, a = velikost strany, v = velikost vySky na stranu a.



Detail k vété o pomérech obsahi®?

22 BOOK ¥I. PROP. 1. THEOR,

7 RIANGLES
2 B and  porat-
%e O grams having the
X, fime alitude are

1o one another as thefr bafes,

Let the triangles l and l

have a common vertex, and

. their bafes emm—— and =—

in the fune ftraight line.

Produce

both ways, take fucceffively on
—— produced lines equal to it; and on pro-

duced lines succeffively cqual to it; and draw lines from

the common vertex to their extremitics.

The triangles thus formed are all equal

to one another, fince their bafes are equal. (B. 1. pr. 38.)

- and its bafe are refpectively equi-

multiples of ‘ and the bafe ———— ,

BOOK PI1. PROP. I THEOR. 23

In Tike manner M and its bafe are refpec-

tively cquimultiples of \ and the bafe ===

v Ifmor6 times [ [ = or 01 m or 5 times \
then 1 or 6 times ——— [ == OF = 70 § times memmm ,
m and # fand for every multiple taken as in the fifth
definition of the Fifth Book.
(hown that this property exifts when m equal 6, and 1

Although we have only

equal 5, yet it is evident that the property holds good for

every multiple value that may be given to 7, and to .

A

Parallelograms having the fame altitude are the doubles

——: —— (B. 5. def. 5.)

of the triangles, on their bafes, and are proportional to
them (Part 1), and hence their doubles, the parallelograms,
are as their bafess (B. 5. pr. 15.)

Q. E.D.

33ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book6/images/bookVI+proplshtml


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book6/images/bookVI-prop1.html

Zakladni tvrzeni o pomérech ramen Teorie podobnosti 61
Véta
Pfimka je I:' s jednou stranou trojuhelniku < protina zbylé dvé

strany I:'

SD’ : SD[|SE': SE « D'F'| |DE
Ddlkaz.
Podle ptedchozi véty vime, ze

SD’ : SD[ ] obsah SD’E : obsah SDE,
SE’ : SE[] obsah SE’D : obsah SED.

Jmenovatelé na pravé strané jsou I:] a trojuhelniky SD’E a SE’D maji
spole¢ny I:l Tedy (s. 17):

SD’: SD[ |SE’: SE <= obsah DD'E[ ]obsah EE'D <= D’E’DDE.



POdObné ’[rOJl'Jhelnl'ky Teorie podobnosti

Definice
Trojuhelniky (obecnéji, mnohothelniky) jsou podobné, pokud maji po dvou
shodné vnitfni Ghly a strany u shodnych Uhld maji umérné.

Tedy: trojuhelniky jsou podobné, pokud (pfi obvyklém znaceni)
a=ad, B=p, v=v,
b:c=b':¢, c:a=c:a, a:b=a:b'.

Druhou sadu rovnosti obvykle prepisujeme takto

62



Ekvivalence v definici podobnosti Teorie podobnosti 63
Vlastnosti v definici podobnych trojuhelniki (s. 62) jsou I:l:

Véta

Trojuhelniky maji po dvou shodné vnitini hly < strany u shodnych Ghl( jsou
umeérné.

c
A
o
“Nef ¢
8 ‘
o

a=ad,B=p,y=y < b:c=b':c,c:a=c:a,a:b=a:b.

Dlkaz.
Implikace | ] je dusledkem pfedchozi véty (s. 61)...
Pro implikaci [ | uvazme pomocny trojuhelnik ABD, ktery ma shodné vnitini
uhly s trojuhelnikem A’B’C’:

» strany u shodnych Ghlud jsou I:] a soucasné trojuhelniky ABD a ABC

maji spole¢nou stranu,
> tedy trojuhelniky ABD a ABC jsou | |...... o



Detail k implikaci ,,&="34

220 BOOK VI. PROP. V. THEOR.

((semmen 3 mann
— ) they are !7ulzmgk//rr
and the equal angles are fubterded by the homls-

gous fides.

From the extremities of mmmmmmm, draw
AT Sasakas

V- A
V- ‘(B.,.P,. 3

el conteeaity W=

and fince the triangles are cquiangular,

, making

(B. 1. pr. 32),

(B 6. pr. 4);

meemmen 31— e (hyp.);

= (B. 5. pr. g).

and confequently

In the like manner it may be fhown that

BOOK VI. PROP.V. THEOR. 221

Therefore, the two triangles having a common bafe
., and their fides equal, have alfo equal angles op-

pofte to equal fides, i. <.

=V ﬂ = '(B, 1. pr. 8).

Bm' = ‘ (contt.)
and g ‘ for the fame

d Aa..
confequently ‘ —

and therefore the triangles are equiangular, and it is evi-

(B. 1. 32);

dent that the homologous fides fubtend the equal angles.
Q. E.D.

34ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book6/images/bookVI+prop5shtml

Teorie podobnosti

64


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book6/images/bookVI-prop5.html

Poznémky Teorie podobnosti 65

Implikaci ,—" v pfedchozi vété se pfezdiva véta UU.

Mnoho pfedchozich Gvah Ize nahradit Gspornéj§im argumentem s podobnymi
trojuhelniky, viz napf.:

» Veéta o mocnosti bodu ke kruznici (s. 42).

> Véta o zlatém fezu v pravidelném pétithelniku (s. 48).

> Eukleidova véta o odvésné/vysce (s. 19):

AC? = AD x AB
BC? = BD x AB
CD? = AD x BD

L D B

Dikaz.
Trojuhelniky ADC a ACB maji po dvou shodné vnitfni Uhly = jsou podobné

= AC:AD=AB:AC =
Ostatni vztahy Ize zdGvodnit podobné. .. O



O obsazich podobnych Gtvart Teorie podobnosti 66

Véta
Pomeér obsaht podobnych trojuhelniki (mnohothelnik() je stejny jako pomeér
odpovidajicich stran.

A

B G ¢ E

Je-li koeficient podobnosti = k, potom pomér obsahu I:]

Poznamky k dukazu
Snadné pro k € Z, resp. k € D

Problematické pro k € D — mozné pfistupy:
> limitni pfechod,
> vzorecek,

> “elementarni” trik.3%

3‘r’ht'cps ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book6/images/bookVI=propd9.htmt


https://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/book6/images/bookVI-prop19.html

Zobecnéni Pythagorovy véty Teorie podobrosti 67

Véta
Pokud jsou mnohothelniky nad stranami pravothlého trojuhelniku |:|

potom obsah mnohothelniku nad pfeponou je I:] obsahu téch nad
odvésnami.

Dukaz.
Plyne z pfedchoziho tvrzeni (s. 66) a z Pythagorovy véty (s. 19)... O



O obsazich kruht Teorie podobnosti 68

U kfivocarych Utvart se |:| Gvaham nevyhneme. .. %

Véta
Pomeér obsaht kruht je stejny jako pomér I:l jejich priméra.

O

Idea dukazu.

Kazdy kruh Ize I:l aproximovat mnohouhelniky.

Kazdé dva kruhy jsou I:l a pokud jsou aproximovany analogicky, jsou

odpovidajici mnohouhelniky taky I:'

Pomérdm obsahl takovych mnohouhelnikd rozumime (s. 66). .. m]

Poznamka
P¥i obvyklém znaceni mizZeme pfedchozi tvrzeni psat jako

Si1:S=r2:r; neboli S1:r12:SQ:r22:I:]

36 .. v klasickém pojeti pomoci tzv. Eudoxovy metody.



O obsahu a obvodu kruhu®” 69

Véta (Archimédova)
Obsah kruhu |:| pravotihlého trojihelniku, jehoZ jedna odvésna je

shodna s polomérem, druha s obvodem kruhu.

Poznamky
Jinymi slovy: S = %r- 0, kde r = polomér kruznice a o = jeji obvod.
To spolu s rovnosti na s. 68 dava

Tzn. stejna konstanta vystupuje ve vyjadfeni jak obsahu, tak obvodu!

P¥i tradi¢nim znaceni:
S=[]r* a o=2[]-r

S7https://en.wikipedia.org/wiki/Area_of_a_circle#Archimedes’s_psoof



https://en.wikipedia.org/wiki/Area_of_a_circle#Archimedes's_proof

Poznamky ke kvadratuie 70
Libovolny mnohouhelnik kvadraturovat I:] (s. 21), kruh I:] (s. 31).
Nékteré kfivocaré Utvary vSak kvadraturovat D:

» Hippokratés: Vyznacené pulmésice nad odvésnami pravouhlého trojuhelniku

mayji |:| jako tento trojuhelnik.

> Archimédés: Obsah parabolické dsede je |:| trojuhelniku PQq

(coZ jsou |:| opsaného rovnobézZniku).




Mezishrnuti (navazuje na s. 51, pokracovani na s. 77)
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O objemech rovnobéznosténi (a hranold) Trocha stereometrie 73

K tvrzenim o rovnobéznicich (s. 16, s. 59, s. 66) mame tyto 3D analogie:

> Rovnobéznostény se stejnymi zakladnami a stejnymi vyskami maji

., . g K B p K /_7’\*\
: 'V

> Pomér objem0 rovnobéZznosténl se stejnou vyskou je

I:lpomér obsahi jejich zakladen.
T
\\ A

Q R U
> Pomér objem(l podobnych rovnobéznosténl je stejny jako pomér

A A
Ay
odpovidajicich stran.

<"

A E



Trocha stereometrie 74

O objemech jehlanu

K tvrzenim o trojuhelnicich uvadime na ukazku jednu 3D analogii s naprosto
neanalogickym diukazem:

Véta
Pomeér objem( jehlant se stejnou vyskou je I:l pomér obsah jejich
zakladen.

Idea dukazu.
Kazdy jehlan Ize
Napf. mizeme v obou jehlanech pouzit hranoly se stejnymi vyskami.
Pomérim objemd takovych hranold rozumime (s. 73)...

kone¢nym poctem hranold.




Poznémky Trocha stereometrie 75
Limitni verze pfedchozi Gvahy je znama jako tzv. Cavalieriho princip.3®
Z uvedeného napf. vyvozujeme, ze

objem trojbokého jehlanu je roven I:' objemu |
hranolu se stejnou zakladnou a stejnou vyskou: W

Teprve odtud mame vzorecky

V:DSv,

kde V = objem jehlanu, S = obsah podstavy a v = velikost odpovidajici vysky.

Bhttp://en.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%27s_principle
Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_third_problem


http://en.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%27s_principle
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_third_problem

POZnémky Trocha stereometrie 75

Limitni verze pfedchozi Gvahy je znama jako tzv. Cavalieriho princip.3®

Z uvedeného napf. vyvozujeme, ze
objem trojbokého jehlanu je roven I:' objemu " /7
hranolu se stejnou zakladnou a stejnou vyskou: W

Teprve odtud mame vzorecky

V:DSv,

kde V = objem jehlanu, S = obsah podstavy a v = velikost odpovidajici vysky.

Pozor

Ani v pfipadé jehland se stejnymi zakladnami a stejnymi vySkami (tedy se
stejnymi objemy) I:' Gvahy v predchozim dikazu nahradit stfihanim a
preskupovanim &asti jako u rovnobéznosténd, resp. hranol(!®®

Tzn. 3D analogie Wallaceovy—Bolyaiovy—Gerwienovy véty (s. 21) obecné

Bhttp://en.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%27s_principle
Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_third_problem


http://en.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%27s_principle
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_third_problem

O VélClICh, kuzell’Ch, koulich Trocha stereometrie 76

S podobnymi Gvahami jako na s. 74 (s odkazy na pfedchozi poznatky o
rovnobéznosténech a hranolech) se zdlvodni, ze

» Pomér objemU valcu se stejnou vyskou je I:| pomér obsahti jejich
podstav,

> pomér objemu kouli je stejny jako pomér I:] jejich pramérda,
> objem kuZele je roven D objemu jemu opsaného valce,

> apod.

“Oviz napt. opét https://cs.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%C5%AFv.primicip


https://cs.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%C5%AFv_princip

O VélClICh, kuzell’Ch, koulich Trocha stereometrie

S podobnymi Gvahami jako na s. 74 (s odkazy na pfedchozi poznatky o
rovnobéznosténech a hranolech) se zdlvodni, ze

» Pomér objemU valcu se stejnou vyskou je I:| pomér obsahti jejich
podstav,

> pomér objemu kouli je stejny jako pomér I:] jejich pramérda,
> objem kuZele je roven D objemu jemu opsaného valce,

> apod.

Tyto poznatky doplfiuje pozoruhodna

Véta (Archimédova)
Objem koule je roven D objemu jemu opsaného valce.*°

“Oviz napt. opét https://cs.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%C5%AFv.primcip

76


https://cs.wikipedia.org/wiki/Cavalieri%C5%AFv_princip

Mezishrnuti (navazuje na s. 71, pokragovani na s. 86)
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Platonska télesa

= pravidelné konvexni mnohostény
= konvexni mnohostény, které maji stejny pocet stén kolem kazdého vrcholu

a jejichz stény jsou navzajem shodné pravidelné mnohouhelniky*!

Véta

Platénskych téles je pravé pét druhi:

clyrstén

Vb, hmb, st
(45)

krychle

v=8, helZ, 5=
(6,)

osmistén

b, b2, =8
(25

y=20, h=dl, s=12
(1%)

y=/2, h=dl, s=20
(20,)

41— maji v8echny sténové Ghly shodné, Ize je vepsat do koule atd.

http://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid

Pravidelné mnohostény

79


http://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid

DL.] kaz Pravidelné mnohostény 80

(1) Platénskych téles |:| pét druh(i:
soucet Uhli kolem kazdého vrcholu musi byt ostfe mensi nez piny Ghel:

aTu®od

3.3} 3.4} 1354 {3.6}
Defect 180° | Defect 120° | Defect 60° Defect 0°
14.31 {4.4}1 15.3} 16.3}
Defect 90° Defect 0° Defect 36° Defect 0°

A vertex needs at least 3 faces, and an angle defect
A 0° angle defect will fill the Euclidean plane with a regular tiling.
By Descartes' theorem, the number of vertices is 720°/defect.

(2) Platonskych téles |:| pét druhu:
pro kazdou z péti moznosti je treba ,sloZit“ odpovidajici téléso:
> Ctyfstén {3, 3}, krychle {4, 3}, osmistén {3, 4} jsou snadné,
> pro rozbor dvacetisténu {3, 5} a dvanactisténu {5, 3} budeme potfebovat

vétu o pravidelném 5-, 6- a 10-Ghelniku vepsaném do téZe kruznice
(s. 50)...



PraVidelny dvacetistén pOprVé Pravidelné mnohostény 81

Bubinek:
QL = QR = strana vepsaného D-Uhelniku,
LE = strana vepsaného I:]—L'Jhelm’ku,

LEQ=[ | trojuhelnik.

Proto podle s. 50:

» EQ = strana vepsaného 6-thelniku = polomér kruZnice.

EQ = VE, tedy EVWQ je Ctverec.



Pravidelny dvacetistén podruhé Pravidelné mnohostény 82
Cepigky:

QWZ = |:| trojuhelnik,

QZ = QR = strana vepsaného D-ﬂhelm’ku,
QW = strana vepsaného D-L’Jhelniku.

Proto podle s. 50:

» WZ = strana vepsaného 10-uhelniku = delsi ¢ast zlatého fezu poloméru
KruZnice.

WZ = delsi ¢ast zlatého fezu usecky WQ.



Pravidelny dvacetistén potreti Pravidelné mnohostény 83

Pravidelny dvacetistén je vepsan do koule. ..

Rez dvacetisténu a fez |:| 42

42yiz konstrukci na s. 26



Pravidelny dvanactistén struc¢né

Nad kazdou sténou krychle uvazme vrcholy U, V, W podle obr. ..

... a postupné se zdlivodni, ze:

> body UBCWYV lezi v jedné roving,
> pétithelnik UBCWYV je pravidelny,
» vzdalenost stfedu krychle je od v&ech vrcholl stejna.

Y

RU = RP = delsi &ast I:l Gsecky PN.

Pravidelné mnohostény 84



UzZitek

Pravidelné mnohostény 85

Tatil 1 — Cirospmia.

Phaeodaria. — Hebrflvablinge.

Circogonia icosahedra je \:I

[m] = =

it
N)
yel
Q



Shrnuti*3 (navazuje na s. 77)
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Dotykové ulohy Uvod 88

= Ulohy s body, pfimkami, kruznicemi a jejich dotykem.

Definice

PFimka a kruznice, resp. dvé kruznice se dotykaji, pokud maji prave jeden
spolecny bod.

Véta
Piimka se dotyké kruznice v bodé C [ | je kolmé k praméru FC.
Kruznice se dotykaji v bodé A [ | spojnice jejich stfedli prochazi bodem A.*

44Duikazy zpravidla nepfimo, viz nap.
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIII/propIIIidihtml


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIII/propIII11.html

Dotyk vs. orientovany dotyk Uvod 89

Casto je vyhodné (obcas nutné) rozliovat orientace:
> cyklus = orientovana kruznice,
> paprsek = orientovana primka,
> orientovany dotyk = dotyk ve shodé s orientacemi.
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Zakladni ulohy s te¢nami
Tec€na z bodu ke kruznici:

Spolecné te¢ny ke dvéma kruznicim:
’
B RN t=t
o -

e —

45 .. redukovéno na predchozi pFipad.

(b) pomoci I:]45

Z&kladni tlohy

91



Zakladni ulohy s kruznicemi

Zékladni dlohy 92
Kruznice opsana trojuhelniku, kruznice vepsana mezi tfi pfimky

pomoci I:I

DA



Zakladni ulohy s kruznicemi Zakladni tlohy 93

Kruznice prochazejici dvéma body a dotykajici se pfimky, resp. kruznice:

ks

napf. pomoci I:l



Zakladni tlohy s kruznicemi Zakiadni dlohy

Kruznice prochazejici bodem a dotykajici se dvou pfimek:

(a) pomoci I:]4e (b) pomoci I:]

46 redukovano na pfedchozi pfipad (s. 93).

94
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Mirné zobecnéni Zobecnéni

Kruznice dotykajici se kruznice a dvou pfimek:

(a) pomoci I:]47 (b) pomoci I:]

47 .. redukovano na pfedchozi pfipad (s. 94).

96



(Daléi ZObecnénll) Zobecnéni 97

Kruznice prochazejici bodem a dotykajici se dvou kruznic:

Pomoci ‘ Ize ukazat, Ze plati

SK-SA = SP-SQ'.

Tim je bod K jednozna&né uréen, umime jej sestrojit, ...*8

48 .. atim redukovéno na pfedchozi ptipad (s. 93).
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Obecna Apolléniova Uloha Obecna Apolléniova dloha 99

= dotykova Uloha se tfemi danymi kruznicemi.

VSechny pfedchozi tlohy (a mnoho dalSich) chapeme jako mezni pripady:

Irm(kruznlce) = I:] rILr?O(kruzmce) = I:l

Obecné (neorientovand) Uloha ma az 8 feSeni; se zvolenymi orientacemi

dostavame feseni po |:| :

0. 0.0 0,
o:eieie;



Poznémky Obecna Apolléniova tloha 100
Zajimava historie, mnoho rozli¢nych fegeni a fada aplikaci. . . °

Viz napf. van Roomenovo feseni, Newtonovu reformulaci a problém trilaterace. . .

Stiedy vSech cykld, které se dotykaji dvou danych cykld, tvofi :

“http://en.wikipedia.org/wiki/Problem_of_Apollonius


http://en.wikipedia.org/wiki/Problem_of_Apollonius

N é.é pfl’S’[u p Obecna Apolléniova tloha 101

Z predchozich ukazek je patrné, ze budeme protézovat uziti geometrickych
transformaci k zjednoduseni problému:

soumeérnosti,
stejnolehlost,

>
>

> dilatace,
» kruhova inverze,
>

apod.

Podrobnosti k jednotlivym transformacim od s. 104....
Ukazka typického pouziti na s. 116...



Poznamka Obecna Apolléniova tloha 102

Specifickd zadani nabizeji mnoha (a specificka) feseni:

atd.




Poznamka Obecna Apolléniova tloha

Specificka zadani nabizeji mnohé (a specificka) fegeni:>

atd.

50napt. pomoci mocnosti, stejnolehlosti, dilatace, soumérnosti, vypodtu, kruhové inverze

102
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Dilatace jakozZto ptiklad problémového zobrazeni Dilatace

Dilataci jsme poprvé potkali pfi konstrukci spole¢nych te¢en ke dvéma kruznicim
(s.91):

Popis dilatace jakozto geometrického zobrazeni je oSidny:

nema smysl mluvit o obrazu bodu jako takovém (I:])P‘

méli jsme vzdy bod na orientované kruZnici, resp. pfimce,

v

v

v

neni podstatna ona kruznice, resp. ptimka, ale ‘ ‘

> orientovany dotyk nejsnaze znazornime te€nym (vdzanym) vektorem. ..

5Na rozdil od v&ech ostatnich zobrazenich v tomto kurzu!

104



Dilatace jakozto pfiklad kontaktniho zobrazeni Dilatace 105

Co to je? Orientované kontaktni zobrazeni v roving.

Cim je uréena? Nenulovym redlnym &islem p.

Jak je ur¢ena? Obraz lib. ‘ ‘ zastoupeného vektorem v
je reprezentovan vektorem v’, ktery je posunut o vzdalenost p
kolmo k v, a to na spravnou stranu v zavislosti na orientaci. . .

Jaké ma vlastnosti? Orientované kontaktni zobrazeni!

K ¢emu to je dobré? Zachovava orientovany dotyk kfivek (viz s. 91, 96, 117, ...)!
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Kruhova inverze Kruhové inverze 107

Co to je? Transformace roviny vyjma

Cim je uréena? Kruznici se stredem O a polomérem r.5
Jak je ur¢ena? Obraz A’ lib. bodu A # O lezi na polopfimce OA, a to tak, ze

r2
OA|-|0A’|=r?® neboli |OA'|= —.
|OA|-|OA’| i |OA’| 0A|
n 4
0 A LM

Jaké ma viastnosti? Involutivni transformace s kruznici pevnych bodd,
zéakladni konformni transformace v roviné, nepfima, ...

52tzv. stfed kruhové inverze
53tzv. Fidici kruznice



Vlastnosti Kruhova inverze 108
Zejmé:

(a

(b

(c

(d

Kruhova inverze je involutivni transformace.
VSechny body na fidici kruZnici jsou pevné.
VSechno, co je vné fidici kruZnice, se zobrazuje dovnitf, a naopak.

= = =

KaZda pfimka prochazejici sttedem inverze je pevna;
pfitom jediné pevné body jsou priseciky s Fidici kruZnici a

lim X' =[], resp. Jim X" = [].

X—00

Neziejmé:

(e) Kruznice prochazejici sttedem O se zobrazuje na I:' (neprochazejici
stfedem O), a naopak.

(f) KruZnice kolma ke I' se zobrazuje .
Naopak, kazda kruznice prochazejici dvojici inverznich bodt je kolma ke T.

(g) Obecna kruZnice neprochazejici sttedem O se zobrazuje do I:l
neprochazejici O.

(h) Kruhova inverze je konformni, tzn. I:| zobrazeni.



Vlastnosti Kruhova inverze 109

(e) Kruznice prochazejici sttedem O se zobrazuje na pfimku (neprochazejici
stfedem O), a naopak.

mﬁ‘ .

I3

Dukaz.

Predp. extrémni dvojici A — A’, kde OA L £ a OA’ = primér y.
Ozn. B € ¢ a B’ € y prlseciky s lib. pfimkou jdouci O.
Dokazeme, Ze B a B’ jsou inverzniho vzhledem ke I":

> Thaletova véta = uhel OB/A’je|:| = trojuhelniky OAB
a OA’B’ jsou |:| =

\ | neboli OB’-OB = OA’-OA.

> Body A a A’ jsou inverzni vzhledem ke I', takZze B a B’ taky:

OB-0B=0A0A=[ | o



<

=]

>

“JFr o«

o



Vlastnosti Kruhova inverze 110

(f) KruZnice kolma ke I' se zobrazuje sama na sebe.
Naopak, kazda kruZnice prochazejici dvojici inverznich bodd je kolma ke T

Ddkaz.
KruZnice y protina fidici kruznici ' kolmo®*

< polomér OP je I:] ke kruznici y
< pro libovolnou se¢nu jdouci bodem O plati®

— bodyAaA’jsou|  |vzhledemkeT. o

54tzn. teény ve spoleéném bodé P jsou kolmé
SSpodile véty o bodu ke kruznici (s. 42)



Vlastnosti Kruhova inverze 111

(g) Obecna kruZnice neprochazejici sttedem O se zobrazuje do jiné kruZnice
neprochazejici O.

Ddlkaz.
UvaZme kruznici T, ktera je soustfedna s I a protina kruznici y kolmo.

UkaZzeme, Ze slozeni kruhovych inverzi T a T je I:':56

> Ozn. A — A’_kruhovou inverzi vzhledem ke I a A — A kruhovou inverzi
vzhledem ke ', tedy

oA-OA=[ ] a oA-0& =[]
» Odtud po Upravé

OA’ : OA = |:| = konst. neboli OA’ =konst-OA. O

56 .. zbytek je jasny: z predchoziho (s. 110) a vlastnosti stejnolehlosti (s. 133) plyne, Ze obrazem y
vzhledem ke I je kruznice.



Pozor Kruhova inverze 112

P¥i stejnolehlosti Mo T : A > A’ se stfed y I:l na stred y'.

Pfi kruhové inverzil : A — A’ se stfed y I:l na stred y’!

(Viz té2 obraz stfedu y vzhledem ke kruhové inverzi T...)



Vlastnosti Kruhova inverze 113

(h) Kruhové inverze je konformni zobrazeni.>”

Dukaz.

> Odchylka dvou Kiivek v jejich spole¢ném bodé P = odchylka jejich | | m
al.

» Misto dvou obecnych kfivek mdzeme uvazovat lib. dvé I:] které
prochazi bodem P a maji pfimky m a ¢ jako te¢ny.

> Misto obecnych dvou kruznic miZzeme uvazovat kruznice y; a y», které jsou
|:| Kk Fidici kruznici 'l
> Avsak kruznice y; a y» se zobrazuji I:l (s. 110), obrazem bodu

Pie |:| bod P’ kruznic a odchylka v bodé Pje [ | jako
odchylka v bodé P’. O

57_.. Uhlojevné, tzn. zachovavéa odchylky protinajicich se kfivek.



Poznam ky Kruhova inverze 114

KaZdé podobné zobrazeni je konformni.

Dal§im zndmym nepodobnym konformnim zobrazenim je napf. stereograficka
projekce (sféry bez jednoho bodu do roviny):

Kruhovou inverzi Ize vyjadfit pomoci stereografické projekce a soumérnosti sféry
podle roviny rovniku. ..



Konformni zobrazeni Kruhové inverze 115

Kruhova inverze a obecna konformni zobrazeni:

v

nezachovavavaji vzdalenosti ani poméry vzdalenosti,

v

nezobrazuji pfimky na pfimky,

v

nezachovavavaji obsahy, resp. objemy,

v

ale zachovavavaji odchylky protinajicich se kfivek,

v

jsou prosta (injektivni).



Uzitek

Orientovana Apolléniova Gloha:5®

Sestrojit cykly, které se dotykaji tfi danych cykld.

58nttp://ggbtu.be/mrFsNSnbN
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Uzitek

()vhodna | |
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kel

...tim je Uloha redukovana na pfipad s bodem misto kruznice, ...
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Uzitek

o | —

o~
g ~
N —
’ \ VR
I ( \ °
| 5 YLt )
1 : NS
r,=27 \ N
. \ ’
n,=-6 N ’
- N .
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=108 -—-_
I
d=-108
kel og

... kruznice prochazejici bodem C se zobrazuji do pfimek (s. 109), ...
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Uzitek

3) |:| dvou kruznic:

N
.’ N
/ N
i 5 v
1 - |
r,=27 \ 1
- \ - ’
=6 N7 /7
s e -
ro=108 - S

..cozZ je jedna ze zakladnich uloh (s.

91), ...

skel sg

.
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...C0Z je snadné, ...

eiste]
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UzZitek

(5) |: zpét:

...C0Z je taky snadné.
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Hlavni vétev geometrickych zobrazeni

projektivni

podobna

122
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Osova soumérnost Shodn zobrazeni 124

Co to je? Transformace eukleidovské roviny.
Cim je uréena? P¥imkou 0.%°
Jak je ur¢ena? Obraz X’ lib. bodu X lezi na kolmici k ose, a to tak, Ze

s

kde X, = prusecik XX’ s osou o.

Jaké ma viastnosti? Involutivni transformace s pfimkou pevnych bodd,
zakladni shodnost v roving, nepfima transformace, . ..

59tzv. osa



Obecna shodna zobrazeni Shodna zobrazeni 125

Definice
Shodné zobrazeni

(a) zachovava vzdalenosti,
tzn. pro libovolné body A, B a jejich obrazy A’, B’ plati

L1

Dalsi vlastnosti

(b) zachovava kolinearnost boddu,
(c) zachovava odchylky pfimek,

(d) zachovavé obsahy, resp. objemy,
(e) je prosté (injektivni).



Shodnosti v roviné Shodn zobrazeni 126

Shodnost v roviné je dana obrazem trojuhelniku (tj. tfi bod( v obecné poloze).

Véta
KaZzda shodnost v roviné je sloZenim nejvyse D osovych soumérnosti:




Shodnosti v roviné Shodn zobrazeni 126

Shodnost v roviné je dana obrazem trojuhelniku (tj. tfi bod( v obecné poloze).

Véta
KaZzda shodnost v roviné je sloZenim nejvyse D osovych soumérnosti:

Ddkaz.
Postupné vkladame osy tak, aby

» A A’ ... dofeSime obrazy B+~ By a C - Cy,
» B; — B’ ... dofesime obraz C; — C,, atd. O

... proto je osova soumérnost zakladni shodnosti v roviné.



Klasifikace v roviné Shodna zobrazeni 127

Odtud klasifikace shodnosti v roviné:
(a) identita = slozeni dvou os. soum. takovych, ze o;[ ]os,

(b) posunuti = sloZeni dvou os. soum. takovych, ze o4 D 0o,

(c) otacéeni = slozeni dvou os. soum. takovych, Ze 0y a 0 jsou I:]

)
(d) stfedova soumérnost = slozeni dvou os. soum. takovych, Ze o;[ |o,,
(e) osova soumérnost = jedna os. soum.,
)

(f) posunuta soumérnost = slozeni I:| 0S. soum.

Poznamky
Shodnost s ptimkou pevnych bodu je pravé osova soumérnost (e).

Shodnosti (a)—(d) jsou pfimé (zachovavaji orientaci), shodnosti (e)—(f) jsou nepfimé (méni
orientaci).

Pojmenovani (f) je odvozeno z mozného rozkladu na osovou soumérnost a posunuti:

S L) LN
el ol oubr|



Symetrické vzory Shodna zobrazeni 128

Odtud klasifikace symetrickych vzord, viz napf.

> 1 / 60
I:I frizovych vzor( e

AN

‘e

Pliosi n o 52 J
ARARAR GRS
AYAYAYAY

s

8 : i
ﬁg":

80nttp://en.wikipedia.org/wiki/Frieze_group
S1http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group
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Stejnolehlost aneb Skalovani Podobna zobrazeni 130

Co to je? Transformace eukleidovské roviny.
Cim je uréena? Bodem S a nenulovym redlnym &islem k.52
Jak je uréena? Obraz X’ lib. bodu X lezi ptimce SX, a to tak, Zze

Jaké ma viastnosti? Transformace se pevnym bodem,
zakladni podobnost, v rovingé pfima transformace, ...

82tzv. stfed a koeficient = pomér $kalovani



Specialni a mezni pfipady Podobna zobrazeni 131

Spec. pro koeficient |k| = 1 dostdvame shodnosti:

» [ | pokudk =1,

> | |, pokud k = 1.

Pokud bychom pfipustili k = 0, dostaneme velmi degenerovany pfipad:

>




Zakladni vlastnosti a skladani stejnolehlosti Podobna zobrazeni 132

Z&kladni poznatek zndme ze s. 61!

Zejména, kazda stejnolehlost je

> podobné zobrazeni, které

> kazdou pfimku zobrazuje na pfimku s ni rovnobéznou.

Zobrazeni s témito vlastnostmi neni mnoho, jmenovité tfi:

Véta

SloZeni dvou stejnolehlosti se stfedy Sy, resp. S, a koeficienty ki, resp. ks je:
» [ | pravékdyzki ke =1a8 =S,

> |:| prévé kdy2 ky ke =1aS; # S,

> \ | pravé kdyz ky - ko # 1.5

—
63, .., pficemz vektor posunuti je nasobkem vektoru Sy S,

... pokud Sy # S, potom stfed vysledné stejnolehlosti lezi na pfimce S; S,



Stejnolehly obraz kruznice Podobna zobrazeni 133

Stejnolehlym obrazem kruznice je kruznice, ...

X’

X T2

T
I
E 5 Sa
k1
X k2

... kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé, ...

.ato I:' zplisobem.




Mongeova véta Podobna zobrazeni 134

Odtud (pro zajimavost) Mongeova véta:®®

Véta

Mezi Sesti stfedy stejnolehlosti tii kruZnic jsou I:' trojice.

Ddlkaz.
Plyne z véty o skladani stejnolehlosti (s. 132)... O

85_ .. uplatnéni napt. pfi feeni obecné Apolléniovy Glohy



Obecna podobna zobrazeni Podobna zobrazeni 135

Definice
Podobné zobrazeni

(a) zachova poméry vzdalenosti,
tzn. pro libovolné body A, B a jejich obrazy A’, B’ plati

I

kde k = kladna konstanta, tzv. koeficient podobnosti.

Dalsi vlastnosti

(b) zachovava kolinearnost bod,

(c) zachovava odchylky pfimek,

(d) obsahy se méni D-krét, resp. objemy se méni D-krét,
(e) je prosté (injektivni).



Poznémky Podobna zobrazeni 136

Podobnost v roviné je dana obrazem trojuhelniku (ij. tfi bodd v obecné poloze).

Kazdé shodné zobrazeni je podobné (s koeficientem k = 1).

Kazdé podobné zobrazeni je sloZzenim néjaké a .

... proto je stejnolehlost zakladni podobnosti.




Uzitek

Podobné zobrazeni

137

Pantograf®®

S8http://en.wikipedia.org/wiki/Pantograph

«O» «F»

it
i
v

DA


http://en.wikipedia.org/wiki/Pantograph
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Osova afinita aneb Skalovani v jednom sméru Afinni zobrazeni 139

Co to je? Transformace eukleidovské roviny.
Cim je uréena? P¥imkou o, smérem s a nenulovym realnym &islem m.6’
Jak je ur¢ena? Obraz X’ lib. bodu X lezi na pfimce se smérem s, a to tak, ze

kde X, = prusecik XX’ s osou o.

Jaké ma viastnosti? Transformace s pfimkou pevnych bod,
zékladni afinni transformace v rovingé,
pfiméa/nepfima podle znaménka m, ...

87tzv. 0sa, smér $kélovani a modul = pomér kalovani v daném sméru



Specialni a mezni pfipady Afinni zobrazeni 140

Specialnimi, resp. meznimi pfipady osové afinity jsou:

> osova soumérnost, pokud I:]
> Sikma soumeérnost, pokud I:l

» elace aneb naklonéni, pokud I:l (= m= D),

Pokud bychom pfipustili m = 0, dostaneme degenerovany (neinjektivni) pfipad:

> do ptimky o ve sméru s.




Zakladni vlastnosti Afinni zobrazeni 141

Osova afinita zachovava:

(a) kolinearnost bodd,
(b) poméry vzdalenosti trojic kolinearnich bodd,

(c) rovnobéznost pfimek.

%

’,
N

X A,
T

Dukaz.
Variace na ‘ O




Dalsi vlastnosti

Afinni zobrazeni 142

Osova afinita s osou o, smérem s a modulem m:

(d) zobrazuje pfimku p do sebe, pravé kdyz [ | nebo y—’
(e) je pfima, resp. nepiima, pravé kdyz m I:] resp. m I:]

(f) je involutivni, pravé kdyz m =[],

(g) obsahy se méni [ |-krat.




Obecna afinni zobrazeni Afinni zobrazeni 143

Definice
Obecné afinni zobrazeni je zobrazeni s vlastnostmi (a)—(c) z pfedchozi strany.

Bijektivni afinni zobrazeni se nazyva afinita.

Afinita, kterd zachovava obsahy (resp. objemy), se nazyvé ekviafinita (viz Sikmou
soumeérnost nebo elaci).

Poznamka

Za predpokladu (a) jsou vlastnosti (b) a (c) I:] ..

Al

Ve skutecénosti (v jistych pFipadech) vlastnost (a) |:| (b)a(c)...58

88 .. viz z&kladni vétu afinni geometrie (pfisti semestr)




Af|n|ty V roviné Afinni zobrazeni 144

Analogicky k tvrzeni na's. 126 mame:
Véta
KaZzda afinita v roviné je sloZenim nejvyse D osovych afinit.

Dukaz.

MySlenka dikazu je I:l volnost v realizaci I:] O

... proto je osova afinita zakladni afinitou v roviné.

Ptiklad
Stejnolehlost jako slozeni dvou osovych afinit:




O urcenosti afinniho zobrazeni Afinni zobrazeni 145

Afinni zobrazeni mezi pfimkami je zcela ur€eno podminkou (b), tj. obrazy I:]
riiznych bod. ..

Afinni zobrazeni mezi rovinami je zcela uréeno obrazy D bodud v obecné

poloze. ..
F/ — Nln' @ 7 ‘
Véta

Prosté afinni zobrazeni prostoru dimenze n je jednoznacné uréeno obrazy
I:] bod v obecné poloze.

Ddlkaz.
Induktivni a konstruktivni — pomoci I:] a prenaseni

% ttps://ggbm.at/yWcCaQeA



https://ggbm.at/yWcCaQeA

Shrnuti a poznamky Afinni zobrazeni 146

KaZdé podobné zobrazeni je afinni.
KaZdé shodné zobrazeni je ekviafinni.

Podobné a ekviafinni zobrazeni je I:]

3-rozmérnou analogii osové afinity je afinita s ‘

3-rozmérnou analogii rovnobézného promitani do pfimky je
rovnobézné promitani do

Obecné afinni zobrazeni:

zobrazuje pfimky na pfimky,

zachovava poméry vzdalenosti trojic kolin. bodu,
zachovava rovnobéznost,

nezachovava obsahy, resp. objemy,

vV vy vy VvYy

nezachovava odchylky,

> I:] byt prosté (injektivni).



Uzitek Afinni zobrazeni 147

Afinni obraz pravidelného $estibokého hranolu a jeho fez rovinou KLM...7°

http://ggbtu.be/mkvIL3iqr


http://ggbtu.be/mkvJL3iqr
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Projektivni rozsiteni 149

Posledni zobecnéni

Posledni pfispévky do sbirky zékladnich zobrazeni (s. 122):

Od posunuti ke stejnolehlosti to je stejné. ..
... jako od osové afinity k osové kolineaci. . .

. nebo jako od rovnobézného promitani ke stredovému. ..



Jak to funguje?

Posunuti vs. stejnolehlost:

> X'X||A’A |l ... smér,
— —_—
> XX = AA’ = ... vektor posunuti,

150

Projektivni rozsiteni

’

s
g stred
7\
/ \
/ \
/ A _4-
' ,—f\*" !
L .
/ \
/
—--t
VA o
AR \
/
, \
X'XNA’AnN... stfed,
X' _ SA
XL — SAL — || koef. stejnolehlosti,
SX SA

+Posunuti = stejnolehlost se sttedem v I:]



Jak to asi funguje?

Projektivni rozsifeni
Osova afinita vs. osové kolineace:

x ” ctred
. X R
, LA ! A
/ ) 7% g
P e oS ) ’
7% Ao ,‘:x" e By
VXA i U T
cal . %
A SR
> X'X||A’A || ... smér, X'XNA'AnN... stfed,
XX _ AA 2997 — 2999 — 71
~— 0 — =22 — . modul, ?2??? = ?7??? = ... modul,
XXo AAo

,Osova afinita = osové kolineace se stredem v I:]

7'kde ???7? je néjak uréeno body A, A’, A, a S.

151



Jak to asi funguje?

Projektivni rozsiteni 152

Rovnobézné vs. stfedové promitani:

» A'/A||B'B]| ... smér, A’/ANB'Bn... stfed,

—_ —
> AC % = ... z&K.. invariant, ?7?? = ?7?? = ... z&K. invariant,”?
50

.RovnobéZzné promitani = stfedové promitani se sttedem v I:]

72kde ???7? je néjak uréeno body A, B, C a D.



Délici pomér a dvojpomér Projektivni rozsiteni 153

Definice
Délici pomér trojice kolinedrnich bodl (A, B, C) je reélné ¢islo d takové, Ze plati

— —
AC = d- BC; zna€ime a zapisujeme takto:

ll al

d=(ABC) =

o}

¢
Dvojpomeér &tvefice kolinearnich bodl (A, B, C, D) je pomér délicich poméru
(ABC) : (AB D); zna¢ime a zapisujeme takto:

(ABCD) =

JIE
K

Poznamky

Vzhledem k tomu, %e lim (AB D) = [ ], plati Jim (AB CD) = |:|



Zname Projektivni rozsiteni 154

Véta
P¥i rovnobézném promitani se zachovévaji poméry trojic kolinedrnich bodd.”

a)

Dukaz.
(a) Spec. pfipadplynez | | trojihelniki AA’C a BB'C’ (s. 61).

(b) Obecny pfipad plyne z (a) a I:] protilehlych stran
v rovnobéznicich. O

73, .. pokud se riizné body zobrazi na riizné body.



NOVé Projektivni rozsiteni 155

Véta (Pappova)
P¥i stfedovém promitani se zachovéavaji dvojpoméry é&tvetic kolinedrnich bodi.”*

(€97 U

Ddlkaz.
(a) Spec. pfipad (C = C’ a SD’ || p) plyne z I:| trojahelnikd (s. 61)
avztahu (AB C) = (AB CD.,) (s. 153).

(b) Obecny pfipad plyne z (a) a I:l trojuhelnikd. . . O

74...pokud se riizné body zobrazi na riizné body.



Detaily k dilkazu Pappovy véty (a) Projektivni rozsireni 156

Z modré, resp. oranzové podobnosti plyne

— —
AC BC
e resp. p—
SD’ SD’
Po déleni

—

AC

- =

BC

tudiz (ABC) = (A'B' C'D’).
Leva strana je vSak totéz, co (AB CD.,), tedy
(ABCD.,) = (A'B'C'D’).



Detaily k dilkazu Pappovy véty (b) Projekiivni rozsifeni 157

DoplInime rovnobézky s pfimkou SD jdouci bodem C, resp. C’.

Z (a) plyne (A1B; C) = I:' resp. (A8, C') = I:'

Ze Zluté podobnosti plyne ‘ ‘ a tedy

(ABCD) = (A’B'C'D’).



Pozor! Projektivni rozsiteni 158
Obecna afinni zobrazeni funguiji v I:] roviné, resp. prostoru.

Pfi osové kolineaci ¢i sttedovém promitani nékteré body I:l obraz, jiné

VZOr; resp. jsou I:] “

... to jsou tzv. UbézZniky, horizont apod.

Pro vétsi pohodli si nas eukleidovsky prostor I:]:
Eukleidovsky prostor rozsifeny o ,body v nekone¢nu“ je tzv. projektivni prostor.

Puvodni body jmenujeme viastni, ty nové pak neviastni.



Projektivni rozsifeni Projekiivni rozsifeni 159

Pfesnéji, body rozsiteného prostoru (A;) ztotozfiujeme s pfimkami (a;)
prochazejicimi néjakym externim bodem (S):

Vlastni body odpovidaji I:] nevlastni body I:]

s plivodnim (nerozsitenym) prostorem.

Tedy:
> Projektivni rozsifeni eukleidovské pfimky ma I:l nevlastni bod,
> Projektivni roz§ifeni eukleidovské roviny ma I:l nevlastnich bodu.

> Kazdé dvé pfimky v projektivni roviné se I:l
> Atd.



USpOFédéI’ll’ Projektivni rozsiteni 160

> Projektivni pfimka je I:]

> Projektivni pfimka I:l projektivni rovinu na dvé nesouvislé &asti.”

> Usporadani bodU na projektivni pfimce I:] valného smyslu:

E

Eukleidovska vs. projektivni pfimka

75Vzpomente na diskuzi kolem véty o vnéj§im Ghlu v trojahelniku (s. 10)-
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Osova kolineace poradné (vizs. 151) Projektivni zobrazent

Co to je? Transformace projektivni roviny.
Cim je uréena? P¥imkou o, bodem S a nenulovym realnym &islem m.”®
Jak je ur¢ena? Obraz A’ lib. bodu A lezi na pfimce SA, a to tak, Ze

L ]

kde A, = prlseCik AA’ s osou o.

Jaké ma viastnosti? Transformace s pfimkou pevnych bodd,
zéakladni projektivni transformace v roviné, . ..

8tzv. osa, stfed a modul

162



Specialni a mezni pfipady Projektivni zobrazeni 163
Specialnimi, resp. meznimi pfipady osové kolineace jsou:

> osova afinita, pokud S je I:]
> stejnolehlost, pokud o je I:]
> posunuti, pokud S i o jsou I:]

posunvts stejnolehlast
& f -
Nt
LI -
N

)‘_'777,[7 “ L4 ——
<= =
[

Pokud bychom pfipustili m = 0, dostaneme degenerované (neinjektivni) pfipady:

» stfedové promitani do pfimky o z bodu S.
> rovnobézné promitani do pfimky o, pokud S je z



Zakladni vlastnosti (vizs. 141)

Osova kolineace zachovava:

(a) kolinearnost bod,

(b) dvojpomeéry Ctvefic kolinearnich bodu.

ctied
R
e
\
‘ \\
AR
I
" 'xe " Ae osd,
Z .
TR T E

Dukaz.

Plyne z definice a z I:l ..

Projektivni zobrazeni

164



Dalsi vlastnosti (viz s. 142) Projektivni zobrazeni 165

Osova kolineace s osou o, sttedem S a modulem m:

(d) zobrazuje pfimku p do sebe, pravé kdyz nebo ,

(e) je involutivni, pravé kdyz m = I:]

Poznamky
() [ | smysl (globalng) fesit zda je pfimé/nepiimé,
(9) I:] smysl (globalné) fesit zmény obsah(.



Obecna projektivni zobrazeni (viz s. 143) Projektivni zobrazeni 166

Definice
Obecné projektivni zobrazeni je zobrazeni s vlastnostmi (a) a (b) z pfedchozi

strany.
Bijektivni projektivni zobrazeni se nazyva projektivita nebo kolineace.

Poznamky
Zakladni vlastnosti (a) a (b) nejsou zcela nezavislé.
Ve skutecnosti (v jistych pfipadech) vliastnost (a) |:| (b)...”"

77... viz z&kladni vétu projektivni geometrie a jeji dusledky (za rok)!




Projektivity v roviné (rymuje se s. 144)

Projektivni zobrazeni 167

Analogicky k pfedchozim pfipaddm mame:
Véta
Kazda kolineace v (projektivni) roviné je sloZzenim nejvyse D osovych kolineaci.

Dukaz.

Myslenka dlikazu je I:l volnost v realizaci I:] O

.. .také proto je osova kolineace zakladni kolineaci v roviné.



O urcenosti projektivnino zobrazeni (dopliuje s. 145) Projektivni zobrazeni 168

Projektivni zobrazeni mezi pfimkami je zcela ur€eno podminkou (b),

> tj. obrazy D rlznych bodu,
> tedy napt. obrazy I:] riznych vlastnich bodl a I:] Ubéznikem. ..

Projektivni zobrazeni mezi rovinami je zcela uréeno

> obrazy I:l bodl v ,dostate¢né obecné“ poloze,

> nebo obrazy D vlastnich bodud v obecné poloze a I:] odpovidajimi Ubézniky. ..



O ur&enosti projektivniho zobrazeni (dopliiuje s. 145) Projektivni zobrazeni 168
Projektivni zobrazeni mezi ptimkami je zcela uréeno podminkou (b),
> tj. obrazy D rlznych bodu,
> tedy napf. obrazy I:] riznych vlastnich bodu a I:] Ubéznikem. ..

Projektivni zobrazeni mezi rovinami je zcela uréeno

> obrazy I:l bodu v ,dostateéné obecné” poloze,

> nebo obrazy D vlastnich bodd v obecné poloze a I:] odpovidajimi ubézniky. . .
Véta

Prosté projektivni zobrazeni prostoru dimenze n je jednoznacné uréeno obrazy
I:] vlastnich bodti v obecné poloze a D odpovidajicimi ubézniky.

Ddkaz.
Induktivni a konstruktivni — pomoci I:] a prenaseni

"8nttps://ggbm.at/yWcCaQeA


https://ggbm.at/yWcCaQeA

Shrnuti a pozndmky (viz s. 146) Projektivni zobrazeni 169

KaZdé afinni zobrazeni je projektivni.

Projektivni zobrazenti, které zobrazuje (ne)vlastni body na (ne)vlastni, je I:]

3-rozmérnou analogii osové kolineace je kolineace s ‘

3-rozmérnou analogii sttedového promitani do pfimky je
stfedové promitani do

Obecné projektivni zobrazeni:

zobrazuje pfimky na primky,

zachovava dvojpomeéry vzdalenosti ¢tvefic kolin. bodd,
nezachovava pomeéry vzdalenosti trojic kolin. bodd,
nezachovavéa rovnobéznost,

nezachovéava obsahy, resp. objemy,

vV vV vy vV VY Y

nezachovéva odchylky,

[ | bytprosté (injektivni).

v



Uzitek (vizs. 147)

Projektivni zobrazeni

170
4

Projektivni obraz pravidelného Sestibokého hranolu a jeho stin. ..

79
®https://www.geogebra.org/m/sbeyg5zy



https://www.geogebra.org/m/sbeyg5zy
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Osa vs. stfed

Ve, co jsme kdy jmenovali zakladni transformaci v roving, mélo®°

> stfed = takovy bod, ze kazda jim jdouci pfimka je I:l

Osa nebo stfed mohou byt jak vlastni, tak nevlastni (s. 163).

Z Desarguesovy véty (s. 173) vyplyva, Ze

> projektivni transformace v roviné mé osu | | mé stied!

80nttps://ggbm.at/az7e9qsC

Shrnuti a prehledy 172


https://ggbm.at/az7e9qsC

Desarguesova Véta Shrnuti a prehledy 173

Véta

Pro libovolné dva trojuhelniky XYZ a X'Y’Z’ v projektivni roviné plati:
pfimky XX', YY’, ZZ' prochazi jednim bodem <= priseciky pfimek XY
aXVY,YZaYZ,XZaXZ leZi najedné pfimce.

Desarguesova véta. . .



Desarguesova Véta Shrnuti a prehledy 173

Véta

Pro libovolné dva trojuhelniky XYZ a X'Y’Z’ v projektivni roviné plati:
pfimky XX', YY’, ZZ' prochdzi jednim bodem < priseciky pfimek XY
aX'VY,YZaYZ,XZaXZ leZi na jedné pfimce.

...ajeji trojrozmérna interpretace.

81Elementarni zdGvodnéni problematické; jiny pfistup (a zobecnéni) za rok. . .



Prehled zakladnich transformaci v roviné Shrnuti a prehledy 174

| sttedS | osao [ Seo [ modul || druh |
vlastni vlastni ne 0 || (stfedové promitani do pfimky)
ano 1 || projektivni elace
ne —1 || harmonick& soumérnost
ne jinak || osova kolineace
nevlastni vlastni ne 0 || (rovnobézné promitani do primky)
ano 1 || elace
ne -1 Sikma, resp. osova soumérnost
ne jinak || osova afinita
vlastni | nevlastni ne 0 || (promitani do bodu)
ne 1 identita
ne —1 || stfedova soumérnost
ne jinak || stejnolehlost
nevlastni | nevlastni ano 1 || posunuti

Transformace je involutivni <= modul = I:]
(Degenerované pfipady < modul = D.)

Pro afinni transformace: pfima <= modul I:] nepfimad <= modul I:]



Ptehled typl zobrazeni a jejich viastnosti Shrnuti a prehledy 175

H kolin. ‘ vzdal. ‘ dél. pom. ‘ dvojpom. ‘ rovnob. ‘ obs. ‘ odch. ‘

projektivni + - - + - — _

afinni - - -

podobna

+
ekviafinni + -

+

+

+ [+ |+ |+

n
T
+
+

+ 4+ |+ |+
+
|

shodna

Jr
+ |+ |+

o | — | |~ [ [ ]

> Projektivni zobrazeni, které zobrazuje v§echny vlastni body na vlastni
(ekvivalentné, nevlastni body na nevlastni), je I:]

> Afinni zobrazeni, které zachovava poméry vzdalenosti jakychkoli (tedy
i nekolinedrnich) trojic bodd, je

» Konformni zobrazeni, které je projektivni, je I:l
» Podobné zobrazeni, které je ekviafinni, je I:]



Shrnuti a prehledy 176

Hierarchie zobrazeni (vizs. 122)
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Uzitek Shrnuti a prehledy 177

Mnoho z&kladnich zobrazeni mGzeme (resp. |:|) pozorovat pfi
znazornovani plvodné stereometrickych problému:




