MASARYKOVA UNIVERZITA
PEDAGOGICKA FAKULTA

Katedra matematiky

Zjistovani urovné kombina¢nino mysleni zaku

1. stupné na vybranych alohach

Diplomova prace

Brno 2023

Vedouci prace: Vypracovala:

Mgr. Jitka Panacova, Ph.D. Aneta PaFizkova



Bibliograficky zaznam

Patizkova, A. (2023). Zjistovani urovné kombinacniho mysleni Zakii 1. stupné na
vybranych ulohdach (diplomova prace). PDF MU, Katedra matematiky. Vedouci prace
Mgr. Jitka Panacova, Ph.D.

Anotace

Cilem diplomové prace je zjisténi ispésnosti zakti 4. a 5. ro¢niku zakladni Skoly pfi feSeni
kombinatorickych tloh. Nastrojem pro naplnéni cile je pracovni list s5
kombinatorickymi tilohami, ktery byl za timto ti¢elem vytvoten. Teoreticka ¢ast prace se
zabyva Ramcovym vzdélavacim programem pro zdkladni vzdélavani, predev$im
vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace. Déle popisuje teorii kombinatoriky a
pfedstavuje kombinatorické tilohy v udivu matematiky 1.stupné ZS. Prakticka &ast
pfinasi zpracovani vysledki vyfeSenych uloh do kvantitativniho vyzkumu a jeho
vyhodnoceni. Rovnéz ukazuje konkrétni zptsoby zakovskych feSeni zadanych uloh.

Pracovni list feSila jedna tfida 4. rocniku a jedna tfida 5. ro¢niku.

Klicova slova

Kombinatorika, kombina¢ni mysleni, kombinatorické ulohy, pracovni list, Zakovské

feSeni.



Annotation

The aim of this Diploma thesis is to determine the success of pupils of the 4th and 5th
grade of primary school in solving combinatorial problems. A worksheet with 5
combinatorial problems, which was created for this purpose, is a tool for the fulfilment
of the aim. The theoretical part of the thesis deals with the Framework Educational
Programme for Primary Education, especially the educational area of Mathematics and
its applications. Furthermore, it describes the theory of combinatorics and presents
combinatorial problems in the mathematics curriculum of the 1st grade of primary school.
The practical part presents the processing of the results of solved problems into
quantitative research and its evaluation. It also shows concrete ways of students' solutions
to the given problems. The worksheet was solved by one class of 4th grade and one class
of 5th grade.

Keywords

Combinatorics, combinatorial thinking, combinatorial problems, worksheet, student

solutions.



Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné, s vyuZitim pouze
citovanych literarnich pramenii, dalsich informaci a zdroju v souladu s Disciplindrnim
radem pro studenty Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity a se zdakonem
¢. 121/2000 Sb., o pravu autorském, o pravech souvisejicich s pravem autorskym
a 0 zmené nekterych zakonii (autorsky zakon), ve zneni pozdéjsich predpisii.

V Brné dne Aneta Pafizkova



Podékovani

Touto cestou bych chtéla predevsim moc podekovat pani Mgr. Jitce Panacové, Ph.D.
za odborné vedeni, ochotny a vstficny pfistup, cenné rady a cas, jenz mi vénovala
pii zpracovani mé diplomové prace.

Velké podékovani patii i mé rodin€ a ptiteli za podporu béhem celého studia.



OBSAH

UVOD ...ttt bbbt bttt h bbbt R R ettt b b n s 8
TEORETICKA CAST ......coovoviiiiiiiiiieiies st 9
1. KuriKularni dOKUMENTY .......cooooiiiiiicii e 9
1.1 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdElavani ... 10
111 KIHCOVE KOMPEIEIICE .. ittt 10
1.1.2  VzdElAvact 0Oblasti.......cciiiiiiiiiiii i 11
2. KOMDBINALOTTKA .....c.ocviiiiiii 17
2.1 Zakladni kombinatorickd pravidla .........cceceiiiiiiiei e 17
2.2 KombinatoriCKE fUNKCE........uiiiiiiii ittt sttt nene s 18
2,21 VAIACE ...t 19
2.2.2 PEIMUIACE ...viiiiiiiiiii i 20
2.2.3  KOMDINACE ...t 21
3. Kombinatorické dilohy v u¢ivu matematiky na 1. StUpNi Z8 ..........ccc.covovevvernrrrrererennn. 23
3.1 Kombinani MYSIENT.....ccoviiiiiiiiiiiie e 23
3.2 Rozvoj kombinagniho mysleni u Zakii 1. StUPNE ZS ......c.ocvevivrireirereieseeeie e 23
PRAKTICKA CAST ...ttt 29
A, PracoVi LIST ........oocooiiiiiii e 29

5. Kvantitativni vyzkum vyhodnocujici vysledky Zakovskych feSeni kombinatorickych

TLOR ..o e 37
5.1 Cil vyzKumneého SEtIeNT .......cvvveiiiiiie i 37
5.2 Metodologie kvantitativiniho VYZKUMU .........cccoviiiiiiiiiiic e 37
5.3 Odhady vysledkll vyzKumného SEtreni ...........ccovererieiiininieiesiece e 37
5.4 VYZKUMNY SOUDOT ...ttt sttt ettt e bt bbbt s e b sae e e e 39
5.5 Popis vyzkumného Setfeni ve 4. ToCNTKU ........covviiiiiiiiiiie e 40
55.1  Vyhodnoceni vysledki feseni kombinatorickych loh 1 ..........ccoooiiiiiiiiiiiieee 40
55.2  Vyhodnoceni vysledki feseni kombinatorickych Gloh 2 ........cccoviiiiiiiiniiiii 44

5.5.3  Vyhodnoceni pfedem stanovenych odhadii na zaklad¢ vysledkt vyzkumného Setieni

AL e Yo 111§ 45



5.6 Popis vyzkumného Setfeni v 5. TOCNTKU ......ccviiiiiiieiiiiii e 46
5.6.1  Vyhodnoceni vysledki feseni kombinatorickych loh 1 ..........ccooiiiiiiiiiiiiceeee 46
5.6.2  Vyhodnoceni vysledki feseni kombinatorickych Gloh 2 ........cccoviviiiiiniiiii 50

5.6.3  Vyhodnoceni piedem stanovenych odhadi na zakladé¢ vysledki vyzkumného Setfeni v 5. ro¢niku

..................................................................................................................................................... 51
5.7  Srovnani uspésnosti feseni 4. a 5. roCNIKU ....oovviiiiiiiiiiiiiiiie i 52
6. ReSitelské Strategie ZAK ...........coccovvueveecerreeieeceeseeseeeeesseeseseess e eseessessssses s seenens 54
6.1 Vybrana zakovska feSeni 1. UloNY ......cccooviiiiiiiinc e 54
6.1.1  Nejcast&jsi zplisoby ZAKOVSKYCh TESENT ....covviviiiiiiiiiiii s 54
6.1.2  Chybnd ZAKOVSKA FESENI. .. .c.viiiiiiieiiieiiie ittt sr e n e sne e sr e nneenneenre e 55
6.2 Vybrand zakovska feseni 2. GOy ........cccooiiiiiiiiiiii e 56
6.2.1  Nejcast&jsi zpltisoby ZAKOVSKYCh FESENT ....ccvviviiiiiiiiiii s 56
6.2.2  Chybna ZAKOVSKA TESENI. ......ceiuiiiiiieieit it 57
6.3 Vybrand zakovska feseni 3. Tlohy ..o 58
6.3.1  Nejcastéjsi zptisoby ZAKOVSKYCh FESENT ......eeiviiiiiiieiiieiiee e 58
6.3.2  Chybna ZAKOVSKA TSN, .....oiiuiiiiiiiieitii s 60
6.4 Vybrana zakovska feSeni 4. UlONY ......c.coviiiiiiiiiiiiie e 61
6.4.1  Nejcastejsi zptisoby ZAKOVSKYCh TESENT ....ccuviviiiiiiiiciic s 61
6.4.2  Chybnd ZAKOVSKA FESENI.....c.uiiuiiiiiiiiieitieiteeiie ettt sb et r e sb e bt e nbeenbeenbe e 62
6.5 Vybrana zakovska feSeni 5. UlONY .....cocovviiiiiiiiiiice e 67
6.5.1  Nejcast&jsi zptisoby ZAKOVSKYCh TESENT ....cuviviiiiiiiiiicr s 67
6.5.2  Chybna ZAKOVSKA TESENI. .....cceiuiiiiiiiiei it 68
ZAVER .....cooooiiitiiittteet e 70
SEZNAM TIEEFALUIY ...eieie ettt st sttt e s te et esbeeae e st e sbe e besbeereesbesreestesreans 72
SeZNAM ODTAZKE .........oooviiiiiiiiiie e 73
SEZNAM TADUIEK ..o 74
SEZNAM GrATT........ooiiiiiiiiiii bbb re e 75
Seznam PFIION ..o e 76



UvVOoD

Jako téma své diplomové prace jsem si zvolila kombinatorické ulohy a
kombinaéni mysleni zakd 1. stupné ZS. Kombinatorické tlohy se v Ramcovém
vzdélavacim programu fadi k okruhu nestandardnich aplikacnich uloh, které mé béhem
studia 1 praxi zaujaly. Libi se mi, ze o téchto tlohdch musi Z4ci premyslet, uvazovat a

objevovat rtizna feSeni, nestaci si pouze zapamatovat algoritmické postupy.

Za cil prace jsem si stanovila zjisténi uspeéSnosti zaka 4. a 5. roéniku ZS pfi feSeni
kombinatorickych 1loh. Nastrojem pro zjisténi UspéSnosti zakovskych feSeni

kombinatorickych tloh byl pracovni list, ktery jsem za timto ucelem vytvofila.

Prace je rozdélena do dvou hlavnich ¢asti — teoretické a praktické. Teoreticka Cast
je dale ¢lenéna na 3 kapitoly. V tivodni kapitole se zabyvam Ramcovym vzdélavacim
programem pro zakladni vzdélavani, nasledné popisuji teorii kombinatoriky a v posledni

kapitole se zamé&fuji na zastoupeni kombinatorickych tloh v u¢ivu matematiky 1. stupné

%

ZS.

V praktické casti predstavuji pracovni list S kombinatorickymi ulohami, ktery
jsem pro zaky pfipravila. Pfi vybéru tloh jsem se inspirovala v u¢ebnicich matematiky
pro 1. stupen ZS nakladatelstvi Alter (Justova, 2012) a nakladatelstvi Fraus
(Hejny et al., 2010) a také v publikaci Piihonské (2019), ktera se timto tématem jiz
dlouhodobg zabyva. Ulohy jsem volila zam&mé typové odlisné. Tento pracovni list bude
nastrojem pro kvantitativni vyzkum, ktery popisuji v dalsi kapitole. Cilem vyzkumu je
zjisténi uspéSnosti zakl 4. a 5. roéniku pii feSeni vybranych kombinatorickych uloh.
V posledni kapitole se zamé&tuji na zplisoby Zakovskych feSeni jednotlivych uloh, uvadim
zde, jaké fesitelské strategie zaci preferovali a byli ve svych vypoctech Gspésni, a dale

poukazuji na nej€astéjsi chyby v Zakovskych fesenich.



TEORETICKA CAST

1. Kurikularni dokumenty

Kurikularni dokumenty jsou vytvareny na statni a Skolni urovni. Statni aroven
predstavuji ramcové vzdélavaci programy (RVP) a skolni uroven Skolni vzdélavaci
programy (SVP). ,,RVP vymezuji zavazné ramce vzdélavani pro jeho jednotlivé etapy —
predskolni, zakladni a stfedni vzdélavani.“ (RVP ZV, s. 5) SVP jsou tvofeny na zakladg

RVP a kazda skola si tvofi sviij vlastni.

Obrazek 1

Systém kurikuldrnich dokumenti

RAMCOVE VZDELAVACI PROGRAMY

STATNI pred&kolni zakladni stiedni ostatni
UROVEN
— —> RVP G —»
RVP PV RVP Zv RVP GSP RVP ZUV
- RVP JS
RVP ZSS
RVP SOV

.............................................................................

A A A A Y

f":KOLNI'v s:;KOLNi vznivéLé\mci PROGRAMY ZPRAcgyANé PODLE RVP
UROVEN SKOLNI VZDELAVACI PROGRAMY, PRO NEZ NEBYL VYDAN RVP

Zdroj: RVP zV, 2021

Réamcové vzdélavaci programy kladou diraz na vyuziti ziskanych v€domosti a
dovednosti v praktickém Zivoté. RVP stanovuji oc¢ekavané vystupy jednotlivych etap
vzdélavani, které jsou sice zavazné pii tvofeni SVP, ale jinak je pii tvorbé SVP
podporovana ,pedagogickd autonomie S$kol a profesni odpovédnost ucitela.*
(RVP 2V, 2021, s. 6) RVP také zduraznuji klicové kompetence a jejich propojeni se
vzdélavacim obsahem. (RVP ZV, 2021)



1.1 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani

,Zakladni vzdelavani, kterym se dosahuje stupné zakladni vzdé€lani, se realizuje v
oboru vzdélani zakladni Skola. V souladu se Skolskym zakonem je pro realizaci
zékladniho vzdélavani vydan Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani.
(RVP 2V, 2021, s. 7) Zakladni vzdélavani délime na 1. a 2. stupeni. Po celou jeho dobu
by mély byt respektovany piirozené potieby zaki, individudlni troveii jejich uceni a tomu

by se m¢l prizpusobovat u¢ebni program. (RVP ZV, 2021)
1.1.1 Kli¢cové kompetence

RVP ZV stanovuje tyto kli¢ové kompetence: Kompetence k uceni; Kompetence
k feSeni problémi; Kompetence komunikativni; Kompetence socialni a personalni;
Kompetence obcanské; Kompetence pracovni; Kompetence digitdlni. VSechny
kompetence se n¢jakym zpusobem prolinaji, navazuji na sebe. ,,K jejich utvéfeni a
rozvijeni musi smétfovat a piispivat veskery vzdélavaci obsah i aktivity a ¢innosti, které
ve Skole probihaji.” (RVP ZV, 2021, s. 10) Jednotlivé klicové kompetence vedou zaky

Kk nasledujicim schopnostem a dovednostem:
Kompetence k ué¢eni

Z3ak by mél byt schopen planovat a fidit své uceni a volit k nému vhodné metody,
uceni se mu zdd smysluplné a md k nému pozitivni vztah. Je motivovan k dal§imu

vzdélavani. Posoudi své pokroky v uceni a umi je zhodnotit. (RVP ZV, 2021)
Kompetence k ieSeni problémii

Zak rozpozna problémové situace ve Skole 1 mimo ni, chape je a voli pfimérené
zpusoby k jejich feSeni — aplikuje logické, matematické a empirické postupy. Je si védom

svych rozhodnuti a dokaze si je obhajit. (RVP ZV, 2021)
Kompetence komunikativni

Zak formuluje své myslenky do souvislého a kultivovaného projevu, a to jak
mluveného, tak 1 psaného. Nasloucha ostatnim lidem, respektuje jejich nazory, reaguje na

né a zapojuje se do diskuse, obhaji si sviij nazor. (RVP ZV, 2021)
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Kompetence socialni a personalni

74k se podili na vytvafeni pozitivniho klima t¥idy & skupiny. Efektivnd
spolupracuje se spoluzaky, ptispiva svymi napady k diskusi a k feSeni zadaného tkolu a
zaroven respektuje a zvazuje napady ostatnich. Je pfipraven komukoliv pomoct a zaroven

0 pomoc V piipad¢ potieby pozadat. (RVP ZV, 2021)
Kompetence ob¢anské

74k zna sva prava a povinnosti. V nebezpeénych situacich jedna pfiméfené a
zodpovédné. ,,Respektuje, chrani a oceni nase tradice a kulturni 1 historické dédictvi®
(RVP 2V, 2021, s. 5), ma kladny vztah k uméni, zije kulturnim a sportovnim zivotem.
Jedna s ohledem na zivotni prostfedi a snazi se dodrzovat zakladni ekologické navyky.

(RVP 2V, 2021)
Kompetence pracovni

Zak pracuje s ohledem na ptfedem uréena pravidla, pfi manudlni praci neohrozuje
sebe ani své okoli. S ohledem na své schopnosti a dovednosti vhodné voli dalsi vzd€lani

a nasledné profesni zaméfeni. (RVP 2V, 2021)
Kompetence digitalni

Zak ovlada digitalni zatizeni a pomoci nich vyhledava informace a data, u nichz
posoudi relevantnost a spravnost. Zna rizika spojena s pisobenim v digitdlnim prostiedi

a chova se zde vhodné a bezpecné. (RVP ZV, 2021)

1.1.2 Vzdélavaci oblasti

Vzdélavaci obsah déli RVP ZV do deviti vzdélavacich oblasti. Ty jsou tvofeny
jednim ¢i vice vzdélavacimi obory. Jednotlivé vzdélavaci obory jsou rozdéleny do
tematickych okruht, které obsahuji oekavané vystupy a ucivo. O¢ekavané vystupy jsou
na 1. stupni rozdéleny do dvou obdobi — o¢ekavané vystupy pro prvni vzdélavaci obdobi,
tedy pro 1. — 3. ro¢nik a ocekavané vystupy pro druhé obdobi, tedy pro 4. — 5. ro¢nik.
Jsou formulovény tak, aby byly kontrolovatelné. Ocekdvané vystupy jsou zde rovnéz
uvedeny v upravené formé, na nizsi Grovni, které jsou urceny pro nékteré zaky s I\VP.
(RVP 2V, 2021) ,,U¢ivo je chapano jako prostiedek k dosazeni ocekavanych vystupt.*
(RVP 2V, 2021, s. 15)
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Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace cili pfedevsim na vyuziti matematiky
Vv realném zivoté a pochopeni vzajemnych vztahii, na coz budou Zaci navazovat pii dalSim
studiu. Kvili své nenahraditelné roli probiha jeji vyuka béhem celého zékladniho
vzdélavani.

Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace je rozdelen do
Styt tematickych okruhti: Cisla a po&etni operace (na prvnim stupni) a Cislo a proménna
(navazuje na druhém stupni); Zavislosti, vztahy a prace s daty; Geometrie v roviné a

v prostoru; Nestandardni aplikaéni ulohy a problémy.
Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace, 1. stupei ZS

Ocekavané vystupy, tedy znalosti a dovednosti zaka, jsou zde rozdéleny do dvou
obdobi. Prvni obdobi kon¢i 3. ro¢nikem a konec druhého obdobi je v 5. ro¢niku.

Cislo a podetni operace

V tomto tematickém okruhu si Zaci osvojuji aritmetické operace ve tiech
sloZkéch: dovednost provadét operaci; algoritmické porozuméni — Zaci by tedy méli
rozumét tomu, pro¢ je dand operace provadéna danym zplisobem; vyznamové
porozuméni — schopnost propojeni operace s realnou situaci.

Ocekavané vystupy:
1. obdobi
Zak:
e pouziva pfirozend ¢isla k modelovani redlnych situaci, pocita pfedméty v daném
souboru, vytvari soubory s danym poctem prvkl
e (te, zapisuje a porovnava piirozena ¢isla do 1 000, uziva a zapisuje vztah rovnosti
a nerovnosti
e uziva linearni uspofadani; zobrazi ¢islo na ¢iselné ose
e provadi zpaméti jednoduché pocetni operace s pfirozenymi Cisly

e fesi a tvoii ulohy, ve kterych aplikuje a modeluje osvojené pocetni operace
(RVP 2V, 2021, s. 31)
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2. obdobi

Zak:

Ucéivo:

,»VYuziva pii pamétném i pisemném pocitani komutativnost a asociativnost s¢itani
a nasobeni

provadi pisemné pocetni operace v oboru piirozenych ¢isel

zaokrouhluje pfirozena cisla, provadi odhady a kontroluje vysledky pocetnich
operaci v oboru pfirozenych ¢isel

fesi a tvofi ulohy, ve kterych aplikuje osvojené pocetni operace v celém oboru
ptirozenych cisel

modeluje a urci ¢ast celku, pouziva zapis ve formé zlomku

porovna, s¢ita a od¢ita zlomky se stejnym jmenovatelem v oboru kladnych ¢isel
precte zapis desetinného Cisla a vyznaci na Ciselné ose desetinné ¢islo dané
hodnoty

porozumi vyznamu znaku ,,— pro zdpis celého zéporného cisla a toto Cislo
vyznaci na Ciselné ose*

(RVP ZV, 2021, s. 32)

pfirozena Cisla, celd Cisla, desetinna ¢isla, zlomky

zapis Cisla v desitkové soustaveé a jeho zndzornéni — Ciselna osa, teplomér, model
nasobilka

vlastnosti pocetnich operaci s Cisly

pisemné algoritmy pocetnich operaci

Zavislosti, vztahy a prace s daty

V tomto tematickém okruhu se Zaci seznamuyji s urcitymi typy zmeén a zavislosti,

se kterymi se mohou setkat v béZném Zivoté. ,,Uvédomuji si zmény a zavislosti znamych

jevu, dochdzeji k pochopeni, Ze zménou miize byt rist i pokles a Ze zména miize mit také

nulovou hodnotu. Tyto zmény a zavislosti zaci analyzuji z tabulek, diagramt a grafi.*

(RVP ZV, 2021, s. 30) Tyto ¢innosti vedou zéka k tomu, aby pozd¢ji porozumél pojmu
funkce. (RVP ZV, 2021)
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Ocekavané vystupy:
1. obdobi
Z4k:

e orientuje se v Case, provadi jednoduché prevody jednotek casu
e popisuje jednoduché zavislosti z praktického Zivota
e doplnyje tabulky, schémata, posloupnosti ¢isel*
(RVP 2V, 2021, s. 32)
2. obdobi

~

Zak:

e _vyhledava, sbird a tfidi data
e (te a sestavuje jednoduché tabulky a diagramy*

(RVP ZV, 2021, s. 33)

e zavislosti a jejich vlastnosti

e diagramy, grafy, tabulky, jizdni fady

Geometrie v roviné a v prostoru

V tomto tematickém okruhu ,,Zaci urCuji a znazorfuji geometrické utvary a
geometricky modeluji redlné situace, hledaji podobnosti a odliSnosti Utvart, které se
vyskytuji vSude kolem nds, uvédomuji si vziajemné polohy objektl v roving.*
(RVP 2V, 2021, s. 30) Odhaduji a méfi délku, obvod a obsah a na zakladé téchto

vlastnosti mezi sebou geometrické utvary porovnavaji.
Ocekavané vystupy:
1. obdobi
Zak:
e rozeznd, pojmenuje, vymodeluje a popiSe zakladni rovinné utvary a jednoducha
télesa; nachazi v realité jejich reprezentaci
e porovnava velikost Gtvarti, méti a odhaduje délku usecky

rozezna a modeluje jednoduché soumérné utvary v roving*

(RVP ZV, 2021, s. 33)
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2. obdobi

Zak:

Ugéivo:

»harysuje a znazorni zékladni rovinné utvary (Ctverec, obdélnik, trojuhelnik a
kruznici); uzivé jednoduché konstrukce

sCitd a odcita graficky usecky; urci délku lomené cary, obvod mnohothelniku
sectenim délek jeho stran

sestroji rovnobézky a kolmice

urci obsah obrazce pomoci ¢tvercové sité a uziva zakladni jednotky obsahu
rozpoznd a znazorni ve ¢tvercové siti jednoduché osové soumérné utvary a urci
osu soumérnosti utvaru piekladanim papiru

(RVP ZV, 2021, s. 33)

zakladni atvary v roviné — lomena cara, pfimka, poloptfimka, usecka, kruznice,
obdélnik, trojihelnik, kruh, ¢tyithelnik, mnohouhelnik

zakladni utvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, valec

délka tsecky; jednotky délky a jejich ptevody

obvod a obsah obrazce

vzajemna poloha dvou pfimek v roviné

0soveé soumerné utvary

Nestandardni aplikaéni ulohy a problémy

V tomto poslednim, avSak dilezitém, tematickém okruhu je nezbytné uplatnit

logické mysleni. Ulohy tohoto typu ,.by mély prolinat viemi tematickymi okruhy v
prubéhu celého zakladniho vzdélavani.* (RVP ZV, 2021, s. 30)

Ocekavané vystupy:

2. obdobi

Z4k:

,resi jednoduché praktické slovni ulohy a problémy, jejichz feSeni je do znacné
miry nezéavislé na obvyklych postupech a algoritmech Skolské matematiky*

(RVP 2V, 2021, s. 34)
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U¢ivo:

slovni tlohy
Ciselné a obrazkové fady
magické Ctverce

prostorova piedstavivost
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2. Kombinatorika

,Kombinatorika je matematickd disciplina, ktera se zabyva rozdélovanim,
uspotradanim a vybérem prvki z dané mnoziny, tj. tvofenim konfiguraci danych prvka
do skupin s uréitymi vlastnostmi.” (Blazkova & Vanurova, 2012, s. 156) Na rozdil
od ostatnich matematickych disciplin pracujeme v kombinatorice pouze s kone¢nymi
mnozinami. (Calda, 1993)

Pocatky kombinatoriky sahaji az do antického Recka, kde tehdej$i matematici
nékteré kombinatorické tlohy fesili. Jako védni disciplina se vSak kombinatorika zacala
utvaret az mnohem pozdéji, a to v 16. stoleti ve spojeni s hazardnimi hrami, kdy se snazili
hraéi vypocitat svoji pravdépodobnost vyhry. Tyto teorie dale rozvijeli v 17. stoleti

tehdejsi védci, naptiklad B. Pascal. (Smida, 1989)

S kombinatorikou se setkdvame nejen v riznych oblastech matematiky, ale jejich
principti uzivame také v béZzném zivoté, kde neustale néco kombinujeme — napiiklad jak
zkombinovat obleCeni, jakymi spoji méstské hromadné dopravy se dostaneme do prace,
co a za kolik nakoupime, C0 uvatime, V jakém sledu vykoname domaci prace apod.
Miizeme vybirat z mnoha moznosti a vhodné je zkombinovat. Proto bychom méli
kombinatorické mysleni rozvijet jiz u zakt mlad$iho Skolniho véku, kdy zaci fesi
kombinatorické tlohy pouze vyuZitim experimentu, jesté bez znalosti kombinatorickych

pravidel a funkci. (Calda, 1993)

Kombinatorika mé dvé zakladni pravidla, a to kombinatorické pravidlo souinu a
kombinatorické pravidlo souctu. Ke kombinatorickym funkcim fadime variace,

permutace a kombinace bez opakovani a s opakovanim. (Calda, 1993)

2.1 Zakladni kombinatoricka pravidla

V dal§im textu popiSeme zdkladni kombinatoricka pravidla — kombinatorické

pravidlo souctu a kombinatorické pravidlo soucinu.

Kombinatorické pravidlo soucinu: ,,Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len
Ize vybrat n, zptsoby, druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu n, zplsoby atd. az k-ty ¢len

po vybéru vSech ptedchéazejicich Clenti n; zplsoby, je roven n; - n, - .- ny.
(Calda, 1993,s.9)
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Piiklad: ,, Urcete pocet vsech prirozenych dvojcifernych Ccisel, v jejichz

dekadickéem zapisu se kazda Cislice vyskytuje nejvyse  jednou. "

(Calda, 1993, s. 8)

ReSeni: Zadné cislo nezacind nulou, tudiz na misto desitek miizeme dosadit cislice
od I do 9. Na misto jednotek vybirame opét z 9 moznosti, tedy cCislice 0 az 9 kromé
cislice, které dosadime na misto desitek. Napv.: Na misto desitek jsme dosadili
cislici 5, na misto jednotek miizeme tedy dosadit cislici z deviti-prvkové mnoziny
{0, 1;2;3;4; 6, 7;8; 9. Pocet takovych dvojcifernych cisel je tedy 9 - 9 = 81.
(Calda, 1993)

Kombinatorické pravidlo souétu: ,Jsou-li A;, 4,, ... A,, kone¢né mnoziny, které maji

po fad€ p4, P2, ..., Py prvki, a jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvkii mnoZiny

Ay UAy U ... UA, jeroven p; +ps + ... + pp. (Calda, 1993, s. 9)

2.2

Piiklad: VyuzZijeme zaddni predchoziho prikladu, pouze jej vyreSime jinym

zplisobem.

Reseni: Dvojciferna cisla mizeme rozdélit do dvou disjunktnich mnoZin. Prvni
mnozina obsahuje cisla se stejnymi Cislicemi, tj. 11, 22, 33, ..., 99. Druha mnoZina
obsahuje cisla s riiznymi Cislicemi, tj. 10, 12, 13, ... 97, 98. Vime, Ze vSech
dvojcifernych cisel existuje 90 a dvojcifernych cisel se shodnymi Cislicemi 9. Nas
vSak zajimd pocet dvojcifernych Ccisel s riiznymi Cislicemi, ten si oznacime

neznamou p a dosadime do rovnice:

p +9 = 90. Z této rovnice vypocitame, zep = 90 — 9
p =81

Pocet takovych dvojcifernych cisel je 81. (Calda, 1993)

Kombinatorické funkce

Nasledujici text shrnuje a popisuje zdkladni kombinatorické funkce, které

muzeme délit dle uspotfadani prvki takto:

variace a permutace — zalezi na potadi prvkd, tj. skupiny jsou uspoiadané,

kombinace — nezalezi na potadi prvki, tj. skupiny jsou neuspotradané.
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DalSim kritériem, podle kterého muzeme kombinatorické funkce délit, je

opakovani prvkil ve skuping:

prvky se ve skupiné nemohou opakovat — variace, permutace a kombinace bez
opakovani,
prvky se ve skupiné mohou opakovat — variace, permutace a kombinace

S opakovanim.

2.2.1 Variace

a)

b)

Variaci k-té tfidy bez opakovani z n-prvkové mnoZziny je kazda uspotraddana k-
tice sestavena z téchto prvki tak, Ze je v ni kazdy obsazen nejvyse jedenkrat. Jde
tedy o k-Clenné skupiny vytvofené z néjakych n prvki, které se nemohou
opakovat. Piiklady z kategorie variaci bez opakovani jsou vétsinou formulovany
jako: Je dano n riznych predméti. Kolik z nich mizeme sestavit k-Clennych
skupin tak, aby se v ni kazdy pfedmét vyskytoval pouze jedenkrat? (Calda, 1993)

Z nasledujiciho vzorce ziskame pocet vSech variaci bez opakovani.

Vikn)=n-(n-1)-(n-2)- ...-(n-k + 1)

Piiklad: , K sestaveni viajky, kterd ma byt sloZena ze tri riiznobarevnych
vodorovnych pruhii, jsou k dispozici latky barvy bilé, cervené, modré, zelené a
Zlute. Urcete pocet viajek, které Ize zlatek téchto barev sestavit.*

(Calda, 1993, s. 14)

Reseni: Pruhy maji byt riizné barvy a zdlezi na poradi, hledame tedy 3¢lenné
variace z péti prvkii. Pocet vSech vlajek, které odpovidaji zadanému popisu,
urcime dosazenim do vzorce takto:

V(3,5)=5-4-3=60

Existuje celkem 60 riiznych viajek se zadanymi parametry. (Calda, 1993)

Variaci k-té tidy s opakovanim z n-prvkové mnoziny je kazda uspotfadand k-
tice, sestavena z téchto prvku, které se v ni mohou opakovat nejvyse k-krat. Jde
tedy 0 k-Clenné skupiny vytvorené z n€¢jakych n prvkd, které se mohou opakovat.

Priklady z kategorie variaci bez opakovani jsou vétSinou formulovany jako:
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Je dano n riznych predmétl. Kolik z nich mizeme sestavit k-¢lennych skupin
tak, Ze se v ni pfedméty mohou opakovat? (Calda, 1993)

Z nasledujiciho vzorce ziskame pocet vSech variaci s opakovanim.

V'(k,n) =n¥

Piiklad: ,, Ve Svambranii je statni pozndvaci znacka osobniho auta tvorena
usporadanou sedmici, jejiz prvni tri cleny jsou pismena a dalsi ctyri cislice.
Urcete, kolik poznavacich znacek maji ve Svambranii dispozici, mohou-li pro

prvni ¢ast znacky pouzit kazdé z 28 pismen. © (Calda, 1993, s. 35)

Reseni: Na prvni cast SPZ vybirame uspoiadanou trojici z 28 pismen, kterd se
mohou opakovat, tedy V'(3,28) = 283 moznosti usporddanych trojic. Do druhé
casti vybirame usporadanou ctverici z deseti Cislic, ktera se rovnéz mohou
opakovat, tedy V' (4, 10) = 10* moznosti usporadanych ctveric. K vypoctu vsech
moznosti znacek vyuzijeme kombinatorické pravidlo soucinu, tj. pocet vSech
statnich poznavacich znacek vyhovujicich danym podminkam urcime dosazenim

do vzorce nasledovneé:
V'(3,28) - V'(4,10) = 283 - 10* = 219520 000
Existuje celkem 219 520 000 riiznych SPZ se zadanymi parametry. (Calda, 1993)

2.2.2 Permutace

a) Permutaci bez opakovani z mn-prvkové mnoZiny rozumime kazdou
usporadanou n-tici z téchto prvku a kazdy prvek je v ni obsazen pravé jednou.
Lze ji povazovat jako specidlni pfipad variaci bez opakovani — zatimco u variaci
uvazujeme skupiny, kde se prvky vyskytuji jen v ur¢itém mnozstvi, u permutaci
se ve skupin¢ vyskytuji vSechny prvky a zalezi pouze na jejich potadi.
(Calda, 1993)

Z nasledujiciho vzorce ziskdme pocet vSech permutaci bez opakovani.

P (n) =n!

Faktorial: pron€Njen!=n - (n—-1) -(n—2)-...-2-1

pron=0je0! =1.
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Piiklad: Do jidelny prisla na obéd skupinka 11 deéti. Urcete, kolika zpuisoby se
mohli seradit do fronty u vydeje obédii. (Vrba, 1980)

Reseni: Hledame pocet front ze vsech 11 déti, jde tedy o permutaci z 11 prvkii.
Pocet riiznych front, které mohly déti utvorit, urcime dosazenim zadanych cisel do

vzorce nasledovne:
P(11)=11!=11-10-9-...-2-1 = 39916 800
11 deti mohlo utvorit celkem 39 916 800 ruznych front. (Vrba, 1980)

b) Permutaci s opakovanim z n-prvkové mnoziny rozumime uspofadanou k-tici
sestavenou z téchto prvki tak, ze je v ni kazdy prvek obsaZen alesponi jednou.
Nekteré prvky jsou tedy stejné a pocet permutaci tudiz mensi. (Calda, 1993)

Z nasledujiciho vzorce ziskame pocet vSech permutaci s opakovanim.

(ky + ky + o + kp)!

P,(kli kz, kn) = k1| kz' k |
. s K

Piiklad: ,, Urcete pocet zpusobui, jimiz Ize premistit pismena slova

ABRAKADABRA. “ (Calda, 1993, s. 43)

Reseni: V tomto slové mame pét pismen, kde A je pétkrat, B dvakrat, D jednou,
K jednou a R dvakrat. Jde zde tedy o permutaci s opakovanim z péti prvkii a pocet

vSech zpusobu premisteni pismen tedy vypocitame dosazenim do vzorce

G+2+2+1+1)! — 11! = 1—1'=83160

ndsledovné: P’ (5,2,2,1,1) = 50212011 1! T 52120 T 480

Pismena slova ABRAKADABRA Ize premistit 83 160 riiznymi zpusoby.
(Calda, 1993)

2.2.3 Kombinace

a) Kombinaci k-té tfidy z n-prvkové mnoZiny bez opakovani je kazda
neuspoiadand k-tice, sestavena z prvki této mnoziny, kdy je v ni kazdy prvek
obsazen maximalné jedenkrat. Vybirame tedy z n prvka do k-Clenné skupiny, ve
které se prvky nemohou opakovat a nezalezi na jejich potadi. (Calda, 1993)

Z nasledujiciho vzorce ziskdme pocet vSech kombinaci bez opakovani.

K (k,n) = (Z)

21



b)

n!

Kombinacni Cislo: pron €Z+tak € Z+t, k <nje (Z) = or

Piiklad: ,, Urcete, kolika zpiisoby je mozno ze sedmi muzii a Ctyr Zen vybrat

Sesticlennou skupinu, v niz jsou pravé dvé Zeny. “ (Calda, 1993, s. 27)

Reseni: Kdyz vybereme dvé Zeny ze ctyr, tedy (‘21) pro muze nam zbyvaji ctyri
mista. Vybereme CtyFi muze ze sedmi, tedy (Z) Kvypoctu vyuzijeme

kombinatorické pravidlo soucinu, tj. (‘21) . (Z) = 210 zpiisobii.

Sesticlennd skupina lze dle zadanych kritérii sestavit 210 riznymi zpiisoby.

(Calda, 1993)

Kombinaci k-té tiidy z n-prvkové mnoziny s opakovanim je kazda k-tice
sloZend z prvki této mnoziny tak, Ze se zde kazdy prvek opakuje nejvyse k-krat.
V tomto piipad¢ tedy vybirame z n prvki do k-¢lenné skupiny, ve které nezalezi
na poradi prvkd a mohou se opakovat. (Calda, 1993)

Z nasledujiciho vzorce ziskdme pocet vSech kombinaci s opakovanim.

n+k—1)

K' (k,n) = ( .

Piiklad: |,V sacku jsou Cervené, modré a zelené kulicky; kulicky téze barvy jsou
nerozlisitelné. Urcete, kolika zpiisoby Ize vybrat pét kulicek, jestlize je v sacku

alespon pét kulicek od kazdé barvy. “ (Calda, 1993, s. 49)

Reseni: ProtoZe je od kazdé barvy aspon pét kulicek, mizeme vytvorit viechny

mozné pétice ze ti1 barev, tedy K' (5,3) = (3 + g - 1) = (;) = 21.

Pét kulicek Ize dle zadanych kritérii vybrat 21 riznymi zpusoby. (Calda, 1993)
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3. Kombinatorické tlohy v u¢ivu matematiky na 1. stupni ZS

3.1 Kombina¢ni mysleni

Pokud zéci fesi kombinatorické tlohy, automaticky se u nich rozviji kombinacni

mysleni, které vykazuje tyto specifické fenomény:

e 7aci si uvédomuji vztahy mezi zkoumanymi objekty,

e 7aci poznaji, kdy je skupina prvkii usporadana a kdy neuspoiadana,

e 7aci urci, zda se ve skupinach prvky mohou nebo nemohou opakovat,

e zaci dovedou ulohu a jeji feSeni zobecnit a diky tomu najit pravidlo pro urCovani
vysledku dalSich uloh.
(Blazkova & Budinova, 2016)

3.2 Rozvoj kombinaéniho mysleni u zaka 1. stupné ZS

Na 1. stupni ZS neni kombinatorika v RVP popsana jako samostatné téma, je
pouze zafazena jako soucast uciva v tematickém okruhu Nestandardni aplikacni ulohy a
problémy, v ramci kterych zaci fesi jednoduché slovni ulohy, jejichz feSeni se ¢asto

vymyka béznym postupim a algoritmiam $kolni matematiky.

Dit¢ se od utlého véku diky jeho zvédavosti a touze po poznani piirozené setkava
s kombinatorikou prostiednictvim rGznych her 1 situaci v béZzném zivoté. Abychom
ptispéli k dal§imu rozvoji kombina¢niho mysleni zaka, je vhodné jiZ od prvnich ro¢nikti
ZS zafazovat do vyuky matematiky tilohy s kombinatorickymi tématy p¥izptisobené jeho
véku a zajmim. Je dilezité, aby 74k mohl pii feSeni uloh manipulovat s hmotnymi
pfedméty (koralky, kulicky, geometrické tvary, ...), a mél tak realnou ptedstavu o
feSeném problému. Zaci tak postupuji od experimentu v podob& manipulativni ¢innosti
ke zobecnéni a grafickému znazornéni. Mé€li bychom vést zdka k tomu, aby tkoly vyfesil
sdm a podporovat jeho napady pfi postupu feSeni, coz vyzaduje dikladnou piipravu
pedagoga, ktery by si mél zadavanou ulohu pfedem prostudovat a promyslet ruzné
zpusoby feseni. (Blazkova et al., 1998; Zykova, 2011)

Mezi ulohy pro rozvoj kombina¢niho mysleni 74k 1. stupné ZS, které lze fesit
experimentem prostfednictvim manipulativni ¢innosti ¢i dramatizaci, patiéi napiiklad
stavby vézi z riznobarevnych kostek, kombinovani obleceni, rozdélovani penéz, pocitani
nohou zvirat, sestavovani Kytic z riiznych druhii kvétin, navlékani koralek riznych barev,

fazeni se do fronty ¢i podavani rukou apod. Jako didaktické pomicky muzeme také vyuzit
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ruzné spoleCenské hry, které vSichni znaji, napt. Domino, Kostky, Scrable, Clovéce

nezlob se. (Blazkova et al., 1998; Bichovsky & Piihonska, 2017)

Jak jiz bylo zminéno vyse, kombinatorické ulohy nejsou v RVP pro 1. stupeni
popsany, a proto je néktera vydavatelstvi do svych uéebnic zatazuji pouze ziidka.
V ucebnicich jinych nakladatelstvi se Snimi muzeme setkat cCastéji. Tyto ulohy

V ucebnicich maji v§ak n¢kdy své nedostatky:

e Jednotlivé dovednosti, které jsou zde osvojovany, nejsou vzajemné propojovany, uci
se izolovang;
e Ulohy nejsou provazany mezipiedmétove;

e V ulohach chybi souvislost s n¢jakou realnou situaci, ktera by byla zakam blizka.
(Btehovsky & Ptihonska, 2017)

V Tabulce 1 jsou rozdé€leny a popsany jednotlivé typy uloh. Toto rozdéleni
vzniklo na zakladé analyzy uéebnic matematiky pro 1. stupeii ZS, kterou provedla v ramci
vyzkumného Setfeni na téma kombinatorické ulohy Piihonska (2019). Ulohy jsou
rozdéleny do deviti kategorii (C1 — C9).
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Tabulka 1

Klasifikace kategorii kombinatorickych uloh v ucebnicich

Kategorie |Nazev Typy dloh
ulohy s ¢islicemi a wvytvafeni céisel kombinacemi riznych
C1 Hry s ¢isly a pismeny moznosti, pocetni operace s €isly, hledani moznosti pro dany
vysledek, pismenné kombinace, kddovani
Kvantifikacni a rozhodovaci . P .
C2 . nejvice, nejméné, alespon ...
probléemy
C3 Sudoku a Magickeé étverce
nalezeni cesty v planu, bludisti nebo étvercové siti; tlohy na
C4 Vyuziti teorie grafi prelévani tekutin; ulohy na vazeni; ilohy se sportovni tématikou,
rozpis turnaje...
Zakladni kombinatoricka kombinatorické pravidlo souctu a sou¢inu, Pascaliiv trojuhelnik
C5 . o1 . o
pravidla v ulohach, tvorby k-tic z n prvka. ..
problémy v roviné a v prostoru: déleni titvarQ na ¢asti, sestavovani
Cé6 Geometrické ulohy moznych obrazeu z danych tvari, barveni stén krychli, sirkové
hlavolamy
v . zpusoby vyplaceni ur¢ité ¢astky penéz pomoci daného poctu a
C7 Tridici problémy druhu minci, rozdélovani do pfihradek
C8 Komplexni tlohy propojeni jednotlivych prvki z uloh ptedchozich kategorii
ulohy vyzadujici bud’ vytvoreni dalsi ulohy a zadani na zakladée
9 Kreativni ulohy pfedchozi ulohy, nebo uréeni, co je§té muzeme ze zadanych dat

vypocitat &i uréit

Zdroj: Ptihonska, 2019

Ukéazky z uc€ebnic matematiky pro 4. a 5.

C1—Hry s ¢isly a pismeny

ro¢nik ZS (na zékladé rozdéleni z Tabulky 1):

,, Tomas zapomnél svoji kombinaci na zamku u kola. Na jeho otevieni musi slozit

trojciferné cislo z cislic 1-6. Kolik je to moznosti? “ (Justova, 2012, s. 61)

., Kolik lze napsat ctyrcifernych cisel z cislic 2, 4, 6, 0, kdyz se:

a) dislice v ¢isle mohou opakovat?

b) cislice v ¢isle nemohou opakovat? *“ (Justova, 2012, s. 61)
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e (C3 - Sudoku a Magické ¢tverce

Obrazek 2
Magicke ctverce
b Doplite magické étverce.
a) b)
31 12 | 14 3| 60 20
21 2 2 50
11 16 | 6 1 40
A B C A B C
soucet: | soucet: |

Zdroj: Novotny & Novak, 2014

e C4 — Vyuziti teorie grafi
., Turnaje Vv kosikové se zucastnilo 6 druzstev a hrdlo kazdé s kazdym. Kolik se

odehralo celkem zapasu? “ (Justova, 2012, s. 61)

e (C6 — Geometrické tlohy

., Vymodeluj co nejvice riiznych trojuhelnikii, které maji obvod:

a) 3 drivka b) 4 diivka  ¢) 5 drivek  d) 6 diivek  €)7 drivek. *
(Hejny et al., 2010, s. 48)

e C7 —Ttidici problémy
,Jak miizeme rozmeénit petisetkorunovou bankovku na mensi penize, alespon
padesatikoruny, budou-li z nich:
a) alespon 3 stokoruny,

b) nejvyse 2 stokoruny.
Do tabulky zapis vsechny moznosti. *“ (Justova, 2012, s. 60)

Zaci 1. stupn& nevyuzivaji k fe$eni kombinatorickych uloh zadné naudené vzorce,
ale uplatiiuji riizné, mnohdy intuitivni, feSitelské strategie. Pfihonska (2019, s. 13) ve
svém vyzkumu zjistila, ze Zaci nejCastéji vyuzivali pii feSeni kombinatorickych uloh dvé

metody feSeni:
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1) ,.systematicky zapis vSech moznych feSeni ve form¢ tabulky, resp. tabulkového

schématu ¢i symbolického zapisu

Piiklad: ,, Pani ucitelka je nemocna, a proto se v pondeli meni rozvrh. Zaci budou mit
tyto predméty: Cesky jazyk, matematiku, télesnou vychovu, anglicky jazyk a hudebni
vychovu. Druhou hodinou urcité musi byt anglicky jazyk a patou hodinou télesna

vychova. Jak miize vypadat rozvrh na pondeli? “ (Ptihonska, 2019, s. 10)

Obrazek 3

Zakovske reseni ulohy zapisem vsech moznych reseni

Resrths ma

pordids 2] 3 |
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Zdroj: Ptihonska, 2019

2) ,diskrétni graf jako metodu grafického postupu ¢i vizualizace dané situace,” kdy je
vizualizace provedena vétSinou pomoci obrazku.
Piiklad: ,, Ve skole se kond turnaj ve vybijené. Prihlasilo se do néj pét druzstev z péti
trid (3. A, 3. B, 4. A, 4. B a 5. A). V turnaji si zahraji viechny tymy navzdjem (kazdy
S kazdym jednou). Kolik zapasii bude celkem? ** (Piihonska, 2019, s. 10)
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Obrazek 4

Zakovske reseni ulohy grafickym zpiisobem

34 3B 44 4B &A

Zdroj: Ptihonska, 2019
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PRAKTICKA CAST

4. Pracovni list

Cilem mé diplomové prace bylo zjistit, jaka je iroven kombina¢niho mysleni zaki
1. stupné ZS, tedy jaka bude jejich Gsp&snost pii feSeni vybranych kombinatorickych
uloh. Vramci praktické c¢asti prace jsem tedy ptipravila pracovni list s péti
kombinatorickymi ulohami (Ptiloha 1), které maji kombina¢ni mysleni zaka provéfit.
Ulohy jsou pfimétené véku zakt 4. a 5. roéniku zakladni $koly a kazdou ulohu jsem se
snazila volit tak, aby byly z riiznych kategorii dle Tabulky 1, aby si zaci vyzkouseli co
nejvice typu feSitelskych strategii. V nasledujicim textu se budu témito jednotlivymi

kombinatorickymi lohami zabyvat podrobnéji a nabidnu jejich mozné zpusoby feSeni.
1. ULOHA

Zadani: Kolik dvoucifernych cisel miizes sestavit z cislic 2, 6, 8, kdyz se cislice nemohou

opakovat?

Takové typy kombinatorickych tkold, v nichZz se pracuje s Cislicemi, se bézné
vyskytuji v u¢ebnicich matematiky pro 1. stupeii ZS, napiiklad v uéebnici Justové (2012)
nebo Hejného et al. (2010).

Mozné zpiisoby feseni:

1. Aritmeticky s vyuzitim kombinatorického pravidla soucinu:
3-2=6¢cisel
— Na misto desitek vybirame ze 3 Cislic a na misto jednotek jiz pouze ze 2 Eislic.

Z téchto ¢islic miizeme zapsat 6 dvojcifernych cisel.
2. Vypiseme vSechny moznosti

26, 28, 62, 68, 82, 86

— Zapsali jsme 6 dvojcifernych ¢isel.
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2. ULOHA

Zadani: Ve skole probéhne fotbalovy turnaj, kterého se zucastni 5 trid: 4. A, 4. B, 5. A,

5. Ba5.C. Kazda trida hraje s kaZzdou tiidou 1 zapas. Kolik zapasii se celkem odehraje?

Tyto tlohy typu ,.kazdy s kazdym* (podavani rukou, ptituknuti sklenkami, ...) se
rovnéz vyskytuji v uéebnicich pro 1. stupeti ZS, naptiklad v udebnici Justové (2012).
Tyto situace mohou byt zaktim znamé z bézného zivota. Mnoho zaki se jiz mohlo setkat
S rozepisovanim vzajemnych zapasi riznych sportovnich tymu do tabulky.

Mozné zptisoby feSeni:

1. Vyuziti vzorce pro dvouprvkové kombinace z 5 prvki:

/sy 5! 5432 120 _ .
K (2,5) = (2) =G - 23z o1z 10 zapasi

2. VypiSeme vSechny mozZnosti

4A-4B 4B-5A 5.A-5B 5.B-5.C
4A-5A 4B-5B 5.A-5C

4A-5B 4B-5.C

4A-5C

— Celkem se odehraje 10 zapasii.

3. Graficky (uzlovy graf)

A 4D SA 5B 5C
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4. Tabulka

— Z tabulky je mozné vycist, Ze se celkem odehraje 10 zapasi.

3. ULOHA

Zadani: Kuba si ze skriné vytahl 4 tricka (zelené, modré, zluté, cervene) a 3 kratasy

(Cerné, bile, sedé). Kolik kombinaci oblecent si miize Kuba obléknout?

Touto ulohou jsem se inspirovala v publikaci Piihonské (2019), podobnou tlohu

mizeme také najit v ucebnici matematiky Justové (2012).
MozZné zpusoby feSeni:

1. Pocetné (kombinatorické pravidlo soucinu)
4 - 3 = 12 moznosti obleceni
— Kombinaci obleceni vytvoiime vybérem ze 4 tri¢ek a 3 krat'asu. Existuje tedy 12

moznosti, jak se Kuba mtZe obléknout.

2. VypiSeme vSechny moznosti
z-¢C M-C 72-¢C c-¢C
Z-B M-B Z-8B ¢-B
z-8 M-S Z-5 Cc-8S

— Existuje 12 mozZnosti, jak se Kuba miize obléknout.
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3. Graficky (obrazkem)

— EXxistuje 12 moznosti, jak se Kuba miize obléknout.

4. Graficky (uzlovy graf)

o7\
.@i@.

— Kazda spojnice mezi barevnymi kruhy znamenaji vzdy 1 mozZnost. V grafu vidime

12 spojnic, existuje tedy 12 moZnosti, jak se Kuba mtze obléknout.
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4. ULOHA

Zadani: Kdja dostala od kamaradu 5 obrazkii. Premysli, jak obrazky usporada vedle

sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zpiisoby miize obrazky vedle sebe povésit,

kdyz ma ten nejvetsi viset uprostred?

Touto tulohou jsem se také inspirovala v publikaci Piihonské (2019).
S nejriznéj$imi tlohami na vyuZziti permutaci se mizeme rovnéz setkat v ucebnicich
(naptiklad sefazeni do fronty na ob&d, navlékani koralek, ...). Tato uloha s obrazky se mi
zdala jako velmi atraktivni a motivacni.

Mozné zpiisoby feseni:

1. Pocetné (permutace bez opakovani)

P(4) =4!'=4-3-2 = 24 moZnosti

2. VSechny obrazky miizeme ocislovat a pomoci ¢islic vypiSeme vSechny moZnosti

— Obrazky nejdiive sefadime tak, aby byl nejvétsi uprostied a nasledné
o¢islujeme 0od 1 do 5. Do tabulky nize vypiSeme vSechny moznosti uspoiadani

obrazku s vyuzitim Eislic.
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12345 21345 41325 51324
12354 21354 41352 51342
14325 24315 42315 52314
14352 24351 42351 52341
15324 25314 45312 54312
15342 25341 45321 54321

— Vypsali jsme 24 moZnosti.
5. ULOHA

Zadani: Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami miizes zaplatit za néikup, ktery stoji

26 K¢? Uloha ma vice reSent, zkus najit vSechny.

Tyto tulohy vedouci na neurcité rovnice se rovnéz vyskytuji v ucebnicich

matematiky, mizeme se s ni setkat napiiklad v u¢ebnici Justové (2012).

Neurcitou neboli diofantickou rovnici rozumime linearni rovnici ax + by = c,
kde a # 0 A b # 0. Koeficienty a,b,c i neznamé x,y jsou z oboru celych c¢isel.
Podminkou pro to, aby méla tato rovnice feseni, je, aby nejvétsi spolecny délitel D
koeficientd a, b délil celé ¢islo c. ,,Pfedpokladejme, Ze rovnice ma feseni x,, y,. Potom
plati D|a-x¢+b -y, protoze (D|a)A(D|b). Tim jsme dokazali, Ze D]|c.*
(Drabek, 1985, s. 195) Provedenim vhodnych uprav rovnice lze docilit toho, ze
koeficienty a, b jsou z oboru ptirozenych ¢isel. Napiiklad rovnici 11 - x — 6 - y = 10 lze
upravit do podoby 11:-x+6-(—y) = 10. Touto upravou jsme dosahli toho, Ze

koeficienty a, b jsou ¢isla ptirozena. (Drabek, 1985)

Pti feSeni ulohy z pracovniho listu hleddme takové nasobky ¢isla 2 a ¢isla 5, aby

byl jejich soucet roven 26.
MozZné zplisoby feSeni:

1. Algebraicky s vyuzitim neurcité rovnice
x... pocet pétikorun
y... pocet dvoukorun

5x +2y =26

Nejprve ovéfime, zda ma rovnice feSeni — D(5;2) = 1. Jelikoz plati, ze D|26,

rovnice feSeni ma.
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Nyni dosadime do vzorce D = ax; + by, ¢imz ziskdme neurcitou rovnici:

1 = 5x; + 2y;.

Za neznamé x;, a y, zvolime takova cisla, aby platila rovnost. Lze tedy dosadit
napiiklad x; = —1 ay, = 3; Nasledn¢ celou rovnici vynasobime 26.
1=5-(-1)+2-3 | - 26,

26 =5-(—26)+2-78.

Z této posledni rovnosti vidime, ze x, = —26 a y, = 78. Tato ¢isla dosadime do

nasledujicich vzorct:

b B a
x=x0+5t, )’—}’O—Bt.

2 5
x:—26+It, y:78_It
x =—26+2t. y=78-5t teL

Jelikoz pro tuto tlohu musi platit podminky x > 0 Ay = 0, je nyni nutné urcit,

z jakého intervalu Ize hodnoty pro parametr ¢ dosazovat:

x =0, y =0,

—26 + 2t > 0, 78—-5t>0 |-(=1),
20226 |:2, 5t<78 |5,

t>13. t <156 teZ

Z téchto podminek vyplyva, ze mize dosadit z téchto hodnot pro

t = {13; 14; 15}. Tyto hodnoty nyni postupné dosadime do rovnic pro x a y:

t=13 > x; =—-26+2-13, y, =78—5-13,
x1 =0. y, = 13.

t=14—-x, = —-26+2- 14, y, =78—5"14,
xq = 2. y, = 8.

t=15—-x; = -26+ 215, y, =78—=5-15,
x1 = 4. y. = 3.
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Vsechna feSeni zapiSeme zpét do rovnice a oveétime spravnost:

1) 5-04+2-13 =26 — 0 pétikorun a 13 dvoukorun,
2) 5-2+2-8= 26— 2 pétikoruny a 8 dvoukorun,
3) 5:4+ 23 =26 — 4 pétikoruny a 3 dvoukoruny.

— Neur¢ita rovnice, kterou jsme pro vyieSeni ulohy sestavili, ma 3 FeSeni v oboru

ptirozenych cisel.

2. Tabulka (metoda experimentalni)

1 2 3 4. 5 6 7
Pocet pétikorun 0 1 2 3 4 5 6
hodnota K¢& 0 5 10 15 20 25 30
zbyva K& 26 21 16 11 6 1 -
Pocet dvoukorun 13 - 8 - 3 - =

— Ztabulky lze vy¢ist, ze tloha ma 3 FeSeni, ktera vidime v 1., 3. a 5. sloupci.
O spravnosti feSeni se piesvéd¢ime aritmeticky.

Tedy 0 pétikorun a 13 dvoukorunje: 0 -5+ 13 - 2 = 26,

2 pétikoruny a 8 dvoukorun je: 2 -5+ 8 - 2 = 26,

4 pétikoruny a 3 dvoukoruny je: 4 -5+ 3 - 2 = 26.
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5. Kvantitativni vyzkum vyhodnocujici vysledky zakovskych
feSeni kombinatorickych uloh

5.1 Cil vyzkumného Setfeni

Cilem mé diplomové prace bylo zjistit, jaka je iroven kombina¢niho mysleni zaki
1. stupné ZS. Nastrojem pro toto zji§téni byl pracovni list (P¥iloha 1), ktery jsem vytvoiila
a zadala zakum 4. a 5. ro¢niku. Na zaklad¢ tohoto pracovniho listu S vybranymi péti
kombinatorickymi ulohami, jsem zjistovala uspéSnost zaku 4. a 5. ro¢niku pii jejich

feSeni.

5.2 Metodologie kvantitativniho vyzkumu

Védecky vyzkum délime dle pouzité metodologie na kvantitativni a kvalitativni,
mohou se vSak navzdjem prolinat. Kvantitativni vyzkum se na danou problematiku
zamé&fuje pouze na jednu objektivni realitu, je nestranny. Kvalitativni vyzkum je naopak
subjektivni a zkouma vice moznych realit. (Gavora, 2010) ,,Pokud hovoiime o
kvantitativné orientovaném vyzkumu v pedagogice, mizeme jej vymezit jako zamérnou
a systematickou cinnost, pii které se empirickymi metodami zkoumaji hypotézy o

vztazich mezi pedagogickymi jevy.* (Chraska, 2016, s. 11)

Ve své diplomové praci jsem se zaméfila na kvantitativni vyzkum, v némz sleduji
uspésnost zaku pii feseni vybranych kombinatorickych tloh pracovniho listu a vysledky
porovnavam. Data, ktera jsem pro vyzkum ziskala, porovnavala a vyhodnocovala, tvoii
soubor vysledkll kombinatorickych uloh vytvotfeného pracovniho listu (Ptiloha 1) zakt

4. a 5. roéniku.

5.3 Odhady vysledkii vyzkumného etfeni

Pfed tim, neZ jsem ve Skole zadala pracovni list (Ptiloha 1) k vypracovani Zaktim,
jsem se pokusila o n¢kolik odhadd, jak by feSeni jednotlivych tloh mohla vypadat a jak
by Zaci pfi jejich feSeni mohli byt uspésni. Tyto odhady budou po zpracovani vysledkt

vyteSenych pracovnich listi bud’ potvrzeny, nebo vyvraceny.
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1. ULOHA

Zadani: Kolik dvoucifernych cisel mizes sestavit z cislic 2, 6, 8, kdyz se c¢islice nemohou

opakovat?

Odhaduji, ze pfi feSeni této tilohy, kde maji zaci za kol zapsat dvojciferna ¢isla
ze tf1 zadanych dislic, kdy se ¢islice nemohou opakovat, se najde par zaka, kteti budou
nepozorni pifi ¢teni zadani. Je tedy mozné, Ze namisto 6 spravnych feSeni naleznou 8
feSeni, z ¢ehoz vSak 2 neodpovidaji podmince, ze se Cislice v zapisu nemohou opakovat.
Ptredpokladam, ze vétSina zakh k vyfeSeni ulohy vyuzije takovy zplsob, kdy vSechny
moznosti vypiSe. Odhaduji, Ze relativni Cetnost Uspé&Snosti feSeni této ulohy bude

v 5. ro¢niku asi 75 %, ve 4. ro¢niku to bude o néco méné, a to asi 70 %.
2. ULOHA

Zadani: Ve skole probéhne fotbalovy turnaj, kterého se zucastni 5 trid: 4. A, 4. B, 5. A,

5. Ba 5.C. Kazda trida hraje s kazdou tridou 1 zapas. Kolik zapasii se celkem odehraje?

Tuto tlohu, kde chceme znat pocet vzajemnych zapasl mezi péti ttidami, by Zaci
mohli fesit pomoci tabulky. Predpokladam, ze Zaci, ktefi se vénuji néjakym sportovnim
hrdm a 0castni se turnajii, by takové tabulky, pomoci kterych se vzajemné zapasy
rozepisuji, mohli znat. To by pro n€ mohlo byt vyhodou a mohli by tohoto zpiisobu feSeni
vyuzit. Odhaduji, ze relativni ¢etnost poctu uspésnych feseni této tlohy v 5. ro¢niku bude
asi 60 %, ve 4. roéniku by se relativni ¢etnost poctu spéSnych feSeni mohla pohybovat

kolem 50 %.
3. ULOHA

Zadani: Kuba si ze skiine vytahl 4 tricka (zelené, modré, Zluté, cervené) a 3 kratasy

(Cerne, bilé, sede). Kolik kombinaci obleceni si miize Kuba obléknout?

U této ulohy, ve které je ukolem urcit pocet moznosti obleceni, predpokladam, ze
ji budou Zaci fesit graficky, S vyuzitim barev. Myslim, ze by feSeni mohlo mit pomérné
vysokou uspésnost, odhaduji, Ze relativni Cetnost uspéSnosti feSeni by mohla

dosahovat 80 % v obou ro¢nicich.
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4. ULOHA

Zadani: Kdja dostala od kamaradu 5 obrazkii. Premysli, jak obrazky usporada vedle
sebe, aby si je mohla povesit na zed. Kolika zpiisoby miize obrazky vedle sebe povesit,
kdyz ma ten nejvetsi viset uprostred?

Tuto ulohu, kde zaci urcuji pocet moznosti poskladani obrazkl do fady, vidim
kterych je celkem 24 a pfi feSeni ulohy by je tak vysoky pocet mohl odradit. Grafické
feseni, ve smyslu prekreslovani obrazki do viech moznosti, zde neni zcela mozné. Zaci
by mohli naptiklad obrazky ocislovat a moznosti poté pomoci ¢islic zapisovat do tabulky.
Predpokladam, ze tato uloha bude mit nejnizsi Gspésnost feseni, odhaduji, ze by jeho

relativni ¢etnost mohla byt v 5. ro¢niku asi 20 %, ve 4. ro¢niku 15 %.
5. ULOHA

Zadani: Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami mizes zaplatit za nakup, ktery stoji

26 Kc? Uloha ma vice reSenti, zkus najit viechny.

Odhaduji, ze v této Gloze s mincemi néekteti zaci nenajdou vSechna 3 mozna
feSeni. Myslim si, ze jim nejvetsi problém bude délat to feSeni, kde mame 13 dvoukorun
a zadnou pétikorunu. Tudiz je mozné, Ze i ti Zaci, ktefi zvoli dobrou fesitelskou strategii,
najdou pouze 2 mozna feSeni. Odhaduji, Ze relativni Cetnost poctu tspéSnych feSeni bude

v 5. ro¢niku okolo 65 % a ve 4. ro¢niku okolo 55 %.

Obecné odhaduji, Ze vSechny tlohy budou dosahovat vyss§i GspéSnosti feSeni
v 5. ro¢niku, nebot’ Zaci 5. rocniku by méli mit vice znalosti a zkuSenosti nez Zaci

4. ro¢niku.

5.4 Vyzkumny soubor

Pracovni list s vybranymi kombinatorickymi ulohami, jehoz zadani je uvedeno
Vv Piiloze 1 této prace, jsem zadala Zaktim 4. ro¢niku a 5. ro¢niku na jedné brnénské skole.
Ve 4. ro¢niku pracovni list vypracovalo 15 zaki a v 5. rocniku 19 zakt. Diky tomu, ze se
na této Skole vyucuje matematika s prvky Hejného metody, se tito Zaci S nestandardnimi
aplika¢nimi ulohami, mezi které patii i ty kombinatorické, pravidelné setkavaji, a ulohy
ze zadaného pracovniho listu by tedy pro né nemély byt neznamé. Zaci jsou vedeni k
hledani raznych cest k uspéSnému vyteseni tikolu a neboji se chyby, coz by mélo byt u

uloh, ze kterych se pracovni list sklada, vyhodou.
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Bodové hodnoceni jednotlivych tloh v pracovnim listu jsem urcila tak, ze za
spravné vyfesenou ulohu zak dostal 1 bod, a v ptipad¢, Ze feSeni nebylo uplné nebo zcela
chybélo, zak obdrzel za ulohu 0 bodii. Za spravné vyieSenou ulohu povazuji takovou
ulohu, v niz zak dospél ke spravnému vysledku. JelikoZ pracovni list obsahoval celkem 5
uloh a za kazdou mohl zak ziskat nejvyse 1 bod, bylo z celého pracovniho listu mozno

dosahnout maximalné 5 bodu.

Vysledky pracovnich listti jsem zpracovala a vyhodnotila v nasledujicim textu.

5.5 Popis vyzkumného Setieni ve 4. ro¢niku

4. ro¢nik navstévuje 15 zaku, z toho 12 divek a pouze 3 chlapci, z nichz 1 ma
diagnostikované ADHD a poruchy uceni, proto je mu pfidélena asistentka. S témito zZaky
jsem se setkala poprvé, a tudiz jsem nevédéla, jak tspesni v matematice jsou. Kdyz jsem
se jich na zac¢atku ptala, koho matematika bavi, ptihlasili se vSichni chlapci a asi polovina

divek.

Jelikoz tito Zaci byli prvni, ktefi pracovni list fesili, nebyla jsem si zcela jista, kolik
casu budou potiebovat. Pani ucitelka mi vyhradila celou vyucovaci hodinu, a tak jsem
zakim tekla, Ze skonc¢ime 10 minut pfed zvonénim, abychom si poté jesté stihli ukazat
spravna fesSeni a pfipadné i n€které fesitelské strategie. Na vypracovani méli tedy asi 30

minut.

Nez zacali zaci pracovat, preetli jsme si spolecné jednotlivd zadani uloh,
abychom pfedesli pfipadnym nejasnostem. Poté jsem Zakim fekla, Ze kdyZ si nebudou
védét rady, mohou se kdykoliv béhem prace piihlasit a ja jim ptipadné nejasnosti

objasnim.

V prubéhu feseni pracovniho listu jsem byla nékolika zéky pozadana o objasnéni
nekterych nejasnosti, se kterymi se potykali pii ¢teni zadani dané tlohy. VétSina zaka
méla vypracovany vSechny ulohy pracovniho listu jest¢ pted uplynutim stanoveného
Casu, z ¢ehoz jsem méla radost, protoZe jsem méla trosku obavy, aby nebylo toto zadani

pro zéky ctvrtého ro¢niku pfili§ dlouhé a narocné na tento Casovy usek.
5.5.1 Vyhodnoceni vysledkil feSeni kombinatorickych uloh 1
Poté, co jsem opravila pracovni list a jednotlive tlohy jsem ohodnotila pfisluSnym

poctem bodi dle popisu vySe, vénovala jsem se dale zpracovani ziskanych dat. Nejdiive
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jsem vyhodnotila vysledky tloh, tj. pocet ziskanych bodi pracovniho listu u kazdého
zaka. Tyto udaje jsem zapsala do Tabulky 2, pfi¢emz jména jednotlivych zakd jsem
nahradila ¢isly dle toho, jak jsou uvedena v abecednim seznamu. Pfipomenme, Ze zak

mohl z celého pracovniho listu ziskat maximaln¢ 5 bodu.

Tabulka 2

Pocet spravne vyresenych uloh pracovniho listu jednotlivych Zakii 4. rocniku

74k Pocet spravné vyreSenych tloh
(statisticka jednotka) (hodnota znaku)
1. 3
2. 1
3. 3
4, 3
5. 2
6. 4
7. 3
8. 3
9. 2
10. 4
11. 3
12. 3
13. 3
14. 4
15. 3

Pro jednotlivé hodnoty znaku z Tabulky 2 jsem dale urcila jejich absolutni a

relativni Cetnost, které¢ uvadim do Tabulky 3.
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Tabulka 3

Pocet spravne vyresenych uloh a jejich absolutni a relativni cetnost ve 4. rocniku

Pocet spravné Absolutni ¢etnost | Relativni ¢etnost poctu
vyreSenych tloh poctu spravné spravné vyreSenych
(hodnota znaku) [xi] | vyFeSenych tiloh uloh (v %0)
0 0 0
1 1 6,7
2 2 13,3
3 9 60
4 3 20
5 0 0

Z Tabulky 3 je zfejmé, ze 60 % zakl vyftesila spravné praveé 3 tlohy z pracovniho
listu. Pozitivni zjisténi je, Ze se zddnému z 74kl nestalo, Ze by nevyfesil spravné zadnou

ze zadanych uloh. Pouze 1 nebo 2 spravna feseni v pracovnim listu méli jen 3 zaci. Trosku

m¢é prekvapilo, ze ani jeden zak nevytesil spravné vSech 5 uloh.

V Grafu 1 je zobrazena absolutni Cetnost poétu spravné vyfeSenych uloh

z Tabulky 3, tedy zavislost mezi po¢tem zaku a poctem spravné vyiesenych tloh.

Pocet spravné vyiesenych uloh zaku 4. ro€niku

10
9
8
7
s 6
4
‘@
N 5
[]
0
g 4
3
2
1
0
O —
0
Graf 1

Zavislost mezi poctem Zakii a poctem spravné vyresSenych uloh ve 4. rocniku

2
l .
1 2

9

3 4

pocet spravné vyresenych uloh
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V Grafu 2 je zobrazena relativni Cetnost poctu spravné vyieSenych uloh
z Tabulky 3, tedy procentualni podil poctu zaka v zavislosti na poctu spravné vyresenych
uloh.

Pocet spravné vyreSenych uloh zaku 4. ro€niku

m1 Uloha ®m2ulohy =3 ulohy =4 ulohy

Graf 2

Relativni cetnost poctu spravné vyresenych uloh zZakii 4. rocniku

Aritmeticky prumér

n = 15... pocet zaka 4. ro¢niku

X;... hodnoty znaku z Tabulky 3

1-142-24+3-944-3 14+4+27+12 44
15 - 15 "~ 15

x|
Il

2,9

=
I

— Zaci 4. ro¢niku spravné vyiesili primérné 2,9 z 5 zadanych uloh.
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5.5.2 Vyhodnoceni vysledkt feSeni kombinatorickych tloh 2

Ziskana data jsou dale zpracovana do Tabulky 4, kde je uvedena uspésnost feseni
jednotlivych uloh. U kazdé ulohy, které jsou o¢islovany od 1 do 5 ve stejném potadi jako
V pracovnim listé, jsou uvedeny pocty spravnych zakovskych feseni.

Tabulka 4

Uspésnost Zakovskych fesent jednotlivych iiloh ve 4. rocniku

] Relativni cetnost
Uloha Pocet spravnych reSeni poctu spravnych
FeSeni (Vv %0)

1. 10 67

2. 9 60

3. 15 100

4. 13

5. 53

Tabulka 4 ukazuje, ze nejvétsi uspéSnost feSeni méla 3. uloha, v niz méli Zaci urcit
pocet moznosti obleceni. Tuto tlohu spravné vytesili vSichni Zaci této t¥idy. Piisuzuji to
kde méli zaci zapsat dvojciferna ¢isla ze 3 zadanych ¢islic. Tu spravné vytesilo 67 %
zakl. VétSina z téch, co ulohu nevytesili, byli zfeymé& nepozorni pii Cetbé zadani a
nevsimli si podminky, ze se Cislice v zapisu ¢isla nemohou opakovat. 2. Glohu vytesilo
60 % zaki a 5. ulohu vyiesilo 53 % zakl. Nejproblémovéjsi ulohou byla 4. uloha. Pocet
vSech feseni této ulohy presahoval 20, coz mnohé zaky odradilo. Zacali totiz tlohu fesit
graficky, ale pribyvajici pocet moznych feseni je vedl na myslenku, ze obrazek ziejmé

nevede ke spravnému vysledku, takZe pokracovani grafického znédzornéni vzdali.

Graf 3 zobrazuje zavislost poctu zaku, kteti danou ulohu spravné vyiesili
na jednotlivych ulohach. Ulohy jsou v grafu oéislované od 1 do 5 ve stejném potadi jako

V pracovnim listu.
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Pocet spravnych reseni jednotlivych uloh ve 4. ro€niku
16 15

14

12

10
10 9

pocet zaku, ktefi Ulohu spravné vyiesili

1. 2. 3. 4. 5.
Cislo ulohy

Graf 3

Zavislost poctu spravnych resent jednotlivych uloh u zZakit 4. rocniku

5.5.3 Vyhodnoceni piedem stanovenych odhadi na zaklad¢

vysledkt vyzkumného Setfeni ve 4. rocniku

V nasledujicim textu porovnam své plvodni odhady s vysledky vyzkumného

Setfeni ve 4. ro¢niku.

V 1. tloze nékteti Zaci opravdu ziejmée nepozorné Cetli zadani a misto 6 moZnych
feSeni jich vypsali 8. Odhadovala jsem, ze relativni Cetnost poctu spravnych feseni této

ulohy ve 4. ro¢niku bude 70 %, jelikoZ je to 67 %, mij odhad se realnému vysledku blizil.

PtifeSeni 2. tlohy zadny Z&k 4. rocniku nevyuZil postup pomoci tabulky. Relativni
Cetnost poctu spravnych feseni jsem odhadla na 50 %. Zde jsem se 0 10 % netrefila,

jelikoz je tispésnost ve skutecnosti 60 %.

M1 odhad, ze 3. uloha dosédhne z celého pracovniho listu nejvyssi Gspésnosti
feSeni, se naplnil. Relativni ¢etnost poctu spravnych feseni 4. ro¢niku dosahuje dokonce
100 % namisto odhadovanych 80 %, coz znamena, Ze tuto ulohu vyfesili vSichni zaci této
ttidy.

Dle mého odhadu mélo byt feSeni 4. ulohy pro zaky nejnaro¢néjsi, a pocet

v v

spravnych feseni tedy nejnizsi. Tento odhad byl spravny. Ve 4. ro¢niku nalezli vSechna
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mozna feSeni 2 zaci z 15. Relativni cetnost poctu spravnych feseni jsem odhadovala okolo

15 %, ve skutecnosti je to 13 %.

V 5. 1loze jsem odhadovala relativni cetnost poctu spravnych feseni ve 4. rocniku
asi 55 %. Ve skute¢nosti to je 53 %, tudiz zde byl mij odhad téméi spravny. Vétsina zaku,
ktefi nenalezli v§echna mozna feseni, skutecné nasli pouze 2 mozna feseni namisto 3, tak

jak jsem napsala ve svych odhadech.

5.6 Popis vyzkumného Setieni v 5. ro¢niku

T#du 5. roéniku navitdvuje 19 zake, z toho je 14 chlapci a 5 divek. Zaky této
ttidy zndm. Byla jsem zde nékolikrat na praxi, asistentské i souvislé. Asi dvé tietiny zaki,
pfedevs§im chlapcli, matematika bavi a jsou v ni UspéSni. Ze své zkuSenosti, kdyz jsem

zde vedla vyucovaci hodiny, vim, Ze maji velmi dobte rozvinuté logické mysleni.

Ptedpoklédala jsem, coz mi potvrdila i pani ucitelka, ze vétSina zakl bude
s feSenim uloh v pracovnim listu hotova jesté ptfed uplynutim stanoveného casového
limitu. Pro tyto zaky méla pani ucitelka piipravenou dalsi praci. Nechtéla jsem vSak
vyvijet tlak na pomalej$i zaky, a proto jsem limit ponechala stejny jako ve 4. ro¢niku,

tedy 30 minut.

Nejprve jsme si opét preCetli spole¢né zadani jednotlivych tloh. Béhem prace
jsem zpocatku chodila mezi lavicemi a byla pfipravena objasiiovat pfipadné nejasnosti.
Oproti tfide€ 4. ro¢niku, kde se alesponi jedenkrat piihlasil témét kazdy, to zde bylo spise
ojedinglé. Toto srovnani mé docela piekvapilo a usoudila jsem, Ze pani ucitelka jiz
pomalu zaky ptipravuje k prechodu na 2. stupen a Zaci jsou mnohem samostatnéjsi nez

drive.
5.6.1 Vyhodnoceni vysledkl feSeni kombinatorickych uloh 1

Poté, co jsem opravila pracovni list a jednotlivé tlohy, jsem ohodnotila
prislusnym poctem bodu dle popisu vySe, zabyvala jsem se dale zpracovanim ziskanych
dat. Nejdiive jsem vyhodnotila vysledky tloh, tj. pocet ziskanych bodt pracovniho listu
u kazdého zaka. Tyto udaje jsem zapsala do Tabulky 5, pfi€emZ jména jednotlivych zakt
jsem nahradila ¢isly dle toho, jak jsou uvedena v abecednim seznamu. Pfipomeiime, ze

74k mohl ziskat maximalné 5 bodi z celého pracovniho listu.
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Tabulka 5

Pocet spravnée vyresenych uloh pracovniho listu jednotlivych Zakii 5. rocniku

74k Pocet spravné vyreSenych tloh
(statisticka jednotka) (hodnota znaku)
1. 3
2. 3
3. 2
4. 4
5. 4
6. 1
7. 3
8. 4
9. 4
10. 2
11. 3
12. 3
13. 4
14. 2
15. 4
16. 3
17. 3
18. 4
19. 3

Pro jednotlivé hodnoty znaku z Tabulky 5 jsem dale urcila jejich absolutni a

relativni ¢etnost, které uvadim do Tabulky 6.
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Tabulka 6

Pocet spravne vyresenych uloh a jejich absolutni a relativni cetnost v 5. rocniku

Pocet spravné Absolutni ¢etnost | Relativni ¢etnost poctu
vyreSenych tloh poctu spravné spravné vyreSenych
(hodnota znaku) [xi] | vyFeSenych tiloh uloh (v %0)

0 0 0

1 1 5,3
2 3 15,8
3 8 42,1
4 7 36,8
5 0 0

Z Tabulky 6 miizeme vycist, Ze nejvice zaku 5. ro€niku spravné vyiesilo prave 3
ulohy z pracovniho listu. Spravna feSeni ke 4 Glohdm se podafilo najit téméf 37 % zaki.
Opét pozitivni je to, ze se nikomu nestalo, ze by nevyfesil ani 1 tlohu a pravé 1 tlohu
vyfesil spravné pouze 1 zak. Zadnému Zakovi se nepodafilo nalézt feSeni ke viem
5 ulohdm, coZ mé vzhledem k tomu, Ze je zde nékolik 74kt matematicky nadanych,

trochu piekvapilo.

V Grafu 4 je zobrazena absolutni Cetnost poctu spravné vyifeSenych uloh

z Tabulky 6, tedy zavislost mezi poctem zaki a poctem spravné vytesenych tloh.

Pocet spravné vyresenych uloh zaku 5. ro¢niku

8
7
3
1
. :
O —
1 2 3 4 5

pocet spravné vyreSenych uloh

~N

pocet zaku

w A O O

=N

Graf 4
Zavislost mezi poctem Zakii a poctem spravné vyresenych uloh v 5. rocniku
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V Grafu 5 je zobrazena relativni cetnost poctu spravné vyfeSenych uloh
z Tabulky 6, tedy procentualni podil poctu zaka v zavislosti na poctu spravné vyresenych

uloh.

Pocet spravné vyieSenych uloh zaku 5. ro€niku

u1 Uloha =2 ulohy =3 ulohy =4 ulohy

Graf 5

Relativni Cetnost poctu spravné vyresenych uloh zdkit 5. rocniku

Aritmeticky prumér

1
X=—-2li1%
n

n = 19... pocet Zakl 5. rocniku

X;... hodnoty znaku z Tabulky 6

1-1+2-3+3-8+4-7 1+6+24+28 59

19 19 19

x|
Il

3,1

=
I

— 74k 5. roéniku spravné vyiesil praimémé 3,1 z 5 zadanych aloh.
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5.6.2 Vyhodnoceni vysledkt feSeni kombinatorickych tuloh 2

Tabulka 7 uvadi uspésnosti feseni jednotlivych tloh. Je zde zaznamenano, kolik

zakl spravné vyftesilo danou ulohu.

Ziskana data jsou dale zpracovana do Tabulky 7, kde je uvedena Gspésnost feseni
jednotlivych uloh. U kazdé ulohy, které jsou o¢islovany od 1 do 5 ve stejném potadi jako
Vv pracovnim listé, jsou uvedeny pocty spravnych zakovskych fesen.

Tabulka 7

Uspésnost Zakovskych FeSent jednotlivych iiloh v 5. rocniku

) Relativni ¢etnost
Uloha Pocet spravnych reSeni poctu spravnych
reSeni (Vv %0)

1. 16 84

2. 12 63

3. 16 84

4. 1 5

5. 13 68

Tabulka 7 ukazuje, Ze nejvétsi GspéSnost feSeni méla 1. uloha, tedy zapis
dvojcifernych ¢isel ze 3 zadanych ¢islic a 3. uloha, v niz méli Zaci urcit poc¢et moZnosti
obleceni. Obé¢ tyto ulohy spravné vytesilo shodné 16 zaku z 19, tedy 84 % vsech zakd.
5.a2. uloha mély také pomérné¢ hodné uspésnych ftesitell, a to 68 % a 63 %.
vsak, ze si zde s timto ukolem poradi vice zakt. Naopak ji ale vytesil pouze 1 zak. Vétsina

zaki zacalo s feSenim dobfe, ale nedokoncili jej a vySel jim Casto niz$i pocet feSeni.

Graf 6 zobrazuje zavislost poCtu zaku, kteti danou ulohu spravné vyiesili
na jednotlivych alohach. Ulohy jsou v grafu oéislované od 1 do 5 ve stejném potadi jako

V pracovnim listu.
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Pocet spravnych feseni jednotlivych uloh v 5. ro¢niku

18
16 16
16

14 13
12
12

10

pocet zaka, ktefi tlohu spravné vyresili

1. 2. 3. 4. 5.
Cislo ulohy
Graf 6

Zavislost poctu spravnych reseni jednotlivych uloh u zdkit 5. rocniku

5.6.3 Vyhodnoceni piedem stanovenych odhadi na zakladé

vysledki vyzkumného Setfeni v 5. ro¢niku

V nasledujicim textu porovnam své puvodni odhady s vysledky vyzkumného

Setfeni v 5. roCniku.

Odhadovala jsem, Ze relativni Cetnost poctu spravnych feSeni 1. ulohy bude
v 5. ro¢niku 75 %, avSak ve skutecnosti je to 0 9 % vice, tedy 84 %. Byli zde pouze 2

zacl, ktefi zfejme nepozorné precetli zadani a misto 6 moznych feSeni jich vypsali 8.

Ani zadny Zak z 5. ro€niku, stejné jako ve 4. ro¢niku, nevyuzil k feSeni 2. ulohy
postup pomoci tabulky. Mij odhad, ze bude relativni Cetnost poc¢tu spravnych feSeni

60 %, byl téméf spravny, protoze je to 63 %.

Relativni ¢etnost poctu spravnych feseni 3. tlohy v 5. ro¢niku dosahuje 84 %, coz

je 04 % vice, nez jsem odhadovala. Relativni Cetnost je zde tedy totozna jako v 1. tloze,

vvvvvv

Dle mého odhadu mélo byt feSeni 4. ulohy pro zéky nejnarocnéjsi, a pocet

spravnych feseni tedy nejniz§i. Tento odhad se naplnil 1 v 5. ro¢niku. Relativni Cetnost
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poctu spravnych feseni jsem odhadovala okolo 20 %, v 5. ro¢niku je to vSak pouze 5 %.

Vsechna mozna feSeni nalezl pouze 1 zak z 19.

V 5. tloze jsem odhadovala relativni ¢etnost poctu spravnych feSeni v 5. rocniku
asi 65 %, coz bylo téméf spravné, jelikoz skutecna relativni ¢etnost poctu spravnych
feSeni je zde 68 %. VétSina zaka, ktefi nenalezli vSechna mozna feSeni, skuteéné nasli

pouze 2 mozna feSeni namisto 3, tak jak jsem napsala ve svych odhadech.

5.7 Srovnani uspésSnosti feSeni 4. a 5. ro¢niku

Porovnani vysledkli vyzkumného Setfeni 4. a 5. rocniku zobrazuji ve dvou grafech
(Graf 7 a Graf 8). Musim vSak pfipomenout, Zze co se poctu zaki tyce, nejde o dva
naprosto totozné¢ vyzkumné soubory — ve 4. ro¢niku pracovni list feSilo 15 zaki a
v 5. ro¢niku 19 zakt. Do Grafu 7 a 8 jsem tedy uvedla namisto absolutni ¢etnosti po¢tu

zak jejich relativni ¢etnost v procentech.

Relativni ¢etnost poétu spravné vyresenych uloh
zaka 4. a 5. ro€niku (v %)
70

60
60

50
42

40 37

30 m 4. rocnik

20 5. roénik
20 16

10 7 5 I
0 0 . 0 0
0o — i

pocet uloh

procentualni zastoupeni poc¢tu zaku

Graf 7
Srovnani relativni Cetnosti poctu spravné vyresenych uloh ve 4. a 5. rocniku

V Grafu 7 jsou zobrazeny hodnoty z Tabulky 3 a 6. Lze z n¢ho vycist, Ze
ve 4.1 5. ro¢niku nejvice zaka spravné vyiesilo pravé 3 ulohy. Ani v jednom z ro¢nikd
nebyl zak, ktery by nevyiesil zadnou ulohu, a pravé jednu tlohu vyfesil v kazdé tiidé
pouze 1 zak. Tuto skutecnost hodnotim pozitivné. Avsak ani v jednom z ro¢nikli nebyl

zak, ktery by spravné vyiesil vSech 5 tloh. Nejzasadnéjsi rozdil mezi 4. a 5. ro¢nikem
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vidim v tom, Ze v 5. ro¢niku vytesilo 4 ulohy spravné o 17 % zakt vice nez ve 4. ro¢niku.
Tento vysledek je dle ocekavani, protoze zak 5. ro¢niku by mél mit vice znalosti a

zkuSenosti nez zak 4. ro¢niku.

Zak 5. ro¢niku spravné vytesil primérné 3,1 z 5 zadanych uloh, coz je pouze o
0,2 vice nez u zadka 4. ro¢niku, kde bylo sprdvné vyfeSeno pramérné¢ 2,9 ulohy

Z 5 zadanych.

Relativni ¢etnost poctu spravnych reseni jednotlivych
uloh ve 4. a 5. ro€niku (v %)

100
100

(o]
o

84 84
80

68
70 67
63
60

60 53

50 4. roCnik

5. roénik
40

30
20 13
10 5

o

procentualni zastoupeni poctu zaku, ktefi ilohu spravné vyresili

1. 2. 3. 4. 5.

Cislo ulohy

Graf 8
Srovnan relativni Cetnosti poctu spravnych reseni jednotlivych uloh ve 4. a 5. rocniku

V Grafu 8 jsou zobrazeny hodnoty z Tabulky 4 a 7. Lze z n¢&j vy¢ist, ze 325
zadanych uloh mély vyssi uspéSnost feSeni u zakl 5. rocniku. Nejproblémovejsi ulohou
byla v obou roc¢nicich 4. uloha. Zajimavym faktem je to, Ze ji ve 4. ro¢niku spravné
vytesilo 13 % zakt, zatimco V 5. ro¢niku pouze 5 % zakl. Mij odhad, Ze vSechny ulohy

~r o

budou mit vyssi ispéSnost feSeni v 5. roéniku, se tedy neslucuje s realitou.
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6. Resitelské strategie zakt

Kombinatorické tlohy lze fesit riznymi zptsoby feSeni. Lze je feSit aritmeticky,
s pomoci grafického zndzornéni (obrazkem ¢i uzlovym grafem), je mozné vytvorit
tabulku nebo metodou pokus-omyl (tj. experimentalng). Zaci 4. a 5. ro¢niku pii feseni
kombinatorickych uloh v pfipraveném pracovnim listu vyuzivali riznych feSitelskych
strategii. V nasledujicim textu rozeberu, jaka feSeni jednotlivych uloh Zaci preferovali,
ukazu, jaké strategie vedly k chybnému fesSeni a zdrovei upozornim na nékteré zajimavé

zpusoby feseni.

6.1 Vybrana Zakovska feSeni 1. ulohy
Zadani: Kolik dvoucifernych cisel miizes sestavit z cislic 2, 6, 8, kdyz se cislice nemohou

opakovat?
6.1.1 Nejcastéjsi zplisoby Zdkovskych feSeni

Tak, jak jsem ptedpokladala, vSichni zaci fesili 1. tlohu tim, ze vypsali vSechny
moznosti. Pokud si pozorné ptecetli zadani a porozuméli mu, bylo pro né poté jednoduché
najit k loze spravné feseni.

Na Obrazku 5 vidime ukazkové zdkovskeé fesSeni, pii kterém zak vypsal vSechny
moznosti, i Sodpovédi celou vétou, na které jsem sice netrvala, ale Zaci 5. ro¢niku
(narozdil od 4. ro¢niku) je vétsinou sami od sebe napsali. Tato skute¢nost mé potésila,
nebot’ jsem 1 ja s témito zaky na jedné ze svych praxi naleZitosti slovni tllohy probirala a

procvicovala.

Obrazek 5

Zadkovské resent 1. tilohy

1. Kolik dvoucifernych &isel mize§ sestavit z €islic 2, 6, 8, kdyZ se Cislice

nemohou opakovat.

<by25 g; \3& Zb i3

Wwww GMW <l
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6.1.2 Chybna zdkovska feseni

Nekolik zakt si dle mého ocekavani ziejmé nepozorné piecetli zadani nebo mu
neporozuméli. Na Obrazku 6 vidime chybné feSeni z dlivodu nedodrzeni podminky, ze
se Cislice v zapisu ¢isel nemohou opakovat. Zak tedy do feSeni zahrnul i ¢isla 22, 66 a 88.
Obrazek 6

Chybné zakovské reseni 1. ulohy (1)

1. Kolik dvoucifernych Cisel mize$ sestavit z €islic 2, 6, 8, kdyZ se Cislice

nemohou opakovat. 2_6,2.(71 éZ, ég{ 8(7, 811 66122,68}

Na Obrazku 7 lze vidét, ze zak zfejmé& neporozumél pojmu ,,dvouciferné ¢islo®,
nebot’ do vyctu feSeni zapsal 1 jednociferna ¢isla 2, 6 a 8. Naopak podminka o tom, Ze se

¢islice v zapisu nemohou opakovat, zde byla dodrzena.
Obrazek 7

Chybné Zakovské reseni 1. ulohy (2)

1. Kolik dvoucifernych &isel mize§ sestavit z &islic 2, 6, 8, kdyz se Cislice

nemohou opakovat. ~ 4 2/ 2/ é/g/ o ' R /Qé/éz/ Qg/
82 ,¢8, 8¢
S
\

Trddongit 22
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Obrazek 8 ukazuje feSeni ulohy, kterou fesil zdk s diagnostikovanym ADHD a
poruchami uleni. Zak zfejmé zadani pochopil tak, e ma zapsat &islo dvouciferné,
Sesticiferné a osmiciferné.

Obrazek 8
Chybné zZakovske reseni 1. ulohy (3)

1. Kolik dvoucifernych ¢isel muze$ sestav\iBzéislic 2, 6, 8, kdyz se Cislice

nemohou opakovat. 21 { K J @( 70 C)@O 00 o

6.2 Vybrana zakovska feSeni 2. ulohy

Zadani: Ve skole probéhne fotbalovy turnaj, kterého se zucastni 5 trid: 4. A, 4. B, 5. A,

5. Ba5.C. Kazda trida hraje s kazdou tridou I zapas. Kolik zapasii se celkem odehraje?
6.2.1 Nejcastéjsi zptisoby zadkovskych feseni

Navzdory mému odhadu nefesil zadny z zaka 2. tlohu pomoci tabulky. Nejvice
zakd prislo k feSeni opét vypsanim vSech moznosti, tedy vSech dvojic vzijemnych
zapasu. Takovy ptipad 1ze vidét na Obrazku 9.
Obrazek 9
Zdkovské resent 2. tilohy

2. Ve skole prob&hne fotbalovy turnaj, kterého se zugastni 5 tfid: 4. A, 4. B,

5.A, 5. B a 5.C. Kazda tfida hraje s kazdou tfidou 1 zapas. Kolik zapasu se

celkem odehraje? 7J — ‘/U( q/ / Q 2
R T L Y

Yho-Sa ks -5
4 4.~ 55 kp~T .

4.1\_ ~5 &
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6.2.2 Chybna zdkovska tfeSeni

Nekteii zaci napsali, ze celkovy pocet zapast bude 20. Jeden zakd, jehoz feSeni
ukazuje Obrazek 10, do rozboru uvedl, ze Kazda trida si zahraje ¢tyri zdpasy, pocital
tedy 4 -5 = 20. Vtom ma sice pravdu, ale neuvédomil si, Ze napiiklad

4.A—-4.Bad.B-4.A jestale jeden identicky zapas.

Obrazek 10
Chybné zakovské reseni 2. ulohy (1)
2. Ve $kole probéhne fotbalovy turnaj, kterého se zucastni 5 tfid: 4. A, 4. B,

5.A, 5. B a5.C. Kazda tfida hraje s kazdou tfidou 1 zapas. Kolik zapasU se
celkem odehraje?

— e

Veobds Aikda AN /-ij 0
\O{ * ’%UZ%MZO\“\ No5 =y o AL /

Dalsi chybné teSeni 1ze vidét na Obrazku 11. Takové feSeni se vyskytlo U par zakt

v 5. ro¢niku. Jelikoz Zadny z nich neuvedl pfesny postup feSeni, usuzuji, Ze pocitali

5 - 5= 25.(5tfid, tudiz kazda 5 zapasu).

Obrazek 11

Chybné zZdakovské reSeni 2. ulohy (2)

2. Ve 3kole prob&hne fotbalovy turnaj, kterého se zt€astni 5 tfid: 4. A, 4. B,
5. A, 5. B a 5.C. Kazda tfida hraje s kaZzdou tfidou 1 zapas. Kolik zapast se
celkem odehraje?

W&C@@LW
cHbage 15 frapadl
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6.3 Vybrana Zakovska feSeni 3. ulohy
Zadani: Kuba si ze skiine vytahl 4 tricka (zelené, modré, zluté, cervene) a 3 kratasy
(Cerné, bilé, sedé). Kolik kombinaci oblecent si miize Kuba obléknout?

6.3.1 Nejcastéjsi zplisoby Zadkovskych tfeseni

V této uloze je veliky rozdil ve strategii feseni 24k 4. a 5. roéniku. Zaci 4. ro¢niku
fesili ulohu nejcastéji graficky, pomoci obrazku, coz Ize vidét na Obrazku 12 nebo pomoci
uzlového grafu, jako je na Obrazku 13.

Obrazek 12

Zadkovské reseni 3. iilohy (pomoct obrdzku)




Obrazek 13

Zdkovské reseni 3. tilohy (pomoct uzlového grafu)

3. Kuba si ze skfin& vytahl 4 tricka (zelené, modré, Zluté, cervené) a 3 kratasy
(&erné; bilé, Sedé). Kolik kombinaci oblegenti si mize Kuba 9blékn0Ut?

Zaci 5. roéniku hledali nejéastéji feseni tak, Ze jednotlivé barvy oznagili zkratkami

a nasledn¢ vSechny moznosti vypsali, coz mizeme vidét na Obrazku 14.

Obrazek 14

Zakovske reseni 3. ulohy (vypsanim vsech moznosti)

3. Kuba si ze skiiné vytahl 4 tricka (zelené, mesé, Zuté, Cemvené)a 3 kratasy
(Cerné, bilé, sedé). Kolik kombinaci obleéeni si miZe Kuba obléknout?

P L ity 2 erc ZxC g——gxcﬁ
f,{ neEe ix& C__C_Kg
/ B nrs Fu i cc *S

e 2x&

M= morer /1
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Prekvapilo m¢, ze n€kolik zakt 5. roéniku bylo schopno vytesit ilohu aritmeticky,
vynasobenim poctu tricek a poctu kalhot, tedy 4 - 3 = 12, jako je tomu na Obrazku 15.
Obrazek 15

Zakovské resent 3. uilohy (aritmeticky)

3. Kuba si ze skfiné vytahl 4 tricka (zelené, modré, Zluté, Cervené) a 3 kratasy

(8erné, bilé, sedé). Kolik kombinaci oblegeni si muze Kuba obléknout?

RS TR 0SSP W By 0 O

6.3.2 Chybna zakovska feseni

Chybnych feSeni této ulohy prilis nebylo. Ve 4. ro¢niku si s feSenim poradili
vSichni. Chybna feSeni v 5. ro¢niku plynou bud’ z toho, Ze se v prub¢hu feSeni zak v
zadanych udajich ztratil nebo zazmatkoval, jako je tomu v Obrazku 16, anebo si mozna
pocet feseni tipnul, coz usuzuji z fesSeni na Obrazku 17, jelikoz zde chybi jakykoliv postup
¢i vypocet.
Obriazek 16
Chybné Zakovské reseni 3. ulohy (1)

3. Kuba si ze skiin& vytahl 4 trigka (zelené, modré, Zluté, &ervené) a 3 kratasy
(&erné, bilé, sedé). Kolik kombinaci oble&eni si muze Kuba obléknout?

20 1 V
7 3 (B

« NS

Obrazek 17

k'w 2l

PO g

Chybné Zakovske reseni 3. ulohy (2)

3. Kuba si ze skiin& vytahl 4 tricka (zelené, modré, Zluté, ervené) a 3 kratasy
(&erné, bilé, Sedé). Kolik kombinaci obleceni si miZe Kuba obléknout?

{1, AOMBI C1
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6.4 Vybrana zakovska feSeni 4. ulohy

Zadani: Kdja dostala od kamaradii 5 obrazkii. Premysli, jak obrazky usporada vedle
sebe, aby si je mohla povesit na zed. Kolika zpuisoby miize obrazky vedle sebe poveésit,

kdyz ma ten nejvetsi viset uprostred?
6.4.1 Nejcastéjsi zpusoby zakovskych feseni

Jak jsem jiz vyse psala, moje predpoklady ohledné 4. ulohy se naplnily. Reseni

4. rocniku pfisli ke spravnému feSeni dva zaci a v rocniku 5. pouze jeden zak.
VétSina zaka 4. roéniku v§ak neméla u této ulohy zadny postup feseni a méli pouze
Ciseln€ napsany pocet feSeni. Tak tomu bylo i u téch 2 spravnych feseni, coz lze vidét

na Obrazku 18. Nemohu tedy s jistotou ur€it, zda to byl pouze dobry tip ¢i odhad, nebo

si situaci néjak abstraktné vymodelovali v hlavé.
Obriazek 18

Zaikovske reseni 4. vilohy (1)

4. Kaja dostala od kamarad(l 5 obrazki. Premysli, jak obrazky usporada vedle
sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zplsoby mlize obrazky vedle

sebe povésit, kdyZz ma ten nejvétsi viset uprostfed?zq ;; e Jue nl

Kazdy zak 5. ro¢niku se alesponi snazil najit néjaky zpiisob feSeni. Nejcastéji si
obrazky ocislovali, nebo oznacili zkratkami, pomoci kterych zapisovali mozné potadi.
Jediny zak 5. ro¢niku, ktery naSel k tloze spravné tfeseni, si obrazky ocisloval a Cislice
nasledné zacal zapisovat vedle sebe v rizném potadi. VSechny moznosti sice nevypsal,

ale pocet feseni uvedl spravné, tedy 24. Tento zakiv postup vidime v Obrazku 19.
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Obrazek 19
Zdkovské reseni 4. tilohy (2)

4. Kéja dostala od kamarad( 5 obrazka. Premysli, jak obrazky uspofada vedle
sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zplisoby mlze obrazky vedle

sebe poveésit, kdyZz ma ten nejvétsi vi fed?
P i dy2 md ten nsivétsi viset uprostied;

2315H P

A LLE [ 135
221 2u192 .. i i
2125 2142, . ZH %@j
54152 454423,.. —

1

6.4.2 Chybna Zdkovska tfeSeni

Chybna feSeni se v této uloze Casto opakovala. Nejcastéji to byl pocet feSeni 12 a
25. Myslim, ze nejblize spravnému vysledku byli ti, ktefi urcili pocet feseni 25, jako
na Obrazku 20. Vypada to, Ze Zaci svym postupem feSeni ptisli na to, Ze mohou obrazky
vedle sebe poskladat 24 zplisoby, ale poté jesté pficetli vychozi sestaveni obrazkl ze

zadani, které vSak nespliiuji podminku, Ze mé byt nejvétsi obrazek uprostied.
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Obrazek 20

Chybné zakovské reseni 4. ulohy (1)

4. Kaja dostala od kamaradt 5 obrazki. Pfemysli, jak obrazky usporada vedle
sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zplisoby muZe obrazky vedle

sebe povésit, kdyz ma ten nejvétsi viset uprostied? f7 [:

il O — ] " e
H L SwHier) ¢ R
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Dalsim chybné& zapsanym poétem fedeni bylo 12. Zéci, ktefi tento vysledek ur¢ili,
byli dle mého nazoru na dobré cesté k uspésnému vyieSeni, nebot’ si kombinace pckné

rozepsali. Nedosli vSak k aplnému poctu feSeni, protoze zapomnéli, Ze mohou potadi 1
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otocit a naptiklad obrazek, ktery byl prvni, mize byt i posledni. Jeden z takovych ptipadt
vidime na Obrazku 21.

Obrazek 21

Chybné zZakovske reseni 4. ulohy (2)

4. Kaja dostala od kamaradl 5 obrazki. Premysli, jak obrazky usporada vedle

sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zplisoby mlze obrazky vedle
sebe povésit, kdyz ma ten nejvétsi viset uprostied? /‘7
/

AN

U nékolika 74k nastalo to, ze zacali s feSenim, které by ziejmée vedlo k nalezeni
spravného poctu vSech moznych feSeni. Avsak jak jsem zaznamenala ve svém odhadu,

vysoky pocet feseni je zfeymé v prubéhu odradil, a oni tak svoji mySlenku nedokoncili.
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Priklad takové situace miuzeme vidét v Obrazku 22, kde zdk zacal smysluplnym
grafickym nazorem nebo v Obrazku 23, kde si zak jednotlivé obrazky oznacil zkratkami

a zacal je zapisovat vedle sebe v rizném poradi.

Obrazek 22

Chybné zZakovske reseni 4. ulohy (3)

4. Kaja dostala od kamarad 5 obrazkd. Pfemysli, jak obrazky usporada vedle
sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zplUsoby mGze obrazky vedle
sebe povésit, kdyz ma ten nejvétsi viset uprostied?

i ad
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Obrazek 23
Chybné zZakovske reseni 4. ulohy (4)

4. Kaja dostala od kamaradu 5 obrazku. Pfemysli, jak obrazky usporada vedle

~ sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zplisoby miZe obrazky vedle
_5 sebe povésit, kdyZz mé ten nejvétsi viset uprostied?
\

Asi ve dvou piipadech jsem zaznamenala, Ze si zaci u tohoto ukolu udélali Spatny

graficky nazor situace, a to tak Ze obradzky misto do fady vedle sebe stavéli kolem toho
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nejvetsiho dokola, coz Ize vidét na Obrazku 24. Tato situace byla nejspiSe zapficinéna
nepozornym ¢tenim zadani ¢i jeho nepochopenim.
Obrazek 24

Chybné zakovske reseni 4. ulohy (35)

4. Kaja dostala od kamaradd 5 obrazkd. Premysli, jak obrazky usporada vedle
sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zptisoby miiZze obrazky vedle

sebe poveésit, kdyz ma ten nejvétsi viset uprostfed?

6.5 Vybrana Zakovska feSeni 5. ulohy
Zadani: Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami miizes zaplatit za nakup, ktery stoji
26 K¢? Uloha md vice reseni, zkus najit viechny.

6.5.1 Nejcastéjsi zplisoby zdkovskych feseni

Ulohu s mincemi feSili Zaci nejcastéji graficky, pomoci zakresleni jednotlivych
minci, jako na Obrazku 25. Nebo ptipadné zkouseli odhalit vSechna mozna feseni
pocetné, pomoci ndhodného dosazovéani Cisel do vyrazu piedstavujiciho neurcitou

rovnici, coz lze vidét v Obrazku 26.
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Obrazek 25
Zadkovské reseni 5. iilohy (graficky)

5. Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami muze$ zaplatit za nakup, ktery

p— 2 ~

stoji 26 K&? Uloha ma vice feseni, zkus najit vSechny. gl e
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Obrazek 26

Zaikovske reseni 5. 1ilohy (pocetné)

5. Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami miizes zaplatit za nakup, ktery
stoji 26 K&? Uloha ma vice feseni, zkus najit vechny. 6 i '

6.5.2 Chybna zakovska tfeSeni

Chybnym fesenim 5. Glohy je nejcastéji uvedeni pouze 2 ze 3 feSeni, a to nejcasté;ji
tak, Ze chybi moznost, kde nevyuzijeme Zadnou pétikorunu, z ¢ehoz vyplyva, Ze mij
odhad ohledné¢ tohoto jevu byla spravna. Tuto skute¢nost ukazuje Obrazek 27. Zde se zak
dokonce snazil o odpovédi celou vétou, tak jak by tomu spravné mélo u slovnich tiloh

byt, avSak nenalezl tfeti mozné feseni.
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Obrazek 27

Chybné zakovské reseni 5. ulohy (1)

5. Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami miZe$ zaplatit za nakup, ktef}"
stoji 26 K&? Uloha ma vice feseni, zkus najit v8echny. & e \
’@

/
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V Obrazku 28 vidime naznak pokusu o sestaveni tabulky. Nehodici se pocet minci

»"J'

N -

byl skrtnut a zak timto zptisobem nakonec nalezl pouze 2 moznosti feSeni.
Obrazek 28

Chybné zakovské reseni 5. ulohy (2)

5. Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami mize$ zaplatit za nakup, ktery )
stoji 26 K&? Uloha ma vice fe$eni, zkus najit viechny. //:' V'e)
g L= ’@,, :
Pe. T Q2=
'L Sty §
S

v\&l \¢
g

69



ZAVER
Moje diplomova prace se zabyva kombinatorickymi tllohami a kombinacnim

myslenim Z4kt 1. stupné ZS. Jejim hlavnim cilem bylo zjistit Gsp&$nost zaki

4. a 5. ro¢niku pfi feSeni raznych kombinatorickych tloh.

V teoretické ¢asti jsem Cerpala pievazné z odborné literatury. Nejdiive jsem se
zabyvala Ramcovym vzd¢lavacim programem pro zakladni vzd¢lavani, kde jsem se
zaméfila na vzdelavaci oblast Matematika a jeji aplikace. Nasledné jsem popsala teorii
kombinatoriky a nakonec jsem piedstavila typy kombinatorickych uloh, které se

vyskytuji v uéivu matematiky 1. stupné ZS.

K naplnéni hlavniho cile prace jsem pfipravila pracovni list, ktery obsahuje 5
kombinatorickych tiloh, a dala jsem jej vypracovat jedné tfid¢ zakl 4. a jedné tfid¢ zakh
5. ro¢niku. Vysledky vyfeSenych pracovnich listi jsem zpracovala v kvantitativnim
vyzkumu. Vysledky vyzkumného Setfeni jsem porovnala s pfedem stanovenymi odhady.
Rovnéz jsem ukazala a okomentovala konkrétni zplisoby zakovskych feSeni zadanych

uloh.

Vysledky vyzkumného Setfeni ukazaly, ze v obou roc¢nicich, tedy ve 4. 1 v 5.,
vyiesilo nejvice zakl praveé 3 z 5 zadanych uloh. Pozitivné hodnotim to, ze ani v jedné
tfid€ nebyl takovy Zak, ktery by nevyiesil Zadnou tlohu. Ov§em naopak ani Zadny zak
z obou ro¢nikli nenasel spravna feSeni ke vSem 5 uloham, coz mé predevsim ve tiidé
5. ro¢niku ptekvapilo. Vypoctem aritmetického priméru poctu spravné vyiesenych uloh
jsem zjistila, ze zak 4. ro¢niku vytesil prumérné 2,9 tlohy a zék 5. ro¢niku praimérné 3,1

uloh z celkovych 5 zadanych.

Nejvyssiho poctu uspéSnych feSeni dosahovala ve 4. ro¢niku jednoznacné
3. uloha, jejimz tkolem bylo urcit pocet moznosti obleCeni. Vyiesilo ji vSech 15 zakl a
vétsina z nich zvolila postup pomoci grafického zndzornéni situace. V 5. ro¢niku byly
4. ro¢niku to byla 3. uloha. Zde vSak Zaci volili jind feSeni, a to nejCastéji aritmeticky
nebo vypsali v§echny moznosti feSeni. Druhou, feSitelsky stejné uspésnou tlohou tady
byla 1. uloha, u které vSichni GspéSni fesitelé ulohu vytesili tak, Ze vSechna dvojciferna
¢isla ze 3 zadanych Cislic vypsali. Naopak nejniz$i uspésnost feSeni méla dle odhadu

4. uloha, kde zéci hledali pocet vSech moznosti poskladani obrazka do tfady. Tato nizka
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uspésnost, jejiz relativni Cetnost ¢ini ve 4. ro¢niku 13 % a v 5. ro¢niku pouze 5 %, je
Ptedevsim zaci 5. ro¢niku zacali Casto feSit ulohu spravné, graficky nebo vypisovanim
moznosti pomoci Cislic ¢i zkratek, kterymi si jednotlivé obrazky oznacili, ale s
pfibyvajicim poctem feSeni je napadlo, Ze tento postup ziejmé nevede ke spravnému
vysledku, a v feseni tedy jiz dale nepokracovali. Obecné zaci u vSech péti zadanych uloh

preferovali feSeni pomoci grafického zndzornéni nebo vSechna mozna feSeni vypsali.

Vybér a ndsledné zpracovani feSeni kombinatorickych tloh v mé diplomové praci
m¢ bavilo a pfineslo mi to cenné poznatky a zkuSenosti, které bych rada vyuzila ve své
budouci praxi. Chtéla bych do vyuky zafazovat rtizné kombinatorické ulohy jiz od
1. ro¢niku, abych jiz od utlého veku zaki rozvijela jejich kombinacni mysleni. Zacala
bych nejjednodussimi typy tloh a postupné by se zaci naucili aplikovat rizné tesitelské

strategie, ¢imz by byli schopni fesit 1 obtiznéjsi tlohy tohoto typu.
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Priloha 1:

Jméno: Trida:
pocet
uloha 1. 2. 3. 4. 5. spravnych
fedeni
spravné (1)
/nespravné
(0) feSeni

1. Kolik dvoucifernych Cisel muzes sestavit z Cislic 2, 6, 8, kdyz se Cislice

nemohou opakovat.

2. Ve Skole probéhne fotbalovy turnaj, kterého se zu€astni 5 tfid: 4. A, 4.
B, 5. A, 5. B a 5.C. Kazda tfida hraje s kazdou tfidou 1 zapas. Kolik

zapasu se celkem odehraje?

3. Kuba si ze skfiné vytahl 4 tricka (zelené, modré, Zluté, Cervené) a 3
kratasy (Cerné, bilé, Sedé). Kolik kombinaci oble€eni si mize Kuba

obléknout?

7



4. Kaja dostala od kamaradu 5 obrazku. Pfemysili, jak obrazky usporada

vedle sebe, aby si je mohla povésit na zed. Kolika zpusoby muize

obrazky vedle sebe povésit, kdyz ma ten nejvétsi viset uprostied?

5. Kolika dvoukorunami a kolika pétikorunami muze$ zaplatit za nakup,

ktery stoji 26 K&? Uloha ma vice feSeni, zkus najit TN

>

vSechny. $ @ 4
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