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PREDMLUVA

Prvotni impulzy, které posléze lidstvo privedly k vybudovani matematiky,
byly bezpochyby dvojtho druhu: pocetni a geometrické. Tyto impulzy také
pfedznamenaly jeden z centrdlnich protikladd, které lze vypozorovat v celé
dosavadni historii matematiky — vztah diskrétniho a spojitého.

Typickymi reprezentanty matematickych objektl nachazejicich se na strané
diskrétntho proudu jsou prirozend, respektive celd Cisla, konecné mnoZiny,
konecné geometrie apod., spojity smér reprezentuji objekty jako mnoZina vsech
redlnych Cisel, primka, eukleidovskd rovina, spojitd funkce apod.

Jak jiZ ndzev napovida, zabyva se diskrétni matematika prvni z vySe uve-
denych stranek nasich modelt reality.

Je svym zplsobem paradoxni, Ze poté, co matematika na sklonku 19. stoleti
zvladla v Cantorové teorii mnoZin problematiku matematického nekone¢na
(vice viz v [4] nebo na CD [3], patii mezi matematické discipliny, které se ve
Cést se zabyva studiem konecnych mnoZin.

To, Ze zejména v posledn{ tfetin€ 20. stoleti prodélala diskrétni matematika
piimo bouilivy rozvoj, bylo zplisobeno fadou faktorii. Mezi kliCové patii:

e neustdle se rozSifujici $kala aplikaci nejen v matematice samotné, prede-
v§im v§ak mimo ni, a to nejen v ,tradi¢nich* pfirodovédnych oblastech,
ale zejména v novych a mnohdy necekanych souvislostech;

e intenzivni rozvoj vypocetni techniky, kterd umoziiuje provadét vypolty
a analyzy, které se jesté pred nékolika desetiletimi zddly nemozné a
nadlouho pfesahujici hranice lidskych moZnosti.

V predloZzeném textu jsou vyloZeny uvodni partie centrdlnich disciplin
moderni diskrétni matematiky — kombinatoriky a teorie grafii v rozsahu, ktery
by méli ovladat stfedoSkolSti ucitelé matematiky. K zdkladnimu textu jsou
pfipojeny dva dodatky. V prvnim jsou uvedeny zékladni biografické tdaje
osobnosti, které jsou v textu zmifiovany, ve druhém’ jsou tabulky nékterych
studovanych funkcf.




Za pomoc pfi pripravé sazby tohoto textu deékuji Mgr. M. Anderovi a
Mgr. D. Kottovi, ktery navic cely text peclivé procetl a pfispél k jeho zdvéred-
nym tpravdm. Za veSkeré chyby a nedostatky vSak samoziejmé plné€ odpovida
autor.

Ctenafiim budu vdé&ny, kdy? piipadné chyby a nedostatky, které v textu
zjisti, zaSlou na mou mailovou adresu: fuchs@math.muni .cz. Za jejich
pfipominky jim pfedem dékuji.
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Kapitola 1

KOMBINATORIKA

1 Co to je kombinatorika a kdy vznikla

Jak uvidime, neexistuje na otdzky v nadpise jednoducha odpovéd. Caste¢nou
odpove&di na prvni ¢dst otdzky je — v jistém smyslu — celd prvni kapitola.

Tak jak je obtiZné sdélit, co to je vibec matematika, je nesnadné charak-
terizovat i jeji jednotlivé ¢asti. Pokusme se alesponi struéné naznaéit, co je
pfedmétem kombinatoriky (nazyvané téZ kombinatorickd analyza, kombinato-
rickd teorie apod.) a jakymi metodami se v kombinatorice pracuije.

Casto se podle autora jedné z prvnich ucebnic kombinatoriky E. Netta
(kniha Lehrbuch der Combinatorik vysla v roce 1901) ¥ik4, Ze , kombinatorika
Je Cast matematiky zabyvajici se rozdélovanim, uspofdddvanim, nebo vyb&rem
prvki né€jaké mnoZiny“. Z modern&jsiho hlediska je centrilnim pojmem kom-
binatoriky tzv. konfigurace, coz je pojem, ktery bychom mohli charakterizovat
jako ,,zobrazeni n&jaké mnoZiny objektii do kone¢né abstraktni mnoZiny se
zadanou strukturou® (viz Bergeovu knihu [1]). Uveden4 formulace sice pekné
zni, Ctendf z ni v8ak patrné t&€zko pochopi, co to konfigurace vlastng je. Ob-
jasnéni tohoto pojmu vyplyne z dalsiho textu, nebot v ném budeme studovat
fadu nejrozmanité€jSich konfiguraci. Kromé t&ch nejelementarnéjiich, tj. vari-
act, permutaci a kombinaci (Ctendfi dobfe zndmych jiz se stiedni ¥koly), to
budou napf. rozklady konecnych mnoZin, rozklady p¥irozenych Cisel na séi-
tance, rozdélovdni predmétii do pFihrddek, latinské Ctverce, blokovd schémata,
konecné afinni roviny a dal3i.

Jaky je hlavni okruh otdzek s t&mito konfiguracemi spojeny? Konfigurace
Jsou nejcastéji studovany z nésledujicich aspektd:

(1) Existuje jistd konfigurace nebo nikoliv? (Budeme napiiklad fesit, zda
existuji ortogondlni latinské Etverce daného Fadu, zda existuje jistd afinni




8 I. KOMBINATORIKA

rovina a podobng.)

(2) Kolik existuje predepsanych konfiguraci? (StfedoSkolska kombinatorika
v podstaté spocivad v urceni poctu variaci, permutaci a kombinaci da-
ného typu. My se vSak budeme zabyvat i podstatné komplikovan&j$imi
problémy.)

(3) Lze najit metodu, jak vypsat vSechny konfigurace daného typu? (Je
zfejmé, Ze jde o kvalitativn€ odliSnou dlohu neZ je problém popsany
v bodé (2).)

(4) Jaké je ,,asymptotické* chovdni poctu danych konfiguraci? (Vzhledem
k tomu, Ze budeme téméf neustdle pracovat s konenymi mnoZinami,
bude pocet konfiguraci daného typu téméf vidy konecny. Proto by se
mohlo zdét, Ze nejjednodussi urceni poctu vSech konfiguraci spociva
prosté ve vypsani v§ech moznosti. To je vSak ve vétsiné piipadd prakticky
vylouceno, nebot pocet danych konfiguraci je tak obrovsky, Ze vypocitat
vSechny mozZnosti nelze — sta¢i si napfiklad jen uvédomit, jak rychle
roste funkce n!. I kdyZ casto zndme napf. rekurentni formuli pro pocet
k(n) konfiguraci daného typu (pro v§echna n € N), roste funkce k(n) tak
rychle, Ze jiz pro pomérn€ mald n nelze k(n) pfesné vycislit ani pomoci
pocitaci. Pak se alespori snazime najit néjakou ,,jednoduchou* funkci,
kterd popisuje, ,,jak rychle* k(n) roste.)

(5) Jak najit z konfiguraci daného typu tu, kterd optimdlné vyhovuje zada-
nym predpokladiim? (Ulohy tohoto typu maji fadu konkrétnich aplikaci
v matematice i mimo ni. Uvedenym problémem se zabyva intenzivné roz-
vijena ¢ast kombinatoriky — tzv. teorie ,.kombinatorickych algoritmt‘.)

O vétsing uvedenych aspekti se v dal§im alespori stru¢né zminime. Pfesto
zUstava fada zavaznych ¢asti kombinatoriky, o nichZ nemiZeme pojednat ani ve
zkratce. Jmenujme za jiné alespon kombinatorickou teorii usporddanych mno-
Zin, Polyovu teorii enumerace Ci teorii kodovdni. K popséani uvedenych teorii
nemdme k dispozici dostate¢ny matematicky aparit, ani ndm to neumoziiuje
rozsah tohoto textu. '

Metody v kombinatorice uZivané miiZeme rovnéZ popsat jen ¢asteéné. Jak
alespoii naznacime, uzivd se v kombinatorice vyrazné i t€ch nejkomplikova-
néjsich metod algebry, redlné i komplexni analyzy i geometrie. Kromé toho si
kombinatorika vytvofila i své specifické metody, z nichZ se pozdg&ji zminime
napiiklad o metodé inkluze a exkluze a o teorii vytvorujicich funkci.

Jak uvidime, fadu kombinatorickych problémi lze velmi snadno zformu-
lovat, avSak jejich feSeni je velmi Casto obtiZné.
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1. Co to je kombinatorika a kdy vznikla? 9

Prozatim jsme se pokusili alespofi naznacit, co to kombinatorika je. Nyni
struéné k jeji historii.

Prvni , kombinatorické* vysledky ¢i alesponi ndznaky jsou azZ prekvapivé
staré. Pravdépodobné nejstarsi ,.konfiguraci‘ Ize nalézt v jednom z nejstar§ich
dochovanych textl v historii lidstva. V posvatné knize taoismu I-ting, (tj. Kniha
promén) z roku pfiblizné€ 2200 pf. Kr. jsou dvé konfigurace, nazyvané Lo-su a
Ri¢ni mapa. Na obrézku 1.1 je konfigurace Lo-3u.

Obr. 1.1: Konfigurace ,,Lo-$u* ve sttedovékém textu

Nahradime-li zndzornéné skupiny bodt &isly, obdrzime znamy magicky
Ctverec (nazyvany téZ Saturn):

o W K
— N \O
[©NEN I ]

V tomto Ctverci je soucet Cisel v kaZzdém féadku, sloupci i dhlopficce roven &islu
15.

Druha konfigurace, kterou podle povésti méla na svém krunyfi zndzornénu
posvatna Zelva vylézajici z feky Ho, je zndzornéna na obr. 1.2.

Znazormnime-li toto schéma &isly, obdrzime

7
2
10 10
8 3 5 4 9
10 10
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Obr. 1.2: Konfigurace ,,Ri¢nf mapa‘“

<19

Toto schéma je pozoruhodné svou , stiedovou symetrii“. Plati naptiklad
543=8,5+1=6 atd.,3+10+2=8+7, 3+10+1=8+6 atd.

Rada kombinatorickych pojmi je doloZena napiiklad ve staré indické ma-
tematice.

Kombinatorika jakoZto matematickd disciplina se viak zadind konstituo-
vat az cca v 16. az 17. stoleti, prakticky — vcelku evidentn& — soudasné se
vznikem teorie pravdépodobnosti. Kombinatorické dvahy lze vysledovat v dile
B. Pascala, P. Fermata a dalSich. Prvni publikovanou prac{ z kombinatoriky je
Leibnizovo dilo Disertatio de Arte Combinatoria z roku 1666. V 18. stoleti
k rozvoji kombinatoriky zv14st vyznamné pfispél L. Euler. Opravdu bouilivy
rozvoj viak kombinatorika prodélavé az ve 20. stoleti, zejména pak v posled-
nich tficeti letech, kdy se v souvislosti s rozvojem vypocetni techniky rozviji
celd tzv. diskrétni matematika, jejiZ vyznamnou souddsti je pravé kombinato-
rika.
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2 Zakladni kombinatorické funkce

2.1. Definice. Funkci n! (Cti n faktoridl) definujeme pro vSechna n € Ny

takto:
{ 1 pron=0
nl=

1-2-...-n pron>0.

2.2. Pozniamka. Podle vySe uvedené definice tedy pro vSechna n € Ny plati:
n+D!'=@m+1)-n!

2.3. Priklad. Pro funkcin!lze dokdzat fadu vztahi, od elementdrnich po velmi
komplikované. Napiiklad v matematické analyze se dokazuje, Ze

o0
1 1 1 1
—_ =t — 4+t — 4 ...z ¢,
nt 0 1 n!
n=0
co
(Pfipometime, Ze souctem nekonecné rady ) a, rozumime ndasledujici limitu
n=0

(pokud existuje): lim s,,kde s, =ap+a;+---+a,.)
n—>00

Odtud napiiklad plyne
Zn—1 & o 1 o 1
) == =Z 1)! Z_ D= =-D-(e-2=1
n=2 a n=2 1=2 n! n=1 1

s ws

2.4. Poznamka. Zobecnénim funkce n! na vSechna kladn4 redlnd cisla je tzv.
Eulerova funkce gama definovana takto:

o
'x) = fe_‘ 7N, x> 0.
0

Lze dokazat, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati: I'(n) = (n — 1)!. Funkce
I'(x) je ptitom spojitd v celém defini¢énim oboru.
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Hodnoty n! rostou s rostoucim n ,,velmi rychle*. Pro alespofi ¢aste¢nou
pfedstavu uvddime v tabulce na strané 168 hodnoty n! pron € {1, ..., 25}.
K pfibliznému vypoctu hodnot n! pro velkd n se nejlast&ji uziva tzv. Stir-

lingovy formule
n!~«2nn-e".n",

kde symbol ~ znatf, Ze podil vyrazi na obou strandch pro n — oo konverguje
k1.

2.5. Definice. Bud k € N libovolné. Funkci (x); definujeme pro viechna
redlnd x takto:

e =x-x=-1) - x=2)-...-(x—k+1.

Dale klademe

(x)o = 1.

2.6. Definice. Bud' k € N libovolné. Funkci (x)® definujeme pro viechna
redlnd x takto:

OO =x - (x+1) - x+2)-...-(x+k=1).

Dale klademe

)@ =1.

2.7. Definice. Bud' k € Ny libovolné. Pro kazdé redlné &islo x definujeme

X __(x)k_x~(x—1)~(x—2)~...-(x—k+1)
(k)_ k! k! '

z %7z

Pro celé zdporné Cislo k poklddame
<x) - O.
k

2.8. Poznamka. Symbol (i) (Cti ,,x nad k*) se obvykle nazyva binomicky

koeficient. (Toto pojmenovéni je spojeno se jménem vyznamného algebraika

16. stoleti Michaela Stifela.) Pro n,k € Ny se (Z) nazyva také kombinacni
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ou
¢islo. O kombinatorickém vyznamu funkci n!, (x);, (x)® a (i) budeme
fir- hovofit v nasledujicich paragrafech.
0
2.9. Priklad. (a) Pro kazdé x € R plati ()(;) =1, zejména (O) =1.
e
—4\ _ (=4) - (=5) - (=6)
b = = —20.
® (7) .
1 1 3 5
B © 3 _ (3) - (=3)-(=3)-(=3) __ 5
4/ 24 128"
(d) Pron,k € Ny, n < k plati (Z) =0, nebot’ (n); =0.
]
— (e) Pron,k € Ny, n > k plati ") = (me = n .
k k! (n—kKk)!- k!
E (f) Prokazdé n € Ny plati
pa
—% =Dt 2n\ (=) (2n—1
n - 22n n - 22n—1 n—1 :
Vskutku, pro n = 0 je tvrzeni evidentni. Necht je tedy n > 0. Pak
-3\ _ 1 1 3 2n—3 2n—1Y\ _
- n) 2 2) 2 2 )
= @2n)! _(=D" @)
— Tonl 2 2.4....-(2n—=2)-2n 22 (n))2
=D (2 (=D (21
| = \n)Tmr o)
(2) Prokazdé n € Ny plati
| 3\ _ D -2
_ n n-22-1 \pn—-1)
- Vskutku, podle definice platf
N1 (1 1 2n -3
" n) n! \2 2) 2 )
ka Dosadime-li za soucin
cni

L2
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vyraz z piikladu (f), dostdvame

(%) (=Dt (Zn - 1) 1

n 22n-1 n—1 2n —1

(="' @-1! 1 (=D @n-2)!
221 ‘pln—1)! 2n—1 n-22-1 (n_112

(=D (-2
T one2nt \n—1)

Dosadime-li do posledniho vztahu n+1 misto , obdrzime ,,symetrité;si
vzorec (platny pro kazdé n € Ny):

Ly 2n
<n+1) T (n+1) .22 <n>

2.10. Definice. Podle definice je (x), =x-(x —1)-(x —=2)-... - (x —n +
+ 1) polynom n-tého stupng. Ozna¢ime-li koeficient u x* symbolem s(n, k),
dostdvame

() =5(n,0) +sm, Dx +s(n, 2)x> + - +s(n, n)x".

Koeficienty s(n, k) se nazyvaji Stirlingova Cisla 1. druhu.

2.11. Véta. Pro Stirlingova Cisla 1. druhu plati ndsledujici rekurentni formule:

sm+1,k)=s(n,k—1)—n-sn, k),
s(n,0=0, s(,n)=1.

Diikaz. Tvrzeni s(n,0) = 0 a s(n, n) = 1 jsou zfejma. DokaZme tedy prvni
vztah. Podle definice plat{

(x)n+1 = (x)n : (x —n),
takZe, opét podle definice,
coersuA L)X =G sn k= DX s, xR+ ) (x = n).

Porovnanim koeficientii u x* na levé a pravé stran& posledni rovnosti obdrZzime
dokazovanou formuli. .




IKA

R +
k),

ule:

rvoi

R).
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2.12. Poznamka. Rekurentni formule z véty 2.11 ndm umoZiiuje, jak se Cte-
naf miiZe snadno presvédcit, postupné pocitat &isla s(n, k). Nékteré hodnoty
uvadime v tabulce na strané 170.

2.13. Véta. Pro kaZdé celé cislo k a kaZdé redlné Cislo x plati:

X . X _(x+1
k) \k+1) \k+1)
Dikaz. Pro k < 0 je tvrzeni splnéno trividlng&. Necht tedy je k > 1. Pak

<X> ( x ) _ e ket R+ DOk + (s _
+ = + =

k k+1 kU (k+1)! (k+1)!
kD x(x =D =kt DAx(r =1 (x—k)
B (k +1)! B
Cx =D —k+1) k+1+x—k)
B (k +1)! B
e+ Dy [(x+1
"W‘(kﬂ)'
Tim je dikaz hotov. e

2.14. Poznamka. Z definice binomickych koeficientd a z véty 2.13 plyne plat-
nost nasledujici rekurentni formule: "
(6)=()=
0 n

Pron, k € N, n > k plati
Tato formule ndm umoZiiuje postupné pocitat hodnoty (Z) Tabulce hodnot

(n;:l):(:)Jr(kil);

(Z) se obvykle fika Pascaliiv trojithelnik. (Viz tabulku v pfiloze na strané 169.)
Jak si Ctendf jisté jiz pii nejriznéjSich prileZitostech uvédomil, je vétSina pojmt
nazvanych po dfivéjSich osobnostech, po nich pojmenovana neopravnéné. Neji-
nak tomu je i v tomto pfipadé, byt'jde o ndzev v evropské tradici obvykly. Blaise
Pascal (1623-1662) toto schéma popsal ve své slavné knize Traité du triangle
arithmétique (tj. Pojedndni o aritmetickém trojithelniku), avsak prokazatelné
dfive je znali napfiklad arabsky astronom al-Tusi (1265), ¢insky matematik
Chu Si-Chie (1303) ¢&i indicky matematik Narajdna Pandita (1365). Dokonce
i v evropské literatute se toto schéma vyskytlo pred Pascalem — v knize Petra
Apiana (1495-1552). To v8ak nic neméni na skuteCnosti, Ze je toto schéma

mnohdy uZitecné, jak si ostatné Ctendf jist€ uvédomil jiZ na stfedni $kole.
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Pro kombinaéni Cisla lze dokazat fadu rovnosti, tzv. kombinatorickych

Yz

identit, které se v matematice uplatfiuji v nejneocekdvanéjSich souvislostech.
Dikazy né&kterych té€chto identit vyZaduji dimyslnych metod — viz napf. knihu
[8]. V nésledujici vété shrneme jen n€kolik nejelementarngjsich.

2.15. Véta. Budte n > k nezdpornd celd Cisla. Pak plati:
@ n\ _( n
k) \n—-k)
o (n
® 2 (;)-2
k=0
© k- (") =n.2",
k=0 \k
1 n
(d Y (=D ( k) =0 pro kazdé prFirozené Cislo n.
k=0

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne piimo z definice. (Radky Pascalova trojihelnika jsou
tedy ,,symetrické.)

(b) Indukci. Pro n = 0 je tvrzent trividlni. Necht tedy formule plati pro dané
n > 0. Pak

(-0l )O3 020
+(n:l-1) - k:g (Z)J’;(Z) = 2% 421 = o,

(c) Protoze (Z) = (n —k

) amer (L) ()5

Odtud ) )
n n n n
k - =_. . =_ .t =—p .o 1
2 (k) 2 Z(k) 2 77"

k=0 k=0

N
N———"
=
[
=\

(d) Pfimym vypoctem dostdvdme

()= () -2 [G2)- (3]

| N

oA

Du
pIC

tvr
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n—1

n n—1\ < n—1
=(.)+ (—1)"“( ) + (—1)"( ) =
(o) v (" )z ("
n—1 n—l n—1 5 — 1
_ 1)k _1hVk _
_g(l)(k)+2(1)(k)o.

k=1

Casto je uzivana i nasledujici formule.

2.16. Véta. Pro kaZdé rediné x a kaZdé n € Ny plati:
- (x +k> (x) (x+1> <x+2) (x +n> (x +n+1>
Z = + + + + = .
=\ k 0 1 2 n n

Diikaz. Indukci. Pro n = 0 je rovnice spravna. Necht tedy uvedeny vztah plati
pro n > 0. Pak

(1) - S0

k=0 k=0
x+n+1 N x+n+1 x+n+2
n n+1 n+l /)

Dosadime-li ve vété 2.16 n—k misto k a x misto x +n, dostaneme okamZité
tvrzeni ndsledujiciho dusledku.

2.17. Dusledek.

S =()CI)CI) = (")

k=0

x+1
L)
POZNAMKY A CVICENI

1. Dokazte, Ze

Z(k-k!)=(n+l)!—l.

k=1
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. DokazZte, Ze pro Stirlingova ¢isla 1. druhu plati vztah

n

}:amm=a n>1.

k=1

. DokazZte identitu

S (1)= (") = (7) =10

. Tzv. Catalanovu posloupnost 1,2, 5, 14,42, 132,429, 1430, 4862, ...

definovanou vztahem

)
n

n+1

studoval jiZ Euler. Dokazte, Ze plati:

Cp =

a) ¢ =2c¢

b) ¢z =3¢c; — ¢y

C) ¢4 =4c3 — 3¢,

d) ¢5s =5¢c4 — 6c3 + ¢

e) cg =6c5 — 10cy + 4c;

f) ¢7 =7c6 — 15¢s5 + 10cs — c3
2n — 1 2n —1 2n 2n

& C"=(n—1)_(n+1)=(n>‘(n—l>
2n+2)-2n+1)

h n+l = *Cp
TS
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3 Zakladni kombinatorické pojmy

Nejprve zavedeme oznacent, které budeme v dal$im textu dodrZovat.

3.1. Oznaéeni. Pocet prvki konedné mnoZiny X znacime |X|. Symbolem
P(X) oznaéime, jak je obvyklé, mnoZinu vSech podmnoZin mnoZiny X. Pro
k € Ny oznaCme

Pr(X)={A; AC X, |A| =k}.

Mnoho kombinatorickych dvah je zaloZeno na nasledujicim zfejmém faktu.
3.2. Véta. Budte A, B koneiné mnoziny. Pak |A x B| =|A| - |B].

3.3. Poznamka. Jinymi slovy je véta 3.2 Casto formulovéna jako tzv. pravidlo
soucinu nasledovné:

Lze-li objekt X vybrat r zpiisoby a po kaZdém takovém vybéru lze objekt Y
vybrat s zpiisoby, pak lze uspoFddanou dvojici [X, Y] vybrat r - s zpiisoby.

Jako aplikaci véty 3.2 uvedme tvrzent, které v roce 1935 odvodili madarsti
matematikové P. Erdos a G. Szekeres.

3.4. Véta. KaZdd posloupnost ay, ay, .. ., Gmus1, kterd obsahuje mn+1 navzd-
jem riiznych celych &isel nuiné obsahuje klesajict vybranou podposloupnost
o0 vice neZ m prvcich nebo rostouci vybranou podposloupnost o vice neZ n
prvcich.

Dukaz. Pro kazdé i = 1,2,...,mn + 1 oznaéme k; pocet Cisel v nejdelsi
klesajici podposloupnosti s prvnim prvkem g; a analogicky necht' r; znaci
pocet prvkii v nejdelsi rostouci podposloupnosti zaCinajici prvkem a;.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni véty neplati. Pak pro kazdé i plati 1 < k; <
< m, 1 < r; < n, takze zobrazeni a; — [k;, r;] je zobrazenim mnoZiny
{a1, aa, . .., Gune1 } do Kartézského soudinu {1, 2, ..., m} x{1,2, ..., n}. Uka-
Zeme, Ze toto zobrazeni je prosté.

Necht' je i < j. Pak plati ¢; < a; nebo a; > a; (nebot &isla a;, a; jsou
podle predpokladu riznd). Je-li a; < a;, pak plati zfejm& r; > rj, je-lia; > a;,
plati zase k; > k;.V obou pfipadech je [;, r;] #[k;, rj]. To je v3ak spor, nebot
nemizZe existovat injekce mnoZiny o mn + 1 prveich do mnoZiny o mn prveich.

[}

3.5. Definice. Bud'n € N, |X| = n. Pro k € N, k < n nazveme variaci k-té
tiidy v X kazdy fetézec (A, <), kde A € P (X).
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3.6. Véta. Budtie k < n pFirozend Cisla. Necht’ |X| = n. Pocet variaci k-té
tridy v X je roven Cislu

my=n-n—=1)-...-(n—k+1).

Dukaz. Tvrzeni plyne z pravidla soudinu. Prvni prvek lze vybrat n zptsoby,
druhy n — 1 zpisoby atd. °

3.7. Poinémka. Pocet uspofddanych k-tic bez opakovani z n prvka je tedy
roven Cislu (n); pro libovolnd n, k € N (nebot pro k > n je (n), = 0 podle
definice).

3.8. Dusledek. Budte X,Y koneiné mnoZiny, |X| = n, |Y| = k. Pak pro
mnoZinu inj (XY) vSech injekci Y do X plati

|inj (X¥)| = (n)s.

3.9. Definice. Variace n-té tiidy z n prvkové mnoZiny se nazyvaji permutace
této mnoZiny.

Z véty 3.6 okamZit€ plyne.
3.10. Véta. Pocet permutaci n prvkové mnoZiny je roven Cislu (n), = n!.

3.11. Poznamka. Je-li X = {1, 2, ..., n}, je podle definice 3.9 permutaci mno-
Ziny X kazdy fetézec {a; < ap < --- < ap}, kde a; € X pro kazdé i.
Zapiseme-li tento fet€zec jako uspofddanou n-tici [ay, ay, ..., a,], miZeme
danou permutaci ztotoZnit se zobrazenim i — a;. Toto zobrazen{ je obvyklé

zapisovat ve tvaru
1 2 ... n
a a ... a, )’
Jinymi slovy, za permutace mnoZiny X miiZeme povaZovat bijekce mnoZiny
X na sebe.
Odtud a z véty 3.10 okamZit€ plyne

3.12. Disledek. Budte X, Y konecéné mnoziny. Pak pro mnoZinubij (Y X) vsech
bijekci X na 'Y plati

0 Jjeli [X]#17].

bij (YX)| =
[bij ()] [lYI! je-li |1X|=Y].
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3.13. Definice. Bud X konend mnoZina, £k € Ny bud libovolné. Kombi-
naci k-té tridy z X rozumime kazdou k prvkovou podmnoZinu mnozZiny X.
(MnoZina £ (X) je tedy mnoZinou vSech kombinaci k-té tfidy z X.)

Z vét 3.6 a 3.10 bezprostfedné plyne

3.14. Véta. Bud’'X konecnd mnoZina, | X| = n. Pak pro kaZdé k € Ny plati

Py = P _ (7
|20 = =7 -(k).

3.15. Piiklad. Kolika zpiisoby miiZeme na Sachovnici (o 64 polich) rozestavit
8 veZi tak, aby se Zddné dvé z nich vzdjemné neohroZovaly?

Tomu, kdo vi, jak se v Sachu tahd véZzi, je zfejmé, Ze hleddme praveé vSechna
takova rozestaveén{ vézi, kdy v kazdé fad€ a v kazdém sloupci stojf praveé jedna
véz. Ocislujeme-1i pevné fady a sloupce Cisly 1, ..., 8, je poloha kazdé figury
na Sachovnici jednozna¢né urcena dvojici [i, j], kde i je Cislo fady a j Cislo
sloupce. Odtud je zfejmé, Ze hledanych rozestaveni je 8! = 40320.

3.16. Priklad. (a) Kolika zpuisoby miizeme rozestavit 6 deéti do kruhu?

Do fady lze rozestavit 6 déti 6! = 720 zplsoby. ProtoZze z kazdé fady
utvoiime evidentnim zpisobem kruh, je pocet takto vzniklych kruhd rovnéz
720. Vzhledem k tomu, Ze v8ak nerozli§ime dva kruhy liSic{ se jen pootoCenim,
je hledany poget 222 = 120.

(b) Kolik ndhrdelnikit Ize utvo¥it ze 6 kordlkii 6 riiznych barev?

Mohlo by se zdét, Ze podle (a) je spravnd odpovéd’ 120. ProtoZe vSak
nerozli§ime dva ndhrdelniky, z nichZ jeden vznikl ,,pfevracenim* druhého, je
hledany pocet 1_3_(; = 60.

3.17. Priklad. Bud A mnoZina vSech moZnych potfadi 16 oddild v 1. fotbalové
lize. Pro x,y € A poloZme x ~ y <= V x,y je stejné pofadi na prvnich
trech mistech a stejné dva oddily sestupuji. Urcete |A/~|.

Ze zadani plyne, Ze |A| = 16!. Relace ~ je zfejmé ekvivalence na A, takZe
ma smysl se ptat po poétu prvki faktormnoZiny A/~.

ProtoZe pofadi muZstev na prvnich tfech mistech je moZno urcit (16)3

. ; . (13
zplsoby a ze zbyvajicich muZstev miZzeme dvé sestupujici urcit ( ) ) zpisoby,

plati

13 13-12
[A/~] = (16);3 - (2> =16-15-14. — = 262 080.
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Prozatim jsme hovofili o variacich, permutaci a kombinacich bez opa-
kovdni. Nyni budeme uvaZovat pfipady, kdy se prvky dané mnoZiny mohou
v uvedenych vybérech opakovat.

3.18. Definice. Bud X # @ kone¢nd mnoZina, |X| = n. Necht k € N je
libovolné. Uspotddanou k-tici prvki z mnoZiny X, v niZ se prvky mohou
opakovat, nazyvame k-variace s opakovdnim z prvkid mnoziny X. Pocet
vSech k-variaci s opakovdnim oznacme V (n, k).

3.19. Poznamka. V této souvislosti je nutno dirazné upozornit na nékteré
nespravné (a Casté) predstavy, které si fada studentt pfindsi jiz ze stfedni Skoly.
Tyto omyly se tykaji jak opakovani tak uréovani poradi prvkl v dané variaci.

V tadé piikladd, at' jiz uméle vykonstruovanych ¢i vzniklych pfi feSeni
faktickych problémd, opakovani prvka ve variaci miZe a nemusi znamenat
skuteéné opakovani konkrétnich objektt. KdyzZ je napiiklad v osudi deset cifer
0,1,...,9 a tvofime nékolikamistné Cislo tak, Ze vytdhneme ¢islo z osud{ a
opét je do osudi vritime, miZe byt samoziejmé vytaZeno znovu. Ve vzniklé
variaci se tedy opravdu opakuje tyZ objekt.

Castgji viak uzivame variace s opakovdnim v piipadg, Ze se sice neopa-
kuje stejny objekt, nds viak zajimaji jen nékteré vlastnosti objektd tvoricich
,,zdkladni “ mnoZinu, z niZ variace tvofime. Prvky, které majf stejnou vlastnost,
pak nerozliSujeme, al samozfejmé, ,rozliSitelné* jsou. Vybereme-li napiiklad
ve tfid& (v niZ je napiiklad 20 hocht a 10 divek) 6 déti a uspofaddme je do
zéstupu, obdrZime Sestiprvkovou variaci, v niZ se samozfejmé Zadny prvek —
7ék neopakuje. KdyZ se vSak napiiklad rozhodneme, Ze pro nés za jistych okol-
nosti bude podstatné pouze to, zda dany Zak je hoch nebo divka, aviak hochy,
resp. divky navzdjem nebudeme rozliSovat, je mozno tutéz Sestici Zakl pova-
Zovat za variaci s opakovanim, kde ov§em opakovani neznaci opakovani Zéka,
ale opakovani vlastnosti ,hoch* nebo ,,divka®. Jinak feceno, variace s opakova-
nim lze chdpat jsko uspofddané k-tice prvki n€kolika druhd, pficemZ navzdjem
nerozliSujeme predméty téhoz druhu, ackoliv tyto pfedméty jinak mohou byt
rozliSitelné.

Druhy ¢asty omyl u variaci (at’ jiz s opakovanim ¢i bez opakovén{) souvis{
s ,,pofadim* prvku ve variacich.

Toto pofadi miiZe a nemusi souviset s jejich vybirdnim z dané mnoZiny
objektd.

Vytahujeme-li &isla z osudf a postupné je zapisujeme, je samoziejmé jejich
poradi uréeno poradim jejich vybrani z osudi. KdyZ viak vybereme ze tiidy
nékolik d&ti a pak je sefadime napiiklad podle vysky, nesouvisi obecné jejich
pofadi v dané variaci vibec s tim, v jakém pofadf jsme je ve tiidé vybirali.

[ p——
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Proto je zcela nesmyslné tvrdit, Ze variace je skupina objektd, u nichz
zdleZi na poradi, v jakém jsme je vybirali.

3.20. Véta. Pro kazdé n, k € Ny plati V (n, k) = n.

Diikaz. Indukci vzhledem k &islu k. Tvrzeni V(n,0) = n® = 1 je zfejmé.
Necht'tedy V(n, k) = n*. Bud'[ay, ..., a;] libovolnd k-variace s opakovanim.
Je zfejmé, Ze pocet (k + 1)-variacf tvaru [ay, ..., a, x] je roven &islu n. Odtud

plyne, ze V(n,k+1) =n - V(n, k) =n - n* = n**1,

3.21. Priklad. Budte X, Y kone¢né mnoZiny. Necht' X = {ay, . .., a;}. Pifadi-
me-li kaZzdému zobrazeni f: X — Y uspotddanou k-tici [f(a)), ..., f(aw)],
vidime okamZzit€, Ze

|Y¥| =vax],iyp =y,

3.22. Definice. Bud k € N libovolné. Bud' ddno n pfedmétl k druhd. Necht’
n; znai polet predmétl i-tého druhu, i = 1, ..., k. (Tj. ny + -+ + 1 = n.)
Symbolem P(ny,...,n;) oznaéme pocet prvkii mnoZiny vSech uspordda-
nych n-tic té&chto pfedmétd. Tyto n-tice nazyvame permutace s opakovdnim.

Z véty 3.10 okamzit€ plyne

3.23. Véta. Pro kaZdd Cislan,, ..., n; € Ny plati
(ny+--+n)!
P(ny,...,n;) = .
nyl-ng!l - ong!

3.24. Priklad. (a) Kolik riiznych Cisel lze utvorit z Cisla 3 855 835 preskupenim
. \
cifer?

ProtoZe dané &islo obsahuje dvé cifry 3, tfi cifry 5 a dvé cifry 8, je hledany
pocet

7
P(2, 3,2) = m =210.

(b) KdyZ Christian Huygens objevil Saturnav prstenec, zaSifroval sviij
objev, jak bylo v té dob¢ ¢asté, do nésledujictho tzv. anagramu:

aaaaaaa ccccc d eeeee g h iiiiiii 1l mm  nnnnnnnnn
0000 pp g IT s ttttt uuuuw
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NileZitym uspofdddnim pismen dostaneme zpravu Annulo cingitur tenui,
plano, nusquam cohaerente, ad eclipticam inclinato. Cesky: Obklopen prsten-
cem tenkym, plochym, nikde nezavésenym, naklonénym k ekliptice.

Urcime, za jak dlouho by pocitac, ktery by vypsal milién permutaci Huy-
gensova anagramu za sekundu, vypsal vSechny permutace.

Spoctéme, kolik je v§ech permutaci daného anagramu. Z poctu jednotlivych
pismen v anagramu plyne, Ze vSech permutaci je

62!
91 (TH2 . (5H* - (42 - (213’

P(7,5,1,5,1,1,7,4,2,9,4,2,1,2,1,5,5) =

Toto &islo je priblizné rovno &fslu 3,573 - 10%0, Pogita¢ by tedy potieboval
vice nez 10°* sekund. O velikosti tohoto &fsla si udéldme predstavu, kdyZ si
uvédomime, Ze trvani naSeho vesmiru — tj. pfiblizné 15 miliard rokd — je méné
nez 10'7 sekund.

3.25. Poznamka. Zajimavé aplikace Cisel P(ny, ..., n;) lze najit napiiklad
v dvahdch o tzv. svazu k-tic.
Bud k pfirozené &islo. Symbolem N¥ oznaéme mnoZinu viech uspotdda-

nych k-tic [ay, ..., a;] nezdpornych celych ¢&isel. Definujeme-li na Né‘ relaci
< takto:
[a,....a] <[by,...,bx] &< a; <b; provSechnai =1,...,k,

je zfejmé, Ze relace < je usporddani na mnoZin& Nf. Pfitom je evidentni, Ze
(N£, <) je svaz, v némz

supf{a,b} = [max(ai,by), ..., max (a, by)],
inf {a, b} = [min(ay, by), ..., min (a;, b;)]. \
Svaz Né‘ miZeme reprezentovat nasledujicim zpasobem. Bod [ay, ..., ax] €
€ Né‘ zndzornime jako bod eukleidovského prostoru E, a dva body a =
= lay,...,a], b = [by,..., ] spojime Sipkou sméfujici z a do b pravé
tehdy, kdyZ existuje index i takovy, Ze
b; pro j #1i,
aj = ..
bj+1 pro j =1i.

(Tzn., Ze z a do b vede Sipka pravé tehdy, kdyZ a pokryva b ve svazu (N(’,‘ . <))

Nyni se pokusme urcit pocet ,,cest“ z bodu a do bodu b pro kazdé dva
prvky a, b € N§, a < b. (Cestou rozum&jme posloupnost na sebe napojenych
Sipek.)
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032 —- 022 —» 012 — 002 — 001 — 000
032 —» 022 —» 012 — 011 — 001 — 000
032 —- 022 —» 012 — 011 —» 010 — 000
032 —» 022 —» 021 —» 0Ol1 — 001 — 000
032 — 022 —- 021 — 011 — 010 — 000
032 — 022 —» 021 —» 020 — 010 — 000
032 —» 031 —» 021 — 01t — 001 — 000
032 — 031 —» 021 —» 011 — 010 — 000
032 —- 031 —» 021 —» 020 — 010 — 000
032 —»> 031 — 030 — 020 — 010 — 000

Tab. 3.1: Cesty z bodu 032 do bodu 000

Tak naptiklad v N7 existuje 10 cest z bodu 032 do bodu 000 zndzornénych
v tabulce 3.1.

Budte nyni a = [ay, ..., @], b = [by, ..., b] libovolné dva prvky v N{,
takové, 7e a < b. Oznaéme a; — b; = n;, i = 1,...,k. Definujme pro [ =
=1,...,k zobrazenf o;: Nf — Ny takto:

Ol,'[xl, Y ,xk] = [)C], cxey Xi—1yXj — l,xi+1, ‘s w ,xk].

Nyni pfifadme kazdé cesté z a do b odpovidajici posloupnost zobrazeni «;.
(Tak napf. cest€ z bodu 032 do bodu 000 uvedené na prvnim fadku v tabulce
3.1 odpovida posloupnost o, oz, o2, @3, @3, posledni cest€ pak posloupnost
a3, 3, 0, Q2 0p.) Je zfejmé, Ze popsané pfifazeni je bijekci mnoZiny cest z a
do b na mnoZinu viech posloupnosti utvofenych z «; tak, Ze se v nich o;
vyskytuje n;-krat. Odtud plyne, Ze hledanych cest je \

k
<Z(ai - bi)>!
=il

P(ny,....,ng) = (al__bl)!,‘”-(ak—bk)!.

3.26. Definice. M&jme dostate¢ny pocet prvka n druhd. Skupinu k objektd,
v niZ nezéleZi na pofadi a v niZ navzdjem nerozliSujeme pfedméty t€hoZz druhu,
nazyvame k-kombinace s opakovdnim. Pocet téchto k-kombinaci s opakova-
nim oznaéme C (n, k).

+k—1
3.27. Véta. Pro kazdé n,k € Ny plati C(n, k) = (n . )
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Dikaz. Pro n = 0 nebo k = 0 je tvrzeni trividlni. Necht tedy n # 0 +
# k. KaZdou k-kombinaci s opakovanim lze velmi jednoduse (a jednoznacng)
popsat pomoci posloupnosti nul a jednicek takto: necht je ddna posloupnost
ay, ap, ..., agen—1, v NiZ je k jednicek a n — 1 nul. Pfifadme této posloupnosti
k-kombinaci s opakovanim, v niZ je tolik pfedmétd 1. druhu, kolik je v dané
posloupnosti jedniCek pfed prvni nulou, tolik pfedmé&td druhého druhu, kolik
je v dané posloupnosti jedni¢ek mezi prvni a druhou nulou atd. Zfejmé nyni
plati:

_ LR N N G
Coky=Plin—1)=— _< k >_( n—1 )

3.28. Poznamka. Pro pojem kombinace s opakovanim bychom mohli zopa-
kovat téméf vse, co jsme jiz uvedli v pozndmce 3.19.

I'u kombinaci s opakovdnim miZe a nemusi uvedené ,,opakovani *“ znaéit,
Ze se opakuje tyZ predmét. KdyZ se dohodneme, Ze objekty s jistou vlast-
nosti budeme povazovat za nerozliSitelné, mize opakovani znacit opakovani
objekth stejné vlastnosti, pfestoze jinak tyto objekty mohou samoziejmé byt
rozliSitelné.

Z diivodii uvedenych v pozndmce 3.19 je navic nesmyslné tvrdit, Ze u kom-
binaci nezdlezi na poradi, v némz byly prvky vybirdny. Jak jsme vidéli, nemus{
na tomto potadi zaviset ani u variaci.

Upozoriiujeme jesté, Ze v definici 3.26 nelze slovo ,,skupina® nahradit ter-
minem ,,mnoZina“. Skupina t{ prvki (naptiklad pismen a, a, b) neni totéz jako
mnozina {a, a, b}, nebot’ ta m4 jen dva prvky; je to jen neSikovné& napsand mno-
Zina, nebot’ v mnoZziné se Zidny prvek opakovat nemiZe. (Pro tplnost dodejme,
Ze i mnoZzina {a, b} je dvouprvkova pouze tehdy, kdyZ a, b neznamenaji tyz
objekt.)

3.29. Priklad. Budte X, Y konecné fetézce. Zjistime, kolik existuje izotonnich
zobrazeni X do 'Y .

Necht X = {x; <x) < -+ <}, Y ={y; < y» < -+ < y,}. Bud
f: X — Y izotonni zobrazeni. Pak plati f(x;) < f(x;) <... < f(xp), takze
izotonnich zobrazeni X do Y je tolik jako vSech neklesajicich k-tic prvki z Y.
To, Ze k-ticim (v nichZ se prvky mohou opakovat) pfedepiSeme pevné poradi,
Je totéZ, jako kdyZ potadi prvki v k-ticich nerozliSujeme. Podle véty 3.27 je
tedy izotonnich zobrazeni X do Y

X YI—1
C(lYI,IXI)=<| +171 )

| X]
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3.30. Priklad. (a) Kolika zpiisoby miiZeme mezi 4 chlapce rozdélit 50 stejnych
kulicek?

Postupujeme jako v diikazu véty 3.27. Pfidejme k 50 kulickdm 3 kaminky.
Poskladame-li kuli¢ky s kaminky do fady, rozdéli 3 kaminky posloupnost na
4 dseky. Oznaéime-li chlapce A, B, C, D a chlapci A ddme vSechny kulicky
z prvniho tseku, chlapci B vSechny kulicky z druhého tuseku atd., je ihned
zfejmé, Ze vSech rozdélent je

=23426.

53 53.52-51
p(50,3)=< )z___s___s_

3 3.2

(b) Pozménme piiklad (a) tak, Ze budeme pozadovat, aby kaZdy chlapec
dostal alespori jednu kulicku.

Podle (a) tedy chceme zjistit, v kolika posloupnostech 50 kulicek a 3
kaminka nejsou Zadné dva kaminky vedle sebe a rovnéZ neni kaminek ani na
prvnim ani na poslednim misté posloupnosti. Tento pocet zjistime jednoduchym
obratem. Ddme-li kazdému chlapci pfedem jednu kulicku, zGstane jich 46, které
pak jiz mizZeme rozdélit libovolné. Hledanych rozdélent je tak

49\ 4948 .47
3/ 3.2

P(46,3)=( = 18424.
Nésledujici tloha je velmi jednoduchd, v dalSim se vSak na ni budeme
nékolikrat odvolavat.

3.31. Priklad. Méjme p prvkii 1. druhu a q prvki 2. druhu. Kolik existuje
permutaci s opakovdnim téchto prvkii takovych, Ze Zddné dva prvky 1. druhu
nestoji vedle sebe?

Hledanych permutaci je zfejmé tolik, kolika zplsoby lze rozmistit p prvki
1. druhu do ¢ — 1 mezer mezi prvky 2. druhu a pfed prvni a za posledn{ z nich,

+1

tj. celkem na g + 1 mist. Tzn., Ze hledany pocet je (q ) pokudje p < g+1
p

ajeroven 0, pokud p > g + 1.

3.32. Priklad. Bud’'ddn (c+m)-tthelnik A\A, ... Acym, kdec,m € N, c+m >

> 3. Kolika zpiisoby lze obarvit jeho vrcholy tak, aby jich bylo ¢ cervenych, m
modrych a Zddné dva sousedni vrcholy nebyly Cervené?

Ozna¢me hledany podet obarveni ¢(c, m). Je ziejmé, Ze pro ¢ > m je
t(c,m) = 0. Necht tedy ¢ < m. Ulohu lehce vyfeifme pomoci tdlohy 3.31.
Oznacime-li vysledek piikladu 3.31 symbolem r(p, q), je zfejmé takovych
»piipustnych® obarveni vrchold, pfi nichZ je vrchol A; Cerveny, celkem
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r(c — 1, m — 2). Ptipustnych obarveni, pfi nichZ je A; modry, je r(c, m — 1).
Odtud

t(Cvm)="(C—1,m—2)+r(c,m—l)=(m_1)+(m>=c+m(m).
c—1 C m c

3.33. Priklad. MuZ proddvajici Vecernik (za 5 korun) u sebe nemd na zacdtku
prodeje Zddné penize. Thned se pred nim utvorila fronta m + k lidi, pficem? m
lidi md u sebe pouze desetikorunovou minci a k lidi pouze pétikorunu. Kolika
zplisoby se tito lidé mohou postavit do fronty tak, aby mél proddvajici vidy
nazpét na desetikorunu? (RozliSujeme rozestaveni ,,pétikorun‘ a ,,desetikorun*
a nikoliv jednotlivé lidi se stejnou minci.)

Pocet vSech moZnych rozestaveni ,,pétikorun* a ,,desetikorun* do fronty je
pocet prislu$nych permutaci s opakovanim, tj.

P(m.k) = —("m"f:?! » (m;k)

Dile je zfejmé, Ze tloha ma alespoti jedno feSeni pravé tehdy, kdyZz m < k;
jinak se totiz prodej nutné zastavi. V dal§im tedy predpokladdme, Ze plati
0<m<k.

Kazdé rozestaveni lidi ve front¢ miZeme evidentné zapsat jako posloup-
nost m jedni¢ek (oznacCujicich lidi s desetikorunou) a k pétek (oznacujicich
lidi s pétikorunou). Podle zad4ni hleddme pocet ,,pfiznivych* permutaci, tj.
takovych permutaci (ay, . . ., g ) m jedniCek a k pétek, které maji nasledujici
vlastnost: pro kazdé d takové, Ze 1 < d < m + k je mezi prvky a,, ..., ay
alesponi tolik pétek jako jednicek.

Nejprve dokdZeme, Ze pocet nepfiznivych piipadi je roven &islu

P(m—l,k+1)=<m+k>.

k+1
Necht'tedy ay, . .., arm je n€jakd nepfizniva permutace. Necht' d; je nejmensi
index takovy, Ze mezi prvky ay, ..., aq, je vice jednicek nez pétek. Pak zfejmé
dy = 25+1, pfiemZ mezi prvky ay, . . ., ay je s jedniek a s pétek. PfipiSeme-li

pied zadanou permutaci jednu pétku, dostaneme tak permutaci m jednicek a
k+1 pétek. V této permutaci stoji na prvnim misté€ pétka a mezi prvnimi 2s + 2
Cleny je nyni s + 1 jedniCek a s + 1 pétek.

Nyni v permutaci 5, ay, . . . , Gy, zaméime na prvnich 2s + 2 mistech vza-
jemné pétky a jednicky. Pivodni neptiznivé permutaci ay, . . ., g4, tak popsa-
nym zpisobem pfifadime permutaci m jedniCek a k + 1 pétek, v niZ na prvnim
misté stoji cifra 1. Pfitom je zfejmé, Ze riznym nepfiznivym permutacim jsou
piifazeny rizné permutace uvedeného typu.
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Nyni ukdZeme, Ze kaZdd posloupnost m jedniéek a k + 1 pétek s jedni¢kou
na zacatku je pififazena nékteré nepfiznivé permutaci.

Bud' tedy by, by, ..., bgsm libovolnd permutace m jedniek a k + 1 pétek,
by = 1. ProtoZe plati m < k (podle predpokladu), existuje nejmensi index
dp takovy, Ze mezi Cleny by, by, ..., by, je stejny pocet jednicek jako pétek.
Zaménime-li v posloupnosti by, by, ..., by, vzdjemné jedni¢ky a pétky a pak
vynechdme prvni cifru (tj. pétku), dostaneme zfejmé onu nepfiznivou permu-
taci, jiZ je pfifazena dand permuatce by, by, . .., biim-

Zjistili jsme tak, Ze poCet vSech nepfiznivych rozestaveni fronty kupuji-
cich je roven poctu viech permutaci, v nichZ je m jednicek a k + 1 pétek a
v nichZ na prvnim misté stoji jednicka. Vynechdme-li tuto prvni jednicku,
dostaneme pravé vSechny permutace m — 1 jedniCek a k + 1 pétek, jichz

k
je P(m—1,k+1) = <m+

el ) ProtoZe v8ech permutaci je, jak jsme jiz

] m+k m+k\ . ‘s o .
uvedli, P(m, k) = r = , je pocet vSech pfiznivych permutaci
m

m+k m+k\ k—m+1/m+k
( m )_<m—1)_ k+1 ( m )
Je-li zejména m = k, tj. ve fronté je stejny pocet lidi s desetikorunou jako
s pétikorunou, miZe stat fronta bez zdrZzovani celkem

1 [2k
k+1\ k

zptsoby.

POZNAMKY A CVICENI

1. Kolika zplisoby miiZeme na $achovnici vybrat

(a) dvé pole (2016)
(b) dvé pole riznych barev (1024)
(c) dvé pole neleZici ve stejné fad€ ani ve stejném sloupci (1568)
(d) dvé pole rizné barvy spliiujici podminku (c) (768)
2. Necht py, ..., p, jsou navzdjem riznd prvolisla, ki, ..., k, budte libo-

volnd pfirozend Cisla. Uréete soucet viech délitelu ¢isla

k
q=p1‘-...-p,’j".
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10.

11.

(Mezi délitele pocitimeicislal agqg.)

ki+1
p11+ -1 . ‘ pic’n+1 _
p1—1 pn—1

Kolik existuje Sesticifernych &isel, v nichZ se vyskytuji tfi liché a tfi sudé
cifry?

(281 250)

Stény kazdé ze ti{ hracich kostek jsou ocislovéany Cisly 1, 4, 13, 40, 121
a 364. Kolik raznych souétd lze ziskat pfi hodu t€émito kostkami? (56)

Maiame Ctyfi bilé koule, tyfi Cerné koule a Ctyfi Cervené koule. Kolika
zpisoby je miZeme rozdé€lit do 6 rozliSitelnych pfihradek? (2000 376)

Havajskd abeceda ma 12 pismen: samohldsky a, e, i, o, u, souhldsky
hk L mnpw.

a) Dokazte, kolik Ize utvofit slov o ¢tyfech pismenech.

b) Kolik z uvedenych slov ma na druhém a Etvrtém mist€ samohldsku
a na zbyvajicich mistech souhldsku?

¢) Kolik slov m4 na druhém a étvrtém mist€ samohldsku?

Kazdy ¢lovék ma dva (biologické) rodice, 4 prarodice atd. Kolik pfedki
ma kaZdy z nés ve 20 predeslych generacich (cca v poslednim pil tisici-
leti)?

Palindrom je posloupnost symbold, ktera je stejnd, Cteme-li je zepfedu i
zezadu (napfiklad ,.tabat“). Urcete pocet sedmicifernych a osmicifernych
palindromt (v dekadickém zdpisu), nesmi-li se Zadna Cislice uZit vice
nez dvakrat.

z X7

. Dokazte, Ze kazdé palindromické ¢islo sudé délky je délitelné Cislem 11.

Urcete celkovy pocet pfirozenych &isel, v jejichZz dekadickém zépisu se
neopakuje Zadna cifra.

V méstské rad€ je 10 zéstupcu levice a 11 zdstupcl pravice. Levici
zastupuji 4 Zeny, pravici 3 Zeny. UrCete, kolika zpiisoby Ize sestavit

)
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osmi¢lenny vybor, v némZ ma byt stejny pocet zdstupcti levice i pravice
a stejny pocet muzu i Zen.

40,121
? (56)

. Kolika
W00 376)

whldsky

ohlasku

R ekl

ul tsici-

epredu i
ifernych
nzit vice
slem 11.
“Zpisu se

= Levici
- sestavit
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4 Rozklady konecnych mnozin

Vime, Ze rozkladem na mnoZiné A rozumime systém A neprazdnych po dvou
disjunktnich mnoZin, jejichZ sjednocenim je mnoZina A. Prvky systému A
nazyvame t¥idy rozkladu A. Systém X (A) viech rozkladi na mnoZiné A
uspofddame relaci < definovanou pomoci zjemnéni, tj. pro X, Y € K (A) plati

X<Y < UeX,VeY, UNV#P=UCYV).

Snadno lze dokdzat, Ze (K (A), <) je Uplny svaz izomorfni s Gplnym svazem
(8(A), <€) vsech ekvivalenci na mnoZiné A.

V tomto paragrafu ur¢ime | X (A)| pro kone¢nou mnoZinu A a uréime podet
rozkladi na tfidy o jistych pfedepsanych vlastnostech.

4.1. Definice. Ozna¢me B, pocet viech rozkladi na n prvkové mnoZing,
n € N. Cisla B, se nazyvaji Bellova Cisla.

Bellova Cisla se Casto vyskytuji v fadé aplikaci. Nejprve odvodime rekurentn{
formuli pro jejich vypocet.

4.2. Véta.
n
NEDY (k)Bk, By=1.
k=0
Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze zndme &isla By, . . ., B, a chceme urit &islo B,.1.

Bud X libovolnd mnoZina o n prveich. Bud'a ¢ X libovolny prvek. Polozime-li
X1=XU {a},je [X{|=n+1.

Bud'X| libovolny rozklad mnoZiny X . Prvek a le#{ v n&které t¥idé rozkladu
X ). Tato tiida méze mit 1,2, ..., n + 1 prvkd.

Spoctéme, kolik je na X rozkladt takovych, e prvek a lezi ve tid€ o k
prveich. Zbyvajicich k — 1 prvki v této ti{dé miZeme z mnoZiny X, vybrat

n - A N (P rd O v
(k 1) zplisoby. Mame-li utvofenu tfidu obsahujici prvek a, miZeme na

zbyvajicich n — k + 1 prvcich zvolit libovolny rozklad. Podle pfedpokladu je
téchto rozkladi B, 4. Podle pravidla sou¢inu odtud plyne, Ze prvek a lez{
vk-prvkové tfidé (k=1,...,n+1) v

n n
k-1 By = n— k1 By k41
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rozkladech. By pritom znadi pocet rozkladi, kdy a leZ{ ve tfidé€ o mohutnosti

n+1,4. By=1.
Pocet vSech rozkladd na X, je roven souctu vSech vyse uvedenych moz-
nosti. To je v8ak pravé dokazovana formule. °

4.3. Priklad. Z rekurentni formule 4.2 okamzité plyne:
By=1,By=1,B,=2,B3=5,B4=15,B5 =52, B¢ =203, ...

4.4. Poznamka. Podle piikladu 4.3 existuje na 4-prvkové mnoziné {a, b, c, d}
celkem 15 rozkladl. S usporfdadanim popsanym v tGvodu paragrafu tvoii tyto
rozklady dplny svaz, jehoZ hasseovsky diagram je na obr. 4.3.

[(a},{b,c,d}] [(b}.{ac.d}] [(c).{ab.d}] [(d}.{ab.c}] [{ab}.{c.d}] [(ac).{b.d}| [{ad}.{bc}]

[(a).{b}.{c.d}] [{a}.{c}.{b.d}] [(a).{d}.{bc}] |{b}.{c}.{a.d}| |{b}.{d}.{ac)]| [{c}.(d).{a,b}]

Obr. 4.3: Svaz rozkladd tyfprvkové mnoziny

Podle poctu prvkil v jednotlivych tfidach vySe uvedeného rozkladu je nej-
vEtsi prvek prvkem ,typu® 4, nejmensi prvek je prvkem typu 1+1+1+1, pod
nejvétsim prvkem lezi rozklady typu 143, respektive 2+2 a konecné€ nejmensi{
prvek pokryvaji prvky typu 1+1+2.

Tento intuitivné zcela zfejmy popis nyni precizujeme.

4.5. Definice. Bud’ A koneénd mnoZina. Necht rozklad A obsahuje A; tfid
mohutnosti i, (i =1, ..., k) aneobsahuje tfidu o mohutnosti vétsi nez k. Pak
fikame, Ze A je rozklad typu

1+1+- - +1+2+2+- - +2+---+k+k+---+k
[y ———
Al A2 Ak

nebo téZ typu

1222 e
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4.6. Priklad. Rozklad mnoZiny {1, 2,3, 4, 5, 6} na tiidy {1}, {2, 4}, {3,6}, a
{5} je rozklad typu 1+1+2+2 nebo té7 typu 1222

4.7. Vé&ta. Pocet rozkladii typu 112* .. k™ na n-prvkové mnoZiné je roven
Cislu
n!
G IRRN 1) L-B (/3) L W D P B W
pokud Ay +20y+ - +kry =n. Je-li Ay +20y +- - - + kA # n, je pocet rozkladii
uvedeného typu roven nule.

Diikaz. Je zfejmé, Ze rozklad typu 1*12*2 . .. k* na n-prvkové mnozing existuje
prave tehdy, kdyZ Ay +2A; +- - - + kA = n, nebot poet prvki jednotlivych tiid
je roven poctu prvki celé mnoZiny (tfidy rozkladu jsou po dvou disjunktni).
UrCeme tedy poCet rozkladii daného typu za predpokladu A +24,+- - -+kA; = .

KaZzdy rozklad typu 1*12*2 .. . k* vznikne tak, Ze v nasledujicim schématu
k k
{x},...,{x},{x,x},...,{x,x},...,{x,x,...,x},...,{x,x,..‘,x}

At A2 Ak

misto x vepiSeme postupné n&jakou permutaci prvké dané n-prvkové mnoziny.
Téchto permutaci je n!. Rizné permutace viak neuddvaji nutn& rizné rozklady.
Piedevsim udévaji tyZ rozklad permutace, lisici se jen poradim tifd o stejné
mohutnosti. ProtoZe tffd o mohutnosti i je A;, m@Zzeme z t&chto tfid utvofit Al
riznych permutaci. Celkovy pocet n! viech permutaci je proto nutno vydglit
Cislem Aj!- Al - ... - Al Pofadi prvki v kazdé t¥dg rozkladu, kterd m4 i
prvkd, lze zapsat i! moZnostmi. ProtoZe t&chto tiid je A;, miZeme poradi prvka
ve viech t€chto tfidach zapsat celkem i!-i!.....il = (i) zpisoby, aniz se

A
zméni mnoZiny, tvotici jednotlivé tiidy. Celkovy polet permutac{ je tak nutno
vydelit jeSt& &fslem (1D*' - (2D)* . ... . (k). Odtud jiz plyne dokazované
tvrzeni. °
4.8. Priklad. Na ¢tyfprvkové mnoziné md podle véty 4.7 existovat
4!
anz.nt.2ro1

rozkladdi typu 122'. Na obrazku 4.3 vidime, Ze tomu tak opravdu je.

2 X2

4.9. Definice. Budten > m pfirozend &isla. Oznadme S (n, m) poCetrozkladd
n-prvkové mnoZiny na m tfid. Cisla S(n, m) se nazyvaji Stirlingova &isla
2. druhu. Déle definitoricky klademe S(0,0) =1, S (0,n)=0pron € N.

=T |

=}

o L
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4.10. Priklad. Z obrazku 4.3 je vidét, Ze napiiklad S(4,2) = 7.

4.11. Véta. Budte X, Y neprdzdné konecné mnoZiny, |X| =n, |Y| =k, n > k.
Pak pro mnoZinu surj (Y X) vsech surjekci X na Y plati

|surj (Y )| = k! - S(n, k).

Dikaz. Bud f: X — Y surjekce. Tato surjekce urCuje rozklad mnoZiny X
na k tfid; jednotlivé t¥idy jsou uplné vzory prvki mnoziny Y. Kazdy rozklad
mnoziny X na k tiid pfitom urCuje k! surjekci X na Y. Odtud plyne tvrzeni. e

4.12. Véta.

Sh+1,k)=Sn,k—1)+k-Sn, k) prol <k <n,
Sn,n)=58hn,1)=1.

Dukaz. Predstavme si vSechny rozklady (n+1)-prvkové mnoziny {ay, . . ., Gus1}
na k tiid. V nékterych rozkladech tvofi prvek a,.; jednoprvkovou t¥idu. Téchto
rozkladd je S(n, & — 1). Ve vSech ostatnich rozkladech je prvek a,.; prvkem
nékteré tfidy o vice prvcich. Prvek a,,; je tedy v téchto rozkladech pfidén

k nékteré tfidé rozkladu mnoZiny {ai, ..., a,} na k tfid. Téchto rozkladi je
S(n, k) a prvek a,,; miZeme pfidat ke kterékoliv z uvedenych k tfid. Odtud
plyne dokazovand formule. e

4.13. Poznamka. Rekurentni formule z véty 4.12 ndm umoZziiuje postupné
pocitat hodnoty ¢&isel S(n, k). V tabulce na strané 171 uvadime nékteré hod-
noty Stirlingovych ¢&isel druhého druhu. Této tabulce se také fika Stirlingiv
trojithelnik.

Z Pascalova a Stirlingova trojihelnika Ize snadno odvodit tabulku 4.2,
shrnujici vysledky tvrzeni 3.8, 3.12 a 4.11 o zobrazenich n-prvkové mnoZiny
do mnoZiny k-prvkové.

V diagondle nésledujici tabulky je tu¢n€ vytiStén pocet n! bijekci mezi
n-prvkovymi mnoZinami. Nad diagondlou (n < k) je uveden pocet injekci

k), = n!(Z) a pod diagondlou (n > k) je pocet surjekei k! - S(n, k).
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45
k=1 2 3 4 5 6
‘ 4.1¢
n=1 1 2 3 4 5 vy
2 1 2 6 12 20 30
3 1 6 6 24 60 120
4 1 14 36 24 120 360
5 1 30 150 240 120 720 ...
6 1 62 540 1560 1800 720 ... |
pro.
JIZ v
Tab. 4.2: Tabulka poctu injekci, surjekef a bijekef
4.14. Véta. Pro vSechna redlnd x a kazdé p¥irozené n plati
n
X" =" S(n k) (). |
k=1 ales
Dikaz. Necht' |A| = m < |X| = n. Polet zobrazeni X do A je podle prikladu 4.17
3.21 roven &islu m". Bud nyni f: X — A libovolné zobrazeni. Pak je f
sujekce X na mnoZinu f(X) = Ay. Je-li | f(X)| = k, existuje podle véty 4.11
celkem k! - S(n, k) surjekci mnoZiny X na mnoZinu A;. Avsak k-prvkovych
podmnoZin v A je (Z) Odtud plyne, Ze existuje (:) - k!'- S(n, k) surjekci Dik
X na k-prvkovou podmnoZinu v A. Dokdzali jsme tak, ze eleg;
(
n m n
m' =y (k> KL S(n,k) =) () - S(n, k).
k=1 k=1
n ~
Polynomy n-tého stupné x" a ) S(n, k(x); se tedy shoduji v n + 1 hodno- Defi
k=1 vykl
tach 0, 1, ..., n. Jak z matematické analyzy vime, plyne odtud rovnost t&chto O
polynomad. ° je zc
4.15. Vita. ) Junk
n
S = ] —1).
(n+1,k) }: (i>S(t,k 1)
i=0
)
Dikaz. Pfedstavme si rozklady (n + 1)-prvkové mnoZiny {ay, ..., a,.;} na k o
tfid. KdyZ v kazdém z téchto rozkladii vySkrtneme tfidu obsahujici prvek a,.;, je lin
zlistanou ndm praveé viechny rozklady viech mnoZin K C {a1,...,a,}nak—1
tfid. Odtud plyne dokazovana formule. ° L(
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4.16. Poznamka. Z definice je zfejma souvislost Bellovych Cisel se Stirlingo-
vymi ¢isly 2. druhu; plati

B,=Sn, ) +S(n,2)+---+Sn,n) = Z Sn, k).

k=1

Odtud a z véty 4.15 lze snadno odvodit rekurentni formuli z véty 4.2. KdyZ
pro jednoduchost polozime S(n, k) = 0 pro k > n (jak je to ostatné vyznaceno
jiZ v tabulce ma strané 171), plati

ooS(n+1,k)=oo n r.l <SG k—1)=
yserin=23(7)

k=1 i=0

Bn+1

n

2:(): (’:) <§; S, k — 1)) =% <’Z)B"'

i=0

Pro Bellova &isla je zndma fada dulezitych vztahd. Na ukazku si odvodme

YNV wevs

alespoti dva z nejb&Znéjsich.

4.17. Véta. Pro kaZdé redlné cislo t plati
[e.e)

Z Fa " =D,
n!

n=0 .
Dukaz. Uvedeny vztah odvodil E. T. Bell jiZ v roce 1934. My vsak uvedeme

elegantn{ dikaz, ktery v roce 1964 uveftejnil americky matematik G. C. Rota.
Ozna¢me F mnozinu vSech redlnych funkci ¢(x) definovanych vztahem

o0 o0
Px) =) an- (), kde Y oyl < oo.

n=0 n=0
Definujeme-li s¢itdni funkei z F a nédsobeni téchto funkci redlnymi Cisly ob-
vyklym zpisobem, utvoiime zfejmé z F vektorovy prostor.

Pripomeiime si, Ze kdyZ V je néjaky vektorovy prostor a f: V — R

je zobrazeni (takovym zobrazenim se fikd funkciondl), nazyva se f linedrni
funkciondl, jestlize pro kazdé vektory u, v a kazd4 redln4 &isla «, B plati

flau+ Bv) =af (W) + Bf(W.

o0
Nyni ukdZeme, Ze zobrazeni L: F — R definované vztahem L(p) = ) «,
n=0
je linedrn{ funkciondl. Skute¢né:

LBp+ye) =) (Ban+ya) =Y an+y Y o, =BL(p)+yL(®).

n=0 n=0 n=0
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Z véty 4.14 déle plyne (vzhledem k tomu, Ze zfejmé& x" € F):

L(x") =L (Z S(n, k)(x)k) =Y S(n.k)=B
k=1

k=1
n

o0
Z matematické analyzy vime, Ze pro kazdé redlné &islo x plati e* = ) -

x 1

Odtud plyne, Ze e* € F, nebot fada ) = konverguje. Nyni muZeme snadno
n=0 1:

spoditat hodnotu L (e'*). Plati

. o0 M o0 i oo " . oo B, .
L(e )=L Z Y =ZL<T>=ZJL(X)=Z;Tt

n=0 n=0 n=0 n=0

PoloZime-li nyni ¢’ = 1 + u, obdrzime

= B = (% (x)

n oy _ _ _ n n _
S < var)=n (5 () -1 (X D) -
n=0 n=0 n=0

el u"
_ Yo pv = @D
- n!

4.18. Poznamka. V uvedeném dikazu jsme vyuZili zobecnéné binomické
véty. Podrobnéji o ni budeme, soucasné s dal§imi podrobnostmi o mocnin-
nych fadach, hovofit v paragrafu 9.

V nésledujici vét€ ukdZeme rozvoj Bellovych €isel v nekonecnou fadu.

4.19. Véta. (G. Dobinski)

1, 2" 3 4 =
B,l+1=;(1’+—.+—+—+ ZZ

Dukaz. Plati

Sl =1 Zy () = (O
ezzﬁzz(k—n)!‘; ; ’

(nebot'prok =0, ...,n—1je (k), = 0). Pro funkciondl L definovany v dikazu
véty 4.17 plati:
(K)n
L{(x)]=1= Z :

!
e k!

[§N

Pro

Pol«
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o0
Pro funkci ¢(x) = ) a,(x), odtud plyne
n=0

o0 o0
L), _ 1 w(k)
Llpe)l =) o) ——F == Z 5 Zanmn =- .
n=0 k=0 k=0
Polozime-li ¢(x) = x"*!, obdrzime dokazovanou formuli. ®

POZNAMKY A CVICENI

1. PovSimnéme si zajimavé skutecnosti: ¢isla

241 = 3
2x3+1 =
2x3x5+1 = 31
2x3x5x7+1 = 211
2x3x5x7Tx11+1 = 2311

jsou prvocisla, avSak

2x3x5x7x11x13+1 = 30031 =59 x 509

prvocislo neni. Uvedend faktorizace ¢isla 30031 je vSak jedina, jeho
predchiidce 30030 vSak mé 31 faktorizaci. Popiste, jak tento poCet sou-
visi s tim, Ze 31 = S(6, 2).
2. Dokazte, ze
a) S(n,2)=2""1-1

b) Stin—1)= ('21)
c) Sm+1l,m)=Sn,m—1)+m-Sn,m)

d) Sm,m)=Y (” ; I)OS(k, m—1)

k
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5 Princip inkluze a exkluze

Ucinnym prostiedkem pfi feSeni fady kombinatorickych dloh je tzv. princip
inkluze a exkluze (Cesky bychom mohli fici princip vylucovdni a zapojovdni
prvkii). Pred jeho formulaci si ukdZeme, v &em spoiva jeho podstata.

Budte M;, M, libovolné koneéné mnoZziny. Pak zfejmé plati
My U Ms| = M|+ | M| — |M; N\ M,]|.

Pro tfi mnoZiny je zfejmé, Ze mohutnost jejich sjednoceni obecné neobdrZime,
kdyZ od souctu jejich mohutnosti odeéteme mohutnosti priniki viech dvojic
téchto mnoZin. N&které prvky bychom totiZ mohli odegist dvakrat — a sice ty
prvky, které lezi v priiniku vSech tff t&chto mnoZin. Ziejme tak plati

IMy UM UM = |M|+|M]+|Ms| — |M; N M| — |M; N Ms| —
-—|A42r1A43|+|A41r\A42r7A4é|.

Zobecnénim popsaného procesu obdrzime ndsledujici princip inkluze a
exkluze.

5.1. Véta. Bud’ ddna konecnd mnoZina M. Necht’ prvky mnoZiny M mohou
mit vlastnosti oy, oy, . . ., &,. Symbolem M (o, , ayy, . . ., oty oe}l, a}z, e a}p)
oznacme pocet vSech prvkii mnoZiny M, které maji viastnosti a;,, oy, . . ., o,
a nemaji Zddnou z viastnosti o J1s s e s O, (bez ohledu na to, maji-li nebo
nemaji vlastnosti, které ve vyctu Qg Qg o Cig, Ay, Ay, O, nejsou uve-

deny). Pak plati

n
M@ oy ) = IMI= ) M)+ Mo, o) —
i=1

i<j

— Y M aj o)+ (1) M(as, @, ..., ).

i<j<k

Diikaz. Indukci vzhledem k poc¢tu vlastnosti.
(a) Pro jednu vlastnost je formule evidentn& spravnd, nebot jist& plati

M(ay) = M| — M(ay).

IS

(¥ 2]

(o)

™ tn

[,

Y ™

I VT
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(b) Necht’ dokazovana formule plati pro n — 1 vlastnosti, tj. plati

n—1
M@, o, .oap) = M=) M)+ M@,a;)—-+

i=1 i<j
+H=D""M (o, 00, .. @py). (5.1
Odtud vsak plyne, Ze pro prvky, které maji vlastnost a,,, plati

n—1
M@}, @y oy @) = M) = ) M@, @)+ +
=1

+(—1)n—1M(ai9 Q2,0 Oy—1, an)- (52)

Kdyz nyni od 5.1 odetteme rovnost 5.2, dostaneme na pravé strané pravou
stranu dokazované formule. Na levé strané obdrzime rozdil

M(d), ol oty _) — M(ay, ), oy, @),
coZ je oviem pravé M (o}, o), ..., a_1, Oy). e
5.2. Priklad. V jistém zdvodé zhotovili nasledujici piehled o svych zamést-
nancich:
V zdvodé pracuje celkem 250 muZi a 200 Zen. Predepsanou kvalifi-
kaci md 160 muZii a 140 Zen. Do prdce dojizdi 180 muZii a 100 Zen.
Kvalifikovanych muZii dojizdi 150, kvalifikovanych Zen 20.
Dokazeme, Ze uvedené hldseni je nepravdivé.

V zévodé pracuje celkem 450 zaméstnancti. Oznaéme nyni mozné vlast-
nosti zamé&stnanct nasledovné: «; znali piislusnost k muzskému pohlavi, o
dosaZeni predepsané kvalifikace, o3 dojizdéni. Z hldSeni plyne, Ze M(a;) =
= 250, M(ap) = 300, M(a3) = 280, M (a1, 2) = 160, M(ey, a3) = 180,
M (a2, a3) = 170 a konedné M (ay, oz, a3) = 150. Spoétéme M (a}, ), 3), tj.
pocet nekvalifikovanych nedojizd&jicich Zen. Podle principu inkluze a exkluze
plati:

M(aty, b, oy) = 450 — 250 — 300 — 280 + 160 + 180 + 170 — 150 = —20,
coZ neni mozné. Proto musi byt alespoii jeden tdaj v hl4Senf nepravdivy.

5.3. Véta. (Specialni pfipad principu inkluze a exkluze) Necht’ve vété 5.1 pro
kaidé k = 1, ..., n a pro kaZdou kombinaci vlastnosti a;,, &y, . . ., &, ZAVIs(
¢islo M (ay,, oy, . . ., @) = M (k) pouze na poCtu téchto viastnosti. Pak plat{

’ / n n n
M@}, ... o) =M - <1)M(1) + (2>M(2) = (3)M(3) +..

e (=) (:)M(n).
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Diikaz. Dikaz je zcela ziejmy. °

5.4. Priklad. Zabyvejme se ndsledujicim problémem, v matematické literatufe
zndmym pod ndzvem ,,Probleéme des Rencontres*.

OznaCme S, mnoZinu v§ech permutaci mnoZiny {1, 2, ..., n}, tj. mnoZinu
viech bijekci f: {1,...,n} —> {1, ..., n}. (Vime, Ze |S,| = n!.) Na§im dkolem
Je zjistit, kolik z t&chto permutaci nem4 ani jeden pevny bod. (Pfipomefime si,
Ze x je pevny bod zobrazeni f, kdyZz f(x) = x.)

Bud f € S,. Rekneme, 7¢ f m4 vlastnost o; (i = 1,...,n), jestlize

S (i) = i. Nasim tkolem je tedy urCeni ¢isla M (], ..., «),). Pfitom je zfejmé,
Ze miZeme aphkovat vétu 5.3 a plati

MD=@m-1!, MQ=mn-2) ... , ME)=m-k! ad

Proto

M@, ....a) = nv—<")(n—1)v+(")(n—2)v—(")(n—3)!+
o - (] () - (5

# --+(—1)”(:)(n—n)!=Z(——1)k(:)(n—k)!=
n! (— 1)"
Z( D e = Z

( 1 1 1 (—1)”)
l——+—— =+ + .
121 3! n!

5.5. Priklad. Pomoci piikladu 5.4 snadno vyfe$ime nasledujici tzv. problém
Satndrky.

Predstavme si, Ze do Satny odevzdalo n osob sviij klobouk. Jakd je prav-
dépodobnost g, toho, Ze kdyZ vSichni ztratili listek od Satny a Satndrka
Jim klobouky p¥i odchodu vyddvala zcela nahodile, dostal alespori jeden
clovek svij klobouk?

K 3atn€ mohlo n osob pfichézet celkem v n! pofadich. (Pfitom samoziejmé
pfedpokldaddme, Ze vSechna poradi jsou stejné pravdépodobnd.) Z ptikladu 5.4
okamZit& plyne, Ze pravdépodobnost toho, Ze nikdo nedostane sviij klobouk, je
rovna ¢islu

1 1 1 (— n"
TR TR TR nt

Pravdépodobnost toho, Ze alespoti jeden Elovék sviij klobouk dostane, je

proto

1 1 1 (=1)+!
ooty Tt T




IRIKA

sratuie
poZinu
ikolem

ime si,

estlize
rejmé,

k) =

roblém
rav-

irka

ziejme
adu 5.4
ouk, je

Iane, je

5. Princip inkluze a exkluze 43

5.6. Poznamka. Jak jsme uvedli jiz v dikazu véty 4.17, plati pro kazdé redlné
[ee) n

X . 7 2z
Cislo x vztah e = ) — . Zejména tedy plati
n=0 7:

A . 1 1 1
—1——: =] — — —_— - ..= N}
¢ T ZO e TR TR A P
h=

lee]
n=1

1
Odtud plyne, Ze lim g, =1— —(=0,632121 ...). Navic posloupnost (g,)
n—o00 e
konverguje ,,velmi rychle®, nebot napiiklad

g1=1;¢g,=0,5 g3 =0,6; g4 = 0,625; g5 = 0,63; ...; g3 = 0,63211...

Odtud plyne prekvapujici zjisténi, Ze pravdépodobnost q, se s rostoucim n
prakticky neméni.

5.7. Priklad. Metodou inkluze a exkluze lze vyfeSit i jiny zndmy kombinato-
ricky problém, tzv. iilohu o hostech (v literatufe béZné nazyvanou Probléme
des Ménages).

Formulace tohoto problému je jednoduchd: Kolika zpiisoby miiZeme rozsa-
dit kolem kulatého stolu n manZelskych pdri tak, aby se muZi a Zeny pravidelné
stfidali a Zddni dva manZelé pritom nesedéli vedle sebe?

Nejprve se dohodnéme, kterd rozesazeni budeme povaZovat za rizna.
Ulohu vyfe$ime nejprve tak, 7a dvé rozesazeni budeme povazovat za riznd,
existuje-li alespoii jedna zidle, kterd je v téchto rozesazenich obsazena rliznymi
osobami. Kdy? tento vysledek vydélime Cislem 2n, nerozliSujeme rozesazent,
z nichZ jedno vzniklo ,,pooto¢enim‘ druhého.

Vsechna rozesazenf rozdélme do 2 - n! disjunktnich skupin podle toho, jak
se rozesadi Zeny. Nyni uréime pocet rozesazen{ v té€chto skupinéch.

.....

v vz

vSech rozesazen{ muzi, pfi nichZ Zaddny muZ nesedi vedle své Zeny.
Vsech mozZnych rozesazeni muzi je n!. OznaCme o; nésledujici vlastnost
t€chto rozesazeni: i-ty muZ sedi vedle své Zeny. Pak plati:

rmy=nl=Y M)+ M) — Y M, aj,e)+...

i=1 i<j i<j<k

ek (=D)"M (e, ..., ).

Uvédomme si, Ze v tomto piipadé nemiZeme uZit specidlniho piipadu prin-

cipu inkluze a exkluze. Pro rlizné k-tice vlastnosti o, . .., o, jsou totiZ ¢isla
M(«;,, ..., a;) obecné zna¢né odliSnd. Je totiZ ziejmé, Ze sedi-li pfisluSné Zeny
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»pohromad&*, maji jejich muZi podstatné mén€ moznosti k rozesazent, neZ kdyz

jsou jejich Zeny rozptyleny. Formalni popis té€chto zavislosti je znaéné kom-

plikovany a tak vypocet jednotlivych hodnot M («;,, ..., «;,) je prakticky vy-

louceny. Nastésti je snadné spocitat soudet »  M(w;,,..., ;). Tato suma
iy <<,

udéva podet vSech rozesazeni, kdy kazda k-tilce mlﬁiﬁ sedi vedle svych Zen (bez

ohledu na to, jak jsou rozmisténi dal$i muZi).

Kolem stolu je rozmisténo 2n Zidli a mezi nimi je 2n mezer. Pfedstavme
si, Ze n€ktera k-tice muZzi sedi vedle svych Zen a ozname k mezer mezi témi
zidlemi, na nich sedf piisluiné manZelské pary. Z4dné dv& z t&chto mezer
nyni nemohou byt vedle sebe, protoZe v tom piipadé by néktery muz musel mit
z obou stran svou Zenu nebo by nékterd Zena méla z obou stran svého muze.

Z uvedeného plyne, Ze pocet vSech rozesazeni, kdy nékterd k-tice muzi
sedi vedle svych Zen, je roven poctu zpisobu, jak z 2n mezer vybrat k-tici
tak, aby Zadné dve vybrané mezery nebyly vedle sebe. Toto Cislo vSak umime
jednoduse spocitat podle piikladu 3.32; ¢islo

2n 2n —k

udava pocet rozesazeni, kdy pravé k muzi sedi vedle svych Zen. Pfi urdo-

véani Cisel M («;,, . .., ;) vSak zbyvajicich n — k muZi miiZe byt rozesazeno
jakkoliv, tj.
2n 2n —k

2 M@ @)= (- Bl ( . )

i <--<ip
takze

2n 2n—1 2n 2n—2
= nl—@n-—)—r0 -2t = s

r(n) n!—(n )h—l( 1 )+(n )Zn-Z( 5 ) +

e o200\ 2n (2n—k
+(=1)"(n n)!n(n)-g( D¢ (n k):—zn_k( L )

Cislo r(n) udéva polet feSeni pfi zadaném rozesazeni Yen. ReSenim dlohy
o hostech je tedy &islo

= 2n [2n—k
2.n!2(——1)"(n—k)!2n_k(nk )
k=0 .

Ze nemd nadgji na dspéch snaha najit vechna feseni jejich vycétem, plyne
z toho, Ze jiZ napfiklad pro n = 6 je té€chto moznost{ 115 200.
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EkdyZ Metodou inkluze a exkluze lze snadno fesit i n&které problémy z teorie
kom- ¢isel. Na ukdzku odvodime tzv. Eulerovu funkci ¢ (n).

[y Vy-

w;@a 5.8. Priklad. Pro kaZzdé pfirozené &islo n > 1 oznalme ¢(n) polet t&ch piiro-
. zenych Cisel menSich nez n, kterd jsou s Cislem n nesoudélna.

Odvodime formuli pro vypocet hodnot funkce ¢ (n).
Vime, Ze kaZdé pfirozené Cislo n 1ze jednoznaéné rozloZit na soucin prvo-

prvme &initeld. Necht tedy
1 ténu r I 14%
n=p'-py-...-pt
mezer
el mit je tento rozklad (tj. pi, ..., px jsou vSechna navzdjem rtznd prvocisla délici
m7e. Cislo n).
muzi Pro kazdé i = 1, ..., k ozname «; vlastnost: pfirozené Cislo je délitelné
- k-tici prvoCislem p;. Je ziejmé, Ze mezi Cisly 1, ..., n je Cisel s vlastnosti «; pravé
Emime ﬁ'
i
Podle principu inkluze a exkluze plati
p(n) = n—Y M@)+y M, o) =+ (DM@, ....a) =
i i<j
| urco- n n x n
= n-— —+ -t (=)
—— Zi:l’i ;Pipj Dit-.-" Dk
nebotmezilislyi =1, ..., njeziejmé délitelnych &isly p;, ... p;,.
Pi - Dig
Dile je viak ziejmé, Ze plati 1
1 1 1 n
(1——)-(1——)-~--'(l——)=1—2—+2 "
P1 P2 Pk T Pi i< pipj
R (_1)k_L__'
pi - * Pk
)
] Dokézali jsme tak, Ze

dlohy _ (1_L)<1_i). .(1_1)= .k(l_i)
pn)=n p 2 o n [}[ P .

Zname-li tedy rozklad ¢isla n na soucin prvoéiniteld, Ize hodnotu ¢(n) snadno
spocitat. Napiiklad 1000000 = 10% = 2° . 59, takze

1 1
- plyne ©(1000000) = 1000000 - (1 = 5) . (1 — g) = 400 000.
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5.9. Priklad. Pomoci principu inkluze a exkluze odvodime formuli pro vypo-
get |surj (Y¥)|.

Necht tedy jsou X, Y konecné mnoZiny, |X| = n, |Y| = k. Necht ¥ =
={y1. ..., y}. Podle piikladu 3.21 vime, Ze |V *| = k".
Rekneme, Ze prvek f € YX m4 vlastnost o, jestlize y; ¢ f(X). Pak

|surj (Y%)]

Il

k* — <11<>M(1) 4 (g)M(Z) — e+ (=D*M (k) =

k /k
Z(—l)’(.)(k — iy
i=0 g

Ve vét€ 4.11 jsme vSak odvodili, Ze

Il

|surj (Y¥)| = k! - S(n, k).

Porovnanim uvedenych dvou formuli pro vypocet poctu surjekci jedné konecné
mnoZiny na druhou obdrZime nésledujici formuli pro Stirlingova &isla 2. druhu:

1 . i k -\
S(n, k) = -];-'Z(—n (i)(k—t) .
T =0

POZNAMKY A CVICENI

1. Funkce f definovand na podmnoZin€ mnoZiny N se nazyva multiplika-
tivni, kdyZ jeji defini¢ni obor je uzavieny vzhledem k ndsobeni a pro
kazda dv€ nesoudélnd C&isla x, y plati f(x - y) = f(x) - f(y). Dokazte,
Ze Eulerova funkce ¢(n) (viz 5.8) je multiplikativni.

2. Mobiova funkce u(n) je pro n € N definovéna nasledovné: w(n) nabyva
hodnoty 1, pokud je n sou¢inem sudého poétu navzdjem riznych prvoci-
sel, hodnoty —1, pokud je n souéinem lichého po¢tu navzdjem riznych
prvocisel a konecné je rovno O v ostatnich pfipadech.

Dokazte, Ze

d
¢(n)=n-2#,

din

kde se séitd pres vSechny délitele &isla n (véetn€ 1 a n).
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ypo- 3. Dokazte, Zze Mobiova funkce je multiplikativni.

) 4. V potitacové ulebné je 30 potitacl, z nichZ 20 b&Zi pod operatnim
r= systémem Windows, osm md 21” monitor, 25 ma instalovan CD-ROM,
20 m4 alespoii dva z t&chto atributti a 6 ma viechny tfi.
a) Kolik pocitatli ma alespoii jednu z uvedenych vlastnosti?
b) Kolik poéitac nemd Zadnou z nich?

¢) Kolik potitatd md pravé jednu z vlastnosti?

ecné

plika-
a pro
cazte,

abyva
voci-
znych
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6 Rozklady prirozenych cisel na s¢itance

V tomto paragrafu se budeme zabyvat ndsledujicim problémem: Budte n,k
prirozend Cisla. Kolika zpiisoby lze Cislo n rozloZit na k pFirozenych sc¢itancii?

Je zfejmé, Ze pro k > n je tento pocet roven nule, pro k = 1 nebo k = n je
pak roven jedné. Pro 2 < k < n — 1 je t€chto mozZnosti vice. Musime se v§ak
dohodnout, kterd rozloZeni ¢isla n budeme povaZovat za riznd. Konkrétn€ jde
0 to, zda ndm zaleZi nebo nezéleZi na poradi séitanca.

vvvvv

s w2

6.1. Definice. Kompozici ¢isla n na k s¢itanci rozumime kazdou uspofada-
nou k-tici [xy, ..., x;] pfirozenych &isel takovou, Ze

X1+Xx2+---+X=n.

7 X7

Pocet viech kompozici ¢isla n na k s¢itancti oznaéme K (n, k).

(Termin kompozice zavedl Percy A. MacMahon.)

6.2. Véta. Pro kaZdd prirozend Cisla n, k plati

n—1
K(n, k)= (k—1>'

Dikaz. Postupujeme analogicky jako v piikladu 3.30. M&jme n jednicek a
pfidejme k nim k£ — 1 nul. VSech permutaci t&chto jedni¢ek a nul je P(n, k —

k-1
k — 1 nul na & dsekd. Ozna¢me x; pocet jedniéek v i-tém tiseku. Dostaneme tak
k-tici [xq, ..., x;] takovou, Ze x; +x+- - - +x; = n. Tato k-tice v8ak obecné& neni
kompozici ¢isla n, nebot' n€kterd x; mohou byt rovna nule. Abychom zajistili, Ze
viechna x; jsou nenulové, umistime do kazdého tseku jednu jednicku pfedem
a zbyvajicich n — k jedni¢ek pak miZeme rozdélit libovolné, tj. P(n —k, k—1)
zpisoby.
Dokdzali jsme tak, Ze

+k—1
-1 = (n ) Je-liay, ..., apu—1 nekterd z téchto permutaci, rozdéli ji

i (n—ktk=1  (n—1
K@ k)= P(n—kk 1"(n—k)!-(k—l)!'(k—1)'

t
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7 %z

6.3. Poznamka. V prib&hu dikazu véty 6.2 jsme ukazali, Ze kompozici isla

+k—1
n na nejvyse k séitanct je P(n — k, k — 1) = (n k1 )

6.4. Priklad. Podle véty 6.2 lze Cislo n = 7 rozloZit na tfi sCitance celkem
6
K(7,3) = (2) = 15 zpisoby.

Ptislusné kompozice jsou nasledujict:

5+1+1 4+2+1 3+2+2 3+3+1
1+5+1 2+1+4 2+3+2 3+1+3
1+1+5 1+2+4 2+2+3 1+3+3

4+1+2

2+4+1

1+4+2

Pokud bychom v8ak poradi s¢itanci nebrali v Gvahu, 1ze ¢islo 7 rozloZit na
tfi s¢itance étyfmi zpusoby (sloupce v hofej§im rozpisu).

Jak uvidime, je situace s uréenim poctu rozkladd ¢isla n na k sCitanct bez
ohledu na jejich poradi podstatné komplikovanéjsi.

Z X7

6.5. Definice. Budte n, k pfirozend &isla. Rozkladem &isla n na k séitanci ro-
zumime kaZdou (neuspofadanou) k-tici pfirozenych &isel xy, . . ., x; takovou,
Ze

X1+ +Xp=n.

Pocet vSech rozklada &isla n na k s¢itanct oznalme p(n, k).

6.6. Poznamka. To, Ze v rozkladu x; + - - - + x; ¢isla n na k s¢itancii na poradi
té€chto séitanci nezaleZi je totéZ, jako kdyZ se dohodneme na jistém piesné
stanoveném poradi, v jakém budeme tyto rozklady zapisovat. Nadale budeme
proto rozklady psat tak, Ze x; > xp > ... > x;.
Pfedpokladejme nyni, Ze
n=xy+xy+---+x;
je rozklad &isla n na k scitanct. Pak

n—k=@ —D+G—1)++—1)

je rozklad ¢isla n — k na k nebo méné séitanci (nebot’ nékterd x; se mohla
rovnat jedné). Pfitom uvedené pfifazeni (xy,...,x;) — (x;—1,...,x — 1)
je evidentné bijekci mnoZiny vSech rozkladu éisla n na k séitancti na mnoZinu
vSech rozkladu ¢isla n — k na nejvyse k s¢itanca.

Dokaézali jsme tak, Ze plati nasledujici véta.
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6.7. Véta.

k
pn, k)= " pn—k,i) pn,1)=pnn) =1

i=1

6.8. Poznamka. Uvedend rekurentni formule ndm umoZiiuje postupné pogitat
vSechny hodnoty p(n, k). Tyto hodnoty pro &isla n,k = 1, ..., 10 uvadime
v tabulce na strané 169.

k
6.9. Poznamka. Cislo g(n, k) = Y p(n,i) udava pocet rozklada ¢&isla n na
i=1
nejvySe k scitancl. Pfitom lze &islo g(n, k) najit pfimo mezi &isly p(x, y).
Podle véty 6.7 totiZ zfejmé plati

q(n, k) = p(n+k, k),

takZe napiiklad ¢(6, 3) = p(9,3) = 7.
V roce 1942 dokdzal F. C. Auluck, Ze pro velkd n je g(n, k) ptiblizng
1 /n—1
Kisly —
rovno &islu a (k _q
kompozici &isla n na k sitanci je priblizn& k! krat vétif neZ pocet rozkladd
¢isla n na nejvyse k s¢itanci.

). To potvrzuje veelku oéekdvanou skutecnost, Ze podet

n
Cislo p(n) :=q(n,n) <= > p(n, k)) udava pocet vSech rozkladi ¢&isla n.

k=1
Podle vySe uvedeného plati

p(n) = p(2n, n),

takZe i Cisla p(n) lze zjistit z tabulky &isel p(n, k). (Kromé& toho je p(n)
samoziejme rovno souctu viech &isel v n-tém sloupci této tabulky.)

Tabulka ¢isel p(n) je uvedena v ptiloze na stran& 170.

Ztabulky &isel p(n) je zfejmé, Ze jiZ pro pom&mé malé hodnoty 7 je vypocet
hodnot p(n) pomoci rekurentni formule pro p(n, k) zdlouhavy a kompliko-
vany. (O vyhodn&j§im zpdsobu vypoctu hodnot p(n) se zminime v paragrafu
9 — viz vétu 9.6.)

Vzhledem k tomu, Ze neni zndm jednoduchy explicitni vzorec pro piimy
vypocet&isel p(n, k), respektive p(n), byly odvozeny alespoi vztahy popisujici
asymptotické chovani t€chto &isel. Tak napfiklad Hardy a Ramanujan odvodili,

ze
2n 4n
lgp(n) ~n,/ — —lg—.
gp 3 g\/§
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V roce 1937 odvodil H. Rademacher, Ze p(n) lze vyjadfit jako soucet jisté
konvergentni nekone&né fady. Pro ukédzku jeho vysledek uvedme:

p(n) =Y Ly(n) - yy(n),

g=1

: Sk
e £
gn)=m > Tn

dn 1
7

kde

2npmi

Lq(n)=pr,q-e” a
p

kde w), , je 24. odmocnina z jedné a p probihd vSechna cela Cisla nesoud€lna
s ¢ mens$i nebo rovna &ishu g.

6.10. Poznamka. V fad€ dvah o rozkladech pfirozenych &isel na s€itance jsou
velmi uzite¢né tzv. Ferrersovy diagramy, v nichZ kazdému scitanci odpovida
fadek bodl v roviné. I bez pfesné definice je jist¢ vSe zfejmé z nésledujiciho
piikladu:

o O
o O
o O

S+4+1+1 —

0O O 0O O

Je-li @ rozklad &isla n, pak tzv. adjungovany rozklad o™ k rozkladu o
obdrzime tak, Ze Ferrersiv diagram rozkladu « pfecteme, jednoduse feceno,
po sloupcich. Tak napfiklad adjungovany rozklad k vyse uvedenému rozkladu
5+4+1+1jerozklad4+2+2+2+1.

Plati-li @ = «*, nazyva se rozklad o samoadjungovany.

Pokusme se nyni zjistit, kolik md &islo n samoadjungovanych rozkladi.
Nejprve uvazme nésledujici jednoduchy ptiklad.

Samoadjungovanym rozkladem ¢isla 13 je napiiklad rozklad 5+3+3+1+1.
Ferrerstiv diagram tohoto rozkladu je ndsledujicf:

0—0—0—0—0
c—0

o O

O0—0—Q—0—
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Kdyz seCteme v uvedeném diagramu navzdjem propojené body, obdrzime roz-
klad 9+3+1. Zamyslime-li se nad tim, jak rozklad 9+3+1 vznikl, uvédomime si
Jisté okamZité, Ze jde zdkonit& o rozklad s navzdjem riznymi lichymi s&itanci
(pokud byl samoziejmé plvodni rozklad samoadjungovany). KdyZ si nyni
navic uvédomime, Ze obridcenim uvedeného postupu zase naopak kaZzdému
rozkladu ¢isla n na navzdjem rizné liché s¢itance pfifadime evidentné samo-
adjungovany rozklad Cisla n, pfiCemZ popsané zobrazenf je zfejmé bijektivni,
je jasné, Ze jsme dokazali ndsledujici tvrzeni.

6.11. Véta. Pocet samoadjungovanych rozkladii éislan je roven poctu rozkladii

s v

Cisla n na navzdjem riizné liché séitance.

Pomoci Ferrersovych diagrami lze okamZité — pouhou zdménou fadka a
sloupcii — odvodit i dalsi tvrzeni.

6.12. Véta. Pocet rozkladii ¢isla n na scitance nepievysujici Cislo k je stejny
Jako pocet rozkladii ¢isla n na nejvyse k séitancii.

Na mnoZin€ Y vSech rozkladi (vSech pfirozenych &isel) je obvyklé defi-
novat vhodné uspofadéni ndsledujicim zptsobem. (Pro formdlni jednoduchost
nyni ztotoZnime rozklada; > a, > ... > a; s posloupnosti (ai, ..., a0, ...,

0,...))

6.13. Definice. Bud' Y mnoZina viech nerostoucich posloupnosti nezépor-
nych celych &isel, jejichZ souctem je pfirozené &islo (tj. viechny &leny kazdé
posloupnosti jsou od jistého indexu i > 2 rovny nule). Definujeme relaci <
na Y tak, Ze pro libovolnd « = (a,),2,, B = (b,)>2, plati:

n=1?

a<fB & a; <b;prokaidéi € N.

OkamZit€ z definice je zfejmé, Ze plati nasledujici véta.

6.14. Véta. Relace < definovand v 6.13 je uspotdddni na mnoziné Y a (Y, <)
Jje svaz, v némz

aVvyp
a AP

(max {a;, b1}, max {a,, by}, ...)

(min {a;, b1}, min {ay, by}, ...).

6.15. Poznamka. Svaz (Y, <) je obvykle nazyvan Youngiiv svaz.

Cist tohoto svazu je naobr. 6.4,

Poget prvki ,,vy8ky“ n v (¥, <) je zfejm& p(n). Snadn4 je téZ odpovéd na
otdzku, kolik prvki prvek o € Y pokryva a kolika prvky je pokryt. Je ziejmé,
Ze kdyZ rozklad o obsahuje k riznych s&itancli, pak o pokryva k prvki a je
pokryt k + 1 prvky.
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 roz- 5 4+1 13421 [3+1+1] 1242+1]  [2+1+1+1] [1+1+1+1+1] n=5
me si
tanci
eyt 4 3+1] 242 2+1+1 Lrl+l+l n=4
¥mu
=me- 3 241 ESES] n=3
fIvni,
wdadl; 2 1+1 n=2
ik a 1 n=1

Obr. 6.4: Younglv svaz

gejny
defi- POZNAMKY A CVICEN{
chost
''''' 1. Srinivasa Ramanujan dokdzal fadu vlastnosti ¢isel p(n, k) a p(n), napii-
klad skuteCnost, Ze pro kazdé n € Ny je p(5n + 4) nasobkem 5. Ovéite
por- tuto skute¢nost pron =0, 1, 2.
azdé
ki < 2. OznaCme ¢ (n) pocet rozkladi ¢isla n, jejichZ kazdy s¢itanec je mocninou
- &isla 2 (véetng 20 = 1).
(a) Vypoctéte t(n)prol <n <6.
I (b) Dokazte, Ze t(2n + 1) = t(2n).
(c) Dokazte, Ze t (n) je sudé pro vSechna n > 1.
. <) 3. Jiz Galileo Galilei fesil problém, pro¢ pii hazeni kostkami nepada stejné
casto soucet 9 a 10.
a) UkaZte, Ze Cisla 9 a 10 maji stejny pocet rozkladii na tfi s¢itance,
které jsou nejvyse rovny 6.
b) Zdivodnéte, pro¢ pfesto nepadd soucet 9 stejné Casto jako soudet
10.
&d na
eimé, 4. Dokazte, Ze p(2r +k,r +k) = p(2s + k, s + k) prokazdé r, s € N.
0 a je

S. Dokazte, Ze ¢islo p(r + k, k) je rovno:
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o z k + s o o
a) poctu rozkladu &isla r + ( ) na k navzédjem ruznych s¢itanci;

b) poctu rozkladu &isla r na s€itance nejvySe rovné k.

6. Pomoci Ferrersovych diagrami dokaZte rovnost p(n) = p(2n, n).

7. Hardy a Ramanujan v r. 1919 dokézali, Ze

21 evE
p(n)—4m/§e 3.

Porovnejte hodnotu p(70) podle tohoto tvaru s pifesnou hodnotou (viz
tabulku na strané 170).

S | [~ = D = . o )

Fal s T i |
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citancu;

7 Rozdélovani do prihradek

V tomto paragrafu v podstat€ jen shrneme nékteré vysledky odvozené jiz diive,
pfeformulujeme je v3ak do jazyka tzv. ,pfihradkové“ kombinatoriky. Mnohé
tlohy Ize totiZ prevést na nasledujici problém: kolika zpiisoby lze n pFedmétii
rozdélit do k pFihrddek?

Vzhledem k tomu, Ze jak pfedméty, tak pfihrddky mohou byt vzdjemnd
rozliSitelné, respektive nerozliSitelné, a na rozmisténi mohou byt kladeny dalg{
omezujici podminky (napf. aby vSechny piihradky byly neprazdné, aby pocet
prvki v riznych pfihradkéach byl rizny apod.), Ize dloh tohoto typu zformulovat
celou fadu. Reseni n&kterych z nich mize byt velmi komplikované.

Cetné aplikace t&chto vysledkl lze najit i mimo matematiku, napf. ve
statistické fyzice.

Jest€ pred feSenim tloh uvedeného typu si zformulujeme nésledujici evi-
dentnf{ tvrzeni, zndmé jako Dirichletitv princip.

tou (viz

7.1. Véta. P¥ikaZdém rozdéleni n predmétii do k pFihrddek, kde k < n, existuje
alespori jedna prihrddka obsahujici alespori dva predméty.

Jakkoliv je Dirichletiv princip jednoduchy, umozZiiuje feSeni fady tloh.
Radu zajimavych piikladd lze najit napiiklad v [7].

7.2. Priklad. Dokazte, Ze kdyZ v obdélniku o rozmérech 6 cm x 4 cm vybereme
libovolné 25 bodii, pak mezi nimi existuji alespori dva, které maji vzddlenost
mensi nez 1,5 cm.

Lezi-li dva body v jednotkovém Ctverci, je jejich vzdalenost rovna nejvyse
V2, coZ je méné nez 1,5. Kdybychom tedy chtéli 25 bodid rozmistit tak, aby
kazdé dva mély vzdélenost alespoii 1,5 cm, mohli bychom do kazdého &tverce
o stran€ 1 cm leZiciho v daném obdélniku umistit nejvyse jeden bod. Obdél-
nik vSak Ize pokryt nejvySe 24 takovymi ¢tverci. Podle véty 7.1 tedy mezi
libovolnymi 25 body jsou alespoii dva ze stejného &tverce.

7.3. Véta. Budte k, n libovolnd pFirozend Cisla. Pak Ize n rozlisitelnych pied-
méti rozmistit do k rozlisitelnych prihrddek pravé k" zpiisoby.

Diukaz.Je-li X = {xi, ..., x,} mnoZinan pfedmétiaY = {y;, ..., y;} mnoZina
k ptihradek, pak je evidentni, Ze rozdéleni pfedmétl do pfihradek je totéZ jako
zobrazeni mnoZiny X do mnoZiny Y. (Prvek x; se zobrazi na tu pfihrdadku, do
které je umistén.) Odtud a z véty 3.21 okamZité plyne tvrzeni. ®
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Pii popsanych rozmisténich pfedméti do pfihrddek existuji samoziejmé
pfihradky, které mohou ziistat prézdné. Chceme-li pfedméty X rozmistit do
prihradek Y tak, aby Zddnd prihrddka nezistala prazdng, je to zfejmé totéz,
jako sestrojit surjekci X na Y. Odtud, z véty 4.11 a z piikladu 5.9 plyne
nésledujici tvrzeni.

7.4. Véta. Bud’ ddno n rozliitelnych predméni a k rozlisitelnych pFihrddek,

n > k. Polet rozdéleni'téchto predmétii do pFihrddek, prinichz Zddnd prihrddka
neziistane prdzdnd, je roven Cislu

k
kK'\S(n, k) = }:(—1)" (i‘) (& ~D",

i=0
Podobné z disledku 3.8 plyne
7.5. Véta. Bud’ ddno n rozlisitelnych predméni a k rozlisitelnych p¥ihrddek,

k = n. Pocet rozdéleni predméti do prihrddek, p¥i nichZ kaZdd prihrddka
obsahuje nejvyse jeden prvek, je roven &islu
Kn=k-(k—1)-...-(k—n+1).

Nyni uvaZujme piipad, kdy mame opét k rozliSitelnych piihradek av$ak n
vzdjemné nerozliSitelnych pfedmétd. Uvédomime-li si, Ze za pfedméty miizeme
vzit napfiklad cifry 1 (v poftu n) a piihrddky miZeme oznadit xi, ..., xi, je
okamZité zfejmé, Ze tato tloha je ekvivalentni s uréenim po&tu kompozici
¢isla n. Checeme-li ptitom, aby v kazdé prihradce bylo alesponi r predméta,
miZeme nejprve do kazdé piihrddky r pfedmét vloZit a zbyvajicich n — kr
predmétii pak rozdélit libovolng. Odtud, z véty 6.2 a pozndmky 6.3 okamZits
plyne nésledujici tvrzeni.

7.6. Véta. Budte k,n libovolnd pFirozend &isla. Pak lze n nerozlisitelnych
predmétii rozmistit do k rozliSitelnych pFihrddek prdvé

n+k—1
k—1
zpusoby.

Chceme-li, aby v kaZdé pFihrddce bylo alespori r pFedmétii, je téchto moz-

nosti
n—kr+k—1
k—1 '

Maji-li zejména byt vSechny pFihrddky neprdzdné, je moZnosti celkem

(1)

N

ng

pr
Jel
pr

‘7 |
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Nyni uvaZzme pfipad, kdy jsou pfihradky nerozlisitelné. Necht' tedy je ddno k
nerozliSitelnych pfihradek a n rozliSitelnych pfedméti. Rozdglit tyto predméty
do prihradek tak, aby pravé p téchto piihradek bylo neprazdnych, evidentng
znacli utvofit rozklad na mnoZiné pfedmétl na pravé p tiid. Podle definice 4.9
uddva pocet téchto rozkladd Stirlingovo &islo 2. druhu S(n, p).

Odtud okamzité plyne

7.7. Véta. Pocet rozmisténi n rozlisitelnych predméni do k nerozliSitelnych
prihrddek je roven Cislu

k
S, D) +8S(n,2)+---+Sn, k) = Z S, i).

i=1

Chceme-li zejména, aby vSechny p¥ihrddky byly neprdzdné, je téchto moz-
nosti pravé S(n, k).

Zbyva nam posledni moZny piipad, kdy jsou nerozliSitelné i predméty i
prihrddky. ProtoZe za pfedméty miZeme vzit cifry 1 a za pfihradky s&itance,
jejichz potadi nerozliSujeme, je tento pifpad evidentné popsan pomoci rozkladd
pfirozenych ¢isel. Odtud a z véty 6.9 okamZité plyne nésledujici tvrzeni.

7.8. Véta. Je-li ddno n nefozlifiteln)fch predmeétii, lze je do k nerozlisitelnych
prihrddek rozdélit

k
pn, ) +pn,2)+---+pn, k)= Zp(n,i) =pn+k, k)

i=1

zpusoby.
Chceme-li, aby vSechny prihrddky byly neprdzdné, je téchto mozZnosti prdavé
p(n, k).

7.9. Poznamka. Uvedené vysledky miZeme shrnout do tabulky 7.3, v niZ je
uveden pocet vSech rozdéleni (bez jakychkoliv omezujicich pfedpokladi).

7.10. Priklad. Tlustrujme si rozdily mezi pofty moZnosti v jednotlivych pfi-
padech napfiklad pro 10 pfedmétt a 4 ptihradky.

(a) k" =40 = 1048576,

n+k—1 13
®) ( e >=<3):286,
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Pocet viech n pfedmétt
rozmisténi rozliSitelnych | nerozliSitelnych 8
.. 1 " n+k—1
rozliitelnych k k1 S ¢
k vfihrédek 4.2
pfihrade : ) 6.7
nerozliitelnych > S(n,i) > p(n,i) s&it
i=1 i=1
dil.
tj.
Tab. 7.3: Umistovéani pfedmé&th do piihradek I(I;C
cicl
k
(©) X S(n.,i) = S(10, 1) + S(10, 2) + $(10, 3) + S(10, 4) = £
=1 Y
hod
=1+511+9330+34105 =43947,
mul
jem
k oz
(d 3 pn, i) = p0,1) + p(10,2) + p(10, 3) + p(10, 4) = 23 ;‘?e
i=1 n
) . 8.1
POZNAMKY A CVICENI{ | 7
1. Do 15 prihradek je rozmisténo 100 mitkd. Dokazte, Ze alespori dvé&
piihrddky obsahuji stejny poéet mitkd. -
2. Dokazte, Ze v kazdé skuping (alespofi dvou) lid{ existuji alesponi dva (b
lidé, ktefi znajf stejny polet ¢lent skupiny. (Nvod: UvaZujte mnoZinu
lidi, ktef{ neznaji nikoho). o
3. Ukazte, Ze mezi sedmi riiznymi pfirozenymi Cisly vidy existuji &isla x,
y takovd, Ze x + y nebo x — y je délitelné deseti. .
8.3
4. Mdame Ctyfi bilé koule, &tyfi Eerné koule a Ctyfi Cervené koule. Kolika fG
zpiisoby je miZeme rozdélit do 6 rozliSitelnych piihrddek? (2000 376) for
j =




[IKA

dvé

dva
finu

A X,

ika
76)
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8 ResSeni rekurentnich formuli

S rekurentnimi formulemi jsme se setkali jiz nékolikrat. Tak napiiklad ve vété
4.2 jsme odvodili rekurentni formuli pro vypocet Bellovych &isel B, ve vété
6.7 pak rekurentni formuli pro vypocet poctu p(n, k) rozkladi &isla n na k
s¢itancu.

Mezi pravé uvedenymi formulemi je — kromé jiného — jeden zasadni roz-
dil. Cisla B, zaviseji na jediné hodnotg (tj. n), ¢isla p(n, k) na dvou hodnotich
(§. n, k). V tomto paragrafu se budeme zabyvat formulemi prvniho z uvede-
nych typd, tj. formulemi pro vypocet ¢lend posloupnosti pomoci pfedchézeji-
cich ¢lend.

Predpoklddejme, Ze je tedy ddna rekurentni formule pro vypocet hodnot
f(n). Obecné nam takova formule umoZziuje vypocet ¢lenu f (n+1), zndme-li
hodnoty f(1),..., f(n) (respektive f(0),..., f(n) apod.). Jednotlivé for-
mule se v§ak mohou liSit tim, kolik pfedchazejicich ¢lend fakticky potfebu-
jeme k vypoctu ¢lenu nasledujiciho. Tak napiiklad ve formuli 4.2 pro vypocet
¢isel B, potfebujeme k urCeni B, vSechny Cleny predchazejici. Ve formuli
f(n+2)=f(n+1)+ f(n) potfebujeme jen pfedchazejici dva ¢leny.

Ma tedy smysl nasledujici definice.

8.1. Definice. Rekneme, Ze rekurentni formule pro vypocet hodnot f(n) je
7ddu k € N, jestlize pro kazdé n € Nlze f(n+k) uréit pomoci f(n), f(n+1),

Z X7

..., f(n+k—1), pfiCemZ k je nejmensi pfirozené ¢islo s uvedenou vlastnosti.

8.2.Priklad. (a) f(n+3)= f(n+2) —log f(n) je formule 3. fadu,

() f+2) = f(n+1)+ f(n) je formule 2. ¥adu,

n
(¢) Tys1 =Y. T, neni formule kone&ného Fadu.
k=0

8.3. Definice. Bud' dédna rekurentni formule k-tého Fadu pro vypodet &isel
f(n), n € N. Rekneme, Ze posloupnost (@n)y2, je FeSenim této rekurentni
formule, jestliZe pro kazdé i € N dostaneme po dosazeni &isel a;.; za f(n+j),
j=0,...,k, identitu.
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8.4. Priklad. Posloupnost (2")52, je feSenim rekurentni formule 2. fadu
fn+2)=3-f(n+1) =2 f(n),
nebot pro vSechna n € N plati
o2 _ g3 gntl _ 5 on

8.5. Poznamka. Rekurentni formule k-tého fadu zfejmé& miize obecn& mit ne-
konecné mnoho feSeni, nebot’ prvnich k &lent posloupnosti, kterd je feSenim,
miZeme volit zcela libovolné. Stejné tak se oviem miiZe stdt, Ze rekurentni
formule nema feSen{ Zadné.

Nyni se bude zabyvat otdzkou, zda lze alesponi v né€kterych piipadech pro
danou rekurentni formuli ur€it len f (n), aniZ bychom museli po&itat postupné
vSechny cleny ptedchézejici. Uvidime, Ze se ndm to podaii pro specidlni typ
formuli — pro tzv. linedrni rekurentni formule s konstantnimi koeficienty.

8.6. Definice. Rekurentni formule tvaru
fm+k)y=a, - f(n+k—1D)+a,- f(n+k—=2)+---+a,- f(n), (8.1)

kdeay, ..., a; jsouredlnd ¢isla, a, # 0, se nazyva linedrni rekurentni formule
k-tého Fddu s konstantnimi koeficienty.

8.7. Véta. Jsou-li posloupnosti (fi(n))ne;, (fa(m))mei, ..., (fs(n)R, Fese-

n=1>
nim formule 8.1, je také jejich libovolnd linedrni kombinace

(lel () + afa(n)+.--+ fos(n))zil
Fesenim formule 8.1.

Diikaz. Je zfejmé, Ze stadi dokdzat, Ze kaZd4 linedrni kombinace libovolnych
dvou feSeni formule 8.1 je opét feSenim formule 8.1. Necht tedy (g(n))32;,
(h(n));2, jsou feseni formule 8.1, tj. plati

gn+k)
h(n+k)

aign+k—1)+agn+k—2)+---+a,g(n)
ath(n+k—1)+ah(n+k—2)+ - +ah(n)

pro vSechna n € N. Potfebujeme dokdzat, Ze pro libovoln4 &isla ¢p, ¢; € R je
(r(n))p2,, kde r(n) = ¢ g(n) + cyh(n), také feSenim formule 8.1.

Pr

r(n -

COZ Zn:

8.8. Pc
rekurer
linearn

8.9. Pr

Po
jsou lir
(g(n)),

Seni, t

Jak
(g(n));
g2) =

Tento s

8.10. P
s¢itanir
tvoii ve
feSeni I
V prikl
zadané
tvori ba
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Pro kazdé n € N plati:

r(n+k)=cign+k)+ch(n+k)=cilajgn+k—1+---+argn)] +
+orlath(n+k —1)+---+ah(n)] =
=alcign+k—1)+ch(n+k — D] +---+arlcig(n) +ch(n)] =
=air(n+k—1)+ - +arn),

coZ znamend, Ze (r(n)),-, je feSenim formule 8.1. e

8.8. Pozniamka. Zdiraznéme, Ze vétu 8.7 jsme dokdzali pro specialni typ
rekurentnich formuli. Snadno 1ze ukézat, Ze kdyZ formule neni lineédrni, pak
linedrni kombinace danych feSeni viibec nemusi byt feSenim dané formule.

8.9. Priklad. M¢&jme danu rekurentni formuli 2. ¥ddu

fn+2)=5-f(n+1)—6- f(n).

Pouhym dosazenim lze snadno ovéfit, Ze posloupnosti (2");2, a (3"),2;

jsou linedrn& nezdvisld feSeni dané formule. Nyni ukdZeme, Ze kazdé feSeni
(g(n))o2, zadané formule je vhodnou linedrni kombinaci uvedenych dvou fe-
Seni, tj. existuji konstanty ¢, c; € R takové, Ze pro kazdé n € N plati:

g(n) = (c1 2"+ 0 -3”);‘;1 .

Jak tyto konstanty nalezneme? ProtoZe fadd dané formule je 2, je feSeni
(g(n))S2, jednoznaéné ureno volbou hodnot g(1) a g(2). Necht'tedy g(1) = a,

n=1

g(2) = b. Potfebujeme dokazat, Ze existuji konstanty cy, ¢, takové, Ze

2¢1 + 3¢ a

b

4C1 +9c¢,

Tento systém rovnic mé vSak prave jedno feSeni

3a—b b—2a
c = . Cy = .
2 3

8.10. Poznamka. Je zfejmé, Ze mnoZina vSech posloupnosti redlnych cisel se
s¢itanim definovanym po sloZkach a s obvyklym nédsobenim redlnymi &isly
tvori vektorovy prostor nekonecné dimenze na R. Z véty 8.7 plyne, Ze v§echna
feSeni linedrn{ rekurentni formule daného fadu tvoii podprostor tohoto prostoru.
V prikladu 8.9 jsme ukdzali, Ze dimenze vektorového prostoru vSech feSeni
zadané rekurentni formule druhého fadu je 2; posloupnosti (2");2, a (3")52,
tvori bazi tohoto vektorového prostoru.
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Postup uvedeny v pifkladu 8.9 1ze snadno zobecnit na pfipad line4rni reku-
rentni formule s konstantnimi koeficienty libovolného fadu k£ € N. Libovolné
feSeni (g(n));2, takové rekurentni formule je totiZ jednozna¢né uréeno hodno-
tami g(1), g(2), ..., g(k). Existuji-li linedrn& nezdvisld feseni

(i), (om)gdy s - (fe(m)e,
pak jist€ existuji konstanty cy, ¢, . .., ¢x € Rtakové, Ze pro kazdé n € N plati:
gm) =cifi(n) +- - +ci fi(n).

K tomu totiZ stacf ukazat, Ze systém rovnic

afi+cafa()+ -+ fi(1) = gQ)
afi@+afr@+ -+ fir(d = g2
cifitk) +cafok) +- -+ filk) = g(k)

ma feSeni. Z linedrni nezévislosti posloupnosti

(F1r@m)p2ys (22, - (fe(m)p2

vSak snadno plyne, Ze dany systém rovnic ma pravé jedno feSeni cy, cs, . . ., c;.
V dal$im (viz disledek 8.19) ukdZeme, Ze takovy systém linedrné nez4vis-
Iych feSeni vskutku existuje.
Celkem se takto snadno odvod{ ndsledujici tvrzeni.

8.11. Véta. Dimenze podprostoru vSech feSeni linedrni rekurentni formule
s konstantnimi koeficienty je rovna Fddu této formule.

8.12. Poznamka. Je-li ddna né&jakd rekurentni formule, miZe a nemusi se

stat, Ze existuje posloupnost (g (n, ¢y, ¢, ..., cx))oe; obsahujici parametry
c1, ca, ..., Cy tak, Ze plati:
(a) Dosadime-li za parametry ¢y, c3, . . ., ¢ libovolna redln4 &isla, je vznikld

posloupnost feSenim dané rovnice.

(b) KaZdé reSeni dané rekurentni formule Ize ziskat vhodnou volbou para-
metrl ¢, ¢z, . .., ¢, ve vySe uvedené rekurentni posloupnosti.

Pokud posloupnost (g (n, c1, ¢3, ..., ck))ge; S uvedenymi vlastnostmi existuje,
nazyvé se obecné reSeni dané rekurentni formule.

Z vyse uvedeného tedy plyne, Ze plati:

rddu k

jsou li
pro ka

obecn

Ot
najden
Bu
koefici

Zjistuy]
Po

Pokud

Odtud
8.14. \

Je kaze
8.1
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8.13. Véta. Necht’je ddna linedrni rekurentni formule
fn+k)=a - fn+k—1)+ay- fn+k—=2)+---+a;- f(n)
Fddu k s konstantnimi koeficienty. Necht’

(frm)pZy s -y (fe@m))p2

Jjsou linedrné nezdvisld FeSeni dané formule. Pak je posloupnost (g(n))ae,, kde
pro kazdé n € N plati

g(n) =cy fi(n) +--- +cx fi(n),
obecnym resSenim dané rekurentni formule.

Otazkou nyni zGstdvd, zda alespoii v nékterych piipadech obecné feSeni
najdeme.
Bud nyni déna linearni rekurentni formule k-tého ¥ddu s konstantnimi
koeficienty
fn+k)y=afn+k—1+ - +a. f(n).

-2, feSenim této formule.

feSenim, mus{ pro kazdé n € N platit

Zjistujeme, zda pro nékteré r € R je posloupnost (r")

Pokud je posloupnost (r")52,

P = gl gk,

Pokud je r = 0, je tato rovnost splnéna trividlng€. Je-li r # 0, musf tedy platit

=ar g

Odtud a z véty 8.7 plyne

8.14. Véta. Je-li rediné Cislo r FeSenim rovnice

xk =alxk"l + - +ay,

[e.¢]

nep € € R libovolné, FeSenim rekurentni formule

je kazdd posloupnost (cr"
8.1.

8.15. Poznamka. Rovnice x* = a;x*~! + ... + a; se nazyva charakteristickd

rovnice formule
fn+k)y=a f(n+k—1)+---+a,f(n).

Charakteristickou rovnici rekurentni{ formule k-tého fadu je tedy algebraickd
rovnice k-tého fadu. Tato algebraickd rovnice ma tedy k kofend (pocitdme-li
kazdy kofen tolikrét, jaka je jeho ndsobnost).

Uvédomme si pfitom, Ze kdyZ je formule 8.1 k-tého fadu, je koeficient a;
nenulovy, takZe také vSechny kofeny charakteristické rovnice jsou nenulové.
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Odtud plyne nasledujici véta

8.16. Véta. Bud'f(n+k) =a; f(n+k—1)+---+ay f(n), ax # 0, linedrni reku-
rentni formule k-tého Fddu s konstantnimi koeficienty. Necht’ charakteristickd
rovnice

x* =alxk“1 +---+a

md jednoduché navzdjem riizné rediné koveny ry, ..., ry. Pak obecné reSeni
dané rekurentni formule je tvaru

n n n\®
(clrl +C2r2 +---+ckrk)n=1.

Dikaz. Posloupnost (clr;’ +cory +---+ckr,;’):i1 je feSenim dané formule
podle vét 8.14 a 8.7. Podle poznamky 8.15 jsou viechna &fslar;, i = 1,...,k
riznd od nuly. Posloupnosti () ,i = 1,...,k jsou evidentng linedrn& ne-
zévislé. Zbyva tak pouze dokdzat, Ze kazdé feSeni dané rekurentni formule Ize
ziskat vhodnou volbou konstant ¢;. To dokdZeme analogicky jako v pozndmce
8.10.

Bud (g(n));2; libovolné feSeni zadané rekurentni formule. Toto FeSeni
Je jednozna¢né urceno hodnotami g(1), ..., g(k). Zvolme tedy tyto hodnoty
libovolng, ale pevné. Je potfeba dokdzat, Ze systém k rovnic o k nezndmych

Cly ooy Ck

ari+or+---+agn = g(l)
clrl2 + c;>,r22 +oe ckrlg = g(2)
clr{‘ + czré‘ +. 4 ckr,lcc = g(k)

m4 feSeni. ProtoZe vSak jsou vSechna &isla r; nenulové, je determinant

ry roo ... rg
2 2 2
reory o...org
ko Lk k
r 1 r 7 ... T &
rovné€Z nenulovy, takZe dany systém rovnic ma pravé jedno feseni. °

8.17. Priklad. VyfeSme rekurentni formuli z pfikladu 8.2(b):
fm+2) = f(n+1)+ f(n).
Charakteristickd rovnice je tvaru

x2=x+1.

8. Rese

Jeji koi
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8. ReSeni rekurentnich formuli 65

ORIKA
Jeji kofeny jsou
_1+45
ni reku- 2=
ristickd takZe obecné feSeni je tvaru

1+5\" 1-v5\"\"
C1 + ¢
: resSeni 2 2 =l

Hledejme takové feSeni (g(n)),-, zadané formule, Ze g(1) = 1, g(2) = 1. Pak
musi platit

‘ormule 1+4/5
ci +cy 1
k.., k 5 5
.3 ne- 2 2
B 1+4/5 1 = x/5
nule 1ze 1 +0y = 1
znamce % 2
| fegeni Tento systém rovnic ma prave jedno feSeni ¢c; = —c; = \/Lg Odtud plyne, Ze
wodnoty n

namych gn) = % |:<1 +2\/§> + (1 —_2\/3 :| .

Toto feSeni (g(n))ae, je tzv. Fibonacciova posloupnost
1,1,2,3,5,8,13,21,34, .. .;

Cleny této posloupnosti jsou tzv. Fibonacciova Cisla, kterd hraji dalezitou roli
v riznych &astech matematiky i v fadé pozoruhodnych aplikaci. Pozname-
nejme pouze, Ze posloupnost Fibonacciovych ¢isel je obvyklé znacit symbolem
(F)neo-

Ve vét€ 8.16 jsme popsali, jak lze nalézt obecné feSeni v piipad€, Ze cha-
rakteristickd rovnice md pouze jednoduché redlné kofeny. Dobfe v§ak vime, Ze
algebraickd rovnice miZe mit i kofeny imaginarni a ndsobnost kofena muze
byt vétsi neZ jedna. V dal$im popiSeme obecné alespon ten pripad, kdy vSechny

° kofeny charakteristické rovnice jsou redlné.

8.18. Véta. Necht’ charakteristickd rovnice formule 8.1 md redlny nenulovy
p-ndsobny koten r. Pak jsou posloupnosti

(G MY (N o) IPRRRPY (LY o

linedrné nezavisld reSeni formule 8.1.
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Diikaz. Je zfejmé, Ze pro r # 0 jsou posloupnosti ()32, , ..., (nP=1-r")*

linedrn€ nezavislé. Zbyva tak dokézat, Ze vSechny tyto posloupnosti jsou fese-
nim formule 8.1.

Necht' tedy r je p-ndsobny kofen charakteristické rovnice. Potiebujeme

dokézat, Zepros =1,..., p—1je (n’ - r")32, feSenim formule 8.1, tj. Ze plati

n+k)'r* =ay(n+k = 1™ gy (n+ k — 2 ™ 4k aent e
Vydé€lime-li tuto rovnici r”, obdrZzime
m+k)yr*=ain+k—1°r v amn+k =22+ + agun’.

Dokazme pro jednoduchost tento vztah pouze pro s = 1. Pfedpokladejme
tedy, Ze Cislo r # 0 je alespoil dvojndsobnym kofenem rovnice

k

x* =ax -1 +az)ck_2

+ota.

Z algebry vime, Ze dvojndsobny kofen polynomu je nutné kofenem derivace
tohoto polynomu, takZe r je kofenem rovnice

kx*"'=ai(k — Dx*? +aytk — )X 3+ gy
Odtud plyne, Ze plati
krkl = ai(k — 1)rk=2 +atk=2r* 3+ 4+ Qg_1.
Za téchto predpokladl potfebujeme dokdzat spravnost ndsledujici rovnosti:
n+krf=ai(n+k —Dr* ' +ay(n+k =2 2+t aq(n+ k —k).
Upravme tuto rovnost nasledovné:

kgl tay(k— Drit 4

+ay(k — 2)r* 2 + ...+ ap(k — k).

nrk+kr¥ =n . [ar¥! + ar*

Rovnost vyrazi stojicich u n na obou strandch rovnosti nyni plyne z toho, Ze
r je kofenem charakteristické rovnice, rovnost zbyvajicich ¢lent plyne z toho,
Ze koten r je alespon dvojndsobny. ®

Z véty 8.18 okamZit€ plyne
8.19. Dusledek. Bud’

fin+k)y=a fn+k— D+ayfn+k—=2)+--+a;f(n)

8.20.

[

[
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- ):x: linedrni rekurentni formule k-tého fddu s konstantnimi koeficienty. Necht'jsou

- =l vSechny koFeny ry, ..., r; charakteristické rovnice této formule redlné. Necht’
koren r\ je p\-ndsobny, r, je py-ndsobny, ..., r; je pj-ndsobny (1j. py +-- - +
+ pj = k). Pak obecnym FeSenim dané rekurentni formule je posloupnost, jejiz

bujeme Sy s
n-ty clen je roven vyrazu

Ze plati
n -1 n -1
nr'. ry -(C11+C121’l+---+C1pll’lp1 )+l‘2 -(021+022n+---+c2p2n”2 )+
s g u (B ; ooty .nPiTl
+7; (cj1+cjpn+---+cjpnt ).

8.20. Priklad. Najdéte obecné feSeni formule
fr+4)=3fn+3)+3f(n+2)—11f(n+1)+6f(n).
Charakteristickd rovnice této formule je
x*=3x%+3x% — 11x +6.

erivace Snadno lze ovéfit, Ze tato rovnice ma dvojnasobny kofen 1 a jednoduché kofeny
—2 a 3. Obecnym feSenim zadané formule je tedy posloupnost (g(n))o2,, kde

n=1°

M) =c; - 1" +cn - 1"+ c3(=2)" + 43" =1 + con + c3(—2)" + ¢43".
g

POZNAMKY A CVICENI

— k). 1. Néazev ,Fibonacciova ¢&isla® pro ¢leny posloupnost 1,1,2,3,5,8, ...
zavedl francouzsky matematik Eduard Lucas. Tzv. Lucasova posloup-
nost (L,)52, je definovéana stejnou rekurentni formuli L2 = Ly41 + Ly,
avSak Lo =1, L; = 3. Vypoctéte Lo, Lyg.

2. Znamy hlavolam Hanojskd véZ uvetejnil v r. 1833 tajemny francouz-
sky profesor ,,Claus“. Az v r. 1884 publikoval H. de Parville ¢lanek
v Casopise La Natur, v némz uvedl, Ze ,,Claus* je anagram, ktery uZzil
vySe zminovany Eduard ,,Lucas®. Hlavolam tvofi{ tfi vertikdlni tycky, na
nichZ je navle€eno n kruhovych diskl s otvory uprostied. Tyto disky
maji navzdjem rizné poloméry a jsou posklddany do véze tak, Ze po-
lomér kazdého disku je vétsi nez polomér kteréhokoliv disku nad nim
(viz obrazek 8.5). Hlavolam spocivé v tom, pfenést véZ na jinou tycku
tak, Zze v kazdém kroku lze pfenést pouze jeden disk z jedné tycky na
druhou a nikdy pfitom nesmi byt poloZen vétsi disk na mensi.

oho, Ze
z toho,
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@77 B&y

Obr. 8.5: Hlavolam Hanojskd véZ

Parville v uvedeném ¢lanku uvadi legendu, podle niZ mnisi v utajovaném
tibetském kléStete pracuji na pfemisténi véZe tvofené 64 zlatymi disky.
Ve chvili, kdy praci dokonci, nastane konec svéta. Kdy tato skutenost
nastane?

Ozname H, minimalni pocet kroki potfebnych k premisténi véze.
a) Dokazte, Ze (H,),2, je feSenim rekurentni formule Hy = 0, H,,; =
=2H, +1.
b) Najdéte obecné feSeni uvedené formule.

¢) Vypoltéte, kolik stoleti by trvalo pfemisténi véZe ze 64 diski, kdyby
se na ukolu pracovalo nepfetrZité a pfemisténi kazdého disku by
trvalo jednu sekundu.

3. Dokazte, Ze pro ¢leny Fibonacciovy posloupnosti (F,)%, plati:
@ Fo+Fi+ -+ Fpyp=Fopy — 1

®) Fi+F+- 4 Fy = Py,
©) F2+F}+---+F*=F,-Fy,

4. Dokazte, Ze Fibonacciova posloupnost (F,)3, spliuje:
a) F, = F2+2F1 +F0
b) Fs = F +2F2+F1
c) Fg=F; +3F +3F + Fy
d) F; = F4+3F5+3F + Fy
n n
e) F, = Z(—l)"”‘(k) (Fox — 1)
k=1
) Fion = FyrFy + Fro1 Foy

g) Fk déli ¢isla F2k+1 a F3k+2

g |
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5. Takzvana (3n + 1)-funkce g: N — N je definovdna vztahem

—;—, pro n sudé
gn) = (8.2)
3n+1

, pro n liché.

Zda se pravdépodobné, Ze pro kazdé n € N dospéje posloupnost g(n),
g%(n), g3(n), ... k&slu 1. (Zatim to je prokdzano pro viechnan < 24°.)

‘;‘;‘E; Provéite tuto vlastnost pro pocateéni hodnoty 341, 96, 104, 336, 133.
=cnost 6. Bud n € N pevné. Pro kazdé x € Ny polozme
Ze. g(x)=1x+2x+...+(n_1)x‘
H.. = Ukazte, Ze:

a) g0)=n-1

b) g(1) =1in*—1in
kdvby _ 1.3 1.2 1
ikn by c) g)=3n"—3n"+¢n

d) gB)=1in*—1n*+1n

1.5 1_4 1 1
C) g(4) = gn — 3N + §n3 — %‘n

7. k-té Bernoulliovo &islo by (pojmenované po Jacobu Bernoullim) je de-
finovano jako koeficient u ¢lenu n ve funkci g(k) (viz cvi€eni 1). Jacob
Bernoulli dokézal, Ze

k

1 [k :
=) — <i>bk_,-n’+1 .

i=0
Pomoci této identity oveite vyjadreni ¢isla g(4) ve cviceni 1(e). (Tabulka
Bernoulliovych ¢&isel je uvedena v tabulce na strané 171.)

8. Bernoulliova &isla spliiuji vztah

n

1
Z(’” )bk=0, 5L
k

k=0

Pomoci tohoto vztahu a Pascalova trojihelnika (strana 169) ukazte, 7e

- 1o __1 s _ _ 691
bs =0, bs = 33, b7 =0, bg = —35, b1o = &, b1z = —575;-
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Z X7z

9. Necht pro x € R znadf [x] celou &ast Cisla x, tj. nejvetsi celé &islo n
takové, Ze n < x. Necht' S, je mnoZina vSech permutaci n—prvkové

mnoZiny {1, 2, ..., n}. Rekneme, e permutace p € S, je fluktuacni, |
kdy? plati: 9 YV
n
k=1 < p@oprol <k =[],
B P . 2 9.1. Pc
n—1 nekone
pRk+1) > pk)prol <k < 7 |- nickoie
Tak napiiklad v S, existuji nasledujici fluktuaéni permutace: (1, 3, 2, 4), Ne koNne
(1,4,2,3), (2,3,1,4), (2,4, 1,3), (3,4, 1, 2). Oznacme &, pocet fluk- ‘
tuacnich permutaci v S,,, §o = 1. Tato &isla se nazyvaji Eulerova. Plati:
Eneo=1,1,1,2,5,16,61, ...
a) Vypiste 16 fluktuacnich permutaci v Ss. Rekner
o<
b) Plati rekurentni formule: fada )
1 - (n Rel
Ens1 = '2_ ’ Z ke Exbn—k
k=0 Verguje
Ukazte, ze & = 272. Sou
takto:
Mo
kde ag.
Fady. It
1 —_—
5=
Snadno
divergu
Vn
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9 Vytvorujici funkce

9.1. Pozniamka. (O nekonecnych radach funkci.) Pfedpoklddejme znalost
nekone¢nych &iselnych fad. Shrmeme zde nékteré elementdrni poznatky teorie
nekoneénych fad funkci.

Necht' (f,(x))52, je posloupnost funkci definovanych na mnoZiné M € R.

Nekonecnou Fadou funkci nazyvame symbol

S @) = @+ HE) + o fa)

n=1

Rekneme, Ze tato fada konverguje v bodé xo € M, jestlize konverguje &iselnd

fada i Jn(x0).

n=1

o0
Rekneme, Ze fada funkci ) f, (x) konverguje na mnoziné K, jestlize kon-
n=1
verguje v kazdém bode€ x € K.

o0
Souctem fady Y, f,(x) namnoZiné K nazyvame funkci f (x) definovanou
n=1
takto:
o0
pro kazdé xo € K plati f(xo) = Y fu(x0).

n=1

Mocninnou fadou nazyvame fadu funkci tvaru

oo
E apx" =ag+arx +apx> 4+ +apxt + ...,
n=0
kde ag, ai, as, ... jsou realnd (respektive komplexni) Cisla — tzv. koeficienty

“ 1
Fady. Jist& existuje lim sup </|a,| = u (mlZe bytiu = +00). Cislo r = — (kde
n—00 u

1 1 . o
0= 00, — = 0) nazyvdme polomér konvergence mocninné fady ) a,x".
(o.0] n=0

Snadno lze dokézat, Ze tato mocninnd fada konverguje na intervalu (—r,7) a
diverguje v kazdém bodé x € R, |x| > r.
V matematické analyze se dokazuje, Ze napiiklad

X n X 2 n

= —:1+—+£—+---+—+...prokaidéxe]R(tjm:oo).
n! 12 n!
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Odtud naptiklad plyne, Ze

coZz jsou vztahy, které jsme pouzili jiZ v pfikladu 2.3.
Zobecnénim zndmé binomické véty je nasledujici tvrzeni:
Pro kaZdé redlné ¢islo a plati

2\ (o o o o o
1+x)*= ()x"=(>+()x+()x2+---+<)x"+...,
; n 0 1 2 n

pricemZ polomér konvergence uvedené rady je r = 1 (tj. uvedend rovnost plati
pro vSechna x € (—1, 1)).
Tak napiiklad

1 1 1 1
x/1+x=(1+x)’i’=(2>+(2)x+<2>x2+---+<2>x"+... .
0 1 2 n

Podle pfikladu 2.9 (c) tedy plati

o ¢]
“n-22"1 \n—1
n

_1\n+l _
e S ()

o0
Je-li )" a,x" mocninné fada a r jeji polomér konvergence, lze uvnitf in-
n=0 . . .
tervalu (—r, r) tuto fadu derivovat a integrovat &len po ¢lenu, tj. pro kazdé

x € (—r, r) plati
o0 ! [oe) o
P e R
n=0 n=0 n=1

ﬁﬁéemi zderivovand fada m4 stejny polomér konvergence jako fada ptivodni.
Diéle pro kazdy interval [a, b] C (—r, r) plati

b o0 o0
/ (Z a,,x") dx = Z (/banx"dx) )
. n=0 n=0 a

o0 [e,°]
Mocninné fady ) a,x", 3" b,x" podle definice povaZujeme za sobé& rovné,
n=0 n=0
jestliZe pro kazdé n € N plati a, = b,.

kde

9.2.

fadt

9.3. 1]

To zr

Vytvc
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Koneéné soucet, soucin a podil mocninnych fad definujeme nésledovné:

ianx" + i b,x" = i(an +b,)x",

n=0 n=0 n=0

Zanx" . Zb,,x” = Zc,,x", kde ¢, = apb, + a1b,_1 + - - - + a, by,
=0 n=0 n=0

o0

2 anx” )

=0 n
- = d,x",
2 byxt n=0
n=0

ost plati

[e¢]
kde ) d,x" je ta mocninn4 fada, pro kterou plati
n=0

o0 o0 o0

n n __ n
E b,x" - E d,x" = E a,x".
n=0 n=0 n=0

9.2. Definice. Vytvorujici funkci posloupnosti (an);2, nazyvdme mocninnou
o0

fadu )" a,x" (na mnoZing, kde tato fada konverguje).
n=0

mitf in-

> kazdé 9.3. Priklad. (a) Vime, Ze pro x € (—1, 1) plati

l+x+x24 x40 — eometricka fada).
o g

To znamena, Ze 1 je vytvorujicf funkce posloupnosti 1, 1,1, 1, .. ..

avodni, 7
(b) Najdeme vytvortujici funkei posloupnosti 1,2, 3,4, . ...
Podle pozndmky 9.1 vime, Ze pro x € (-1, 1) plati

AHx+x 4+ +x"+..) = 1+2x+3x% 4o 4nx" g .=
_ 1y 1
- (1 —x) T d—x?
= rovné, 1 oo
Vytvorujici funkei posloupnosti ()%, je tak funkce m = 'IZ_; nx"1,
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(c) Vime, Ze pro kazdé n € N a kazdé x € R plati

1+ =) (Z)xk (binomick4 véta).

k=0

To znamend, Ze funkce (1 + x)" je vytvorujici funkci koneéné posloupnosti

(g) (rlz)’ e <n> (tj. fadku Pascalova trojuhelnika).
n

Vytvoiujici funkce jsou mocnym néstrojem k feSeni fady kombinatorickych
tloh, piedevsim téch, které vedou na rekurentni formule. K feSeni kompliko-
vangjSich pfipadi bychom vSak potfebovali hlubsi znalosti o faddch funkci.

v s

Proto se omezime jen na nékolik jednodussich piikladd.

9.4. Priklad. Rezem v fetézci (tj. tipln& usporddané mnoZing) A @ rozumime
uspofddanou dvojici [X, Y] neprazdnych podmnoZin mnoZiny A takovych, Ze
XNY=0,XUY = Aaprokazdé dvaprvky x € X, y € Y plati x < y (tj.

x < y). Je ziejmé, Ze v konecném n-prvkovém fetézci A = {a; <ar < --- <
< a,} existuje n — 1 fezdl, protoZe ,,dolni tfidou X miZe byt pravé jen n&kterd
zmnoZin {a; < a; < --- < a;}, kde i mize nabythodnot 1,...,n — 1.

Délenim tet€zce A = {a; < a; < -+ < a,} nazveme kazdou posloupnost
sestrojenou nésledovné: v prvnim kroku utvofme néjaky fez [X, Y] v A. Ve
druhém kroku utvoifme fez ve tfid€ X i Y, pokud tyto tfidy nejsou jednoprvkové.
Ve tietim kroku utvofime fez v kazdé z nové vzniklych tfid obsahujicich alespori
dva prvky atd. Posloupnost ukonéime v okamZiku, kdy jsou vSechny vzniklé
tfidy jednoprvkové.

Je-li napfiklad A = {a; < a; < a3 < a4 < as}, je délenim na A napiiklad
posloupnost

= a1, az}, {a3, as, as}]
t = [{a1}, {42}, {a3}, {as, as}]
= [{ai}, {az}, {as}, {as}, {as}]

N4&S kol nyni zni: Kolik existuje déleni na koneéném retézci?

Ozname R, poCet dé€leni (n + 1)-prvkového fetézce. Pfedstavme si prvni
krok né&jakého déleni tohoto fetézce. Jak jsme jiZ uvedli, miZeme tento krok
utvofit n zpisoby (dolnf tiida miZe obsahovat 1, ..., n prvki). Podle toho,
kolik prvki dolni tfida tohoto prvniho fezu obsahuje, rozdélime viechna déleni
do n skupin. Do k-t€ skupiny patf{ délenf, v nichZ dolni tfida 1. fezu obsahuje k
prvkil. Spoctéme nyni pocet d€lent patiicich do k-té skupiny. ProtoZe dolni tfida
obsahuje k prvki, existuje na ni R;_; fezi. Hornf tfida prvniho fezu obsahuje

| he
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n+1 — k prvki, proto na nf existuje R, fezli. Odtud zfejmé plyne rekurentni
formule

R, = RoR,_4 +R1Rn_2+'-'+Rn._1R0, Ry =1.

Vzhledem k tomu, Ze uvedend formule nenf kone&ného f4du, nemiZeme ji
vyfesit pomoci metod odvozenych v paragrafu 8. UkdZzeme viak, jak lze feSeni
nalézt pomoci vytvorujici funkce posloupnosti (R,)52,.

Vytvortujici funkci je v tomto piipadé funkce

F(x) = i R,x".

n=0

Plati

o0 o0 o0

FP) = F@) - F(x)= ) Rx" - Y Rux" =) cx”,

n=0 n=0 n=0

kde
¢n=RoRy + RiR,_1+-- -+ R,Ry = Rys1,

tj.

(o0}
F%(x) = Z Ry x".

n=0
Definujeme-li nyni funkci G(x) vztahem G(x) = x - F(x), plati

[o0]
GX(x) =x% F*(x) = x2. Z Ry x".

n=0
Plati tak
o .
Gix) = x-ZRnx" = Rox + Rix2+ Rox® + ...
n=0
o0
G*(x) = x*. Z Ruix" = Rix?>+ Ryx3 +... .
n=0
Odtud
G*(x) =G(x) — Rox =G(x) —x  (nebot Ry = 1).
Z rovnice
G?(x) — Gx)+x=0
plyne

1++/1—4x

Gx) = >
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ProtoZe v bod€ x = 0 fada ) R,x" konverguje, existuje G(0). Z posledniho
n=0
vztahu plyne

G(0) =

1+£v1 |1,
2 o,

piicemz podle definice musi byt G(0) = 0. Tzn., Ze

1—T—4x

G(x) = 5

Funkci +/1 — 4x v8ak umime rozvinout v mocninnou fadu. Podle poznamky
9.1 plati

0 1
VT—dx=(1—-4x)7 = Z(—l)”(2>(4x)",
n=0 o
t.

G(x)

00 1
_ _1\nf 2 nl_
[1 g( 1) (n>(4x):|
°°_2n_1' 4 2n -2\ L\ _
(e (2] -
o 12n-2\ &1 2mN .,
- Zn(n—l)x _Zn+1(n)x '

n=0

ProtoZe G(x) = x - F(x), plyne odtud

= 1 (2n
ZRnan:Zn-’-l(n)an’

n=0 n=0

1 2
B, = (")
n+l\n

9.5. Poznamka. Na pifkladu 9.4 Ize ndzorné demonstrovat, jak lze Casto ulohy
na prvni pohled zcela odli$né prevést na feleni téZe rekurentni formule.

V pfikladu 3.33 jsme fesili problém, kolika zpiisoby se mohou lidé postavit
do fronty na Vecernik tak, aby mél prodavajici vzdy nazpét. Zjistili jsme, Ze
kdyZ m4 k lidi desetikorunu a k lidi p&tikorunu, je t&chto moZnosti

1 2k
k+1\k /)

g

pern
pro k

Ize d
Cleny

Aos+]
perm

Odtu

perm
J1Z un

plyne

Zavec

Ize uv

cozZ je
pfﬂdm
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Nyni vSechny ,pfiznivé* permutace k jednicek a k pétek (viz piiklad 3.33)

rozdélme do k tfid takto: permutace aj, . . ., ay patii do s-té tfidy pravé tehdy,
kdyZ s je nejmensi piirozené Cislo takové, Ze mezi ciframi ay, . . ., ay; je pravé s

jednicek a s pétek (napiiklad permutace 55151151 patii do 3. tfidy). Je zfejmé,
Ze kdyZ pfizniva permutace patii do s-té tfidy a s < k, pak cifra na mist& 2s + 1
musi byt 5; jinak by dand permutace nebyla pfizniva.

Nyni zjistime, kolik permutac{ je obsaZeno v s-té tiidé. Bud tedy

al»--'7a2_r!"-1a2k

permutace s-t€ tiidy. Pak mezi Cleny a,, . . ., ay, je s jednicek a s pétek, pfi¢emz

prokazdé r < sjemezicleny ay, ..., a,, vice pétek nez jedniek. Snadno viak

) 1/2s=2 ,

Ize dokézat, Ze takovych permutaci ay, ..., a, je celkem — ( . Mezi
s\ s—

Cleny a1, ..., axy je nyni k — s jedniCek a k — s pétek. Pfitom permutace

Qs41, - - ., Az musi byt evidentné rovnéZ pfiznivd. Polet téchto p¥iznivych

permutaci je podle ptikladu 3.33

1 2k — 2s
k—s+1 k—s /)

Odtud ovSem plyne, Ze v s-té tfidé€ je celkem

1 (25 -2 1 2k — 2s
s s—1 k—s+1 k—s
permutaci. Vzhledem k tomu, Ze pocet v§ech piiznivych permutaci je, jak jsme
jiZz uvedli,
1 2k
k+1\ k)’
k

k+1 25 — 2\ (2k—2s\ (2%
Zs(k—sn)(s—l)(k—s)'(k)‘

s=1
1 <2s>
‘ = TS;
s+1 s

Ize uvedenou identitu pfepsat na tvar

plyne odtud identita

Zavedeme-li nyni oznaéeni

ToTx1 +ThiTp o+ + T Tp = Ty,

coz je formule, kterou jsme ve zcela jiné souvislosti fesili v piikladu 9.4. ReSen{
piikladii 3.33 a 9.4 je proto zdkonit& stejné.
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Nyni ukdZeme, jak vypadaji vytvorujici funkce posloupnosti, uddvajicich
pocty rozkladd pfirozenych &isel, o nichZ jsme hovorili v paragrafu 6.

9.6. Véta. Pro vytvorujici funkci posloupnosti ( p(n)),‘:‘;l plati
o0 o0 1
> pmx"=]] (pro |x| < 1),
n=0 n

1 —x"
=1

poloZime-li definitoricky p(0) = 1.

Dukaz. Potfebujeme dokdézat, Ze

1+ p(Dx + p2)x* +---+ p(n)x" + ! ! !
x x o nx TR — . LY L
F P P x—1 1-x2 1—axn
Budte a; € R libovolnd &sla, i = 1,2,... . Vime, Ze kdyZ |a;x| < 1, pak
plati

1 i 2.2 n_.ni X IR
1 -=14aix' +a;x" +- - +aix" +. . (soucet geometrické fady).

—ax
Odtud plyne

1
=(l+ax+a*x>+a’x>+...).

A—am A-a) (.. Grarta ‘ )
-(1+a2x2+a§x4+a3x6+...)~...-(1+akxk+a,3x2k+a2x3k+...)----=

=l+ax+(@+a)x*+---+@'a?. .. aqf+.. )x"+... .

V koeficientu u x" urluje kazdy s¢itanec ai'ay’...a;* pravé jeden rozklad

&isla n, totiz

A+1+4+---+D+QR+2+---+2)+---+(k+k+---+k) =n.
\ \ )
i rn Tk
(Napiiklad koeficient u x? je roven soudtu a? + a’al, jeho? séitanci uréuji po

fadé rozklady 1 + 1 a 2 ¢isla 2.)
KdyZ nyni poloZime a; = a; = - - - = 1, obdrzime dokazované tvrzeni. e

o0

9.7. Poznamka. (a) Polomé&r konvergence vytvofujici funkce ) p(n)x" je
n=0

tedy roven 1.

o
(b) Inverzni funkci k vytvorujici funkci Y p(n)x” je nekoneény souin
n=0

[Ja—x=0-x) - Q=x}-...-(0=x") =) cpx".

n=1 n=0
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rajicich Koeficienty ¢, maji rovnéZ jednoduchou kombinatorickou interpretaci. Plati
cn = A(n) — B(n),
kde A(n) je pocet rozkladi ¢isla n na sudy pocet navzdjem ruznych séitanci a
B(n) je pocet rozkladi ¢isla n na lichy poéet navzdjem riiznych s&itancu.
(c) Jiz Euler, ktery prvni odvodil vytvotujici funkci posloupnosti (p(n)),2;,
dokdzal, Ze ,,vétSina“ koeficientd c, je rovna nule. Pfesnéji feceno, odvodil
nasledujici vztah, dnes béZné nazyvany Eulerova identita:

i > 3k2—k 32 +k
H(l—x")=l+§:(—l)k-(x T o4 x 2 )
k=1

n=1

A

Yiv s

Diikaz této identity, ktery je nejvyhodné&jsi provadét pomoci Ferrersovych
- 1. pak diagramd, zde uvadét nebudeme.

(d) Eulerovu identitu lze ziejmé v fe€i rozkladid pfirozenych ¢&isel inter-

2 fady). pretovat — pfi oznaceni uvedeném v (b) — takto: Necht’ pFirozené Cislo n Ize
3k?+k

psdt ve tvaru , kde k je vhodné prirozené Cislo. Pak A(n) = B(n). Je-li
pFirozené Cislo n vyse uvedeného tvaru, pak A(n) — B(n) = (—1)*.

.. ) 9.8. Poznamka. Ideu pouzitou v dikazu véty 9.6 1ze samoziejmé pouZit v fadé
analogickych piipadi. Chceme-li napiiklad zjistit pocet rozkladd &isla n na

) - = s¢itance, z nichZ kazdy je roven nékterému z Cisel sy, . . ., 5, pfiCemzZ s¢itanci
jsou navzdjem rizni, utvofime vyraz

borkiad L+xHA+x2) ... (1 +x%).

Po rozndsobeni obdrzime evidentné vyraz, v némz koeficient u x" udava podet
hledanych rozklada.

9.9. Poznamka. Vytvortujici funkci posloupnosti (p(n, k))52, je funkce
k

réuji po G(x) = X _
O = T na-m .. a-%
eni. o Vytvortujici funkci posloupnosti uddvaji pocty rozkladi &isla n na liché s¢itance
je funkce
n)x" je Hx) = 1

1-x)A=x>HA=x5...°
Kone¢né vytvortujici funkci posloupnosti udavajici pocet rozkladi &isla n na
navzdjem ruzné s¢itance, je funkce

3 K(x)=(1+x)(1+x2)(1+x3)...=1_[(1+xk).
k=1
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UkaZme si, jak 1ze pomoci uvedenych vytvotujicich funkci snadno odvo-
zovat tvrzeni o rozkladech pfirozenych &isel. Plati napiiklad

1
1-—01 -1 —-x5...

1—=x3)0 =xHA - x50 =x8)... _

A-x)1A=x)A —x)HA —x%...

[ =00 +0]- [A=xD)A+2D)] - [A =) A +xD] ...
- 1=x)1—-x2)1 =231 —x%)... -
A+x)A+xHA+x> - = K®x).

Hx) =

Dokadzali jsme tak pravé, Ze plati ndsledujici véta.

9.10. Véta. Pocet rozkladii ¢isla n na navzdjem riizné scitance je roven poctu
rozkladii isla n na liché scitance.

POZNAMKY A CVICENI

1. DokaZte, Ze vytvorujici funkce Fibonacciovy posloupnosti je

oo
X
g =) Fx'"=——0.
— 1—x—x

2. Bud’ (B,) posloupnost Bellovych &isel.

o0
a) Dokazte, Ze fada ) B,x" diverguje pro viechna x # 0.
n=0

x B
b) Dokazte, Ze fada ) —:'x" absolutné konverguje na R.
n=0 N
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10 Blokova schémata, latinské ¢tverce a kone¢né ro-
viny

Jednim z centrdlnich pojmt moderni kombinatoriky jsou tzv. blokovd sché-
mata, nazyvana téZ konfigurace, designy i jinak. Teorie blokovych schémat je
intenzivn& rozvijena a je velmi sloZitd. Proto se zminime jen o nejzédkladné&jsich
pojmech a zavedeme nékteré jednoduché typy.

10.1. Definice. Budte v, b, k, r, A pfirozena ¢isla, A kone¢nd mnoZina, |A| =
= v. Systém podmnoZin
X1, X5, ..., Xp

mnoZiny A se nazyva blokové schéma typu (v, b, k, r, 1) v mnoZing€ A, jestlize
|X1] =1X3] =--- =|Xp| =k, kazdy prvek a € A je prvkem praveé r mnoZin
X; a pro kazdé dva rizné prvky a,b € A je {a, b} podmnoZinou pravé A
mnozin X;.

Mnoziny X; se nazyvaji bloky daného blokového schématu.

Je samoziejmé, Ze nemusi existovat blokové schéma libovolného pfedepsa-
ného typu. Jak vSak ukdZeme v piikladu 10.2, miZe blokové schéma existovat.

10.2: Piiklad. Bud A = {1,2,3,4,5,6,7}. Blokovym schématem typu
(7,7,3,3,1) je napiiklad systém mnoZin

X, = {1,2,4) X, = {457 X, = {1,3,7)
XZ = {2;3,5} X5 = {1’5’6}
X3 = (3,4,6} Xe = {2,6,7}

10.3. Véta. Existuje-li blokové schéma typu (v, b, k, r, L), plat{
bk=vr, rk—1)=A(v-—1).

Dukaz. Prvni rovnice je evidentni; levd i prava strana ziejmé& uddva &islo
|X1|+ -+ |Xp|. Ve druhé rovnici secitdime pocty dvojic obsahujicich dany
prvek a; € A. Prvek a; je obsaZen v r blocich a v kazdém z nich tvoii dvojice
se zbyvajicimi k — 1 prvky. Soucasné vSak a; tvoii A dvojic s kazdym z v — 1
zbyvajicich prvka. °

10.4. Definice. Blokové schéma typu (v, b, 3, r, A) se nazyva systémem tro-
Jjic. Pro A = 1 se systém trojic nazyva Steineriv.
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10.5. Poznamka. Steinerovym systémem trojic je napiiklad blokové schéma
z piikladu 10.2. Je to tedy takovy systém tfiprvkovych podmnoZin dané kone¢né
mnoZziny, Ze kazdé dva prvky se soucasné vyskytuji v pravé jedné z podmnozin.

J. Steiner v roce 1853 zformuloval tento problém ndsledovné: Pro kterd priro-
zend Cisla n Ize rozdélit n pismen do trojic tak, aby se kaZdd (neusporddand)
dvojice pismen vyskytovala v prdvé jedné trojici?

ProtoZe se ve Steinerovych trojicich kazdé pismeno vyskytuje s kazdym ji-
nym pismenem pravé jednou, musi byt &islo n—1 sudé, tj. n = 1(mod 2). (Stadi
si totiz uvédomit, Ze kazdé pismeno je ve trojici s dal§imi dvéma pismeny.)

Déle vime, Ze kazda trojice obsahuje tfi dvojice a kazda dvojice se v troji-
cich vyskytne pravé jednou. Odtud plyne, Ze celkovy pocet dvojic, coZ je &islo

-1
<;) = %, musi byt nasobek tii. Celkové odtud plyne, Ze ¢islo n musi

byt tvaru 6k + 1, respektive 6k + 3, k € N (tj. n = 1, 3(mod 6)).
V roce 1859 dokdzal M. Riess, Ze tato nutnd podminka je souasné posta-
Cujici, tj. plati nasledujici tvrzeni, které uvedeme bez dikazu.

10.6. Véta. Blokové schéma typu (n, b, 3, r, 1) existuje pravé tehdy, kdyz
n=06k+1 nebo n=6k+3, keNy,n>3.

Bud' dén Steineriv systém trojic typu (n, b, 3, r, 1). Jak jsme jiz uvedli
v pozndmce 10.5, je pocet vSech dvojic roven &islu "("2_ ) Kazda trojice ob-
sahuje tfi dvojice, takZe pocet b vSech bloki je roven &islu "("fgl). Podle véty
103 ddleplati r - 2=n — 1, . r = 251,

Odtud a z véty 10.6 plyne

10.7. Véta. Na n-prvkové mnoZiné existuje systém Steinerovych trojic prdvé

tehdy, kdyZ n = 6k +1 nebon = 6k+3 (k € Ny, n > 3). Vtom p¥ipadé je téchto
-1 -1
trojic n(_n6__) a kaZdy prvek se vyskytuje v I

trojicich.

10.8. Priklad. Uvedme Steinerovy systémy trojic pro nejmensi tfi moZné hod-
notyn,tfn=3,n=7an=9.

n=3: 1 2 3

o 2 3 1 6 7 2 5 7 3 5 6
=7 4 5 2 4 6 3 4 7
1 2 3 17 9 2 7 8 3 6 9
n=9: 1 4 5 2 4 9 3 4 8 4 6 7
1 6 8 2 5 6 35 7 58 9
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2 schéma 10.9. Poznamka. Ulohu vedouci na Steineriiv systém trojic (s dal$imi pod-

 konedné minkami) zformuloval je§té pfed Steinerem v roce 1847 anglicky matematik

dmnoZin. R. T. Kirkman. Jde o zndmy Kirkmaniiv problém 15 divek: 15 Skolacek chodi
denné na prochdzku sefazeno do péti trojic. Lze je Fadit do trojic tak, aby kazdd

erd priro- s kazdou Sla béhem 7 dnii ve trojici pravé jednou?

orddand) Kladnd odpovéd je veelku jednoduchd. Rozpis prochdzek miize byt nésle-
dujici:

z7dym ji-

2). (Stac{ 123 147 1 513 1 6 8 1 910

meny.) 4 56 2510 2 412 21113 2 714

e v troji- 78 9 61114 6 715 410 15 3 515

3 ie &islo 101112 91215 810 14 5 914 4 811

' 131415 3 813 3 911 3 712 612 13
o n mus{

11115 11214

n< posta- 2.6 9 2 815
3 414 3 610

‘ 5812 4 913
kdy? 71013 5 711

Jde o Steinertiv systém trojic s parametry v = 15,b =35,k =3,r =7, = 1,
pfi¢emZ musi byt splnéna jesté dalsi podminka: trojice musf byt rozd&leny na

iz uvedli sedm tfid po p&ti trojicich tak, aby byl kaZdy prvek v kazdé tid& pravé jednou.
rojice ob- Dodnes neni zndmo, pro kterd n ma Kirkmandv problém, ptesnéji feceno
odle véty jeho piislusné preformulovani, fesent.

Uzkou souvislost s teorif blokovych schémat maji tzv. latinské étverce.
yjic prdavé 10.10. Definice. Bud' déna libovolnd n-prvkovd mnoZina A (n € N). Latin-
F je téchto skym Ctvercem Fddu n rozumime Etvercovou tabulku o n ¥adcich a n sloupcich

takovou, Ze v kazdém fadku a kazdém sloupci je permutace viech prvki mno-
Ziny A.
ozné hod-
10.11. Priklad.
12345 12345
E & 23451 21453
34512 34512
45123 45231
& 51234 53124
b 7
2 9 jsou latinské &tverce fadu 5.
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10.12. Poznamka. Je zfejmé, Ze existuji latinské étverce kazdého fadun € N.
Z kazdého latinského ¢tverce faddu n > 1 midZeme snadno utvofit dal3f latinské
Ctverce napiiklad tak, Ze zménime pofadi fadkd, respektive sloupci, nebo
provedeme néjakou permutaci prvki mnoZiny A nebo eventudlné uvedené
postupy zkombinujeme.

Rekneme, 7e dva latinské Gtverce jsou ekvivalentni, jestlize vySe uvedenym
zplsobem lze jeden ptevést na druhy.

Lehce 1ze dokézat, Ze kazdy latinsky Ctverec S. fadu je ekvivalentni pravé
s jednim z latinskych ¢tverct z piikladu 10.11.

N Pd

Latinské Ctverce se vyskytuji v nejriznéjSich souvislostech. Utvoiime-li
napiiklad obvyklou tabulku ndsobeni v libovolné kone¢né grupé€, obdrZime
zfejmé latinsky Ctverec.

Latinské Ctverce maji rovnéZ jednoduchou geometrickou interpretaci. Po-
vazujme kazdé z n® mist v latinském &tverci za ,,bod* a predstavme si ndsle-
dujici ,,spojnice” bodi: (1) fadky latinského Etverce, (2) sloupce latinského
Ctverce, (3) body v nichZ je vepsan stejny prvek. Tyto spojnice tvoii tzv. 3-sit’
s n? uzly. Kazd4 spojnice je tvofena n body, spojnice téhoz ,»typu® se neproti-
naji a kazdym bodem prochézi pravé jedna spojnice kazdého ze tff uvedenych
typu.

Naopak kazdou 3-sit’ 1ze interpretovat jako latinsky &tverec.

10.13. Definice. Budte dény dva latinské &tverce n-tého fadu utvotené
z prvkid mnoZiny A. Ozname a;;, respektive b;;, prvek lezici v priseéiku
i-tého fddku a j-tého sloupce prvniho, respektive druhého latinského &tverce.
ProtoZe |A2| = n?, Ize viechny prvky mnoZiny A2 vepsat do schématu utvo-
feného z n fadku a n sloupct.

Iv{ekneme, Ze dané dva Ctverce (a;;) a (b; ) Jjsou ortogondlni, kdyZ ve &tverci
(ajj, bij) je kazdy prvek z A? pravé jednou.

10.14. Priklad. Ctverce

1 2 3 2 3 1
2 31 a 1 2 3
31 2 31 2

jsou zfejme ortogondlni, nebot’ kdyZ z nich utvofime popsanym zpiisobem
étverec

12 23 31
21 32 13
33 11 22
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anecN. jsou v tomto Ctverci vSechny prvky kartézského soucinu {1, 2, 3} x {1, 2, 3}
Jatinské (pfiCemZ prvek [, j] jsme zapsali struéng jako ij).
A, neb? Je zfejmé, Ze neexistujf ortogonalni latinské Ctverce 2. fadu. Jediné latinské
rvedenc Ctverce 2. fadu jsou totiZ {tverce
redenym 1 2 2 1
2 1 1 2
ni pravé ) . .
a ty nejsou ortogondlni, nebot ve Ctverci
ofime-li 12 21
bdrzime 21 12
taci. Po- nejsou vSechny prvky soudinu {1, 2} x {1, 2}.
si nasle-
ginského Problematiku existence ortogonalnich latinskych tverct 6. ¥adu zpopula-
by, 3-sit’ rizoval Euler, kdyZ v roce 1782 zformuloval slavnou ilohu o 36 diistojnicich:
- neproti- Sestavte 36 diistojnikii 6 riiznych hodnosti ze 6 riiznych plukii do ctverce tak,
edenych aby v Zadné Fadé ani Zddném zdstupu nestdli dva diistojnici stejné hodnosti ani
dva diistojnici ze stejného pluku.
Je zfejmé, Ze tato Eulerova tiloha vede na konstrukci dvou ortogonalnich
_ latinskych ¢tverct 6. fadu. ProtoZe se konstrukce t&chto &tverct Eulerovi ne-
tvofené dafila, vyslovil hypotézu, Ze neexistuji dva ortogondini latinské &tverce Fddu
useCiku n=4k+2 k =0,1,2,... . (Podrobnosti viz ve cviteni 3 na konci této
ctverce. kapitoly.)
{1 utvo- Pravdivost této hypotézy pro k = 0 jsme ukézali vy3e. Samotny Euler se
nedozil vyfeSeni tohoto problému pro k > 0. Teprve v roce 1900 dok4zal fran-
> Ctvercl couzsky matematik G. Tarry, Ze neexistuji dva ortogonalni latinské &tverce
6. radu.
Vzhledem k tomu, Ze latinskych &tvercd 6. ¥adu je tém&F 25000000 a
Tarry své tvrzeni odvodil jistym systematickym vyétem, je jeho vykon opravdu
pozoruhodny. (O poctu latinskych &tvercd fadu n viz kapitolu 2, poznamku
8.16). ,
Eulerova hypotéza byla dlouho povaZovéna za spravnou. Vyvridcena byla az
vroce 1959, kdy R. C. Bose a S. Shrikhande sestrojili dva ortogondlnf latinské
pusobem Ctverce 22. fadu.
Pozdgji Bose, Srikhande a E. T. Parker dokdzali dokonce nésledujici tvr-
zeni:

10.15. Véta. Pro kazdé prirozené n > 2 kromé n = 6 existuji ortogondlni
latinské ctverce n-tého Fdadu.
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Diikaz. Dikaz nebudeme provadét, nebot pfesahuje ramec tohoto textu. K jeho
provedeni je tfeba fady tvrzeni o blokovych schématech. e

10.16. Priklad. UkaZme dva ortogondlni latinské ¢tverce 10. fadu.

00 49 17 9 28 83 75 61 52 34
76 11 59 27 90 38 84 02 63 45
85 70 22 69 37 91 48 13 04 56
58 8 71 33 09 47 92 24 15 60
93 68 80 72 44 19 57 35 26 01
67 94 08 81 73 55 29 46 30 12
39 07 95 18 82 74 66 50 41 23
21 32 43 54 65 06 10 77 88 99
42 53 64 05 16 20 31 8 97 78
14 25 36 40 51 62 03 98 79 87

Z tohoto ptikladu tedy plyne nespravnost Eulerovy hypotézy jiZ pro k = 2.

DileZitou ¢4sti kombinatoriky, t€sné€ propojenou s teorii blokovych sché-
mat, jsou tzv. konecné geometrie. UkaZzme souvislost nékterych pojmu konec-
nych geometrii s teorif latinskych ¢tverct.

10.17. Definice. Bud’ A # @ kone¢nd mnoZina, R C P(A). Necht plati:

(1) Prokazdé x,y € A, x # y, existuje pravé jedna mnoZina P € R tak,
Ze{x,y} c P.

(2) Pro kazdou mnoZinu P € R apro kazdy prvek x € A, x & P, existuje
pravé jedna mnoZina Q € R takovd,Zex € Qa PN Q =0.

(3) Existujf tfi navzdjem razné prvky x, y, z € A takové, Ze {x, y, z} neni
podmnoZinou Zddné mnoZiny P € R.

Pak se dvojice (A, R) nazyva konecnd afinni rovina. Prvky mnoZiny A se

nazyvaji body a prvky mnoZiny R pfimky této roviny.

Ve shodé€ s obvyklou geometrickou terminologii zavedeme ndsledujici de-
finici.

10.18. Definice. Dvé disjunktni pfimky nazveme rovnobéZkami. Smérem
v afinni rovin€ nazveme systém vSech rovnobézek s danou piimkou.
Skutecnost, Ze pfimky P, Q jsou rovnob&zné, budeme znacit symbolem

P Q.

bo
tak
jed

{a;
boc
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K jeho
10.19. Véta. Necht’P, Q, R jsou pFimky v konecné afinni roviné. Necht'P || Q,
Q| R P#R PakR | P.

Dukaz. Pfipustime, Ze existuje a € P N R. Pak by bodem a prochazely dvé
rovnobézky s pfimkou Q, coZ neni mozZné. °

10.20. Véta. Vsechny primky v konecné afinni roviné maji stejny pocet bodii.

Diikaz. I. Nejprve dokdZeme, Ze stejny poCet bodi maji v§echny piimky téhoZ

smeéru.
Necht’ tedy v konecné afinni roviné (A, R) existuje piimka P tvofend n
body ay,...,a,. Bud b € A libovolny bod neleZici na pfimce P (existence

takového bodu plyne z vlastnosti (3)). Podle (2) prochézi timto bodem pravé
jedna rovnobéZzka Q s pfimkou P. Nyni dokdZeme, Ze |Q| = n.
Pro kaZdy bod a; € P existuje podle (1) pravé jedna pfimka R; takovd, Ze
{ai, b} C R;. Pro a; # a; je zfejmé R; # R;. (Kdyby totiz R; = R;, leZely by
bk=2 body a;, a;, b na téze ptimce, aviak a;, a; uruji piimku P ab ¢ P.)
Zvolme a; € P libovoln€. Podle (2) prochdzi kazdym bodem a; € P,

,Ch‘ SCh‘j’- aj # a;, pravé jedna piimka disjunktni s R;. Ozna¢me tuto piimku S;. Kdyby
: konec- byly pfimky S; a Q rovnob&€Zné, musela by se pifmka S; rovnat pfimce P,
protoZe bodem a; prochézi jedind rovnobéZzka s Q. To by viak znamenalo, Ze

ati- a; € R; NS}, coZ je spor s pfedpokladem.
Piimka S proto protne pfimku Q v jednom bodg s; rizném od b (nebot
R tak, S; N R; ={a;}). Pro j # k pfitom zfejmé plati s; # s;. Na pfimce Q tak lezi
body b, s;, j # i. Pfitom je zfejmé, Ze na Q nemiZe leZet Z4dny dalsi bod.
biomie (Pfedpoklddejme totiz, Ze existuje na Q dalii bod c. Podle (2) existuje pfimka

Ctak,Zec € C,CNR; =0,4. C # Q,nebot b € Q N R;. Je-li ¢ # s}, je
C # §;. Pak ale C protne pifmku P v bod& rizném od a; pro viechna i, co? je
z} nenf spor.)

Dokazali jsme tak, Ze |Q] = n.

II. Necht nyni A, B jsou dvé rizné piimky, které nejsou rovnob&zné.

1y A se Pripustme, Ze A je tvofena n body ay, . .., a, ana B leZ navzdjem rizné body
by, ..., byy. Zvolme oznaleni tak, Ze prisecik ptimek A, B je a; = b;. Podle
definice bodem b, prochdz{ rovnob&zka C s pfimkou A. Tato rovnob&Zka m4d
ujic de- podle prvni ¢asti ditkazu n bodl; ozname je ¢y, ..., ¢, = bysi.

Oznaéme S, piimku prochdzejici body by, ¢; a zvolme na B libovolny

Smcrem ] bod b; # b;. Timto bodem prochézi jedind rovnob&zka S; s pffmkou S;. Tato
rovnob¢zka nutné protne pifimky A, B. Kdyby totiZ byly napftiklad pfimky A

mbolem a §; rovnob&Zné, prochdzely by bodem a; dv& rovnob&zky s pfimkou S;, a to
pfimky A a S;.
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Oznaéme S;NA = a¥, S; B = b;.Proi # j viak podle tvrzeni 10.19 plati
a; #a3, b} 7 b3. To viak nenf mozné, nebot’ na piimce B je vic bodl neZ na
pfimkach A a C.

Pfimky A, B tedy musi obsahovat stejny pocet bodd. @

~s 2

10.21. Definice. Rddem konecné afinni roviny rozumime pocet bodii leZicich
na ptimkéch v této roving.

Snadno lze dokézat ndsledujici tvrzeni.

10.22. Véta. Konecnd afinni rovina fddu n md n? bodii a n® + n pfimek. Na
kazdé pFimce lezi n bodii a kaidym bodem prochdzi n + 1 pfimek. VSechny
pFimky lze rozdélit do n + 1 smérii a kaZdy smér obsahuje n rovnobéZek.

Nyni je ovSem pfirozend otdzka, zda n&jaka afinni kone&nd rovina viibec
existuje.

I 1 2 3 4
Prvni I 5 7 6 8
smer III 10 11 9 12
v 15 14 16 13
v 13 1 5 9
Druhy VI 14 10 2 6
smér VIl 1 15 7 3
VIII 4 8 12 16
IX 6 16 1 11
Treti X 12 5 15 2
smér XI 8 9 3 14
XII 13 4 10 7
XIII 7 12 14 1
Ctvrty XIV 2 13 8 11
smér XV 16 3 10 5
XVI 9 6 4 15
XVII 1 8 10 15
Paty Xviar| 2 7 9 16
smer XIX 3 6 12 13
XX 4 5 11 14

Tab. 10.4: Koneéna afinni rovina 4. fddu
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10.23. Priklad. V tabulce 10.4 je popsdna kone¢nd afinni rovina 4. fadu. Podle
veéty 10.22 musi obsahovat 16 bodi (jsou oznadeny arabskymi &islicemi) a 20
piimek (jsou oznaceny ffmskymi Cislicemi). Kazdy z péti sméri obsahuje &tyfi
piimky.

10.24. Poznamka. Sportovné zaloZeny &tenaf miize postfehnout, e afinni ro-
vina 4. fadu uvedend v tabulce 10.4 je rozpisem rozjizd&k pti klasické ploché
dréze, kdy 16 jezdci absolvuje 20 rozjizd&k tak, Ze kazdy jezdec jede s kazdym
pravé v jedné rozjizdce.

Tabulka 10.4 je dikazem, Ze kone¢né afinni roviny vskutku existuji. Tfm
vSak viibec neni zodpovézena otdzka, zda existuje kone¢nd afinni rovina li-
bovolného fadu n € N. Alespori ¢4steEnou odpovéd na tuto otdzku ndm dava
teorie latinskych &tverci.

Jak latinské Ctverce souviseji s afinnimi rovinami si ukdZeme na roviné
uvedené v tabulce 10.4. (Porovnej nésledujici konstrukci s definicf 3-sit& v po-
znamce 10.12.)

Sefadme nejprve 16 bodii dané roviny do nésledujici tabulky:

1 2 3 4
5. 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16

Na prvni pohled je vidét, Ze fadky v této tabulce jsou pifmky 1. sméru a
sloupce pfimky 2. smé&ru v dané rovin&. Nyn{ si ukdZeme, jak lze zapsat pfimky
dalich tff smér.

UvaZzujme 3. smér, tj. pfimky IX — XII. V uvedené &tvercové tabulce pak
na mista bodd prvni z téchto piimek, tj. pfimky &islo IX, vepiSme Eislo 1.
(Tj. nahradime jednickou ¢&isla 1,6,11,16.) Podobng cifrou 2 nahradime body
piimky &islo X (tj. vepiSeme dvojku misto &fsel 2,5,12,15). KdyZ tuto dpravu
provedeme analogicky i pro pfimky &fslo XI a XII, obdrzime &tverec

1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

Nyni si uvédomme, Ze jsme zakonité obdrzeli latinsky &tverec 4. fadu.
Vzhledem k tomu, 7e pfimky 3. sméru se neprotinaji (jsou to rovnob&zky),
nemiiZe se stdt, aby jedno a totéZ misto mé&lo byt obsazeno riznymi ciframi.
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ProtoZe kazd4 pifmka 3. sméru protne kazdou piimku 1. sméru (zapsanou
v nékterém fadku &tvercové tabulky) pravé jednou a rovnéz kazdou pfimku 2.
sméru (zapsanou v nékterém sloupci) protne pravé v jednom bodg, je v kazdém
tadku a kazdém sloupci vzniklého Etverce opravdu permutace &isel 1,2, 3,4,
takze vznikly &tverec je nutné latinsky.

Kdy# nyni provedeme analogickou dvahu i pro piimky 4. a 5. sméru,
obdrzime latinské Ctverce

2

W = N
S o= W
- N W

4
1
3
2

A0 = W
U O NN

1

3 4
4 3
2 1

Popsanym zpiisobem jsme pomoci roviny 4. fddu sestrojili tfi latinské
ttverce 4. Fadu. Jak se &tendf miZe snadno presvédcit, jsou kazdé dva z téchto
&tverc vzdjemné ortogondlni. Soudasné je snadné si uvédomit, Ze ortogonalita
t&chto étvercu je zakonitd.

Popsanou konstrukci viak nyni miZeme snadno obrtit. Budou-li dény
libovolné tfi vzdjemné ortogondlni latinské Ctverce 4. fadu, sestrojime z nich
zpétné snadno afinni rovinu 4. fadu.

Uvedenou dvahu miZzeme zcela analogicky provést pro kazdé pfirozené n
a tak dokézat nasledujici tvrzeni.

10.25. Véta. Konecnd afinni rovina Fddu n > 3 existuje prdvé tehdy, kdyZ
existuje n—1 latinskych étvercii n-tého Fddu, z nichZ kaZdé dva jsou ortogondlni.

Jak jsme jiZ uvedli, neexistujf ani dva ortogonalni latinské Etverce 6. fadu.
Proto z véty 10.25 okamZité plyne

10.26. Disledek. Neexistuje konecnd afinni rovina 6. Fddu.

(Kdyby sportovni &inovnici znali tento vysledek, pravdépodobné by nikdy
nevznikla tzv. ,dlouhd plochd drdha®, pfi niZ jezdi v jedné rozjiZzdce 6 jezdct.
Pro tuto soutéZ podle disledku 10.26 nelze sestrojit analogicky ,,spravedlivy*
rozpis jako pro klasickou plochou drdhu.)

10.27. Poznamka. Dodnes neni obecné znamo, pro kterd n kone¢na afinni ro-
vina n-tého ¥4du existuje. Jsou zndmy jen nékteré dil¢f vysledky. Tak napiiklad
metodami analytické geometrie 1ze odvodit tvrzent:

Je-lin = p*, kde p je prvocislo a k pFirozené &islo, pak existuje konecnd afinni
rovina rddu n.

Vv

je

-

jet
10

tzy

10.



I

=

|

(SIS

1Y

Y

=

10. Blokovd schémata, latinské Ctverce a konecné roviny 91

Necht’ Cislo n neni souctem Ctvercii dvou prirozenych Cisel a necht' n =
= 1(mod 4) nebo n = 2(mod 4). Pak neexistuje afinni rovina rddu n.

Podle uvedeného tvrzeni neexistuje napiiklad afinni rovina 14. fadu. Je
viak fada piipadt, kdy pro dané n neumime rozhodnout, zda afinni rovina fadu
n existuje. Nejmensim takovym &islem je n = 10.

Ke konstrukci afinni roviny 10. fadu bychom potfebovali mit k dispozici 9
vzdjemné ortogondlnich latinskych étverct 10. fadu. Podle piikladu 10.16 dva
ortogondlni latinské ctverce 10. fadu existuji. Ani pomoci pocitact v§ak dodnes
nebyla nalezena ani jedna trojice vzdjemné ortogondlnich latinskych étverca
10. fddu. Existence afinni roviny 10. f4du tak dodnes nebyla ani dokdzana ani
vyvréacena. Pro velkou obtiZnost tohoto problému se mu &asto fikd matematicky
,,problém stoleti“, i kdyZ mnohé jiné problémy jsou zndmé;si a populdrné;si.

Kromé kone¢nych afinnich rovin jsou intenzivné studovény i koneéné pro-
Jjektivni roviny, jejichZ definice je v nékterych rysech obdobna.

10.28. Definice. Bud' A # @ kone¢nd mnoZina (jeji prvky budeme opét na-
zyvat body), a mnoZina R C P(A) (jeji body budeme opét nazyvat primky).
Necht’ plati:

(1) ProkaZzdé x,y € A, x # y, existuje pravé jedna mnoZina P € R tak,
Ze {x,y} C P.

(2) KaZdé dvé rizné piimky se protinaji v jediném bodg.

(3) Existujf Ctyfi navzdjem rGzné prvky, z nichZ zddné tfi neleZ{ na téZze
pfimce.

Pak se dvojice (A, R) nazyva konecnd projektivni rovina.

Zakladn{ vlastnosti projektivnich rovin se odvijeji od ndsledujiciho tvrzent,
jehoZ diikaz je elementdrni a proto jej pfenechdme &tenafi.

10.29. Véta. Vkonecné projektivni roviné existuji étyFi navzdjem riizné primky,
z nichZ Zddné t7i se neprotinaji v témZe bodé.

Z definice 10.28 a z véty 10.29 plyne zdkladni vlastnost projektivnich rovin,
tzv. princip duality:

10.30. Véta. KaZdé tvrzeni v teorii konednych projektivnich rovin ziistane
v platnosti, kdyZ v ném vzdjemné zaménime pojmy bod a p¥imka.

Snadné je odvodit i nasledujici tvrzeni.
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10.31. Véta. V kaZdé projektivni roviné plati:
(1) vsechny primky maji stejny pocet bodii;
(2) kaZdym bodem prochdzi stejny pocet primek;

(3) pocet bodii na primkdch je stejny jako pocet primek prochdzejicich jed-
notlivymi body.

M4 tedy smysl nasledujici definice.

10.32. Definice. Necht kazda pifimka koneéné projektivni roviny obsahuje
n + 1 bodl. Pak se ¢islo n nazyva Fdd dané roviny.

Z véty 10.31 a z definice 10.32 je zfejmé nésledujici tvrzeni.

10.33. Véta. Konecnd projektivni rovina Fddu n man*+n+1 bodiian®+n+1
pFrimek.

10.34. Poznamka. Kone¢nd projektivni rovina 2. fddu by méla, pokud exis-
tuje, obsahovat 7 bodi a 7 pfimek. Ctenaf snadno ov&H, Ze takovou rovinou je
napiiklad Steinerv systém trojic pro n = 7 v ptikladu 10.8.

Odpovéd na otédzku, pro kterd n existuje kone&n4 projektivni rovina tohoto
fddu je stejnd jako u afinnich rovin: konecénd projektivni rovina n-tého ¥ddu
existuje pravé tehdy, kdy? existuje n — 1 navzdjem ortogondlnich latinskych
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