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Misto tivodu

Diraz ja kladen na podstatu fyzikdlnich jevi a na odvozovani zakonitosti, na uZiti mate-
matického apardtu v co nejvétsi moiné §ivi. ... Zdk je veden k tomu, aby zejména chd-
pal, Ze prirodni jevy maji fyzikdlni priciny, rozumel riznym typum fyzikdalnich déji, umel
tyto znalosti aplikovat, vyuZival matematicky apardt pro odvozeni jednoduchych fyzikdalnich
vztahd, ...

SVP pro piedmét fyzika na gymnéziu Jevicko

Vedeme Zaky k systematické prdaci pri matematizaci redlnych situact, ..., zaddvame
zakum aplikacni ulohy z praxe a vedeme tim Ziky k pochopeni vyznamu matematiky v
redlném zivote.

SVP pro piedmét matematika na gymnaziu Jevicko

Na zakladé predchozich citatd ze skolniho vzdélavaciho programu pro gymnéazia mi
dovolte navrhnout osnovu predmétu Matematika a fyzika pro prvni ro¢nik vyucovaného
jako jeden celek. Inspirovano pracovnimi listy v ucebnici Matematika realisticky a Fy-
zika realisticky (online 2010: realisticky.cz), déle fada fyzikalnich pfikladi je inspirovana
ucebnici Halliday, Resnick, Walker (2000), tzv. HRW. Dalsi inspiraci byla série u¢ebnic
Matematika pro gymnézia a ¢asti nékterych vysokoskolskych materiali, jejiz vycet v pre-
hledu literatury zatim neni tplny.

1. Kapitola 1: Fyzikalni jednotky. Zakladni fyzikalni jednotky (metr, ¢as, kilo-
gram) a jednotky; mensi ¢i vétsi ¢asti téchto jednotek. Pfevod minut na hodiny a
naopak, prevod rychlosti v metrech za sekundu na kilometry za hodinu a naopak.
Tabulka prevodti fadi jednotek. Zavér: pro predavani poznatki méfeni musime vzdy
Fici, a) jakou veli¢inu méfime, b) kolik jednotek této veli¢iny jsme naméfili.

2. Cviceni na prevody jednotek podle sbirky: samostatna prace. Za domaci tkol: pro-
pocitat cast prikladt ze sbirky. Pokus: hustota a vazkost vody a oleje. Zavér: pii
prevadeéni slozenych jednotek prevedem postupné kazdou z dil¢ich jednotek.

3. Kapitola 2: Primocary pohyb hmotného bodu. Funkce pfedstavuje vztah
mezi dvéma velicinami, kdy k jedné hodnoté veli¢iny = je prifazena nejvyse jedna
hodnota veli¢iny y. Takovy vztah mezi dvéma veli¢inami lze znézornit do grafu v
pravouhlé soustavé soutfadnic v roviné. Prikladem je pohyb po pfimce: poloha x
télesa u primocarého pohybu v zavislosti na c¢ase t. Defini¢ni obor funkce, obor
funkénich hodnot. Zaveér: graf funkce ndm ukazuje cestu od ¢isel na ose t (defini¢ni
obor) k ¢islim na ose x (obor hodnot).

4. Kresleni grafi funkce rtiznych vlastnosti. Zavér: graf funkce nesmi obsahovat dva
body nad sebou.

5. Primérna rychlost pti pohybu kralika ve sméru svislé osy x v zavislosti na case ¢.
Oznaceni At, Az, grafické urceni primérné rychlosti pomoci pfimky prochézejici
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pocatecni a koncovou polohou grafu funkce polohy x v zavislosti na cCase t. Pri-
klady 1,2: primérné rychlost fidice nejprve jedouciho, pak jdouciho pésky (piiklady
kreslime i graficky, je z nich vidét vztah mezi rychlostmi v jednotlivych ¢astech.

. Kresleni grafu linearni funkce. Nalezeni vyznamu konstant a,b v linearni funkci

y=ax+Db.

Linearni funkce — naleznéte ptredpis pro grafy funkei nakreslenych na obrazku (stu-
denti poprvé sestavuji predpis na zakladé obrazku).

. Tunkce absolutni hodnota

. kresleni grafti funkce — metoda posunuti (kombinace linearni funkce a absolutni

hodnoty)

kresleni grafii funkce — metoda posunuti II (kombinace linearni funkce a absolutni
hodnoty)

kresleni grafi funkce — metoda rozdéleni na intervaly (kombinace linearni funkce a
absolutni hodnoty)

kresleni grafti funkce — metoda rozdéleni na intervaly II (kombinace linedrni funkce
a absolutni hodnoty)

prumérnd rychlost pfimocarého pohybu je tangens jistého thlu seny (= smérnice
sefny = sklon se¢ny) ke grafu funkce polohy v zévislosti na ¢ase; tabulka goniomet-
rickych funkei zdkladnich hodnot ostrého tihlu (z Pythagorovy véty pro tihel 45° pfi
uhlopficce ¢tverce, pro thly 30 a 60° pti vrcholu a vysce rovnoramenného trojihel-
niku. Vypocet jedné strany pravouhlého trojuhelniku na zakladé znalosti jednoho
uhlu a jiné strany.

Piiklady na uziti goniometrickych funkeci ostrého thlu
pramérna rychlost — fyzikalni priklady

okamzita rychlost: motivacni hodina, okamzita rychlost se vypocte z pramérné rych-
losti limitim procesem pfi zkracovani intervalu, na kterém priimeérnou rychlost po-
¢itdme; okamzita rychlost jako derivace = smérnice tecny (= sklon teény) ke grafu
funkce; derivace funkce x(t) v bodé ty je tedy limita z jistého vyrazu;

v(t) = 2'(¢).

proces derivovani v rtiznych bodech zanasime do grafu, dostaneme zase funkci; vy-
pocet derivace nékterych funkei z definice (pomoci limity) — zékladni vzorce pro
derivovani (pouze u polynomu a funkci goniometrickych), derivace soucinu a podilu
funkci

cviceni — vypocet derivace funkci podle vzorci, derivace soucinu a podilu funkci;
sestaveni rovnice tecny ke grafu funkce v jistém jeho bodé
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cviceni — derivace slozené funkce, ptiklady na procviceni; fyzikalni procviceni: zname
polohu z(t), mame spocitat funkci udéavajici okamzitou rychlost v okamziku ¢

popis pohybu kabiny vytahu — ur¢ity integral ve vztahu vypoctu polohy télesa na za-
kladé funkce jeho rychlosti; Odvozeni urcitého integralu jako limity z jistého souctu
obsahti u podgrafu spojité funkce. Vzorec

o(ts) — a(t) :/QU(t)dt.

t1

Newton-Leibnizova formule vztahu mezi urcitym integralem a procesem integrovani
(= inverznim procesem k derivovani).

cvideni na vypocet ur¢itého integralu z rychlosti (= zmény polohy) — graficky (HRW,
oddil 2.4), pomoci vzorci pro derivovani a uzitim Newton-Leibnizovy formule (vy-
pocet jen zminit, bude procvic¢eno vice pfi dalsim navratu k integralim pozdéji; nyni
byl diiraz na derivovani).

priamérné zrychleni a a okamzité zrychleni a(t) pfimocarého pohybu — smérnice

sefny a smérnice tecny ke grafu funkce v(t): vzorce

a(t) =o' (t), wv(t) —v(ty) = / 2 a(t)dt.

t1

Zrychleni — fyzikalni ptiklady: pt 4: kabina vytahu ... grafy funkci z(¢), v(t), a(t);
priklad 6: dragster versus raketové sané; tthové zrychleni; pt. 7: vypocet rychlosti a
zrychleni z funkce polohy;

Zrychleni — fyzikalni ptriklady II: HRW, kapit. 2.5.
rovnomérné zrychleny (zpomaleny) pohyb — klasické odvozeni vzorct

rovnomérné zrychleny (zpomaleny) pohyb — odvozeni vzorct na zakladé diferenci-
alniho a integralniho poctu

priklad na rovnomérné zpomaleny pohyb — brzdna draha auta
rovnomérné zrychleny pohyb — procviceni (HRW)
rovnomérné zrychleny pohyb — procvi¢eni II (HRW)

volny pad a svisly vrh: piiklady 9 (opravai pustil klice z Sestého patra), 10 (chyténi
micku pusténého z letadla), 11 (vyhozeni micku svisle vzhiiru)

volny pad a svisly vrh: cviceni I
volny pad a svisly vrh: cviceni I1

opakovani celku 02 (pfimoc¢ary pohyb): zkouSeni teoretické
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opakovani celku 02 (pfimoc¢ary pohyb): vétsi pisemka prakticka

Kapitola 3: Vektory a néktera jejich vyuziti. vektorové veliiny: tvod a mo-
tivace (jsou urCeny velikosti a smérem ... napf. posunuti, rychlost, sila): P¥. 12:
pohyb v jeskynnim systému (tangens thlu, Pythagorova véta pro vypocet velikosti
pfepony pravouhlého troj.); arctg thlu ... prace s kalkulackou (zatim jen zapnuti
funkce DEG)

s¢itani vektort a nasobeni vektoru skaldrem — pouze graficky — prezentace (soucet,
asociativni zdkon, nulovy vektor, opa¢ny vektor)

s¢itani vektort a nasobeni vektori skalarem — pouze graficky 2 — cviceni (ptiklady
z ucebnice Matematika pro gymndazia — analytickd geometrie, str. 36);

rozklad vektoru na soucet dvou vektori graficky (fyzikalni motivace: rozklad sily
na soucet dvou slozek, jedna z nich je kolmé na smér posunuti, druha pisobi praci
pii posunuti télesa ve sméru vektoru 3); piiklad 14: start letadla, thel, vzdalenost
od letisté, rozklad polohového vektoru na soucet; HRW oddil 3.3: slozky vektoru
graficky — cviceni.

Stupniova a obloukova mira thlu, orientace tthlu, zakladni velikost thlu; rozsiteni
goniometrickych funkci z ostrého tthlu na libovolny thel pomoci oblouku délky z;
pfevod radidni na stupné a naopak (vyznacéné thly i obecné); grafy a vlastnosti
funkci sin z, cos x.

cviceni — prevod radiant na stupné a naopak; orientace thlu zakladni velikost thlu;
Matematika pro gymnézia — goniometrie, str. 40, pt. 2.30: grafy funkeci sin z, cosz,
provnani funkénich hodnot na zakladé grafu; vlastnosti funkei sinus a kosinus.

vypocet hodnot sinus a kosinus vyzna¢nych thld pomoci jednotkové kruznice (ta-
bulka vyznacnych hla a vyznaénych hodnot); feseni jednoduchych goniometrickych
rovnic pomoci jednotkové kruznice

cviceni k predchozimu — vypocet hodnot sinus a kosinus vyznac¢nych thlt pomoci
jednotkové kruznice (tabulka vyzna¢nych uhla a vyznaénych hodnot); FeSeni jedno-
duchych goniometrickych rovnic pomoci jednotkové kruznice

periodicka funkce
sud4 a liché funkce

grafy a vlastnosti funkci tg z, cotg x; tabulka vyznac¢nych hodnot ve vyznacych
tthlech doplnéna o tyto funkce

cviceni — grafy a vlastnosti funkci tg x, cotg x

soufadnice vektoru, rozklad vektoru na slozky v soufadnicich (= algebraicky); jed-
notkové vektory ve sméru soutadnych os; velikost vektoru pomoci souradnic (z Py-
thagorovy véty v dimenzi 2 i 3);
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s¢itani vektori, nasobeni vektoru skalarem — pomoci soutadnic; pr.15: vyjadiete
grafické skladani vektorti pro soutézni trasu pomoci soutradnic;

cviceni k predchozimu: Matematika pro gymnazia — analytickd geometrie, str. 15-
19 (vytvofeni vektoru, velikost vektoru, stfed tsecky); HRW: sé¢itani vektortu alge-
braicky;

Definice skalarniho sou¢inu dvou nenulovych vektori pomoci thlu, ktery sviraji;
aplikace: vypocet mechanické prace pfi posunu télesa ptisobenim sily F' ve sméru
posunuti s;

cviceni: skalarni soucin nenulovych vektort (Matematika pro gymnazia — analyticka
geometrie, str.49), vypocet mechanické prace (HRW, skalarni soucin + piiklad na
vypocet prace)

Vypocet skalarniho souc¢inu pomoci souradnic: odvozeni vzorce na zakladé jednot-
kové baze navzajem kolmych vektori Z, j’, /5; pozn.: tento druhy zptisob vypoctu
skalarniho soucinu je obecnéjsi v tom, ze néktery nebo oba z vektorti vstupujicich
do operace souc¢inu miize byt nulovy

vektorovy soucin vektoril — aplikace: moment sily vzhledem k ose otaceni; nejprve
vzorec pro vektorovy soucin dvou nenulovych vektorid pomoci thlu, ktery sviraji

vektorovy soucin vektori — vypocet pomoci souradnic (determinant, Sarussovo pra-
vidlo); ptiklad 18: vypocet skalarniho a vektorového souc¢inu dvou zadanych vektori,
véetné obrazku; priklad 19: vypocet vektorového souc¢inu pomoci souradnic

cviceni — vektorovy soucin vektori (Matematika pro gymnazia — analytickd geome-
trie, str. 60; HRW, vypocet vektorového soucinu + ptiklad na vypocet momentu
sily vzhledem k ose otaceni); v ramci cvi¢eni je obsaZzen vzorec pro vyznam vekto-
rového soucinu jako obsahu rovnobézniku, tj. jako diisledek obsah trojihelniku jako
polovina predchoziho obsahu pomoci vzorce Sp = %ab sin )

Trojthelnik — obsah trojuhelnika riznymi zptsoby
opakovéni celku 03 (vektory a nékterd jejich vyuziti) — teoretické otazky:;
opakovani celku 03 — vétsi pisemka prakticka

Kapitola 4: Pohyb hmotného bodu v roviné a prostoru. Polohovy vektor
7(t) v ¢asovém okamziku ¢; posunuti A7(t), trajektorie

parametrické a obecné vyjadfeni pifimky v roviné a prostoru (Matematika pro gym-
nazia — analytickd geometrie, str. 63,64,67,74);

primérna a okamzita rychlost pohybu hmotného bodu v prostoru jako vektorové
veli¢iny; situace je vektorovym zobecnénim pripadu pohybu po pfimce z kapitoly 2;



62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.

71.

72.

73.

prumérné a okamzita rychlost pohybu v prostoru — cviéeni (HRW); spojenim mate-
matiky a fyziky je cilovy piiklad: napiste rovnici te¢ny ke trajektorii pohybu v bodé
(to);

prumeérné a okamzité zrychleni pfi pohybu v prostoru; priklad 21: pohyb kralika v
roviné, urceni sméru polohového vektoru pomoci funkce arctg £

cviceni — prumérné a okamzité zrychleni (HRW)

sikmy vrh — aplikace vektorového poctu, rozklad vektoru rychlosti do rovnobézného
a svislého sméru (obrazky)

sikmy vrh — matematicky popis (rozepsani vektoru trajektorie do soufadnic)

parabola — funkce popisujici trajektorii Sikmého vrhu: kresleni grafti kvadratické
funkce (posuny ze zdkladni polohy, doplnéni na ¢tverec), hledani vrcholu paraboly
dvéma metodami (doplnénim na ¢tverec a derivaci kvadratické funkce)

cviceni: parabola — kresleni grafu funkce (Matematika pro gymnézia — funkce, str.
67 a 70)

soucet vnitinich thld trojuhelniku je 180°; podobnost trojihelnik;

podobnost trojuhelniki — cvi¢eni (podobnost trojihelniki bude potfeba v nasledu-
jici hodiné pfi odvozeni souctovych vzorci cos(a+ ) =...)

odvozeni doletu pti vystielu koule z déla — vyuziti souctovych vzorcl; odvozeni
vzorce cos(a + ) = ..., sin(a+ B) = ... (viz Odvarko, Goniometrické funkce)
rozdélené do dil¢ich kol Napiiklad: a) z podobnosti trojihelniki odvodte vztah
pro délku d z obrazku; b) dosadte do vztahu

cosa = —cos(a +5)
"~ cosfB—d

za délku d a vyjadiete pak hodotu cos(a+ ). Pozdé&ji (pfi probirani extrémi funkce)

vvvvvv

 2||5g]? - sin 6y - cos by
g

R

a neupravovat jej do tvaru R = I61% 5n(2%) 77 ]edem k tomu, ze uz nyni je udaj o

maximalnim doletu koule velmi zajimavy, bude asi pouziti souctovych vzorci nyni
velmi uzitecné pro konkrétni priklady.

poznamka o odporu prostiedi pii vystielu koule z déla; dalsi priklady na sikmy vrh
— prezentace; priklad 24: letoun haze zachranny vak

dalsi priklady na Sikmy vrh — prezentace 02: piiklad 25 (pfeskok na sousedni dim
pii filmové honicce), ptiklad 26 (vystiel z déla z piratské lodi (nékolik tkola);
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Sikmy vrh — cviceni 01 (napf. HRW)
sikmy vrh — cviceni 02
sikmy vrh — cviceni 03

rovnomérny pohyb po kruznici — délka oblouku pfi rtiznych polomérech; urceni ob-
vodu kruznice poloméru r; popis rovnomérného pohybu hmotného bodu po kruznici:
obrazek

rovnomérny pohyb po kruznici — velikost a smér vektoru zrychleni

sin 6
0

odvozeni limity vyrazu pro 6 jdouci k nule — nékolika zpusoby, také podle

I’Hospitalova pravidla
rovnomérny pohyb po kruZnici — prezentace piikladu (auto v zatacce)
cvi¢eni — rovnomérny pohyb po kruznici

cviceni — vypocet limit funkci (Matematika pro gymnézia, diferencidlni a integralni
pocet, str. 80-81)

cviceni — vypocet limit funkei 2 (i pomoci ’'Hospitalova pravidla)
vzajemny pohyb vzhledem k rtiznych vztaznym soustavam — pohyb po piimce
vzajemny pohyb vzhledem k riznych vztaznym soustavam — pohyb v roviné

vzajemny pohyb vzhledem k rtznych vztaznym soustavam — pohyb pfi vysokych
rychlostech

vzajemny pohyb v jinych vztaznych soustavach — cviceni
opakovéni celku 04 (pohyb hmotného bodu v roviné a prostoru) — teoretické otazky

opakovéani celku 04 (pohyb hmotného bodu v roviné a prostoru — vétsi prakticka
pisemka

Kapitola 5: Sila a pohyb — Newtonovy zakony (zatim neni uvazovano
t¥eni). Uvod do Newtonovské mechaniky, volna &astice, ¢im je zpiisobeno zrychleni,
prvni Newtoniiv zakon

Inercialni vztazna soustava, definice jednotky 1 Newton, vyslednice sil, vztah mezi
silou a zrychlenim, jednotka hmotnosti 1 kg.

cviceni — vyslednice sil, vztah mezi silou a zrychlenim (HRW, oddil 5.3)

Druhy Newtonuv zakon ve vektorovém tvaru, tentyz vztah rozepsany do slozek
vektort, priklad 35 (taZeni sani), ptiklad 36 (pretahovani o pneumatiku — vyslednice
ti1 sil); priklad 37 (je znamy smér vyslednice ti1 sil, neznama je jedna ze sil, tu mame
urcit (jeji velikost i smér).
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109.
110.
111.

112.
113.

cviceni — druhy Newtoniiv zékon (HRW 5C, 7C, 9C, 110)

Nékteré typy sil (rychly piehled): tihova sila, kolma tlakova sila podlozky, teci sila,
tahova sila; priklad 38: tahova sila jako vyslednice sil tihové, tlakové a sily tazného
jedince pod urc¢itym thlem k vodorovnému sméru.

Cviceni — nékteré typy sil (HRW 13C, 15C, 17C)
TYeti Newtonuv zdkon

ptiklady na Newtonovy zdkony — Pfiklad 39 (klouzajici kostka, kladka, zavésend
kostka); pfiklad 40 (kostka tlacena tyckou vodorovné bez tfeni);

ptiklady na Newtonovy zékony — Ptiklad 41 (kostka zavéSend na tfech vlaknech —
vyslednice sil); ptiklad 42 (kostka na naklonéné roviné upevnéné na vlakné); piiklad
43 (kostka se utrhne, urcete jeji zrychleni)

priklady na Newtonovy zédkony — Piiklad 44 (dvé kostky zavésené na kladce); priklad
45 (naslapna véha ve vytahu);

cviceni — priklady na Newtonovy zakony 01

cviceni — priklady na Newtonovy zdkony 02

cvic¢eni — priklady na Newtonovy zdkony 03

opakovani celku 05 (Newtonovy zakony) — teoretické otazky
opakovéni celku 05 (Newtonovy zdkony) — vétsi praktickd pisemka

Kapitola 6: Sila a pohyb — tieni, dostiediva sila. statickd a dynamické tfeci
sila, vlastnosti sil tfeni; pfiklad 46 (mince na naklonéné roviné zac¢ne klouzat pfi thlu
13°, urcete koeficient statického tfeni), pfiklad 47 (zablokuji se kola automobilu a
ten klouZe po silnici).

sila a pohyb s tfenim — pfiklady: piiklad 48 (sané na snéhu), piiklad 49 (kladka,
naklonénd rovina s tfenim)

cviceni — sila a pohyb s tfenim 01
cviceni — sila a pohyb s tfenim 02
cviceni — sila a pohyb s tfenim 03

Odporova sila a mezni rychlost pfi volném padu — padajici kocka ze 32. patra (priklad
50), destova kapka (ptiklad 51)

cviceni — odporova sila a mezni rychlost

Rovnomérny pohyb po kruznici 2 — dostfediva sila a tfeni; kosmicka lod s kosmo-
nautem (piiklad 52), spirdla smrti béhem cirkusového predstaveni (ptiklad 53)
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114.

115.

116.
117.
118.
119.

120.

121.

122.
123.
124.

125.
126.

127.

128.
129.
130.
131.
132.

133.

dosttediva sila a tfeni — priklad 54 (kuzelové kyvadlo), pfiklad 55 (smyk auta v
zatacce a koeficient statického tfeni)

dosttediva sila a t¥eni — ptiklad 56 (projizdéni klopené zatacky), ptiklad 57 (jizda
na rotorovém valci v zabavnim parku)

cviceni — dostfediva sila a tfeni (pohyb po kruznici) 01
cvifeni — dostfediva sila a tfeni (pohyb po kruznici) 02
opakovéni celku 06 (sila a tfeni) — teoretické otazky
opakovani celku 06 (sila a tfeni) — vétsi praktickd pisemka

Kapitola 7: Kineticka energie hmotného bodu. Jednotka kinetické energie (1
Joule); kinetické energie dvou rozjetych lokomotiv tésné ptred srazkou (pfiklad 58);
prace jako zména kinetické energie télesa ve sméru posunuti se vypocte jako skalarni
soucin sily a posunuti

Vykonana prace — priklady: zlo¢inci posunuji sejf (ptiklad 59), pokus o zabrzdéni
rozjetého voziku (ptiklad 60)

cviceni — prace a kinetickd energie
cviceni — prace a kinetickd energie 02

prace tihové sily — vzorce, zvedani ¢inky (pfiklad 61); bedna vytahovana na lané po
hladké naklonéné rampé (ptiklad 62)

prace tihové sily — kabina vytahu (ptiklad 63)
prace tihové sily — cviceni

prace proménné sily — urcity integral podruhé, vypocet prace pfi ptisobeni proménné
sily; ptiklad 70 (proménnad sila ptisobici pfi brzdéni klouzajiciho hranolu)

prace proménné sily — fyzikalni cvideni (HRW, pifklady 21C, 23C, 250)
linedrné lomena funkce

linearné lomena funkce — kresleni grafu

inverzni funkce — k linearni funkci, k funkci y = 2 (odmocnina)

motivace logaritmické funkce In x jako urcitého integralu z funkce %, k ni inverzni ex-
ponencialni funkce; grafy a vlastnosti funkce y = Inx, y = €”; integra¢ni a derivacni
vzorce pro funkce y = Inz, y = €%;

vlastnosti exponencialni funkce y = a”; pravidla pro mocniny; grafy funkci y = 2%,
y = 277 porovnavani funkénich hodnot na zakladé grafu;
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134.

135.

136.

137.
138.

139.

140.
141.
142.

143.

144.

145.

146.
147.
148.
149.

150.

151.
152.
153.

154.

cviceni — exponencialni funkce

vlastnosti logaritmické funkce log, z; grafy funkci y = log; =, y = log 1, porovnavani
funkcénich hodnot na zakladé grafu

pravidla pro logaritmy, jednoduché vztahy s logaritmy; logaritmické a exponencialni
rovnice (piiklad 67)

cviceni — logaritmické funkce
cviceni — logaritmické funkce 02

cviceni — logaritmické ¢i exponencidlni rovnice; véetné piiklada ,ze zivota“ (vyu-
¢ujici Irena, Boskovice: 1 m? rybnika s plochou 50 m? je zarostly sinicemi; plocha
zarostla sinicemi se kazdy den zdvojnasobi; za jak dlouho sinicemi zaroste cela plo-
cha rybnika?)

integracni metody — pomoci vzorce
integracni metody — integrace ,per partes“
integra¢ni metody — substituce

aplikace neuréitého integralu — model ubytku populace (= model ubytku radio-
aktivni latky) ... FeSeni diferencidlnich rovnic; prace s vysledkem: uréeni polocasu
rozpadu, urcovani staii dreva

aplikace neurcitého integralu — model michani solného roztoku

cviceni — FeSeni diferencialnich rovnic (obycejné diferencilni rovnice se separovatel-
nymi proménnymi)

prezentace feseni linearni ODR prvniho fadu metodou variace konstanty
cvic¢eni — linearni ODR metodou variace konstanty 1

cviceni — linearni ODR metodou variace konstanty 2

neurcity integral, diferencialni rovnice — vétsi pisemka

vypocet urcitého integralu — Matematika pro gymnaéazia, Diferencialni a integralni
pocet, str. 156-pr. 11, str. 157-pr. 12

vypocet urcitého integralu — substituce a per partes pro urcity integral
vypocet urcitého integralu — cviceni
vypocet obsahu plochy pomoci urc¢itého integralu

vypocet obsahu plochy pomoci urcitého integralu — cviceni
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155.

156.
157.
158.
159.

160.

161.

162.
163.
164.

165.

166.

167.

168.
169.

170.

171.
172.
173.

objem rotacniho télesa pomoci urcitého integralu — odvozeni vzorce, pr. 6.20 ze
strany 178 (Diferencialni pocet — matematika pro gymnazia)

objem rotac¢niho télesa — cviceni
urcity integral a jeho aplikace — prakticka vétsi pisemka
aplikace integralu pti urceni prace pruzné sily pomoci Hookeova zékona

prace pruzné sily — piiklad 68 (protaZeni pruziny a sily), pfiklad 69 (klouzajici kostka
narazi na volny konec pruziny a stlacuje ji)

prace pruznych sil — cviceni

priamérny a okamzity vykon, jednotka vykonu (watt); dalsi vzorce pro vykon uzitim
diferencidniho po¢tu pro posunuti z(t); vykon pii pusobeni sil na krabici (pfiklad

71)

vykon — cviceni

kapitola 7 — prace a kineticka energie — teoretické opakovani
kapitola 7 — prace a kineticka energie — prakticka vétsi pisemka

Kapitola 8: Potencialni energie, zakon zachovani energie mechanické sou-
stavy. Potencialni energie soustavy objekti, konzervativni a nekonzervativni sily

parametrické vyjadieni funkce, pfimky, tsecky, kruznice; typy kfivek (jednoduché,
ukoncené, hladké, po ¢astech hladké); neorientovany kiivkovy integral = kfivkovy
integral 1.druhu ... odvozeni (aplikace: napt. délka kiivky);

kiivkovy integral 1.druhu pies jeden zavit Sroubovice (piiklad 73) a obvod trojuhel-
nika (piiklad 74)

kiivkovy integral 1. druhu — cviceni

vnejsi a vnitini orientace kiivky (ptiklad 75), orientovany kiivkovy integral = kiiv-
kovy integral 2.druhu (motivace: vypocet prace pii premisténi ¢astice po kiivce [
silou F' ... odvozeni

kiivkovy integral 2. druhu pies jeden zavit Sroubovice na kuzelové plose (ptiklad 77)
a pres obvod trojthelnika v roviné (ptiklad 76)

krivkovy integral 2. druhu — cviceni
kiivkovy integral — vétsi prakticka pisemka

nezéavislost prace konzervativnich sil na trajektorii, viypocet hodnot potencialni ener-
gie: ptiklad 78 (bali¢ek klouze po skluzavce)
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174.

175.
176.

177.
178.
179.
180.
181.

182.

183.

184.
185.
186.

tithova potencialni energie; pruzna potencialni energie; priklad 79: Lenochod spadne
z vétve na zem

cviceni — vypocet hodnot potencialni energie

zékon zachovani mechanické energie: piiklad 80 (dité na skluzavce), priklad 81 (pru-
zina ve vzduchovce)

zékon zachovani machanické energie: piiklad 82 (bungee jumping)
zdkon zachovani mechanické energie — cviceni 01

zakon zachovani mechanické energie — cviceni 02

interpretace kiivky potencialni energie

prace nekonzervativnich a vnejsich sil: pfiklad 83 (robot je vytahovén na lané po
sikmé plose sopecného krateru

prace nekonzervativnich vnéjsich sil — cviceni

v/

zédkon zachovani vnéjsi i vnitini energie: pfiklad 84 (pudl na skluzavce), pfiklad 85
(ocelova kulka je stfelena do zemé a zaryje se do pisku)

zakon zachovani vnéjsi i vnitini energie — cviceni
kapitola 8 — potencialni energie, zdkon zachovani energie — teoretické otazky

kapitola 8 — potencialni energie, zdkon zachovani energie — vétsi prakticka pisemka
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1 Prevody fyzikalnich jednotek

Probrano v predmétu FYMA 1 — jen kratkd zminka o zdkladnich principech prevadéni
jednotek.

2 Pohyb hmotného bodu po pfimce

Probrano v predmétu FYMA 1 — pohybové a polohové rovnice odvozeny jak na zakladé
pramérné rychlosti a primérného zrychleni, tak na zakladé diferencidlniho poctu (vztahy
v(t) = 2'(t) a a(t) = v'(t) = 2"(t)) a Newton-Leibnizovy formule. Zakladni funkce gonio-
metrické ostrého thlu, funkce linearni a nékteré vlastnosti funkci.

,

3 Vektory a néktera jejich vyuziti

Probrano v predmétu FYMA 1 — vektory probrany graficky i na zakladé soutadnic, roz-
klad vektoru na soucet slozek je dilezity pro pojmy skaldrniho soucinu vektortu (vyuziti:
vypocet mechanické prace pti premisténi télesa silou F ve sméru posunuti 5) a vektorového
soucinu vektort (vyuziti: vypocet momentu sily vzhledem k ose otéceni). Goniometrické
funkce rozsifeny na celou redlnou osu s vyuzitim jednotkové kruznice (stuptiové i oblou-
kova mira).

4 Pohyb hmotného bodu v roviné a prostoru

Probréno v predmétu FYMA 1 — pojmy a postupy v ptipadé jedné dimenze (kapitola 2)
zobecnény na pfipad roviny nebo prostoru. Kromé stézejnich kapitol o Sikmém vrhu a
stavach. Vlastnosti kvadratické funkce a kresleni grafu kvadratické funkce, parametrické
rovnice pfimky a kiivky v roviné a prostoru. Poznamky o limitach, vcetné 1’'Hospitalova
pravidla. Vzorce pro kosinu a sinus souc¢tu dvou uhla.

5 Sila a pohyb — Newtonovy zakony

Probrano v predmétu FYMA 1 — Newtonovy pohybové zakony predstaveny v ramci riz-
nych typu sil, které na télésa ptlisobi. Zatim neni uvazovéano tfeni a odporovéa sila (napf.
odpor vzduchu).

6 Sila a pohyb — treni, dostrediva sila

Probrano v predmétu FYMA 1 — situace podobné predchozi kapitole, ovsem tfeni a odpor
vzduchu (a dalsich prostfedi) je bran v avahu!!!
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7 Kineticka energie pri pohybu hmotného bodu

Touto kapitolou zacCind vlastni predmét FYMA 2. Pfi odvozeni mechanické prace
za proménné sily je probran urcity integral. Dale je predstavena funkce y = Inz
jako funkce vznikla pfi integraci nepfimé tmérnosti y = %, a funkce k ni inverzni
y = e* — exponencialni a logaritmické funkce a jejich vlastnosti. Tedy logaritmicka
funkce se objevuje jako Teseni jistych jednoduchych diferencidlnich rovnic, pfi integraci
elementarnich funkci!! Urcity integral se dale pouzivd pro vypocet obsahu plochy a
objemu rota¢niho télesa. Aplikaci integralniho poc¢tu je odvozeni vzorce pro vypocet
prace pruzné sily. Vykon, dalsi vzorce pro vykon vznikaji z diferencialniho poc¢tu, pokud
posunuti, vzhledem k némuz prace probih4, je dano funkei z(t).

Na Olympijskych hréach v roce 1976 zvedl Vasilij Aleksejev ¢inku o vaze 2500 N (=
9728%%%5 = 255 kg) z podlahy nad hlavu do vysky 2 m. Témér o 20 let diive (kolem roku
1960) se Paul Anderson sehnul pod nékladni plosinu ze dfeva vyztuzného oceli, opfel si
ruce o stolicku a zady nadzvedl plosinu i s ndkladem (celkem 27900 N = 2845 kg) o jeden

centimetr. Je mozné oba tyto vykony néjak porovnat?

7.1 Kineticka energie

Slovo ,energie“ uzivame v bézné feci, ale fyzikalné je neni jednoduché definovat. Jedno-
duse feCeno, ve fyzikalni vyznamu, energie je skalarni veli¢ina, ktera charakterizuje stav
télesa nebo castice.

V celé této kapitole se budeme zabyvat pojmem kineticka energie = skalarni veli¢ina,
ktera charakterizuje pohybovy stav ¢astice nebo télesa.

Kinetickou energii F}, ¢astice o hmotnosti m, ktera se pohybuje rychlosti v velmi malou
ve srovnani s rychlosti svétla, vyjadiujeme (definujeme) vztahem

1
E, = gm v? (7.1)

(a B > 0, protoze vzdy m > 0, v? > 0). Stejny vzorec lze uzit pro kinetickou energii £,
télesa nezanedbatelnych rozmért, pokud vSechny jeho c¢asti se pohybuji stejnou rychlosti
(tzv. posuvny = translacni pohyb); téleso nesmi rotovat ani se deformovat.

Jednotkou kinetické energie je J = joule!, pojmenovany podle anglického védce 18.
stoleti (James Prescott Joule):

1 J=1kg-m?* s? (7.2)

(tj. kinetickou energii 1 J mé téleso o hmotnosti 1 kg, které se pravé pohybuje rychlosti 1
ms~!). V oblasti atomové fyziky jsou vysledky uvadény v elektronvoltech = eV:

1 eV=16-10" J (7.3)

1Cti: dzaul.
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Priklad 7.1 Roku 1896 v Texasu provedli neobvykly experiment — postavili dvé lokomotivy
na opacné konce trati dlouh€ 6,4 km proti sobé a pustili je plnou parou (obé se zrychlenim
0,26 ms—2, kaZdd vdzZila 1,2 - 105 N) proti sobé. Ndraz sledovalo asi 30 000 lidi, nékolik z
nich bylo smrtelné zranéno. Jaka byla celkovd kinetickd energie obou lokomotiv tésné pred
srazkou?

Reseni: Kazda z lokomotiv urazila 3,2 km, vy = 0. Dosadme tidaje do rovnic (2.11),
(2.15) pro rovnomérné zrychleny pohyb:

v=vy+a-t : v=0,26-t;
L 1 2
$:$0+U0't+§at : 320025-0,26-t

(pfi feseni téchto dvou rovnic o dvou nezndmych vypoéteme t ze druhé rovnice a dosadime
do prvni rovnice), dostaneme

6 400
t= /W =156,9 = v =0,26-156,9 = 40,8 ms .

Dale pottebujeme znat hmotnost m — tu uréime ze vztahu G =m - ¢g:

G 12-10 N
g 9,80665 ms—2

m = = 122 366 kg.
Celkem energie kinetickd obou lokomotiv je rovna dvojnasobku £} jedné lokomotivy,
tj.
1 1
2.Ek:2.§mv2:2-§~122 366 kg -40,8% m?.s 2 =203,7-10° J.

Tato energie je ekvivalentni vybuchu asi 45 kg trinitrotoluenu (TNT).

7.2 Prace

Pokud téleso muize néjakou energii ziskat nebo ztratit, dochazi k pfenosu energie (formou
silového ptisobeni nebo tepelné vymeény). Tepelnou vyménou se budeme zabyvat pozdéji
(kapitola 19), zde si v§imneme pfenosu energie vlivem silového ptisobeni.

Prace se definuje jako zména kinetické energie ¢astice (nebo télesa) ptisobenim vnéjsi
sily. Oznacujeme W ... z anglického work. Jina definice 1ika, ze prace je ta ¢ast kinetické
energie, kterou téleso ziskava (nebo ztraci) prostifednictvim silového pisobeni jeho okoli.

Fyzikalni pojme prace je tedy néco jiného nez fyziologickd namaha. Pokud piisobime
napf. na sténu silou, tak se namahame, ale sténa se ani nepohne. Tj. na sténu nebyla
vykondna zadné prace (i kdyz jsme se naméhali), protoZe jeji Ej se nezménila.

7.3 Prace a kineticka energie

Vyjadreme nyni pojem prace rovnici: vztah mezi praci a kinetickou energii lze psat ve
tvaru
W = AEy, = Ey 5 — Ei, (7.4)
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kde Ey; = smuvg je poc¢atecni (= initial) kinetickd energie, By = %mv2 je koncova (=
final) kinetické energie. Vzorec 7.4 lze pfepsat do tvaru

Ers = Epi +W. (7.5)

Pokud pii praci (ve fyzikdlnim smyslu) dojde ke snizeni rychlosti ¢astice, fikdme, Ze
pusobici sila praci spotfebovala (W < 0). Pokud ke zvySeni rychlosti, fikdme, Ze ptisobici
sila praci vykonala (W > 0). Pokud rychlost ¢astice (té€lesa) se nezméni, fikdme, Zze
pusobici sila nevykonala na ¢astici zaddnou praci (W = 0).

Kontrola 1. Céastice se pohybuje po ose . Rozhodnéte, zda se jeji kinetick4 energie
snizi, zvysi, nebo zachova, zméni-li se rychlost ¢astice a) z —3 ms™* na —2 ms™!, b) z —2
ms~! na +2 ms™!; ¢) pro kazdou z uvedenych situaci rozhodnéte, zda je prace vykonana
na c¢astici ptisobicimi silami kladna, zaporna, nebo nulova.

. ir
[
S —49--“?.ﬁw-~w—~~-m~{->w_~ ----------- S—
% i ¥

Obr. 7.1: Plsobenim sily F se ¢éstice posune o vektor d.

Odvodme nyni vztah mezi praci vykonanou na ¢astici a pisobici silou F: necht se
napriklad castice posune o vektor d pusobenim stalé Slly F — viz obrazek 7.1 — takie
kineticka energie castice pfi posunuti vzrostla. Sila F samoziejmé neni jedinou silou,
ktera na castici pusobl — jinak by se castice nepohybovala ve sméru osy x, ale ve sméru
sily F. Urité kromé F piisobi jests tihova sila G (obr. 7.2):

A7
AP
PP B

Ik
R

Obr. 7.2: Rozklad sil ptsobicich na ¢astici pfi jejim posunu o vektor d.

NapiSeme-li pohybové rovnice (2.11), (2.15) pro posunuti délky d, dostaneme:
v=1vy+a-t;

1
d:x—xozvo-t+§at2.
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Umocnénim obou stran prvni rovnice na druhou dostaneme
2 2 2,2 2 L 5
v* = v§ + 2upat + a*t* = v§ + 2a(vot + §at )
a po dosazeni druhé rovnice do pravé strany odvozeného vztahu obdrzime
v? = v + 2ad. (7.6)

Vynésobenim vztahu 7.6 hmotnosti m ¢astice mame mv? — muvf = mad a vydélenim
této rovnosti dvéma

1va — 1mvg =m-a-d. (7.7)
2 2
Vztah 7.7 uz na levé strané udava zménu W kinetické energie a na pravé stran€ se vy-
skytuje sila F, o velikosti ||F,| = m - a, a protoze plati || F,|| = ||F]| - cos ¢, celkem méme
m-a = |F| - cosg, a tedy dosazenim do pravé strany vztahu 7.7 obdrzime pro praci
konstatni sily . .
W = [[E] - [ld]| - cos ¢, (7.8)

kde ¢ je tihel mezi vektory Fad
Déle muZeme fici, Ze pro ¢ < 90° kinetickd energie ¢éstice roste (W > 0), pro 90° <
¢ < 180° kineticka energie ¢astice klesa (W < 0) a pro ¢ = 90° se sila F nepodili na praci
ve sméru posunuti cf, protoZe je kolma na smér posunuti (W = 0).
Jednotkou prace je jeden Joule, v soustaveé SI nékdy také pouzivame jednotku Newton-
krat-metr, tj.
1 J=1N-m=1 kg-m*-s2%

V britském systému jednotek je pouzivana stopa-krat-libra, 1 J = 0,738 f% - [b.

Prava strana vztahu (7.8) je piesné ve tvaru vzorce (3.15) ve 3. kapitole, tj. s vyuzitim
skalarniho soucinu vektort muzeme vztah (7.8) psat jako (3.16): praci konstantni sily F
vykonanou pfi ptsobeni na castici ve sméru konstantniho vektoru d lze spocitat jako
W=F-d (o néco pozdéji v této kapitole uvedeme i vzorec pro praci W pfi ptisobeni
nekonstantni, proménné sily F.

Poznamka: Vztah prace a kinetické energie. Tato poznamka se tyka vztaht
(7.4), (7.5): pocitat praci podle téchto vzorci jako zménu kinetické energie mizeme jen
tehdy, pokud se jedna o ¢astici nebo bodovy objekt.

Napriklad pokud tlacime postel na koleckach, cast energie se spotfebuje na
urychleni rota¢niho pohybu koleéek — vzorce (7.4), (7.5) muzeme pouzit jen tehdy,
kdyZ povazujeme energii potfebnou na urychlovani kolecek za zanedbatelnou (kdyz
tuto energii zanedbame, postel 1ze povazovat za bodovy objekt a mizeme uzit (7.4), (7.5).

Kontrola 2. Na obrazku 7.3 vidite ¢tyfi moznosti ptsobeni sily konstantni
délky, ale rizného sméru na kostku, kterd klouze po dokonale hladké podlozce smérem
doprava. Uspotradejte obrazky podle vykonané prace — od nejvétsi prace po nejmensi praci.
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Obr. 7.3: Priklady préace riznych sil piisobicich na téleso.

Pokud piisobi na bodovy objekt nékolik sil soucasné, vyslednou praci lze urcit podle
vztahu

k
W:( E)-J:ZE-J:ﬁl-J+E-J+---+ﬁ-£ 79)
j=1 j=1
protoze vyslednou silu F lze rozlozit na soudet jednotlivych sil F}, FE, ceey 2%

Piiklad 7.2 Dva zlocinci posunuji bankomat vymldceny ze zdi (o hmotnosti 225 kg) k
pristavenému ndkladnimu autu po usecce dlouhé 8,5 m (zpocdtku byl bankomat v klidu).
Zlocinec 001 pusobi silou F, o velikosti 12 N a smeru, ktery svira s vodorovnym smerem
posunuti uhel 30° a miri doli. Zlocinec 002 pisobi silou ]32 o velikosti 10 N smérem vzhiru
40° od vodorovné roviny. Bankomat klouZe bez treni (je zima, na zemi je led).

a) Jak velkou celkovou praci vykonaji oba zlocinci pri posunuti bankomatu o 8,5 m?
b) Jakou prdaci W, vykond sila G pri tomtéZ posunuti?

c) Bankomat byl zpocdtku v klidu. Jak velkd je jeho rychlost na konci posunuti?

=
N A -

‘r"’““/—;/"ff‘2

! | ;‘!ﬁ el
v

M7

Obr. 7.4: Plisobeni sil dvou zlocincti v prikladu 7.2.

Reseni:
ad a) Podle vozrce (7.9) dostaneme

W=F-d+F-d = |[F|-|d]cospr+][|Fll - [|d]| - cosps =
1285+ c0s30° + 10 8,5 - cos 40° = 153,45 ..
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ad b) Sily m-g a N jsou kolmé ke sméru posunuti, tj. nekonaji zddnou praci (nebot
c0s90° = 0). Tedy W, =Wy =0 J.

ad c) Vyuzijeme vztahu (7.4), potazmo (7.7), pro poc¢atecéni rychlost vy = 0:

1 1
153,45 J =W = §mv2 —gm 02,
a tedy
2.153,4 2.153,4
v = \/ 03,49 = \/ 03,49 =117 ms!
m 225

Priklad 7.3 Ujizdéjici vozik s bednami se rozyel z kopce a nyni jede po vodorovné zemi
smérem k Zene, kterd se jej snazZi zabrzdit silou F=2N.i— 6N-j a ustupuge pred nim —
viz obrazek 7.5. Vozik s bednami se pritom posune o vektor d=—3-1. Energii potrebnou
na pohanéni ¢i brzdéni kolecek voziku zanedbejte.

a) Jakou prdci vykonala sila F pTi posunuti d?

b) Jakd je kineticka energie voziku s bednami, méla-li na zaédatku brzdéni hodnotu 10 J?

/[.,’\ ! K i
/ / a, l’ = @ e — a e
s R

Obr. 7.5: Zena brzdi rozjety vozik v piikaldu 7.3.

Reseni: Diilezita je pro nas pouze slozka sily F, ptlisobici proti sméru posunuti (viz
obrazek 7.6); slozka F, je kolma na smér posunuti, proto na velikost prace nema vliv,
pokud zanedbame tieni kolecek voziku.

ad a) W = d- F, =3-2cos180° = —6.J. Prace ma zaporné znaménko, protoze Zena
danou silou vozik brzdila (pisobila proti sméru jeho pohybu).

ad b) Pii zanedbéni tfeni kolecek uzijeme vzorce 7.5: Ej s = Ej; + W. Dosazenim do
néj dostaneme

Erp=10J —6J = 4J.

Kinetické energie voziku na konci posunuti je tedy 4.J.
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Obr. 7.6: Rozbor piisobicich sil v pt. 7.3.

7.4 Prace tihové sily G

Zabyvejme se nyni chvili situacemi, kdy jistou nenulovou préci kona tihova sila G=m- g
(vzorec 5.6) pfi pohybu bodového objektu ve svislém ¢i Sikmém sméru.
Kombinaci vzorct (5.6) a (3.16) dostavame vzorec pro préci tthové sily

Wy=m-g-d-cosp. (7.10)

==

=z
‘M "% — i

\,

| o
gfm C« iL\rw‘ :}a’\vﬂcmv ;(w«"»

Obr. 7.7: Vrh svisle vzhuru.

Kdyz napfiklad vyhodime rajée svisle vzhiiru (obrazek 7.7), tak po urcité chvili jeho
stoupani lze urcit Wy, ta bude mit ovSem zaporné znaménko, protoZe G plisobi proti
sméru posunuti a snizuje kinetickou energii rajcete (¢ = 180°).

Pokud naopak rajce pustime z okna Sestipatrové budovy, za chvili bude mit W, kladné
znaménko, protoze d a g maji stejny smér.
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Obr. 7.8: Vrh svisle dolt.

Nyni do nasich tvah pridejme silu F , kterou zvedame téleso svisle vzhuru (obrazek
7.9), nebo kterou chytdme (zbrzdujeme) padajici téleso (obrazek 7.10).

/| \ 4\
| =
= ; s ; =
d é | ¥ A :_:f?
| |
l : f7 \? | f
M-q \ | i
' Bl p , = S >
Sho F:’@«‘J ) 3(;+m, | (
)T RKowey \/ W . -,‘.' i = M e T
PEPR Y f;xw[&«f U s T huma ZOPOIMBWARSC (Gl w\,ﬁ
(G ;:.:Lgrur.\;4
Obr. 7.9: Zvedani télesa. Obr. 7.10: Brzdéni (chytani) padajiciho

télesa.
Kombinaci vzorcta 7.4 a 7.9 pak dostavame vztahy popisujici tuto situaci:
W =AE,=FEp;—Ep; =W, +W,=F-d+G -d.
Dtlezité je v této chvili oznaceni
e W, ... prace vykonana silou F ;
e W, ... prace vykonana silou G.

Zajimava je pro nas mozna situace, kdy kineticka energie télesa na zacatku i na konci
posunuti je nulova, tj. celkova vykonana prace je nulova:

W, + W, =0 (7.11)

(napt. zejména tehdy, kdyz téleso je na zacatku pohybu i na konci pohybu v klidu);
Tieba kdyz rajce pustime dolti s nulovou pocatecni rychlosti a ono spadne na zem; nebo
zvedneme knihu ze stolu a dame ji do police nad stolem.

Kdyz celkova vykonana prace je nulova, neznamend to, ze napi. ¢lovék pii zvedani
knihy nevykona zadnou praci — on vykona praci W,, ktera prekonava pisobeni sily G.
Pouze prace W, W, maji opacné znaménka, takze jejich soucet je roven nule.
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Kombinaci vzorci 7.10, 7.11 dostavame vztah pro praci W, vykonanou ptisobenim sily
F' v situaci, kdy kineticka energie télesa na zacatku i na konci posunuti je stale stejna:

W,=—-—m-g-d-cose. (7.12)

Je zajimavé, ze vztah 7.12 plati, i kdyz sila F neni konstantni, ale proménné: Napiiklad
kdyz vzpérac¢ Vasilij Aleksejev zvedal nad hlavu rekordni ¢inku o vaze 2500 N, musela se
jeho sila béhem tohoto tkonu vyrazné ménit. Cinka byla ovsem na zac¢atku i na konci
ukonu v klidu, takze celkovou praci vzpérace lze urcit ze vztahu 7.12.

Piiklad 7.4 a) Aleksejev zvedl ¢inku o vaze 2500N do vysky 2m. Jakou prdci pritom
vykonala tithova sila G ?

b) Jakou prdci vykonala sila, kterou pusobil na ¢inku Aleksejev?

c) Jakou praci vykonala sila, kterou pusobil Aleksejev, kdyz drzel ¢inku nad hlavou?

d) Jakou prdci vykonal Anderson, kdyz zvedl tFicet osob o celkové vaze 27900N o lem?
Reseni:

ad a) Podle 7.10 mame

Wy = 2500N - 2m - cos 180° = —5000.J.

ad b) Podle 7.11 W, = —W, = +5000.

ad c) Pokud by Aleksejev dokézal drzet ¢inku naprosto nehybné, tak nekona zadnou préci
(W, = 0); ovSem v nehybném stavu ¢lovék drzet ¢inku nedokéze — ve skutecnosti
¢inka trochu klesa a vychyli se, a tak musi konat neustale praci, aby ¢inku posunul
ten kousek do jeji ptivodni polohy. Proto je namahavé i jen drzet ¢inku v poloze nad
hlavou.

ad d) Anderson sice pisobil obrovskou silou, ale vykonal mensi celkovou préci nez Alek-
sejev:

W, = 27900 - 0,01 = 279J.

Piiklad 7.5 a) Bedna o hmotnosti 15kg, ktera byla zpocdtku v klidu, je vytahovana po
dokonale hladké rampé aZ do vysky h = 2,5m nad zemi. Urazila pritom vzdalenost
I =5,7m a pohyb tazného lana se zastavil. Jakou praci pritom vykonala tihovd sila?

b) Jakou prdci vykonala tahovd sila lana?

ResSeni:



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 2 24

Obr. 7.12: Bedna na rampé — rozbor sil.

ad a) Uzijeme vztah 7.10 pro thel

° . 255 o _- o o o
6 4+ 90 :arcsmﬁ+90 = 26° +90° = 116°.

Pak dostaneme
W, = mgl - cos 116° = 15kg - 9,80665ms > - 5,7m cos 116° = —368.J
(tihova sila zbrzduje pohyb bedny = kona zapornou praci).

ad a) jinak: Jiny zpusob vypoctu: z obrazku 7.12 je patrny jesté jiny vzorec pro projekci
vektoru G do sméru posunuti /:
Wy = —mglsin6.

h
I

Pak dostaneme z pravouhlého trojuhelniku ABC, Ze sinf = %, a tedy

h
Wy = —mgl - 7= —mgh.
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7 tohoto vzorecku
W, = £mgh (7.13)

(kladné znaménko uzijeme pro posunuti h ve stejném sméru jako @, tedy ve sméru
dolti k zemi, zdporné znaménko pro h ve sméru vzhiiru od zemé) je vidét, ze velikost
tihové prace nezavisi na délce urazené v $ikmém sméru?, ale pouze na absolutni
zméné h nadmorské vysky.

Dojdeme ke stejnému vysledku: W, = —15kg - 9,80665ms =2 - 2,5m = —368.J.
ad b) Na bednu ptisobi tii sily:

e (5 ... tu jsme pravé spocitali;
e N ... normélova sila podlozky je kolméa na smér posunuti [, a proto nekona
praci;

e T ... tahova sila lana.

ProtoZe bedna je vklidu na zacatku i na konci posunuti, plati vztah 7.11: Wp+W, =
0, a tedy Wy lze uréit jako Wpr = —(—368) = 368J (vyuzili jsme vztahu 7.11 a
spocitali praci lana pomoci prace tihové sily.

Kontrola 3. Bednu z prikladu 7.5 jsme vytahli do stejné vysky, ale po delsi rampé.
a) Jak se zméni préce sily T - bude vétsi, mensi ¢i stejnd?
b) Jak se zméni velikost sily T - bude veétsi, mensi Ci stejna?

Ptiklad 7.6 Kabina vjtahu o hmotnosti 500kg klesd rychlosti v; = 4ms~t. Tazné lano
zacne najednou klouzat a pokles kabiny se urychluje, pricemz @ = £.

a) Jakou praci vykond tihovd sila m-g pusobici na padagici kabinu pri posunuti d = 12m?
b) Jakou prdci vykond pri témzZe posunuti tahovd sila lana?
c) Jakd je celkovd prdce véech sil pusobicich na kabinu?
d) Jakd je kinetickd energie kabiny na konci posunuti?
e) Jakd je velikost rychlosti vy na konci posunuti?
Reseni:
ad a) Podle vzorce 7.10 dostaneme

W1 = mgdcos0 = 500kg - 9,80665ms 2 - 12m - 1 = 5,88 - 10%J.

2Jesté jednou: pokud zatim neuvazujeme t¥eni na naklonéné roviné v sikmém sméru.
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Obr. 7.13: Vytah klouzajici se zrychlenim smérem dolt.

ad b) Velikost vysledné sily F' ziskéme jako vyslednici souctu velikosti sil T a mg (viz
obr. 7.13), tj. F' = ma = T — mg (kde a je zrychleni vysledné sily), protoze sily
ptisobi v navzajem opacném sméru. Ze zadani vime, Ze a = =% (protoZe zrychleni
nastava v opacném sméru nez ptisobi tahova sila lana), tedy pro velikost T" plati

4
szg—i—mazm(g—%):m-gg£3920]\7.

Nyni mizeme spocitat praci tahové sily lana. Pozor! Na rozdil od piikladt 7.4, 7.5
neni kinetické energie na zacatku a na konci posunuti stejna, tj. nelze pouzit vzorce
7.11, 7.12 — musime uzit vzorec 7.8 pro ¢ = 180°:

Wy=F-d-cosp =3920N - 12m - (—1) = —4,7- 10" J.

ad ¢c) W =W, + W, = 1,18 - 10*J. Jiny zplsob vypocétu: Ur¢ime nejprve vyslednici sil
(respektive jeji velikost), coZ je jednoduché, protoze mame zadéno vysledné zrych-
leni:

—9,80665
Y Fi=m-a= 5001<;g-’T = —980N.

Pak W = 980N - 12m - cos0° = 1,18 - 10%.J.

ad d) Ej; = 1 -500kg - (4ms~%)* = 4000J. Odtud

Eps = Ep; + W = 4000 + 11800. = 15800./.

1 2E,;  [2-15800J . )
Epr=-mv? = = S — = 7.9ms L.
mf = oMY YN T 500kg oIS

ad e)
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7.5 Prace proménné sily

Pokud sila F'(x) pusobi na ¢astici-téleso v kladném sméru osy z, lze vztah polohy x
Castice=télesa a sily F'(x) na ¢astici-téleso plisobici vyjadrit grafem za kterého je vidét,
ze (obrazek 7.14)

Fl 4

/2( o N

Obr. 7.14: Obsah plochy vyjadiuje vykonanou préaci.

i) Sila F(z) je po celou dobu posunuti télesa konstantni a je rovna hodnoté k (Newtont).

ii) Préce, kterou sila F' kona pfi posunuti télesa z a do b, je rovna obsahu Srafované plochy
— obsahu obdélnika & - (b — a) s jednotkami N - m.

Pokud by sila F'(z) nebyla po celou dobu posunuti konstantni, ale proménliva, jak
bychom spocetli celkovou praci pii posunuti télesa z polohy a do polohy b na ose x?

a) Prvni strategii by mohlo byt rozdélit interval (a;b) na nékolik mensich, nahradit na
mensim intervalku (a;;a;41 funkei F(z) konstantou k;.; a vyslednou praci urcit
ptiblizné (obsah obrazce mezi funkei F'(z) a osou x je pfiblizné roven sou¢tu obsahii
vysrafovanych obdélnikt — viz obrazek 7.15):

Wikl'(al—ao)—f-kg'(ag—&1)+k33'(a3—a2).

b) Pfesnéjsi vypocet poskytne jemnéjsi rozdéleni intervalu (a;b) na intervalky stejné
délky d = =% = 2,41 — ; (viz obrézek 7.16):

—

n—

W = ' F(z;) - (41 — x)-

~
I
o

¢) Limitnim pfechodem pro d — 0 dostaneme® praci jako piesnou hodnotu uréitého
integrélu z funkce F'(x) na intervalu (a;b) (viz obr. 7.17), ktery je pro nezédpornou

3Piesndji bychom méli fici, podobné jako v kapitole 2, tento urcity integral v Riemannové smyslu
existuje tehdy, kdyZz dana limita nezavisi na vybéru bodl ¢; z intervalt (x;;x;y; — a pokud muiZeme
vybrat ¢; € (z;; z;4+1 libovolné, tak vybereme naptiklad ¢; := z;, a tedy v dané limité neni uvedeno F'(c;),
ale hned F'(z;). Tento fakt vdy plati pro spojitou funkci F'(z) na uzavieném intervalu (a;b).
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Obr. 7.15: Hruby vypocet obsahu pomoci sou¢tu obsahtt obdélniki.
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Obr. 7.16: Piiblizny vypocet obsahu pro mensi déleni intervalu na podintervaly.

spojitou funkci F'(z) roven obsahu Srafované plochy mezi funkei F'(x) a osou = na
intervalu (a; b):

W = lim <X_: Flan) - (a1 — :z:i)) _ / F(z)dx.

Ptipad proménné sily tedy fesime podobnou technikou jako piipad proménné rychlosti
v kapitole 2:

e (kapitola 2) uréity integral z rychlosti je roven délce drahy piimocarého pohybu
télesa (respektive stale uvazujeme hmotny bod, tj. rozméry télesa vzhledem k délce
pohybu a ptisobicim sildm zanedbavame);

e (nyni v kapitole 7) urcity integrél ze sily ptusobici vkladném sméru osy z je roven
mnozstvi prace pii pfimocarém posunuti télesa.
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Obr. 7.17: Urcity integral jako obsah plochy mezi nekonstantni kladnou funkei a osou z.

Oba pravé popsané fyzikalni vyznamy lze pfifadit k matematickému (geometrickému)
vyznamu vypoctu obsahu plochy mezi nezapornou spojitou funkci a osou x na intervalu
(a;b). Tomuto obrazci budeme fikat podgraf funkce F'(z) na intervalu (a;b).

Pfesnéji feceno (viz téz kapitola 2), vyznam urcitého integralu je troji:

Algebraicky vyznam urcitého integralu: urcity integral = limita z jistého vyrazu, a

sice
b
/ F(z)dx = lim ( E F(z;) - (41 — :L’l)) )

mz-{—l mz

Geometricky vyznam urcitého integralu: urcity integral = obsah mezi nezadpornou
spojitou funkci F'(x) a osou z na intervalu (a; b).

Fyzikalni vyznamy uréitého integralu: Fyzikalnich vyznamt urcitého integralu je
cela fada, zminme zatim ty, se kterymi jsme se setkali:
e z(b) —z(a) = ffv(t)dt ... délka drahy (= zména polohy) = urcity integral z
rychlosti (pfi pfimo¢arém pohybu hmotného bodu);
e v(b) —v(a) = f;a(t)dt ... zména rychlosti = urcity integrél ze zrychleni (pfi
primocarém pohybu hmotného bodu)

o W = E(b) — f F(x ... vykonana préace (= zména kinetické ener-
gie) = urcity mtegral z pUSObICI sily (v kladném sméru osy z).

Pro vypocet prace pfi ptisobeni proménné sily plati tedy obecné vztah
g
W_/ F(z)dx. (7.14)

Pokud znédme F(x), lze praci W spocitat podle vzorce (2.5) a integracnich vzorci pro-
branych v kapitole 2 (viz cviceni za kapitolou 2) — protoze integrace je proces opacny k
derivovani, pri vypoctu integrali se uzivaji stejné vzorce jako pri derivaci s tim rozdilem,
ze nyni zname vysledek derivace a hledame vzor, jehoz derivovanim vysledek vznikl.
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Piiklad 7.7 Téleso o hmotnosti 2kg se pohybuje vkladném sméru osy x (rozméry télesa
i trend zatim zanedbavame). Toto téleso zacneme zbrzdovat proménnou silou o velikosti

F, = —6x Newtoni (pisobi proti sméru pohybu télesa). Rychlost télesa v poloze x = 3m
1

je vy = 8ms~ .
a) Jakd je rychlost télesa v poloze x = 4m?
b) V jaké poloze md téleso rychlost v, = 5ms™'?

Reseni: Viz obrazek 7.18:

ad a) Kombinaci vzorcti 7.14 a 7.4 méame

! 1 1
W54 = / (—6z)dx = Ey 5 — E)k,i = émvi — émvg,.
493

Integraci levé strany podtrzené rovnice a dosazenim do jeji pravé strany dostaneme

22177 1
o] et

1
—3(16 — 9) = §~2~(u}; —64),
—21+64 =102 = wvy;=+43=6,55Tms"".

ad b) Dosazenim do podobného vztahu jako v (a), jen na intervalu (3;z) mame

o 1 1
Wiz = / (—6x)dx = M- 25 — 3 64 = Ej, 0o — Eps
3

—3(x5—9)=-39 = 25=13+9=22 = 1x9=V22=4,69m.
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Obr. 7.18: Piiklad nekonstantni brzdici sily.
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7.6 Funkce y =Inz, y = e a jejich vlastnosti

Kromé vzorct integrace vychéazejicich ze vzorct pro derivovani v kapitole 2 se pfi inte-
graci pouzivaji i dalsi vzorce, které dosud nebyly zminény. Integrovanim velmi jednoduché
funkce f(z) = 1 (nepiimé timérnosti) ziskdme funkci, kterou oznacujeme jako In z:

1
lnx::/ — dt.
1t

P1i tomto oznaceni mame dva c¢asto uzivané vzorce pro hledani neurcitého integralu:

1
/—dx:ln]:d—i—c,
T

/exdx:e"”—i—c,

kde funkce y = e (tzv. exponencidlni funkce o zakladu e, coz je Eulerovo ¢islo s
nekoneénym neperiodickym desetinnym rozvojem: e = 2,71828...) funkci inverzni
k funkci y = Inz (tzv. funkce pfirozeny logaritmus z hodnoty z). Pojdme se nyni

zabyvat témito dvéma funkcemi (a funkcemi jim nejblize pfibuznymi) podrobnéji, tj.
exponencialnimi a logaritmickymi funkcemi.

Vénujme se tedy nyni vlastnostem funkci y = Inx, y = e*: Z obrazku 7.19

M( /]

Obr. 7.19: Graf funkce y = Inx.

jsou patrny nasledujici vlastnosti funkce y = Inx:

Definiéni obor: Dy = Rt = (0;00) ... funkce Inz je definovand pouze pro kladné
hodnoty .

Obor funkénich hodnot: Hy = R ... funkce Inz nabyva vSech moznych hodnot z
mnoziny realnych cisel.
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y je rostouci: Z grafu vidime, Ze pro rostouci hodnoty proménné x rostou funkéni hod-
noty Inx (graf funkce ,jde do kopce“).

Lokalni etrémy: Funkce Inz nemd lokalni etrémy (lokalni minimum, lodlni maximum),
pouze pro kladné hodnoty = blizké nule klesaji funkéni hodnoty Inz k minus neko-
necnu,

lim Inz = —c0
z—04

(¢teme: limita z funkénich hodnot Inz pro = jdouci k nule zprava je rovna minus
nekoneénu), naopak pro velké hodnoty x rostou funkéni hodnoty Inz k plus neko-
necnu:
lim Inz = oo.
T—00
Funkce prirozeného logaritmu Inx souvisi s problematikou integrovani: Inz lze
definovat jako urcity integral
71
Inz = — dx,
LT

tj. 1z Tici, ze vznikla pii integrovani funkce % Soucasné ovsem funkce In x souvisi s funkei
e”, kde konstanta e je tzv. Eulerovo ¢islo, které je iracionalni (= nelze je vyjadfit ve tvaru
zlomku), ma nekoneény neperiodicky desetiny rozvoj. Prvnich dvacet cifer Eulerova ¢isla
je

e = 2,71828 18284 59045 23536 . . .
(pro bézné vypolty si stac¢i pamatovat prvnich pét cifer za desetinnou ¢arkou: e =
2,71828). Eulerovo ¢&islo e je takové ¢islo, Ze plati Ine = 1, neboli

°1
/—dle.
X

Nyni se podivejme na graf a vlastnosti funkce y = 7, kterd je inverzni k funkci
Inz. Za chvili si blize vysvétlime, co to znamend inverzni funkce, nyni zatim at si ¢tenar
(student) pamatuje, Ze grafy funkeci navzajem inverznich jsou osové soumérné podle osy
y = x (viz obréazek 7.20).

Vlastnosti funkce y = e”:
Defini¢éni obor: Dy = R ... funkce e” je definovana pro jakékoli realné ¢islo x.

Obor funkénich hodnot: Hy = R* ... funkce e* nabyva pouze kladnych realnych hod-
not.

y je rostouci: Z grafu vidime, Ze pro rostouci hodnoty proménné = rostou funkéni hod-
noty e* (graf funkce ,,jde do kopce®).

Lokalni etrémy: Funkce e¢” nemd lokalni etrémy (lokalni minimum, lodlni maximum),
pouze pro z blizici se minus nekonecnu funkéni hodnoty e klesaji k nule, tj.

lim e* =0

Tr——00
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Obr. 7.20: Grafy navzajem inverznich funkci y =Inz a y = €*.

(¢teme: limita z funkénich hodnot e® pro = jdouci k minus nekoneénu je rovna nule),
dale pro velké hodnoty x rostou funkéni hodnoty e* k plus nekonecnu:

lim €* = 0.
r—0o0

Pro matematiku a matematické vypocty ma vyznam nejen funkce y = e*, ale také
y=2%y= (%)””, atd., neboli funkce typu y = a”, kde a je libovolna kladna konstanta a
x je proménnd. Tyto funkce se nazyvaji exponencialni funkce, protoze proménna = se
nachazi v exponentu.

DL a <) oot (=1 ) C ><ﬂ“’3““ ol 4;bJ~a>
- ( v f:l-"v'//o IR ,’:;{.1‘ ) ] X :
‘ é; (te. (hi@ ol NG

Obr. 7.21: Funkce y = a” pro rizné hodnoty konstanty a.

Graf exponencialni funkce y = a® pro rtizné hodnoty realné konstanty a lze vidét na
obrazku 7.21: pro a € (0;1) dostavame klesajici funkei, pro a = 1 konstantni funkei, a
pro a > 1 rostouci funkci. Ve vSech trech pripadech Df = R, tj. funkce exponencialni je
definovana pro kazdé realné cislo x.

Funkce y = 1% neni zajimava, protoze umocnénim ¢isla 1 na jakékoli ¢islo x dostaneme
zase Cislo 1, tj. Hf = {1} (a vétsinou se této funkci ani nefika exponencidlni funkce,
protoZe jejim grafem je piimka). Pro zbyvajici dva typy a € (0;1) a a > 1 pro oba



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 2 34

plati, ze Hf = R*, tj. umocnénim kladného ¢isla a na jakékoli (i tfeba zdporné!!) éislo x
dostavame jako vysledek pouze kladné ¢islo.

Protoze budeme u exponencialnich funkci pracovat s mocninami, je nyni vhodné zo-
pakovat vzorce, které pro né plati:

1 1
a) a” - a¥ =a*tY; b) a - — =a""Y, specidlné — = a7,

ay a¥y
c) an = Yam d) (a™)"=a™" (7.15)
e) a"=1lproacR; f) (a-b)*=a"-b", apodobnd (%)I:Z—x.

Piiklad 7.8 a) Nakreslete grafy funkciy = 2%, y = 27",
b) Zjistéte pomoci grafu exponencidini funkce, zda cislo ()7 je mensi nez 1.
c) Zjistéte pomoci grafu exponencidlni funkce, zda 0,4"¢ < 0,418,

Reseni: Pro kazdy tkol nakreslime graf exponecialnich funkei nebo funkee.

ad a) Funkce y = 2* mé graf velmi podobny grafu y = e”, protoZe se jednd o typ y = a”
pro a > 1 — viz obréazek 7.22.

Déle funkci y = 277 upravime podle vzorce 7.15 (b) na tvar y = 5 = (%)x, t].

vidime, ze zéklad a = %, a tedy exponencialni funkce je klesajiciho typu — obrazek
7.23.

Obr. 7.22: Graf funkce y = 2°. Obr. 7.23: Graf funkce y = 27*.

7

ad b) Nakresleme graf funkce y = (g)m pro a = %, coz je hodnota vétsi nez 1, tj. jedna

se o exponencialu rostouciho typu — viz obrazek 7.24. Nyni protoze

(g)“’5 — F(=0.5),

vzneseme kolmici k ose x z hodnoty —0,5 — tato kolmice protne graf nasi funkce v
bodé, jehoz odpovidajici soutadnice g, ktera je obrazem funkéni hodnoty, je mensi
nez 1:

f(=0,5) =yo < 1.

Z grafu dale vidime, ze f(z) < 1 pro jakékoli zaporné z.
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Obr. 7.24: Graf funkce y = ().

ad c) Z grafu funkce y = 0,4 vidime, Ze se jedna o funkci klesajici (obrazek 7.25). Pro
klesajici funkci plati

Ty <my = f(x1) > f(22),

a tedy pro konkrétni hodnoty ze zadani mame

16<18 = 04 >04'8,

Obr. 7.25: Graf funkce y = 0,4”.

Podobné jako y = Inx je inverzni funkei k funkci y = e, existuji i inverzni funkce k
ostatnim exponencialnim funkcim a nazyvaji se logaritmické funkce:

y =log, z (¢ti: logaritmus o zdkladu a z hodnoty )

je funkce inverzni k funkci y = a*. A protoze graf inverzni funkce je vzdy obrazem
ptvodni funkce vzhledem k osové soumérnosti podle pfimky y = =, bude mit graf funkce
log,, « jiny pribéh pro a € (0;1) a pro a > 1.

Vlastnosti funkce y = log, x pro a € (0;1) (graf viz leva ¢ast obrazku 7.26):
Defini¢ni obor: Dy = R* ... logaritmus je definovan jen pro kladné ¢islo z, jinak ne;

Obor funkénich hodnot: Hy = R;
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y je klesajici (pomicka pro zapamatovani: inverzni proces zachovava klesajici pribéh,
tj. pokud ptivodni funkce a” je klesajici, také k ni inverzni log, = je klesajici)

Lokalni extrémy: Funkce log, x nema lokalni extrémy,

lim log, x = o0
z—04

(¢teme: limita z funkénich hodnot log, x pro z jdouci k nule zprava je rovna neko-
necnu), dale pro velké hodnoty = rostou funkéni hodnoty log, = k minus nekonec¢nu:

lim log, z = —o0.
T—00
pre 8<a < {:
”“'3 o P arq:
=% " 5% \3
J y=1a

‘jfi,\\: Lien j';[ £60 4t
Obr. 7.26: Grafy funkci y = a* a log, =.

Vlastnosti funkce y = log,  pro a > 1 (graf viz prava ¢ast obrazku 7.26):
Definiéni obor: Dy = R* ... logaritmus je definovan jen pro kladné ¢islo x, jinak ne;

Obor funkénich hodnot: Hy = R;

y je rostouci (pomucka pro zapamatovani: inverzni proces zachovava rostouci prubéh,
tj. pokud ptivodni funkce a” je rostouci, také k ni inverzni log, x je rostouci)

Lokalni extrémy: Funkce log, x nema lokalni extrémy,

lim log, x = —o0
z—04

(¢teme: limita z funkénich hodnot log, x pro = jdouci k nule zprava je rovna minus
nekonecénu), déle pro velké hodnoty z rostou funkéni hodnoty log, = k nekone¢nu:

lim log, x = oo.
T— 00
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Pokud bychom dokéazali s funkci log, x pracovat bézné, coz dokazeme, protoze funkce
Inx je soucasti dnesnich kalkulacek a plati vzorec prevadéjici logaritmus jakéhokoli za-
kladu na pfirozeny logaritmus o zakladu e = 2,71828

log, v = —, (7.16)

tak lze pomoci logaritmickych funkci fesit tzv. exponencidlni rovnice (= rovnice, ve
kterych se vyskytuji exponencidlni funkce): napiiklad pf¥i feSeni rovnice

3" =8

se na jeji levé strané nachazi funkce y = 3%; pokud chceme vyjadrit z této rovnice nezna-
mou x, pouzijeme inverzni proces, tj.

In8  2,07944
x =logy 8 = oS

= — = = 1,89279.
In3  1,09861 89279

Nebo pii feseni rovnice

upravime podle 7.15 (b) na tvar

B

Pro exponencialni funkci y = (3)* pouzijeme funkci y = log1 x k nf inverzni a dostaneme
5

r = log% 8§ = I = —1,292.
5

Piiklad 7.9 a) Nakreslete grafy funkciy =logsx ay = log% x.

b) Rozhodnéte (pomoci grafu jisté funkce), zda platilog, 7 < log, 9.

c) Rozhodnéte (pomoci grafi jistych funkci), zda platilog,, 12 < log, 5 12.
Reseni:

ad a) Grafy obou funkci 1ze najit v nacrtku na obrazku 7.27. K¥ivka grafu y = log; x je
mirné jinak naklonéna nez kfivka grafu y = Inz, ovSem opét protind vodorovnou
osu soustavy soutfadnic v bod€ 1, tj. log; 1 = 0, protoze jdeme-li v inverznim smeéru,
plati 5° = 1. A viibec, jak je z graft patrno, pro oba typy exponencialni funkce
(klesajici i rostouci typ) plati log, 1 = 0, protoze a® = 1.

ad b) Nakresleme graf funkce y = log, x, viz obrazek 7.28. Pro a = 4 bude mit funkce
rostouci charakter. Tedy pro 7 < 9 plati, Ze funkéni hodnoty zachovaji stejné potradi:
logs7 < log, 9, tj. vztah ze zadani plati.
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Obr. 7.28: Graf funkce log, .

p= )mqg
/,\lj

,3 = 1@:/ (,1:(

Obr. 7.29: Grafy funkci y = log;, = a logg 3 .

ad c) Do jednoho obrazku 7.29 nakreslime grafy funkeci y = log,,x (rostouci prubéh) a
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y = logy 3 v (klesajici pribéh). Z grafii je jasné vidét, Ze pro z = 12 plati
logp12 > 0 > logg 5 12,

tj. vztah ze zadani neplati.

Z povahy funkce logaritmu jako inerzni funkce k exponencialni funkci plynou nasledu-
jici pravidla pro pocitani s logaritmy (tyto vlastnosti plynou v podstaté ze vzorci 7.15,
protoZe logaritmus funguje jako jakési mocnina, na kterou se umoctiuje zéklad a):

a) log, z = takova hodnota, na kterou kdyz umocnime zdklad a, dostaneme cislo x;

(=)

) log,(z-y) =log, z +log, y (logaritmus souc¢inu = soucet logaritmu); (7.17)

9

) log, Lo log, v — log, y (logaritmus podilu = rozdil logaritmi);
Y
d) log,(z¥) =y -log, r (mocninu z argumentu logaritmu lze vytknout pfed logaritmus).

Protoze y = log, z a y = a” jsou navzajem inverzni funkce, tak pokud je pouzijeme
tésné za sebou, navzajem se zrusi jejich cinek:

a) @ =

b) log,(a®) ==z (7.18)
(vzorce plati proa > 0,a # 1, x > 0).
Priklad 7.10 Vyreste bez kalkulacky na zdkladé prdvé probranich vzorci:
a) log,8=...
b) log;, 0,01 = ...
c) log,a=...
d) loggt=3 = t=...
e) Urcete vSechna a € R, pro kterd plati log, 100 = 2.
f) 4-logg3+5-logg2 —logs12 = ...
g) V oboru redingch cisel feste rovnici: 2 -log,o(z — 1) = 0,5 - (logq 2° — log;q ).

h) V oboru redlnyjch cisel feste rovnici:

1 u
i) V oboru redlnych cisel Teste rovnici (logv je oznacent pro log,, v, zdklad 10 se nékdy v
tomto zdpisu vynechdvd):
V18V = 100w.
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Reseni: S vyuzitim vzorctt uvedenach v tomto oddilku muzeme pocitat:

93 7.17(a)

ad a) log, 8 = log, ="3.

7.17(a)

ad c) log,a @ g proa >0, a # 1.

ad d) loggt=3 = t=28 =512.

ad e) log, 100 =2 = a* =100, tj. @ = 10 (&islo a = —10 neni fesenim, protoze zdklad
logarimu musi byt kladny).

ad f) S vyuzitim vztahi 7.17 b),c),d) dostaneme
34.2° 3*.2° :
4-logg 3+5-logg 2—logg 12 = logg 3 = logg T logg (3% - 2%) =y logg 6° = 3.
ad g) Levou stranu rovnice upravime pomoci 7.17(d), pravou stranu nejprve podle
7.17(c), a pak 7.17(d), dostaneme

5
R T =20

Protoze logaritmus je prosta funkce, nabyva pro kazda rizné i, xs riznych funkc-
nich hodnot log,,x, log;, z2, mizeme rovnost logaritmt nahradit rovnosti jejich

argumentu:
(r—1) =
?—2r4+1 = 2?
1
x z=3

ale z = 1 neni feSenim zadané rovnice, protoze hodnota log;o(3 — 1) neni definovéna
(% — 1 je zaporné redlné ¢islo, které nepatii do defini¢niho oboru funkce logaritmu).
Tedy zavér zni: rovnice na mnoziné realnych éisel neméa feseni?.

ad h) Nejprve pomoci 7.15(b) upravime levou stranu zadané rovnice:
322 =3

Nyni 32 lze psat ve tvaru 9 - 3" a po zavedeni substituce 3" = y dostaneme

W—2 =y
8y = 2
9 = 1
1subst.
= -"="3"
Y7 g

47 toho plyne poudeni: pii FeSeni rovnic, ve kterych se vyskytuji logaritmy, nestaéi jen slepé upravovat
vzorce — musime se vZdy presvéddéit, zda nalezené ¢islo x patii do defini¢niho oboru funkci, jeZ se v rovnici
vyskytuji.
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Tuto posledni podtrzenou rovnost zlogaritmujeme podle zakladu 3, tj. pred obé
strany rovnice pfidame operator logs:

1
loglzlog 3'=n = nzlogl:m—zi—l%z
54 s 4 In3 ’

ad i) Nejprve obé strany rovnice zlogaritmujeme, tj. pfed obé strany rovnice pfidame
operator log;,:
log,, v'610” = log,,(100 - v).

Déle podle 7.17(d) miZeme ,vyjit“ s mocninou na levé strané v argumentu logaritmu

pred logaritmus, pravou stranu upravime podle 7.17(b):

—_————  —
=(logyg v)? =2
Zavedme nyni substituci y = log,, v a dostaneme:
y' = 24y
y¥'—y—2 = 0
y+Dy—-2) = 0 = y1=-1, yp=2

Nyni se vratme v substituci zpét a prozkoumejme obé hodnoty ,,podezielé z feSeni*:

n o= —1
logov = —1 = v =10"=0,1
y2 = 2

logijpv = 2 = vy =10%=100.
Obé hodnoty vy, ve lezi v definicnim oboru funkce log;,v, tj. obé jsou fesenim
rovinice.
7.7 Cviceni — neurcity integral — zakladni vzorce
7.8 Cviceni — neurcity integral — metoda per partes = po Castech
7.9 Cviceni — neurcity integral — substituce

Na konci oddilku integracnich metod s vyuzitim substituce uvedte vzorce a metody pro
integraci sou¢inu funkci sinus a cosinus, které nejsou souc¢asti rukopisu (v u¢ebnici Mate-
matika pro gymnéazia — diferencialni a integralni pocet nejsou feseny dostatecné, i kdyz
zbyvé dodat jen maly krok).

a) V soucinu funkci se vyskytuje lichd mocnina sinu proménné z ... substituce cosx = t.

b) V soucinu funkci se vyskytuje lichd mocnina cosinu proménné x ... substituce sin x = t;
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c) V soucinu se vyskytuji pouze sudé mocniny sinu a kosinu proménné z ... jednodussi
nez uziti substituce je snizit mocninu goniometrickych funkci pomoci vzorct

2 2

. 1 1

sin® x = 5(1 —cos 2r), cos®w = 5(1 + cos 2x),

které ziskame jako druhou stranu souctovych vzorci funkei sinus nebo cosinus do-
kazovanych v kapitole 3 ve cviceni.

7.10 Prace pruzné sily

Vratme se nyni po exkurzi do intergralniho poctu a do vlastnosti funkci a”, log, = zpét k
vypoctu proménné sily (tj. dané praktické aplikaci integralniho poctu.

V tomto oddile se budeme zabyvat pruznou silou neboli silou, kterou na ¢astice piisobi
natazend nebo stladena pruzina. Je zfejmé, Ze v priibéhu pohybu ¢astice (télesa) se bude
meénit natazeni pruziny, a tim i piisobici sila.

Uvazujme kostku pfipevnénou na pruziné (pfi¢emz jeden konec pruziny je upevnén ve
zdi, se druhym je spojena kostka) — tato kostka se mtize nachézet v jednom ze tii stavi:

a) nenapjaty stav: Kostka s pruzinou zustavaji v klidu — viz obréazek 7.30.

s e |
‘ - Ve e
oo el sovhongy sroreied /‘1.7;/.1:”/
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Obr. 7.30: Kostka pripojena k pruziné.

b) protazeni pruziny: Pruzina ptsobi na kostku silou F a snazf se ji dostat zpét do
nenapjatého stavu — viz obrazek 7.31.
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Obr. 7.31: Kostka na pruziné natazené vnéjsi silou.

c) stladeni pruziny: Kostku tlacime smérem doleva, pruzinu stlacujeme (viz obrazek
7.32).
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Obr. 7.32: Kostka na pruziné stlacené vnéjsi silou.

Vztah mezi posunutim (= polohou) kostky a silou F lze vyjadrit tzv. Hookeho zako-

nem5:

F=—k-d (7.19)

kde k je kladna konstanta vyjadfujici tuhost pruziny (jeji jednotkou je N -m™!, vétsi hod-
nota této kladné konstanty k& znamend tuzsi pruzinu). Znaménko minus v pravé uvedeném
vztahu vyjadiuje, ze vratna sila ptisobi vzdy ve sméru opacném nez posunuti.

Vzorec 7.19 funguje v prostoru v jakémkoli sméru, ve kterém pruzinu natahujeme.
— pokud do sméru protazeni umistime osu x a pocatek této osy do nenapjatého stavu
pruziny (tak, jak je to na obrazcich), lze vzorec 7.19 psat bez vektort pomoci velikosti
danych veli¢in

F(x)=—k -, (7.20)

kde z je poloha kostky vzhledem k soufadné soustavé umisténé do sméru posunuti, F'(x)
je velikost sily pruziny v kladném sméru osy z.

Kdyz nyni do kostky udefime smérem doprava (= v kladném sméru osy z), tak ji
udélime kinetickou energii a kostka se zacne pohybovat smérem doprava. Sila F pru-
ziny pohyb kostky zpomaluje, kinetickd energie kostky klesa. Za urcitych predpokladi
(nehmotnd pruzina ... jeji hmotnost je zanedbatelnd; idedlni pruzina ... ¥idi se Hookeho

zékonem) je zména kinetické energie urcéena vyhradné pomoci sily F.

Préaci pruziny ur¢ime podle vzorce 7.14, do kterého dosadime vyjadieni F'(x) ze vztahu
7.20:

xy s ws
W, B / F(z)dx 720/ (—kz)dx = —k:/ zdz %

217 ko, 0 1, 1,

T=x;

SRobert Hooke ... anglicky védec v 17. stoleti.
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Odvodili jsme tedy integra¢nimi metodami vzorec pro praci pruzné sily

1

1

2kx§ (7.21)

W, mtze byt kladna nebo zaporna, protoze souvisi s celkovou zménou kinetické energie
kostky pfi jejim pohybu (v dané souradné soustavé je jeden smér pohybu zvolen jako
kladny).

Pro 2; = 0 vzorec 7.21 prechazi do tvaru W, = Stka?.

Dalsi véc: pokud kostku stale posunujeme silou F;, a jesté soucasné pusobi sila pru-
ziny, podle 7.9 je celkova prace rovna souctu dil¢ich praci:

AE), = Eyj — Epi = Wy + W,

Specialné pokud kinetickd energie na zacatku i na konci ptisobeni je rovna nule, plati
W, + W, =0, tj.

W, =-W, (7.22)
(prace vykonana silou F., je rovna zaporné vzaté praci pruzné sily).

Poznamka. Ve vzorcich 7.19, 7.20 nevystupuje délka pruziny, ale tato délka je jednim
z faktort urcujicich tuhost pruziny k.

Priklad 7.11 Abychom pruZinu na obrdzku 7.31 udrzeli protaZenou o 12mm, musime na
kostku (uchycenou na volném konci pruziny) pisobit silou F, o velikosti |F,| = 4,9N.

a) Jakd je tuhost pruZiny?
b) Jakou silou bude pruzina pusobit na kostku pri protaZeni o 17Tmm?

¢) Jakou prdaci vykond pruind sila pri protaZeni pruZiny z nenapjatého stavu do polohy
protazent pruziny o 1Tmm ?

d) Pruzinu protaZenou o 17mm wvoltiujeme pres nenapjaty stav do stavu stlaceni o
12mm. Jakou praci vykond pruznd sila pri celkovém posunuti kostky?

Reseni:
ad a) Ze vztahu 7.20 (F = —kx) vyjadiime

_ —F  —(—49N)

k= = = 408,3Nm !
r  12-10%m aah

(sila F" ptisobi v zadporném sméru, proto ma zaporné znaménko). Ziskali jsme tedy
vztah zavislosti sily na poloze

F(z) = —408,3z.
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ad b) F(0,017) = —408,3 - 0,017 = —6,94N (pfi kladném posunuti je sila zaporna, a

naopak).
ad c) Uzitim 7.21 pro x; = 0 dostaneme
-1 -1
Wy = -k -} = - - 408,3Nm™" - 0,017°m’ = —0,059N - m

(jednotky metry se umocnuji souc¢asné s hodnotou 0,017, jen tak budou jednotky
vysledku dobte). W, pfi posunu z nenapjatého stavu je vzdy zapornd, protoze ma
vzdy opacny smér nez posunuti, at uz pruzinu stla¢ime nebo natdhneme.

ad d) Pii celkovém posunuti kostky vykona pruzné sila praci
1

1 1
W, = ékxf — 5]{:902 =5 408,3Nm~1(0,017% — 0,012%)m? = 0,0296N - m = 0,0296.]

(prace W vykonand pii posunu z polohy 0,017 do polohy 0 je kladnd, prace W5
vykona né pii posunu z nenapjatého stavu (= polohy 0) do polohy —0,012 je zé-
porna).

Kontrola 4. Je prace pruzné sily pro interval polohy a) (—3c¢m, 2em), b) (2¢m, 3em),
¢) (—2em, 2cm) kladné, zaporna nebo nulova?

Priklad 7.12 Kostka o hmotnosti 5,7kg klouZe po vodorovném dokonale hladkém stole
konstantni rychlosti o velikosti 1,2ms™1. Narazi na volny konec pruZiny (viz obrdzek 7.33)

a stlacuje ji. Vypoctéte délku d, o kterou je pruzina stlacena. Tuhost pruZiny je k =
1500N - m~t.

— WV
e —
,"// ‘
e\ orsraririta ‘
e oy ‘ put jﬂt‘\z; . )
” - P ) | = | o ) ///,,./// /;//

- /

Obr. 7.33: Klouzajici kostka narazi na pruzinu.

Reseni: Uzijeme 7.21 pro z; = 0, dostaneme W, = ’71 -k -d?. Dale ze vztahti 7.1, 7.4
mame také

1
Wp = Ek;hf - E]w' =0- §mv2.

Z tohoto dvojiho vyjadieni W), lze sestavit rovnici 5tkd* = mo?, a odtud

mu? \/va \/5 Tkg
> = — d= = ’ -1,.2ms™ = 0,074m = 7, 4cm.
TR i sooN " DM = Sem
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7.11 Vykon

Vykon predstavuje miru toho, jak rychle bude prace dané velikosti vykonana, tj. nezalezi
jen na tom, kolik préace se stihne, ale i na tom, za jakou dobu.

Uvahy pii vypoctu rychlosti prace jsou podobné jako tvahy p¥i vipoétu rychlosti
pohybu v kapitole 2: Primérny vykon vypocteme podle vztahu

— AW
P="r (7.23)

(AW je prace, kterou na téleso vykona sila F za ¢asovy interval At). Vzorec je podobny
vzorci pro prumérnou rychlost primoc¢arého pohybu v = i—f (prumérna rychlost pohybu
za dobu At je rovna podilti zmény plohy Ax a intervalu At).

Vzorec pro okamzity vykon v okamziku t pak ziskdme limitnim pfechodem ve vzorci
7.23 pro At jdouci k nule:

(7.24)

dx(t)
dt °

podobné jako kdyz jsme okamzitou rychlost pfimocarého pohybu ziskali jako v(t) =

Jednotkou vykonu v soustavé SI je joule za sekundu (J - s71). Tato veli¢ina se oviem
uziva tak Casto, ze jednotka dostala svij vlastni nézev watt (W) podle Jamese Watta,
ktery se vénoval vykonu parnich stroji. V britském systému jednotek je jednotkou vykonu
,stopa - libra za sekundu® (ft-1b-s™!). Nékdy se uziva i jednotka kotiska sila (HP= horse
power, z angli¢tiny). Mezi jednotkami existuji tyto pfevodni vzorce:

IW = 1J-s1=0,738ft-1b-s",
1HP = 550ft-1b-s ' = T46W.

Ze vztahu 7.23 lze vidét, ze praci lze vyjadrit jako soucin vykonu a c¢asu, a z tohoto
pohled lze pak ziskat jeji casto uzivanou jednotku kilowatthodinu:

1kW - h = 10°W - 3600s = 3,6 - 10°J = 3,6 M J
(tedy kilowatthodina je naprosto obecna jednotka préace, netyka se jen prace v elektiing).

Vykon pro konstantni silu pomoci skalarniho soucinu. Pomoci vzorcu 7.24 a
7.8 1ze pro konstantni silu F' pii pifimocarém posunu castice-télesa odvodit

aw(y A |IF]-cosa-a(t) B
W(>: ]:\F]-cosoz-
dt dt

dx(t)

e F-cosa-v(t),

protoze rychlost v(t) pfimocarého pohybu definujeme jako derivaci polohy podle casu.

Pak lze vzorec AW
t
A - F . U . COS a
dt
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pomoci vozrce pro skalarni soudin @ - b = |d| - |b| - cos o upravit na tvar

I
511
<y

(7.25)

kde ¥ je vektor rychlosti télesa ve sméru jeho pohybu. Naptiklad pokud taha¢ tahne
naloZeny privés, lze v tétosouvisllsti nyni mluvit o vykonu tahace (nesmime ovSem zapo-
menout defini¢ni vztah 7.24 ... vykon = rychlost prace neboli rychlost, s jakou sila kon4a
praci).

Priklad 7.13 Na obrdzku 7.3/ jsou vyznaceny konstantni sily Fl, Fz pusobici na krabici,
ktera klouZe bez treni po dokonale hladké plose |Fi| = 2N, |Fy| = 4N. Rychlost krabice
md v uréitém okamZiku velikost |v] = 3ms™!

a) Jaky je vgkon kazdé z obou sil v tomto okamzZiku? Jaky je jejich celkovy vykon (inter-
pretugte tuto hodnotu celkového vgkonu)?

b) Reste tilohu (a) znovu pro |Fy| = 6N.

i 2 ,JJ«\/L‘ h’ f'
} A zw‘)u 6
’ ~. f_——'}——"

Obr. 7.34: Sily pisobici na krabici.

Reseni:
ad a) Uzijeme vzorec 7.25 (a). Pro silu F, je a; = 180°, t;.
Py =2N -3ms™" - cos180° = —6Js~ ' = —6W

(sila Fy ,spotiebovéva praci rychlosti 6.Js71%).

Pro silu Fj je a = 60°, tj.
Py =4N -3ms™!-cos60° =6Js ! =6W

N[

(sila ]52 wkona“ kladnou praci rychlosti 6.J za sekundu).

Dalsi ptsobici sily (G tihova, T tlakova) nekonaji préci, protoze jsou kolmé na
smér posunuti a cosa = 0 pro né.
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Interpretace P..y: plati P, = P14+ P, = 0W ... vykon v daném okamziku je nulovy,
kinetickd energie se neméni. Vyslednice vSech ptisobicich sil je nulova. Pro sourad-
nice vektoru vyslednice sil Fy, Fy, G (gravitacni sila), N (tlakové sila podloiky)
dostaneme F = (F,, F,), kde

F,=F,-cosy; + Fy - cosps =2 -cos(180°) + 4 - cos(60°) = a, = 0;

a
3
Fy:Fg-sina—i—N—mgzél-gjLN—mg
(sily N , G plsobi pouze ve sméru osy y, sila F ptsobi pouze ve sméru osy
x) a protoze vime, Ze krabice se pohybuje pouze vodorovné, plati a, = 0, od-

tud 4-‘/7§+N—mg =0, atedy N = mg—2-1/3 je velikost sily podlozky v Newtonech.

Celkovy vykon P, a celkova vyslednice sil jsou tedy nulové trvale, nejen v jediném
okamziku zadani ulohy.

ad b) Pro |Fy| = 6N dostaneme
Py =6N -3ms™ ' -cos60° =9Js " Py =P+ P, =—6+9=3Js"

(celkovy vykon v daném okamziku je kladny, tj. roste kineticka energie, tj. i rychlost
pohybu — hodnoty ze zadani se tedy tykaji pouze daného okamziku).

Kontrola 5. Kostka je uvazana na provaze a pohybuje se rovnomérné po kruznici,
v jejimz stfedu je druhy konec provazu upevnén. Rozhodnéte, zda je vykon tahové sily
provazu kladny, zaporny nebo nulovy.

7.12 Vztazné soustavy

Pti pomenme si, ze Newtonovy zakony plati v tzv. inercidlnich vztaznych soustavach
(viz kapitola 5), tj. v soustavach, které se navzajem pohybuji rovnomérné piimocare.
Invariantni veli¢iny (= neménné veli¢iny) jsou takové, které pii méfeni v riznych
inercidlnich soustavich vykazuji tytéz hodnoty®. Jsou to napf. sila, hmotnost, zrychleni,
Cas.

Priklady veli¢in, které nejsou invariantni: posunuti Z(t), rychlost #(t), prace W = F-d
(protoze ta zavisi na posunuti), kinetickd energie E) (protoZe ta zavisi na rychlosti a
rychlost dale na volbé vztazné soustavy).

Fyzikové dospéli k tzv. principu invariance: fyzikalni zakony musi mit stejny tvar ve
vsech inercidlnich vztaznych soustavach. Co to znamené pro veli¢iny, které nejsou invari-
antni? V riznych vztaznych soustavach sice namérime jejich rizné hodnoty, ale ve stejném
poméru urc¢eném danym fyzikalnim zakonem.

6V Newtonovské mechanice, tj. v mechanice, kde plati Newtonovy zakony.
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Piiklad 7.14 Soria jede ve vijtahu nahoru a drZi v ruce knihu, Stépdn ji pozoruje z bal-
konu (obrdzek 7.35). Mdame zde dvé rizné inercidlni soustavy — nepohyblivy balkon a

rovnomerné se pohybujici proskleny vytah. Jaka je platnost vztahi 7.4 a 7.5 mezi praci a
kinetickou energii?

Obr. 7.35: Balkon a pohybujici se vytah.

a) Sona: Vztaznou soustavou je zde skiiii vytahu. Sila F ruky ani sila mg nekonaji praci,
protoze kniha je v klidu; tedy celkovy prace vSech sil ptisobicich na knihu je nulova.
Téz kineticka energie je nulova a zachovava se (je stéle nulovd), vztahy 7.4, 7.5 tedy
plati.

b) Stépan: Vztazno soustavou je zde balkon. Sila F vykona praci Wy = F - h (kniha
je zvednuta do vysky h). Tihova sila vykona praci stejné velikosti, ale s opaénym
znaménkem: Wz = —mgh. Celkova prace je nulova: F'-h—mgh = 0; plati vztahy 7.4,

7.5. Kinetickd energie knihy se tedy neméni a zachovava se (je stale rovna hodnoté

Tmv?).

Vidime tedy, zZe i kdyz kineticka energie knihy v kazdé z téchto soustav je jina, dané
zakony 7.4, 7.5 plati v kazdé ze soustav. Z toho plyne diilezité pouceni: pii méfeni ulohy
je dilezité pouzivat stale tutéz vztaznou soustavu.

7.13 Otazky k opakovani — prace a kineticka energie

Otazka 7.1 Oddil 7.1. Co je to kinetickd energie a jak se spocitda? (7.1)

Otazka 7.2 Co je jednotkou kinetické energie? (7.2)
Otazka 7.3 Oddil 7.2. Co je to prace castice nebo télesa?

Otazka 7.4 Oddil 7.3. Jaky je vztah mezi praci a kinetickou energii? (7.4, 7.5)
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Otazka 7.5 Odvodte vztah (7.8) mezi praci W a pusobict silou F ... price konstantni
sily.

Otazka 7.6 Jaky je vztah mezi FaWs vyuzitim skalarniho soucinu? (vztah 3.16 opa-
kovant)

Otazka 7.7 Co to znamend, Ze prace W je kladnd (nulovd, zdpornd)?
Otazka 7.8 Jak spocitdme prdaci pri pusobeni vétsiho poctu sil? (7.9)
Otazka 7.9 Oddil 7.4. Jaky vzorec plati pro velikost prace |Wy| tihové sily? (7.10)

Otazka 7.10 Jak urcime znaménko prace Wy (tj. kdy je kladné a kdy zdporné)?

Otazka 7.11 Jaké dva vzorce plati pri pusobeni dalsi sily ﬁ, pokud zména kineticke ener-
gie nenastane? (7.11, 7.12)

Otazka 7.12 Jak miZeme zjednodusit vzorce 7.10 a 7.12 a co z toho plyne? ((7.13) ...
prdce tihové sily (¢i prdace jiné sily na prekonani tithové sily) nezdvisi na délce uraZené v
Sitkmém sméru, ale pouze na zméné nadmorské vysky)

Otazka 7.13 Oddil 7.5. Jaky je geometricky vyznam prace pri pusobeni konstantni ¢i
proménné sily?

Otazka 7.14 Vyjddrete W p7i pusobeni proménné sily F vzorcem (7.14).

Otazka 7.15 Jaky je algebraicky, geometricky a fyzikdlni vyznam urcitého integralu?

1

Otazka 7.16 Jaky je neurcity integrdl z funkce y = - a z funkce e*?

Otazka 7.17
Otazka 7.18
Otazka 7.19

Otazka 7.20
cifer)?

Otazka 7.21
Otazka 7.22
Otazka 7.23

Otazka 7.24
vlastnosti.

Oddil 7.6. Nakreslete graf funkce y = Inx a urcete jeji vlastnosti.
Nakreslete graf funkce Inx a funkce k ni inverzni do jednoho obrdzku.
Nakreslete graf funkce y = e* a urcete jeji vlastnosti.

Jak se definuje ¢islo e (vzorec bez ¢isla) a cemu se rovnd (prvnich Sest

Nakresletegrafy funkci y = a* pro a € (0;1), a=1, a > 1.
Jakych Sest vzorci plati pri pocitini s mocninami? (7.15)
Nakreslete graf funkci y = 2%, y = 27" a urcete jejich vlastnosti.

Nakreslete grafy funkciy = log, x pro a € (0;1) a pro a > 1 a urcete jejich
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Otazka 7.25 Jak lze vyjadrit log, x pomoct tzv. prirozeného logaritmu In? (7.16)
Otazka 7.26 Nakreslete grafy funkciy =logs x, y = log% x a urcete jejich vlastnosti.
Otazka 7.27 Uvedte definici log, x a dalsi tri vzorce pro pocitani s logaritmy. (7.17)

Otazka 7.28 Jaké dva vzorce plynou z toho, Ze exponencidlni funkce a logaritmus jsou
navzdjem inverzni procesy?

Otazka 7.29 Oddil 7.10. Co je to pruzna sila a nenapjaty stav?

Otazka 7.30 Co 7ikd Hookeho zdakon? (7.19)

Otazka 7.31 Co je to tuhost pruziny a jakou md jednotku?

Otazka 7.32 Jaky tvar ma Hookeho zdkon vzhledem k poloze x konce pruziny? (7.20)
Otazka 7.33 Odvodte vzorec pro praci pruzné sily z Hookeho zdkona integraci (7.21).
Otazka 7.34 Jaky vzorec plati pri piusobeni dalsi sily F (kromé pruzné sily) na dané
téleso, kdyZ jeho kinetickd energie na zacdatku a na konci sledovaného casového intervalu
je nulova? (7.22)

Otazka 7.35 Oddil 7.11. Co je to vgkon? V jakich jednotkdch se uddvd?

Otazka 7.36 Uvedte vzorce pro primérny a okamZzity vgkon (7.23, 7.24).

Otazka 7.37 Odvodte vztah mezi okamzitym vykonem a polohou x(t) pri primocarém
pohybu télesa. Odpovéd:
dW  d(F -cosa-x(t)) dz(t)

dt dt = Fcosa-—4

= F-cosa-v(t).

Otazka 7.38 Jaky je vztah mezi okamzitym vykonem a rychlosti télesa? (7.25 a),b))
Otazka 7.39 Oddil 7.12. Co jsou to inercidlni vztazné soustavy?

Otazka 7.40 Co jsou to invarinatni veli¢iny? Uvedte priklad.

Otazka 7.41 Které cétyri veliciny (napriklad) nejsou invariantni?

Otazka 7.42 Co je to princip invariance?

Otazka 7.43 Jaky vliv md princip invariance na veliciny, které nejsou invariantni?

Otazka 7.44 Priklad Soni s knihou ve vijtahu jedoucim nahoru a Stépdna stojiciho na
balkonu: vysvétlete hodnoty kinetické energie knihy a prace na ni vykonané z pohledu Soni
a z pohledu Stépdna.
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Cviceni ke kapitole bude dodano pozdéji, az po dokonceni celého textu. Piehled cviceni
k této kapitole:

F.17 Oddily 7.1, 7.2, 7.3: kineticka energie a prace.
F.18 Préce tihové sily (7.4).

F.19 Préce proménné sily (7.5).

M.12 Funkce y = Inx, y = e a jejich vlastnosti (7.6).
M.13 Neurcity integral, integra¢ni metody.

M.14 Reseni nékterych jednoduchych diferencialnich rovnic (rovnice se separovatelnymi
proménnymi, linedrni rovnice 1. fadu).

M.15 Vypocet urcitého integralu.
M.16 Vypocet obsahu plochy.
F.20 Préce pruzné sily (7.10).

F.21 Vykon (7.11).
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8 Potencialni energie, zakon zachovani energie

V réamci kapitoly je probrana parametrizace kiivek v prostoru a krivkovy integral 1. a
2. druhu. Z fyzikalnich témat je pozornost soustfedéna na potencialni energii hmotného
bodu, zakon zachovani energie mechanické soustavy. Kapitola pak kon¢i tivahami o za-
konu zachovani energie dané sou¢tem vnéjsi (= mechanické) a vnitini (= tepelné) energie.

Jednim z nebezpeénych sportt je bungee-jumping (,zarazené skédkani“). Skokan pfi-
poutany k specidlnimu pruznému lanu se vrha dold z velké vysky, vétsinou z vysokych
mostnich konstrukei. Napinajici se lano zptisobi zbrzdéni stfemhlavého letu. Jak 1ze zjistit,
jaké nejvétsi hloubky skokan dosahne?

8.1 Potencialni energie

Zatimco pohybovéa (kinetickd) energie souvisi s vyslednici vSech sil, které na danou ¢astici
(bodovy objekt) ptisobi, potencialni energie souvisi s konfiguraci (= vzéjemnou polohou)
Céstice (objektu) s jinym objektem (napiiklad Zemi), se kterym na sebe navzajem puisobi
gravitacnimi silami.

Napriklad: potencialni energie ¢inky vzhledem k zemi — kdyz vzpérac¢ drzi ¢inku ve
vysce 2 m nad zemi, je potencidlni energie ¢inky jina, nez kdyby cinka lezela na zemi.
Konfigurace (neboli vzédjemny vztah, vzdjemnd poloha) mezi ¢inkou a Zemi je rozdilna v
obou situacich.

Jiny priklad: ProtaZend pruzina mé jinou potencidlni energii (navzajem mezi svymi
zavity), nez v nenapjatém stavu. Tyto situace predstavuji odlisné konfigurace mezi sou-
sednimi zavity pruziny navzajem, respektive mezi kostkou natahujici-stlacujici pruzinu a

upevnénym koncem pruziny.

Vratme se k pfikladu jablka vrzeného svisle vzhiru (viz oddil 7.4 ... préace tihové sily)
— jak uz tam bylo Teceno, pii stoupani jablka kona tihovéa sila zapornou praci, kdezto pri
klesani jablka kladnou. Nyni si polozme dalsi otadzu: co lze Tici o vzajemné konfiguraci
(poloze) jablka a zemé v obou fazich pohybu?

Pokud je jablko vrzeno svisle vzhtiru, tak pfi stoupani jablka

— tihova sila kona zapornou praci;

— kineticka energie jablka klesa;

— potencialni energie jablka vzhledem k zemi roste.
Ve fazi klesani jablka

— tihova sila kona kladnou praci;

— kineticka energie jablka roste;

— potencialni energie jablka vzhledem k zemi klesa.



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 2 54

Zpresnéme nyni tyto ivahy: Tihova potencialni energie soustavy téleso + Zemé

je zaporné vzata prace vykonana interakénimi tihovymi silami F, a —Fj;
oznacujeme ji F, a pro jeji zménu AFE, plati vzorec

AE, = —W, (8.1)
(vzdy méjme na paméti, ze potencialni energie se tyka soustavy dvou téles ¢i objektit).

Priklad stlacené ¢i protazené pruziny (= vzajemné konfigurace kostky upevnéné na
volném konci pruziny a pevného konce pruziny):

— pokud udefime do kostky tak, ze dojde ke stlaceni pruziny, kineticka energie kostky
postupné klesa, ale roste pruzna potencialni energie soustavy kostka—pruzina;

— az se kostka se stlacenou pruzinou zastavi, vlivem pruzné sily se zacne pruzina
roztahovat, tj. roste kinetickd energie kostky, klesd potencialni energie soustavy
kostka—pruzina;

— v okamziku, kdy se kostka vlivem stlacené pruziny zastavila, byla jeji kineticka
energie nulova, ale potencialni energie soustavy kostka—pruzina byla maximéalni, co
se tyka velikosti jeji absolutni hodnoty (kdyz vezmeme v ivahu i znaménko, byla
maximalné kladna nebo maximalné zaporna).

Shriime si popisované dvé situace zavedenim ¢i upfesnénim dalsich pojmiu:
1. Soustava = dva nebo vice objekt;

2. Sledovany objekt (jablicko, kostka) a zbytek soustavy na sebe navzdjem pusobi
interak¢énimi silami;

3. Pii zméné konfigurace soustavy konaji interakéni sily praci Wi a méni se kineticka
energie Fj daného objektu;

4. P¥i obraceni sméru konfigurace (= sméru zmeén konfigurace) soustavy konaji inter-
akeni sily praci Ws.

Interakéni sily se nazyvaji konzervativni sily, jestlize za vSech okolnosti plati
Wy = —W,. Prikladem jsou obé popisované situce — tihova sila i pruzna sila. V opacném
pripadé se interakéni sily nazyvaji nekonzervativni.

Prikladem nekonzervativnich sil jsou tieci sily: kostka se pohybuje po podlaze, ktera
neni dokonale hladké. Vlivem tfecich sil, kterymi na sebe navzajem piisobi podlaha a
kostka podél styénych ploch, se kineticka energie kostky snizuje, az je nulova pii zasta-
veni kostky — spotfebovala se na zvySeni vnitini energie soustavy kostka—podlaha, coz
se projevilo zvySenim teploty obou téles. ALE opa¢ny proces neni mozny — ochlazenim
kostky ji nelze znovu uvést do pohybu po podlaze (vnitini energie soustavy podlaha -+
kostka neni potencidlni energii).
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8.2 Vyklad — krivkovy integral prvniho druhu

Vzorec 7.14 vypoctu prace vykonané pti presunu objektu po tsecce lze rozsirit i na situ-
aci, kdy objekt (¢i ¢stici) presunujeme po jakékoliv kiivce v prostoru:

W = / F(z,y, 2)dl. (8.2)
!

Vztah 8.2 predstavuje vypocet prace pri pusobeni sily F a presunu objektu ve
sméru orientované krivky [. Jedna se o tzv. krivkovy integral 2. druhu. Dovolte mi
podat jesté zakladni informaci o kiivkach v prostoru a o tom, jaky je vztah mezi kiivkovym
integralem prvniho a druhého druhu.

Pod kifivkou budeme rozumét graf vektorové funkce F(t) definované pro t € (a;b);
pokud dana krivka lezi v tfirozmérném prostoru, plati

G(t) = [@1(t), p2(t), ws(t)] pro te (a;b).

Funkce J(t) se nazyva parametrizace kiivky .

Piiklad 8.1 a) Urcete parametrické vyjdadreni krivky zadané jako funkce y = x* pro
x € (1;2).

b) Urcete parametrické vyjadrend primky prochdazejici body A = [1,2,3], B =[5, 6, 8].
c) Urcete parametrické vyjadrent isecky AB s kragnimi body A = [1,2,3|, B = [5,6,8|.

d) Najdéte parametrizaci kruznice se stredem [2,5] a polomérem 3 cm (jednotky na obou
osdch v roviné jsou centimetry).

ad a) Kiivka je ¢asti grafu funkce jedné proménné f(x) = z?- viz obrazek 8.36. V tomto

A

Obr. 8.36: K prikladu 8.1(a) — kfivka jako ¢ast grafu funkce.

ptipadé lze parametrizaci vzdy volit ve tvaru @(t) = [t, f(¢)]; v naSem piikladu pro
f(z) = 2? mdme G(t) = [t,t?] pro t € (1;2).

Zde je mozna vhodné dodat, Ze parametrizace kfivky neni jednoznacna — jednu
kiivku mtizeme popsat rtiznymi parametrizacemi. V nasem piikladu je
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— B(t) = [t3,t*] pro t € (1;/2) opét parametrizaci kiivky z obrazku 8.36;
— B(t) = [t3,1% pro t € (1;v/2) opét parametrizaci kiivky z obrazku 8.36;
— @(t)=[t+1,(t +1)? prot € (0;1) opét parametrizaci kiivky z obrazku 8.36.

Zkratka pro danou kiivku je mozné svolit takovou parametrizaci z téch nekonecné
mnoha, kterd se vam libi nejvic (jak ikd William Shakespeare, as you like it).

ad b) Pfimka ve tfirozmérném prostoru jiné nez parametrické vyjadieni nemad, snad se
tedy jedna o kol ¢tenafi znamy z analytické geometrie. Ke konstrukci parametrizace
& budeme potiebovat soufadnice bodu leziciho na této pfimce (vezméme tieba A =
[1,2,3]) a soufadnice smérového vektoru (vezméme tieba AB = (4,4,5)). Pak pro
parametr ¢ € R jsou parametrické rovnice této primky

r = 1+t -4,
y = 2+4+t-4,
z 3+1-5.
Nyni parametrizaci ptfimky vytvorime, kdyz tyto soufadnice piimky napiseme do

vektoru:
G(t) =[1+4t,24+4t,3+5t], kde te€ R.

ad c) Parametrizace usecky je podobnd jako parametrizace pfimky v tikolu (b), pouze si
musime dat pozor, abychom

— za vybrany bod volili jeden z krajnich bodu tsecky, naprikald bod A;
— za smérovy vektor volili takovy vektor, ktery ,posunuje“ vybrany bod A smé-

S« <
rem ,,po usecce, napt. AB.

Parametrizace je pak stejnd, @(t) = [1 + 4t,2 + 4¢,3 + 5t| jako v prikladu (b),
ovSem parametr ¢t nyni ,neprobihd“ celou realnou osu, nybrz jen urcity interval —
viz obrazek 8.37:

Obr. 8.37: K piikladu 8.1(c) — parametrizace tsecky.
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t = 0: jedna se o bod A.
t= i: Bod A se posune o i délky vektoru A@, tj. do bodu C.
t = 1: Bod A se posune pravé o vektor A%, tj. do bodu B.

Celkem tedy vidime, Ze t € (0;1).

ad d) Hledand parametrizace vychézi z popisu bodid na kruznici se stfedem v poc¢atku a
polomérem r — tyto body maji soufadnice [x,y] = [r - cost,r - sint] pro t € (0;27)
... to plyne z vlastnosti goniometrickych funkci (viz kapitoly 2 a 3) z pravotuhlého
trojihelnika tvoreného bodem [z, y], po¢atkem soustavy soufadnic a patou kolmice
z bodu [z, y] na osu x.

Déle pokud stfed kruznice nelezi v poc¢atku, ale v bodé [2, 5], tak celou konstrukci

vytvofenou vyse (pro r = 3 pouze posuneme o hodnoty odpovidajici soufadnicim
stfedu (obr. 8.38):

i
x
\_//

"

Obr. 8.38: K prikladu 8.1(d) — parametrizace kruznice.

= 2+ 3cost,
= 5+ 3sint, pro te (0;27).

Parametrizace ma tedy tvar

B(t) =[2+ 3cost,5+ 3sint], pro t € (0;27).

K¥ivku [ (zadanou jako graf parametrizace ¢(t) pro ¢t € I) nazyvame

e jednoduchou, pokud pro kazdé navzajem rtzné body t,ts € I (pfi¢emz aspoil
jeden z bodt tq, to je vnitinim bodem intervalu I) plati g(t1) # @(ta) ... jedna se
tedy o kiivku, kterad sama sebe neprotina v zadném vnitinim bodé;

e ukoncenou, ma-li [ konecnou délku;

e uzavienou, je-li [ ukoncéend, I = (a;b) a plati g(a) = F(b);
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e hladkou, je-li [ ukonéend a vektor derivace &'(t), ktery neni pro zadné ¢t € (a;b)
roven nulovému vektoru, je vektorem spojitych funkei;

e po castech hladkou, je-li I sjednocenim dvou a vice (ale koneéné mnoha) hladkych
kiivek.

V dalsim se budeme zabyvat jen kfivkami idealnich vlastnosti, tj. jednoduchymi po
¢astech hladkymi kiivkami.

Nyni muzeme uz pristoupit k vysvétleni, co je to kfivkovy integral 1. druhu —
jedné se o neorientovany kiivkovy integrdl v R3 (nebo R?) ze skalarni funkce f(z,y, )
(nebo v pifpadé R? funkce f(x,y)).

Podme se struéné podivat na oznaceni, sestaveni a vypocet kiivkového integralu 1.
druhu v prostoru R3: Kiivka [ je zadani parametrizaci

@(t) = [p1(t), w2(t), w3(t)] pro t € {(a;3)

a je to hladké kfivka se spojitou a nenulovou derivaci J(t) v intervalu («;[3). Daéle je
déna spojita realna funkce f(x,y,z) ohrani¢end na kiivce [, kterd udava napt. hustotu
rozloZeni hmoty (nebo hustotu rozlozeni elektrického naboje) na kiivce I.

Chceme ur¢it hmotnost k¥ivky (nebo celkovy obsah elektrického nédboje na kiivce) ...
ozna¢me tuto hodnotu jako kfivkovy integral 1. druhu (= neorientovany) [, f(z,y, z)dl

Nyni néjaké déleni intervalu («; ) na podintervaly (t;_1;t;) Sitky d =t; —t;_1 = B_T“
(viz obrazek 8.39), kde oo =ty a f = t,,, rozdéli kfivku [ na ¢ésti
Attt
HE R . i
l \ ] gl ) ‘P/i,‘»
b N b /)
2\ / S —
(»
e a"’/
Y
3574
Obr. 8.39: K odvozeni neorientovaného kiivkového integralu.
B(to)B(t1), F(t1)P(ta), ..., P(tn_1)@(t,). Pro dostatecné jemné déleni

to,t1,te, ..., ty_1,t, intervalu («;[) dostaneme déleni kiivky [ na dostatecné
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malé Casti @'(tO)QB(tl)? 95(751)95(%)7 SR @'(tn—l)@'(tn)a takze na kazdé z casti 95(751—1)95@2)

nahradime
a) proménnou funkci f(z,y,2) konstantni hodnotou f(F(c;)) neboli hodnotou

fler(ci), pa(ci), p3(c)), kde ¢; je néjaky bod (tzv. reprezentant) z intervalu

(tic1;ti);
b) délku ¢éasti kiivky @(t;_1)@(t;) délkou tsecky vecvarphi(t;_1)@(t;) neboli hodnotou
J(t;—1)| (obrazek 8.40).

|B(t:) —

Obr. 8.40: Délku casti kiivky nahradime zhruba délkou usecky.

Pak hmotnost ¢asti kiivky @(¢;_1)@(t;) (resp. mnozstvi el. ndboje na této ¢asti)
priblizné rovna hodnoté
f(@(t) - 1p(t) — S(tia)l,
a tedy souctem téchto hodnot pres jednotlivé ¢asti kiivky dostaneme, ze celkova hmotnost
kiivky [ (resp. celkové mozstvi ndboje na kiivce [) se pfiblizné rovna souctu

S = Z f(@(ci)) - |@(ts) — Gti1)l-

Provedeme nyni drobnou tpravu, ktera nezméni hodnotu daného vyrazu, a sice kazdy

¢len souc¢tu vyndsobime i vydélime hodnotou (¢; — t;_1), dostaneme

g Zf ’ P(t:) — P(ti-1)

t - tz 1
Nyni limitnim pfechodem pro n — oo, tedy pro d = (t; — t;_1) — 0, tj. pro stéle
jemnéjsi déleni k¥ivky [ na jeji ¢asti dostaneme:

P(ti)=F(ti—1)

. (tz — ti—l)-

(t; — tic1)

S = Z?:l f((ﬁ(cl)) ti—ti_1
l % l ! l
Jif(@,y, 2 [ @) Z'(t) dt



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 2 60

(limitnim pfechodem pro d = B_Ta — 0, pokud tato limita existuje a nezavisi na
vybéru reprezentanti ¢; z intervall (¢;_1;t;), jsme odvodili vzorec pro vypocet kiivkového
integralu 1. druhu). Jedné se o vzorec pro vektory a funkce v dimenzi 3 (ovSem podobny

vzorec by platil i v dimenzi 2):

8
/f(%y, Z)dl:/f(sol(t)7902(t)7903(t)) | (1(1), (1), (1)) dt. (8.3)

Pfipomenme jesté, ze velikost vektoru (¢} (1), ph(t), ¥5(t)) vypocteme klasicky jako
odmocninu ze sou¢tu druhych mocnin jeho jednotlivych soufadnic (viz néasledujici
priklad).

Ze vzorce 8.3 specialné plyne, zZe délku krivky [ spocteme, kdyz zvolime funkci
f(z,y,2) =1, tj. na zékladé vztahu

8
aw) = [ ai= [ . 0. o) d 8.4

Pomoci vzorce 8.3 se krivkovy integral prvniho druhu prevede na klasickou jedno-
rozmérnou integraci ptes interval (a; 3) (integral z realné fukce jedné redlné proménné)
procvicovany v kapitole 7.

Piiklad 8.2 Vypoctéte [x?y*dl, kde | je zdvit Sroubovice na vdlcové plose s osou z a

1
polomérem 4 (viz obr. 8.41 — zdvit prochdzi od bodu [4,0,0] do bodu [4,0,2], tj. jeho vyska
je rovna 2 vyskové jednotky).

YA

Obr. 8.41: K prikladu 8.2 — sroubovice na povrchu véalce.
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ResSeni: délku tohoto zévitu lze urcit zpaméti rozvinutim plagté valce do roviny —
pak je zavit roven délce pfepony trojlhelniku, jehoZ vyska je rovna 2 a délka zakladové
odvésny je rovna 27 - r, tj. 8m. OvSem pokud integrujeme nikoli hodnotu 1, ale funkci
f(z,y,2) = 2% - y?, nevyhneme se vypoc¢tu (nesmime zapomenout, %e popisujeme situaci
ve tfirozmérném prostoru, prestoze proménnd z ve vzorci funkce f nevystupuje).

(i) Budeme potfebovat néjakou parametrizaci () naseho zavitu valcové plochy. Za¢némé
prumétem zavitu do roviny podstavy valce z, y: je to kruznice se stredem v pocatku
a polomérem 4, kterou parametrizovat umime, jelikoz jsme se to naucili v prikladu
8.1 (viz obrazek 8.38). Pomoci tohoto pramétu

Obr. 8.42: K prikladu 8.2 — priimét sroubovice do roviny proménnych x, y.

lze popsat prvni dvé soufadnice parametrizace:
G(t) = (4-cost,4-sint,??), te (0;2m)
(¢ili parametr ¢ hraje roli méniciho se thlu).

(ii) Tteti soutadnice bodi zavitu rovnomérné roste s vyskou zavitu ... a je potfeba tento
rovnomérny rust vyjadiit pomoci ¢ z intervalu (0; 27), nebot tento interval je uréujici
pro prvni dvé soufadnice. Pravdépodobné bude tfeti soufadnice y3(t) parametrizace
kiivky tvaru ¢3(t) = const-t, protoze funkce tohoto tvaru je funkei pfimé tmérnosti,
ktera vyjadiuje rovnomérny nartst. V krajnich bodech intervalu (0; 27 bychom po-
tfebovali dosdhnout funkénich hodnot ¢3(0) = 0 (pro pocatecni ¢ je ,vyska“ o3
bodu kfivky nulova), ¢3(27) = 2 (pro pocatecni t je ,vyska“ 3 bodu kiivky maxi-
malni, tj. je rovna hodné 2). Tyto pozadavky odpovidaji konstanté const = %, tj.
p3(t) = = -t = X - t, pak totiz

:27r
1

or) = = 27 = 2
903(7T) T Q0 )

tedy pozadavek na to, abykoncovy bod kfivky byl dosazen pro t = 27, je splnén.
Parametrizaci naseho zavitu je vektorova funkce

t
G(t) = (4-cost,4-sint,—) pro t € (0;2m),
m
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jejl derivaci je vektorova funkce
1
F'(t) = (—4-sint,4 - cost, —),
T

jejiz velikost vypocteme na zakladé Pythagorovy véty” jako

16m2 +1 1672 + 1
— = .

1
7' ()] = \/425in2t+42c082t—|— = \/

™ ™

(iii) Muazeme se pustit do vypoétu (do funkce f(z,y,z) dosadime parametrizaci x =
©1(t), y = pa(t), 2 = p3(t)). Pro integraci nasi funkce vyuzijeme vzorce pro snizeni
mocniny goniometrickych funkei — viz kapitolka 7.9. Vzorec uzijeme dokonce dvakrat
za sebou — pro nadhradu funkei cos?t, sin?¢t, a potom pro nédhradu funkce cos? 2t:

2

V1672 + 1
/x2y2dl¥’/16cos2t-16sin2t-”—+dt:
T
l 0
162 71 | 64 7
= —-v167r2+1-/§(1+cos 2t)-§(1—cos Zt)dt:—-\/167T2+1-/(1—cos2 2t)dt =
T N
0 0
27
64 1 1 64 t  sindt]*"
= —-\/167r2+1-/(1————cos4t)dt:—-\/167r2+1- L _
T 2 2 T 2 38 1,
0

64
= — V16?2 +1-71=64-V167% + 1.
T

Priklad 8.3 Vypoctéte [(x + y)di, kde | je obvod trojihelnika ABC pro A = [1;—1],
1
B =[2;-1], C =1;0].

Reseni: Obréazek 8.43 nam bude inspiraci v nasem postupu:

Kfivka [ neni hladka, nybrz po ¢astech hladka — je slozena ze tii hladkych ¢asti. Kazdou
z Casti [y, Iy, I3 musime popsat jinou parametrizaci a uzit vzorce, ktery zde dosud nebyl
feCen, ale snad je prirozeny:

prol =101 Ul Ul;s: /f(:p,y) dl = /f(x,y) dl; + /f(x,y) dls + /f(x,y) dis. (8.5)
l I la I3

(kivkovy integral 1.druhu pfes kiivku [ je roven souctu integrali pfes jeji tii navzajem
disjunktni ¢asti [y, Iy, I3). Pojdme tedy sestavit parametrizace:

i g(t)=(t,—1) prot € (L;2);= F(t) = (1,0) = |F(H) = 1;

l: F(t)=(t,1—t)prot e (1;2);= F(t) = (1,-1) = |[F ()] = V2;

ly: G(t) = (1,t) prot € (-1;0) = &) = (0;1) = [F(¢)| = L.

"Jsou studenti uz schopni vypoéitat délku télesové tuhlopiicky kvadru? Podle vzorce |(a,b,c)| =
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e
7‘
Kw,

Obr. 8.43: K prikladu 8.3 — kiivkovy integral pfes obvod trojihelnika.

Mozna je uzitecné zde dodat, Ze parametrizace jednotlivych tsecek miize byt skutecné
libovolna, pouze pri zapisu mezi pro parametr ¢ Musime postupovat prirozené, tedy leva
= dolni mez musi byt mensi nez prava = horni mez. Pak mtzeme provést vypocet:

/(x—iry)dl

l

= /(x—i—y)dll+/(x+y)dl2+/(x—|—y)dl3:

l2 l3

= /(t_1).1dt+/(t+1—t)-\/§dt+/(1+t)-1dt:

27 £21°
—~ {——t} +\/§+[t+—] =
2 7, 2],

~1 1
= 5 H1HV2H1-o=1+V2

8.3 Cviceni — krivkovy integral 1.druhu

Uloha pro cviceni 01. Vypoctéte [ 2?-ydl, kde [ je ¢tvrtkruznice se stiedem v poc¢atku

l
a krajnimi body [0; 3], [3;0] — viz obr. 8.44.

Uloha pro cvigeni 02. Vypoctéte [ (Vat + {/yHdl, kde [ je asteroida dand
l

parametrizaci G(t) = (2cost,2sin*t) — viz obr. 8.45 (nebo jednodussi tloha: vypoctéte
délku této asteroidy). Pozor, obrazek naznacuje, Ze asteroida méa ¢ty¥i hroty, musime
ji proto rozdélit na ¢tyri hladké casti a celkovy integral urcit jako soucet kiivkovych
integralt pres jednotlivé Casti.
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3

Obr. 8.44: Ke cviceni 01 — kiivkovy integral ptes ¢tvrtkruznici.

Obr. 8.45: Asteroida — ke cviceni 02.

8.4 Vyklad — krivkovy integral 2. druhu — orientovany

V kazdé parametrizaci je obsazena jista vnitini orientace kiivky [ (neboli orientace zadana
parametrizaci) ... jednd se o to, Ze pro rostouci hodnotu parametru ¢ se ,,vykresluji“ body
kiivky () v jistém sméru, takze lze stanovit (¢t € (a; 3))

— pocatetni bod C kiivky [ ... C' = g(«);
— koncovy bod D kiivky [ ... D = §(3);

— vnitini orientace kiivky [ je tedy dana od bodu C' po kiivce smérem k bodu D — viz
obr. 8.46.

% -t
6 \\w)' D

9

Obr. 8.46: Vnitini orientace kiivky zadana pocate¢nim a koncovym bodem.

Vnitini orientaci kiivky [ lze kromé pocatecniho a koncového bodu zadat také tecnym

vektorem &' () = (©1(7), ©5(7), ¢5(7)) v n&jakém bodéy € («; 3), nebo jednotkovym tec-
nym vektorem §, ktery zkonstruujeme z vektoru @' () vynasobenim pfevréacenou hodnotou
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Obr. 8.47: Tecny vektor ke kiivce v bodé T'.

jeho velikosti (viz obr. 8.47):

L Ph(7) $h() ()

g: — ()0 (’7) = ( = Y — Y — ) °
()] BN 1E N1 ()]
Zadani vnitini orientace kfivky te¢nym vektorem je vyhodné napiiklad u uzaviené
krivky, kdy pocatecni a koncovy bod krivky splyvaji, tj. orientace tecnym vektorem je
nazornéjsi.

Kromé vnitini orientace kiivky existuje i pojem vnéjsi orientace kiivky — ta je dana

fyzikdlnim vyznamem (napf. smérem pohybu Castice po trajektorii [ (takto budeme
kiivku s vnéjsi orientaci znacit), smérem piisobeni sily, apod.). U uzavienych kiivek v
roviné mluvime déle o orientaci kladné (= proti sméru pohybu hodinovych ruciéek na
ciferniku hodin) nebo zéporné.

Pokud hraje v dané situaci roli vnéjsi (= fyzikalni) orientace kiivky [, pro kombinaci
vnéjsi a vnitini orientace kiivky mohou nastat dvé moznosti:

e Kiivka je orientovana souhlasné se svou parametrizaci ... vnéjsi orientace je ve
stejném sméru jako vnitini orientace kiivky;

e Kiivka je orientovana nesouhlasné se svou parametrizaci ... vnéjsi orientace je
v opacném sméru nez vnitini orientace krivky.

Orientace krivky hraje roli pfi vypoctu orientovaného kiivkového integralu, kdy je
dilezité, v jakém smeéru se ¢astice pohybovala, v jakém sméru bylo ptisobenim sily téleso
presunuto, apod.

Priklad 8.4 Vnéjsi orientace zavitu Sroubovice z prikladu 8.2 je zaddna tecnym vektorem

—47 —1
7(C)= {0, , C = 4;0;0].
me) ( V62 + 1 \/157r2+1> pro € =[4;0:0)

Zyistéte, zda je tato orientace souhlasnd s parametrizaci zavitu.

ReSeni: Vnitini orientace (dand parametrizaci) je uréena pocateénim bodem C =
[4,0,0] v roviné z,y a koncovym bodem D = [4,0,2]. Do obrazku 8.48 zbyvéa dokreslit

tecny vektor 7(C) a zjistit, zda lezi ve sméru ,vykresleni“ kiivky nebo ne. Mizeme uvazit,
Ze
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Obr. 8.48: K prikladu 8.4 — orientovana sroubovice na valcové plose.

— druhéa soufadnice vektoru 7 je zaporna, tj. vektor ukazuje do zaporného sméru osy vy;

— tFeti soufadnice vektoru 7 je zaporna, tj. vektor ukazuje do zdporného sméru osy z (=
klesa pod zékladni rovinu ,y).

Ze dvou moznych tec¢nych sméri ke kiivce v bodé C' je tedy hledany smér vektoru 7
ten, co je vyznaCen na obrazku — tedy vnéjsi (fyzikalni) orientace kiivky je nesouhlasnd s
jeji parametrizaci.

Odvodme nyni vzorec pro vypocéet orientovaného kiivkového
integralu (= kifivkového integrdlu 2. druhu): Je dana vektorovd funkce
E(z,y,z) = (BEi(z,y,2), Es(z,y,2), B5(z,y,2)) intenzity elektrického pole a
chceme urcit elektrické napéti U podél kiivky l. Respektive (druhy piiklad reélné situace
pro ty, kdo si neumi pfedstavit intenzitu) je dana sila F (x,y, z) plsobici na ¢astici pii
pohybu po orientované kiivce [ (vnéjsi orientace) a chceme uréit praci, kterou vykona
vektorové pole F pri presunu castice po orientované kiivce L.

Ozna¢mé dané elektrické napéti U = [ E(x,y,z) dl_; respektive oznacme danou
I

vykonanou praci W = [ F(z,y,z) dl ... v obou pifkladech se jedna o orientovany

i
krivkovy integral = kiivkovy integral 2. druhu. V dalsim budeme pokracovat v odvozeni
vypoctu tohoto vzorce pro prvni z obou priklad.

Déleni o = ty, t1,ts,...,t, = B urcuje rozdéleni kiivky [ na orientované ¢asti
B(ty) — P(t1) az G(tn—1) — J(t,) (obrazek 8.49).

Sipky udévaji vnitini orientaci kiivky lﬁ, vnéjsi orientace je zadana pocatecnim a kon-
covym bodem, tedy F(ty) — @(t,) nebo J(t,) — F(to) za predpokladu, ze kiivka neni
uzaviena. Pak pro dostatecné jemné déleni kiivky [ mftZeme na jeji casti F(t;—1) — J(t;)
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Obr. 8.49: K odvozeni orientovaného kiivkového integralu.

a) nahradit orientovany oblouk J(t; 1) — @(¢;) orientovanou tseckou @(t;_1)B(t;) (obra-
zek 8.50);

Obr. 8.50: Nahrada orientované ¢asti kiivky orientovanou tseckou.

b) nahradit proménnou vektorovou funkci E (x,y, z) konstantnim vektorem (viz obrazek
8.51)

E(@(t:)) = (Br(pa(ts), p2(t:), @a(ts)), Balepr (L), @a(ts), 03(t:), Ba(r(t), pa(ti), @s(t:)))
Pak napéti podél orientovného oblouku J(t;_1) — @(¢;) se priblizné rovna hodnoté
or. nesouhl. s param. :  E(@(t:)) - (F(ti1) — §(t:) = —E(@(1:)) - (F(t:) — $(ti1))

Tedy vzorce se souhlasnou a nesouhlasnou vnéjsi orientaci krivky vzhledem k jeji vnitini
parametrizaci se lisi o znaménko. Celkové napéti U je nyni priblizné dano sou¢tem napéti

I - { or. souhl. s param. . E(B(t)) - (@) — Btiy))
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Obr. 8.51: Ndhrada vektorové funkce konstantnim vektorem.

na jednotlivych c¢astech, t;j.

ti—ti—1

— 3(+:)— B(+: n—oo 5 =/ = —
or.s. o Y E(@(t)) - B A) g )EX [ E(G(1)) - F(t)dt

U=> U=

ti—ti—1

(nesouhlasnd vnéjsi orientace s vnitini parametrizaci kiivky méni znaménko integralu).

Odvodili jsme tedy vzorec pro vypocet orientovaného kiivkového integralu (= kiiv-
kového integralu 2. druhu). Tedy napiiklad v dimenzi 3 (v dimenzi 2 by chybély tteti
soufadnice vektori v nésledujicim vzorci) a pro vnéjsi orientaci souhlasnou s parametri-
zaci (nesouhlasnd orientace by zménila znaménko integralu na zaporné) plati:

/ E(x,y,2)dl 2" (Ey(3(1)), E2(@(1)), Ea(B(1))) - (£1(1), h(1), 5(1))dt  (8.6)

U

(vyraz za znakem integrélu je vlastné skaldrni soucin vektoru E a &'). Timto zpusobem
se kiivkovy integral 2. druhu v prostoru pievedl pomoci parametrizace F(t) prevedl na
klasickou jednorozmérnou integraci funkce jediné proménné ¢ na intervalu («; 3), kterou
jsme procvicovali v kapitole 7.
Nékdy se oznaleni integralu [ E (z,y, z)df uvadi v jiném zpusobu zapisu, ze kterého
i
jsou ziejmé jednotlivé souradnice vektoru E:

/E(w,y,z)df: /(El(x,y, z)dx + Eq(x,y, 2)dy + Es(x,y,2)dz) = ... viz 8.6. (8.7)

U U

Piiklad 8.5 Vypoctéte [(z+y, 0)dl, co? je vzhledem k zdpisu 8.7 toté jako [(z+y)dz+
r r
0 - dy, kde [ je obvod trojihelnika ABC orientovany kladné (A = [1;-1], B = [2; 1],

C = [1;0]).

— 3(+.)— 3+ n—o0 g = = —
or.nes. : S E(B(t;)) - _ (Pti)=(ti-1)) St —tig) = = [E(F(t)) - F(t)dt
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Obr. 8.52: K ptikladu 8.5 — orientovany obvod trojihelnika.

=X

Reseni: Kiivka [’ je sjednocenim t¥i hladkych ¢asti (viz obrazek 8.52), uzijeme vzorec
8.5 (kfivkovy integral je souctem integralt pres jednotlivé hladké ¢asti kiivky).

Na obrazku je Sipkou vyznacena vnitini orientace dané ¢asti dana jeji parametrizaci.
Jedna se o stejnou kiivku jako v prikladu 8.3, tj. vezmeme tytéz parametrizace:

Lo @)= (t,—1) prot € (1;2);= F(t) = (1;,0) = |F(t)] = 1;
lh: Ft)=(t1—t)prote (1;2);= Ft) = (L,—1) = |F{) = V2
ls: () = (1) prot € (—1;0) = F(t) = (0;1) = |@ ()| = 1.

Na rozdil od piikladu 8.3 je nyni jesté zaddna vnéjsi (asi fyzikdlni) orientace jako
kladna (= proti sméru pohybu hodinovych rucicek), ktera je souhlasné s vnitini orientaci
kiivky [;, ale nesouhlasna s vnitini orientaci kiivek [y, [3, pred jejichz integraly pridame
znaménko MINUS. Tedy celkem dostaneme

/(:c+y,0)df = /(;E+y,O)df+/(ac+y,0)df+/(x+y’o)df:

U I la I3
0

- /2(15—1,0)-(1,0)dt—/2(t+1—t,0)-(1,—1)dt—/ (1+1¢,0)-(0,1)dt =

-1

1
2 2 0 12 2 1
/(t—l)dt—/ 1dt—/ Odt:l——t} —1=—.
1 1 -1 2 1 2

Pfi vypocétu je mozné vyuzit toho, Ze vektor (z + y,0) je vzdy kolmy na kiivku I3, tj.
vzdy je kolmy na jeji tecny vektor J'(t) = (0; 1), a tedy jejich skalarni sou¢in (soucin dvou

kolmych vektoril) je roven nule, a tedy vysledek integralu pres Cast l; je roven nule — tak
to vyslo i pri nasem dosazeni do dané ¢asti integrace.

Priklad 8.6 Vypoctéte [(z,v, z)dl_; kde fje jeden zavit $roubovice na kuZelové plose (viz

obrazek 8.53; obrazek je soucdsti zadant, aby bylo patrno, jakym zpisobem se zauvit vy-
kresluje a jakou md orientaci) s pocdatecnim bodem C = [0;0;0] a koncovym bodem
D = [2m;0; —27].

ResSeni: Pokusme se nejprve si predstavit kolmy pramét zavitu do roviny T,y — viz
obrazek 8.54.
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Obr. 8.53: K prikladu 8.6 — Sroubovice na kuzelové plose.

AT

Obr. 8.54: K prikladu 8.6 — kolmy primét sroubovice do roviny proménnych z, y.

Pokud by vzdalenost bodt primétu od pocatku roviny z,y byla stale stejna, jednalo
by se o kruznici, kterou bychom mohli parametrizovat pro t € (0;27); ovSem vzdéale-
nost bodu primétu od pocatku rovnomérné klesa (pohybujeme-li se od bodu D’ k bodu
C" = (). Tedy pro dané t € (0;27) je potfeba piislusny bod na kruznici (cost;sint) vy-
nasobit hodnotou (27 — t), abychom zajistili neustéle klesajici vzdélenost bodu primétu
od pocatku pri vykreslovani prumétu od bodu D’ k bodu ¢’ = C"

B(t) = ((2r —t) - cost, (2m —t) - sint),??), t € (0;27).

Zbyva urcit tfeti soufadnici nasi parametrizace: z obrazku ktivky v prostoru vidime, ze
tfeti soutadnice je zaporna a rovnomeérné roste k nule, pokud body krivky ,vykreslujeme*
= popisujeme smérem od bodu D k bodu C' (musi to byt stejny smér, jako ,vykreslujeme*
= popisujeme body prumétu; neni mozné, aby jedna soufadnice parametrizace byla vy-
kreslovana v opacném sméru jako ty ostatni dvé soutadnice). Mohli bychom ji tedy popsat
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funkci p3(t) =t — 2w pro t € (0;27). Celkem mame
G(t) = ((2mr —t) - cost, (2w —t) - sint, t — 2mw), t € (0;2m).
Miizeme se pustit do vypoctu:

a) Porovnanim zadané vnéjsi orientace kiivky s konstrukei jeji parametrizace vidime, Ze
vnéjsi orientace je s parametrizaci nesouhlasna — pfed integralem tedy bude zna-

ménko MINUS.

b) Te¢ny vektor ke kiivce vypocteme derivaci vektoru parametrizace (derivujeme podle
proménné ¢, prvni dvé soutfadnice derivujeme podle vzorce pro derivaci soucinu

funkei):

G (t) = (—cost — (2r —t) - sint, —sint — (27 —t) - cost, 1).

c) Vypodet: [(z,y,2)dl =
r

27
= —/(27r—t)-cost,(27r—t)-sint,t—27r)~(—Cost—(27r—t)-Sint,—sint—(27r—t)~cost,1)dt:
0 = (t — 2m) - cos®t — (t — 2m)?sint cos t
+(t — 2m) - sin®t + (t — 27)?sint cos t

+t — 27

2

= / (47 — 2t)dt = [ant — 3] = 4x”.
0

8.5 Cviceni — krivkovy integral 2. druhu — orientovany

Uloha pro cviéeni 03. Vypoctéte [(z? — 2zy,y? — 22y)dl, kde [ je oblouk paraboly s

i
pocateénim bodem C' = [—1; 1] a koncovym bodem D = [1; 1] — viz obrazek 8.55.

Uloha pro cviceni 04. Vypoctéte f(x, Y, T +y— 1)dlq7 kde fje usecka s pocatecnim

—

i
bodem C' = [1;1; 1] a koncovym bodem D = [2;3; 4] — viz obrazek 8.56.

8.6 Nezavislost prace konzervativnich sil na trajektorii. Vypo-
¢et hodnot potencialni energie.

Jiny zptisob definice konzervativni sily mtzeme vyslovit na zakladé uzaviené kiivkové
drahy, po které tato sila ptisobi:

Prace vykonand konzervativni silou na ¢astici, kterd se pohybuje po libovolné (8.8)

uzaviené (po ¢astech hladké) trajektorii, je nulova.



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 2 72

Obr. 8.55: Ke cviceni 03 — orientovana ¢ast paraboly.

D

Obr. 8.56: Ke cviceni 04 — orientované usecka.

Prave uvedeny poznatek vlastné znamena, ze kineticka energie télesa-castice se v souhrnu
nezméni. Napiiklad:

— prace vykonand gravitacni silou Slunce pfi pohybu Zemé po eliptické obézné draze (pti
jednom obéhu eliptické drahy) je nulov;

— prace pri pohybu po trajektorii, kterou opise jablko vyhozené svisle vzhtiru, je nulova.
Vyhodime-li jablko rychlosti vy svisle vzhiiru, jeho pocatecni kinetickd energie je
%mvg , béhem vystupu jablka tihova sila spotfebovava praci Wi (Wi < 0), pfi jeho
zpétném padu kinetickd energie jablka roste a v okamziku dopadu je opét rovna

%mvg, pri zpétném padu tihova sila vykonala praci Wy > 0, Wy = —W/j.

Uzaviena trajektorie je obecné slozena z ¢asti 1, 2 — viz obr.8.57. Pokud je sila ptsobici
pfesun objektu-castice konzervativni, plati Wsp 1+ Wpgao = 0, kde Wyp 1 je prace vyko-
nana pii presunu objektu od A do B po kiivce 1, Wp4 2 je prace vykonand pfi pfesunu z
B do A po kfivce 2. Muzeme analogicky psat

Wap1=-Wpas (8.9)

(slovné: préace, kterou vykona konzervativni sila pfi cesté ¢astice z bodu A do bodu B,
musi byt rovna zaporné vzaté praci pii navratu ¢astice).

Jinymi slovy, pokud Wg4 5 je zaporné vzata hodnota W,p 1, tak pfi pohybu po kiivce
2 v opa¢ném sméru (tedy ve sméru z A do B) musi byt vykonana prace Wap; se stejnym
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Obr. 8.57: Priklad uzaviené trajektorie pohybu castice.

znaménkem: Wypo = —Wpao, tj.
Wap2 = Wapa (8.10)

(prace konzervativni sily pfri pohybu éastice z bodu A do bodu B nezavisi na
trajektorii ¢astice).

Priklad 8.7 Balicek o hmotnosti 2 kg klouze po dokonale hladké skluzavce z bodu A do
bodu B — viz obr. 8.58. Celkovd drdha (= délka orientované krivky f) je rovna 2 m, svisld
vzddlenost bodi A = [ay;as], B = [b1;ba] je rovna (ag — by) = 0,8 m. Jakou prdci vykond
pri pohybu balicku tihovd sila?

Obr. 8.58: K prikladu 8.7 — balic¢ek na skluzavce.

Reseni: Tihova sila je piikladem konzervativni sily, proto vykonana prace nezavisi na
tvaru trajektorie mezi body A, B. Proto misto kiivky I mfizeme zvolit jednodussi k¥ivku
— napf. orientovanou tsecku A — B (viz obr.8.59).

Abychom mohli vyuzit vzorce 8.6 pro vypocet prace, musime

a) zvolit soustavu soufadnic;

b) vymyslet parametrizaci kiivky Iy (viz obrézek 8.59).
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Obr. 8.59: K prikladu 8.7 — rozbor feSeni.

Parametrizaci sestavime obdobné jako v pfikladu 8.1 (¢): Uvazujme A = [0;0,8] a vektor
AB= (b — 0;0 — 0,8) = (by; —0.8).
Pak orientované tsecka A — B ma parametrizaci g(t) = A +t- AB, tj.
B(t) = [0:0.8 + - (b — 0.8) prot e (0;1),
a tedy

Budeme také potfebovat teény vektor (= vektor derivované parametrizace)
' (t) = (by; —0,8). Na zakladé vzorce 8.4 nyni plati

W o= / (0; —mg)dly = / (0; —mg) - (by; —0,8)dt =
l l
12 : 1
= /[O'bl+mg-0,8]dt:m-g-0,8~/dt:
0

0
= 2-9,80665-0,8 = 15,7J.

Ukéazali jsme, ze pokud je skluzavka dokonale hladka, vykonanad prace nezavisi na
poloze by, ale pouze na zméné vysky (= druhé soufadnice) mezi body A, B.

Jiny zpusob FeSeni: ProtoZe vypocet prace nezavisi na kiivce, lze misto [; nebo [,
volit kfivku 5, kterd je sjednocenim kiivek I3, Ul3s — viz obr.8.60. Parametrizujme kiivku
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ly: C = [b1;0,8], CB= (by — b1;0 — 0,8) = (0; —0,8), tedy

lso: Gt)=(by+1-0,08—048t) prote (0;1).
Lojoe] = I
e
h
rd 4 l‘ziz,.

e el

Obr. 8.60: K prikladu 8.7 — jiny zptisob Tfeseni.

A muzZeme pocitat:
1
ﬂ Gdl, = / Gdls, + / Gdly = / (0; —mg)-(0; —0,8)dt = mg-0,8 = 15,7..
l 131 l32
0

= 0, protoze vektory
G a l3; jsou kolmé

Kontrola 1. Obrazek 8.61 ukazuje tTi cesty spojujici body A a B. Sila F vykond pfi
pusobeni na ¢astici pohybujici se po danych trajektoriich praci, jejiz hodnota je také v

obrazku vyznacena.

Obr. 8.61: Orientované trajektorie — ke kontrole 1 .
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a) Rozhodnéte, zda je sila F konzervativni.

b) Dokazali byste rozhodnout i v pfipadé, Ze by tdaj u nejnize zakresleného tiseku byl

(—60) J?

Vratme se nyni jesté k vypoc¢tu potencialni energie: Kombinaci vzorci 8.1, 8.2, 8.6
dostaneme

. " [ F(a(t), pa(t), (1)) - & (1)dt;

AE, = —/ (z,y,2)dl = (8.11)
U

NEes.or.

F(p1(t), ¢a(t), 3(t)) - @ ()dt.

L —we —

Navic pfi ptisobeni konzervativnich sil vzorec 8.11 nezavisi na dané ktivce, tj. vétsinou
1ze volit takovy soufadny systém, ze Castice (objekt) se pohybuje ve sméru osy z. Pak

— staci zadat pouze pocatecni x; a koncovou z; souradnici polohy;

— téz velikost sily F' zavisi pouze na hodnoté jediné proménné z (a uvazujeme situaci,
kdy F' ptsobi ve sméru osy ).

Pri praktickych vypoctech tedy vétsinou lze prevést 8.11 do tvaru

AE, = — /F(:v)da: (8.12)

(prakticky vypocet zmény potencialni energie ve vétsiné piipadi, kdy sila F' ptsobi na
¢astici ve sméru osy x, dale x; je po¢atecni a xy koncovy bod jeji trajektorie).

Vzorec 8.12 vlastné nepotfebuje teorii kiivkového integralu 2. druhu probirané v této
kapitole, ale vystaci si se zakladnimi metodami kapitoly 7 (8.12 je vlastné ,prevleceny“
vzorec 7.14, kombinaci obou téchto vzorct dostaneme):

U konzervativnich sil piisobicich na ¢astici (objekt) plati:
Pokud kineticka energie objektu naroste o AFEy, (8.13)

potencialni energie soustavy o stejnou hodnotu klesne, (tj.AE, = —AEy).

Podivejme se nyni na dva priklady situaci, kdy dochaze ke zméné potencialni energie.

Situace A: Tihova potencidlni energie (= potencilni energie soustavy objekt +
Zemé). V prikladu 8.7 jsme vidéli, Zze zména potencidlni energie souvisi pouze se zménou
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vzdalenosti objektu od Zemé, tj. zménou na svislé souradné ose y. Proto je rozumnéjsi
psat zde vzorec 8.12 spiSe ve tvaru s proménnou y, tj.

yy Yy
AE, = —/(—m-g)dyzm-g-/dyz
Yi Yi
"D g (g — ) =m-g- Ay.
Dospéli jsme tedy ke vzorci

AE,=m-g-Ay (8.14)

(zména potencialni energie soustavy ojekt — Zemé). Pokud pro zjednoduseni vyjadiovani
napevno zafixujeme referencni bod y; = 0 (souvisi s volbou pocéatku kladné osy) jako
hodnotu pro konfiguraci, kdy kinetické energie F, soustavy objekt-Zemé byla nulova, pak
E,=0+0E, a s vyuzitim 8.14 mtzZeme psat

Ey)=m-g-y (8.15)

(vzorec pro vypocet tihové potencialni energie, kde y = yy je aktudlni poloha objektu =
vyska objektu nad referenénim bodem).

Situace B: pruzna potencialni energie (= potencialni energie soustavy kostka +

pruzina + Zemé). Pro pruznou silu plati Hookeuv zékon F'(x) = —k - x, a dosazenim do
8.12 mame
7 22171, 1,
AE, = — /(—k cx)dr =k - {?] . = §k:xf - Ekx’ (8.16)

Ty

Pro zjednodusené vyjadfeni napevno zafixujeme referen¢éni bod x; = 0 (nenapjaty stav)
jako hodnotu pro konfiguraci, kdy E, soustavy pruzina + kostka je nulova. Pak E, =
0+ 0E, a s vyuzitim 8.15 mizeme psat

E,(z) = =k - 2?

’ R , ,
(vzorec pro vypocet pruzné potencialni energie, kde x = x4 je aktualni vychyleni kostky
z nenapjatého stavu).

Poznamka. O potencialni energii objektu ma smysl mluvit jen tehdy,kdyz
— vime, vzhledem ke kterému druhému objektu je v konfiguraci;

— byl zvolen jakysi referenéni (= odkazovy) stav konfigurace, kdy potencidlni energie
konfigurace je nulova.
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Priklad 8.8 Lenochod o hmotnosti m = 2kg se drzi vétve, kterd je pét metri nad zemd.

a) Jakd je tihovd E, soustavy lenochod + Zemé, volime-li za referencni hodnotu misto o
souradnici y = 0 leZict
1. na povrchu Zemée;
2. na balkoné 3 metry nad zemi;
3. na vétvi,
4. ve vysce 1 metr nad vétvi?

b) Lenochod spadne na zem — pro kaZdou referencéni hodnotu z bodu (a) urcete zménu
potencidlni energie AE,.

Reseni:
ad a) m-g =20 N. Odtud
1. y =0 je na povrchu Zemé: E,(5) =5-20 = 100 J.
2. y =0 je t¥i metry nad zemi: E,(2) =2-20 =40 J.
3. y =0 je na vétvi: £,(0) =0 J.
4. y =0 je metr nad vétvi: E,(—1) = —20 J.

ad b) AE, =mg-Ay=20-(—5) = —100 J ... pro vSechny volby referen¢niho bodu, tj.
zména AFE, neni zavisla na volbé referen¢niho bodu.

Kontrola 2. Céstice se pohybuje po ose z z bodu xy = 0 do bodu ;. Pfisobi na ni
konzervativni sila F'(z) ve sméru osy z, jejiz velikost se méni podle obrazku 8.62 a),b)c).

ol by 17 o4

g
> 1 >
7 | + >
A )(i X

J
Xy

Obr. 8.62: Pohyb castice — ke kontrole 2.

Uspotadejte tyto situace sestupné podle odpovidajici zmény potencialni energie.
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8.7 Zakon zachovani mechanické energie

Mechanicka energie E soustavy je definovana jako soucet jeji potencialni energie a celkové
kinetické energie Fj vSech jejich objektii.

E =FE,+ E; (mechanickd energie soustavy) (8.17)

Izolovand soustava je takova soustava, ve které puisobi vyhradné konzervativni sily. V
izolovanych soustavach se energie méni na tkor potencialni energie, viz 8.13. Podle 8.12,
8.13 plati AE), = —AE,. Jinymi slovy, nartist jednoho typu energie je pfesné vyjadien
poklesem energie druhého typu:

Ek,? - Ek,l = _(Ep,Q - Ep,l)-

Prepisem tohoto vztahu lze postihnout zakon zachovani mechanické energie:

Ewi1+E,y=Epo+ Eyo (8.18)

(je to vlastné jen prepis rovnice 8.13 v jiném tvaru) — soucet kinetické a potencidlni
energie izolované soustavy je staly. Odtud vzniklo o oznaceni konzervativni sily — tyto
sily uchovaji stav mechanické energie soustavy. Jiny prepis vztahu 8.13 ¢i 8.18:

AE, + AE, = 0.

Tento zadkon zachovani mechanické energie ndm umozinuje porovnavat mnozstvi me-
chanické energie soustavy v riznych okamzicich, aniz bychom uvazovali ptisobici sily a
pocitali praci v intervalu urc¢eném témito dvéma okamziky.

Napftiklad pfi pohybu kyvadla — viz obrazek 8.63:

V nejzazsi (= nejvice vychylené poloze) plati |¢] = 0, tj. E; = 0 a (napiiklad) £, = 20
J. Na zakladé této znalosti £}, v nejvyssim bodé kyvadla lze urcit Ej v nejnizsim bodé:

Exi1+E,1 = Ewo+Ey,
0+ 20J = Ek,z +0 = Ek72 = 20J.

Tato informace byla ziskana bez vypoctu prace sil piisobicich na objekty soustavy!!!

Kontrola 3. Obrazek 8.64 ukazuje Ctyfi situace. Ve vSech byla kostka z pocatku v
klidu — déle volné padé (situace 1) ¢i klesd po dokonale hladké skluzavce (situace 2,3,4).
Uspotadejte tyto situace sestupné podle

a) hodnoty FE} kostky v bodé B;

b) velikosti rychlosti kostky v bodé B.

Priklad 8.9 Dité se spousti z vrcholu vodni skluzavky (obrazek 8.65). Je zpocatku v klidu
a nejuyssi bod skluzavky je ve vysce h = 8,5 m nad jejim ustim do bazénu (predpoklddejme,
Ze skluzavka je dokonale hladkd diky proudu vody, ktery po ni stéka). Urcete, s jakou
rychlosti dité vklouzne do bazénu.
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Obr. 8.63: Rozbor pohybu kyvadla.

Obr. 8.64: Kostka na skluzavce — ke kontrole 3.

Reseni: Pokud bychom vyuZivali pouze poznatki z kapitol 2 az 6, pracné bychom
museli bychom museli vyjadfovat tvar skluzavky. Ale na zdkladé kapitol 7,8 vime, zZe
vysledek nezavisi na tvaru skluzavky, ale pouze na vysce h.

Uvédome si, ze

— zanedbavame treci silu;

— jedinou silou, kterou na dité piisobi skluzavka, je normalova tlakova sila kolméa k po-
vrchu skluzavky (tj. kolma k vektoru posunuti), takze tato sila nekond praci;

— praci kond pouze tihova sila, kterd je konzervativni (plati zékon zachovani mechanické
energie pro soustavu dité + Zemé): energie v nejvyssim bodé skluzavky (nahofe) =
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Obr. 8.65: Dité na skluzavce — k ptikladu 8.9.

energie v nejnizsim bodé skluzavky (dole):

Eyn+Epn = Epa+ Epq
1 1

—-m vi +mg -y, = —mv§+mg-yd
2~ 2
=0
1 9 2
mg (Yn — Ya) = §'m'vd / m
=8,5m

2-9,80665-8,5 = 3
1291m-s 1 = oy
Dité by stejné rychlosti dosdhlo, kdyby z vysky 8,5 m spadlo. Protoze ovSsem skluzavka

neni stoprocentné kluzka a dité so obcas chytne skluzavky a sviij pohyb zbrzdi, rychlost
dosazena na skluzavce bude realné trochu nizsi nez rychlost dosazena pri volném padu.

Priklad 8.10 Pruzina nabité vzduchovky je oproti vijchozimu nenapjatému stavu stlacena
o délku d = 3,2 ¢cm. Ndboj md hmotnost m = 12 g. S jakou rychlosti opusti ndboj po
vystielu hlaveri? Tuhost pruZiny je k = 7,5N - em™t. Predpoklddejme, Ze hlavern je pri
vystrelu vodorovnd, treni pri pohybu ndboje je zanedbatelné a po vystrelu ziustane pruzina
v nenapjatém stavu.

Reseni: Oznacme
E; ... mechanicka energie soustavy naboj + puska pfed vystielem;

E; ... mechanické energie soustavy naboj + puska po vystfelu.
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Ze zdkona zachovani mechanické energie F; = E'y mame

Eyi+Ey,i=FE,;+ E,¢

1 1 k 750N - m~1
0+ kd>=-m1*+0 = v=d-\/—=0032-4/——— =8m 5"
3 "t ! Vi =5 0,012kg mes

Pti vypoctu jsme si museli dat pozor na dosazeni jednotek odpovidajiciho rozméru.

Je dilezité si uvédomit, Ze soustava naboj + puska je izolované — pokud bychom chtéli
uplatiovat zakon zachovani mechanické energie jen pro naboj samotny, tento zdkon pro
néj neplati, protoZe na naboj ptisobi vnéjsi pruzna sila, kterd kona préci (jeho mechanicka
energie se nezachovava).

Priklad 8.11 Vyznavac¢ bungee jumpingu se chystd ke skoku z mostu vysokého 45 m.
Jeho hmotnost je 61 kg a pruzné lano, které hodld pouzit, ma v nenapjatém stavu délku
L = 25 m. Predpokldadejme, Ze se lano Tidi Hookeovym zdkonem (ve skutecnosti se guma
chovd mnohem sloZitéji — nesvérujte svig Zivot proni aproximaci néjaké zikonitosti!!) a
jeho tuhost je 160N - m~1. Telo skokana povaujeme pri pohybu za bodovy objekt.

a) Jakd je vyska chodidel skokana nad hladinou teky tekouci pod mostem v okamZiku, kdy
se jeho let zastavi v daném bodé obratu?

b) Jakd je vyslednd sila pisobici na skokana v nejnizsim bodé? Je nulovd?
Reseni:

ad a) Vyuzijeme zdkon zachovani energie, ale v této situaci je novym prvkem to, Ze
uvazujeme obé soustavy v téze situaci dohromady:

Obr. 8.66: Bungee jumping z prikladu 8.11.
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aa) soustava skokan + Zemé ... potencialni energie F, ;;

bb) soustava skokan + lano ... potencialni energie E, , ... pruzna potencialni ener-
gie.

Pouzivame tedy néco jako dva vztahy 8.13 dohromady:

=mgAy=mg(—L—d)
—~
AFE, + AEILQ + AEILP =0
~ S~——

=0 1
=1ga2

(AE, = 0 ... kinetickd energie skokana na za¢atku skoku i v dolni poloze skoku je
nulové; AE,, ... zména E, v soustavé skokan — Zemé; £, , ... nartist pruzné sily v
dolni mezni poloze v soustavé skokan — lano). Celkem tedy méame rovnici

1
—mg(L +d) + Skd® =0

a staci urcit d, protoze pak h = 45 — L — d. Pravé uvedenou rovnost tedy chapeme
jako kvadratickou rovnici vzhledem k proménné d:

1
5/{;612 — mgd —mgL = 0,
po dosazeni

1
3 160 - d* — 61 - 9,80665 - d — 61 - 9,80665 - 25 = 0;
80d? — 598,20565d — 14955,14125 = 0.

Jedno za dvou Teseni je zaporné, to nema smysl uvazovat. To jediné rozumné feseni
je

598,20565 + 1/598,205652 + 4 - 80 - 14955,14125
2-80
Tedy h =45 — 25— 17,91 = 2,09 m (tj. velmi vysoky skokan by se mohl i namo¢it).

d=

= 17,91m.

ad b) Viz rozbor sil na obrazku 8.67:

|Fy| = mg = 61 -9,80665 = 598,2]N;
|Fy| = kd = 160 - 17,91 = 2856,6N.

Tedy vysledna sila F, sméfuje sméruje vzhiru smérem k mostu a jeji velikost je
|F,| = 2856,6 — 598,2 = 2267 4.

Tato sila je v porovnani s vahou skokana témér ¢tyinasobnd; to znamena, ze v mezni
poloze tato sila skokanem silné ,trhne vzharu®.
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Obr. 8.67: Rozbor sil pfi bungee jumpingu.

8.8 Interpretace krivky potencialni energie

V tomto oddilku jesté dodame jednu drobnost k izolovanym soustavam, kde ptisobi pouze
konzervativni sily.

Pfi ptisobeni sily F'(x) ve sméru osy z mame podle 8.1, 8.12 pro E,; = 0ax; =0
vzorec 8.12 ve tvaru

&@:—/F@& (8.19)

(vztah pro potencialni energii pfi pusobeni sily F' ve sméru osy = pro z; =0 a E,; = 0).
Zderivovanim vztahu 8.19 podle proménné = dostaneme

dEp(I) .
4 —F(x) (8.20)

(vztah mezi E,(z) a F(x) ptsobici ve sméru osy x; jedna se o analogii vztahu 8.12, resp.
8.19 — pouze vyjadieni funkce z opaéné strany rovnice pomoci integralniho poctu).

Pokud zname pribéh funkce E,(x), lze z néj vycist nasledujici véci — vysvétlime na
prikladé na obrazku 8.68:

o F=E,(x)+E(x) =5J ... napiiklad, viz vodorovna ¢arkovana pfimka na obr. 8.68
. zékon zachovéni energie v izolované soustavé (graf maximélni mozné hodnoty
sou¢tu kinetické a potencialni energie).

e Pro z =z, je Ey(x;) = 5J maximalni, odtud Ej(z;) = 0 J, protoze plati
Ey(xz) = E — Ey(x) (8.21)
(vyjadieni Fj, ze zdkona zachovani mechanické energie).

e Pomoci 8.20 lze z grafu E,(x) sestrojit graf funkce F'(z) — viz obr. 8.69:

Sestavime derivaci v bodé x a dame pfed ni znaménko minus.
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Obr. 8.68: Krivka potencidlni energie £, castice.

*y

Obr. 8.69: Graf funkce F'(x) pro dany pribéh potencidlni energie ¢astice.

e Z grafu E, lze ur¢it bod obratu [z, E,(z1)]: Body nalevo od x; nemohou v realném
piipadé nastat, protoZe potencialni energie v nich by byla vétsi nez soucet £, + Ej,
(a Ej nemuze byt zdpornd). V tomto bodé obratu sice Ei(z1) = 0, ale na ¢astici
ptsobi sila F'(xy) (viz graf F'(x;) na obr. 8.69), jejiz hodnota je kladna, tj. ¢astice
se v bodé z1 obrati a za¢ne se pohybovat opa¢nym smérem.

e Eji(x2) =5 J podle vzorce 8.21.

Podivejme se na jiny piiklad pribéhu £, — viz obrazek 8.70.

Tii ¢arkované ¢ary znazornuji t¥i rizné hodnoty Emax = E = E,(z) + Ej(x). Vzhle-
dem k tomu, kterd hodnota Fmax plati, lze z grafu E,(z) detekovat body na ose x (= pfi
pohybu po ose x) v rtiznych typech poloh:

a) Fmaxi = ¢ara 1 ... bod x4 je piikladem tzv. rovnovazné polohy volné ... ¢astice
setrvava v klidu a neptisobi na ni zadné sila (napt. kulicka na vodorovném stole):
EmaX = Ep(l'ﬁ) = 4J
F(z6) =0 (podle 8.20)
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Obr. 8.70: Jiny priklad potencidlni energie castice.

b) Emaxz2 = Cara 2 ... bod z3 je pfikladem tzv. rovnovazné polohy vratké:

Emax = Ep(fﬁg) = 3J
F(l’g) =0

Hodnoty Ej a F' jsou stejné jako v piipadé (a), ale pii sebemensim vychyleni z
polohy x3 na ¢astici zacne puisobit sila F' rtizna od nuly, ktera ji zacne vzdalovat od
bodu x5 ... naptiklad mala kulicka na vrsku obrovského balénu.

¢) Emaxs = ¢ara 3 ... bod z4 je ptikladem tzv. rovnovazné polohy stalé

Emax = Ep(.f&l) = 1J
F(CL’4) =0

Céstice v poloze x4 setrva sama od sebe a nemtize se vychylit z této polohy jinak,
nez pusobenim dalsi vnéjsi sily (a pifi vychyleni z z4 na ni za¢ne ptisobit sila, ktera
ji vraci zpét do z4 ... napf. kulicka na dné misticky.

Cara 3, tj. usecka AB je prikladem tzv. potencidlové jamy — &astice kmitd mezi
dvéma body obratu A’, B’ a nemuze délat nic jiného.

Kontrola 4. Na obrazku 8.71 je kiivka E,(x) pro pfipad jednorozmérného pohybu
astice (= pohybu po ose ).

a) Uspotadejte tseky AB, BC, C'D sestupné podle velikosti sily pusobici na ¢astici.

b) Jaky smér m4 sila ptisobici na ¢astici v iseku AB?
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Obr. 8.71: Graf potencidlni energie ke kontrole 4.

8.9 Prace vnéjsich a nekonzervativnich sil

A. Za¢néme nejprve uvahou o soustavé, ve které pusobi vnit¥ni nekonzervativni sily:

V soustavé (kuzelkova koule + ¢Elovék + Zemé) zvedd clovék kuzelkovou kouli svisle
vzhtru ... ptisobi na kouli silou Fi-nt, ktera je vnitini silou soustavy a neni konzervativni.

P1i ptisobeni clovéka silou F”mt na kouli se zméni tlakova sila, kterou nohy stojiciho
¢loveéka ptisobi na podlozku, o vektor —ﬁmt, coz je téz vnitini nekonzervativni sila. Kom-
binaci vzorct 7.4 a 7.9 dostavame vztah pro zménu kinetické energie koule:

AE, = Winy + W, (8.22)

kde W, je prace vykonana vnitinimi silami, W, je prace vykonana tihovou silou.
Pripomeneme-li vztah 8.1 (AE, = —W,), lze dosadit do 8.22 za W, a dostaneme tvar

AE = AE, + AE,, = Wiy, (8.23)

(pfi vnitinich nekonzervativnich sildch neni mechanickd energie izolované soustavy
konstantni, ale zména této energie je rovna praci W,,).

B. Prace vnéjsi sily

Uvazovany model soustavy z bodu (A) jen lehce pozménime v tom smyslu, ze
— uvazujeme soustavu (koule + Zemé);

— tato soustava neni izolovana, ale na kouli pusobi néjaké vnéjsi téleso, (ne nutné clovek)
silou Fe.¢, kterd zmeéni vzdalenost koule od povrchu Zemé (= zméni E, soustavy
koule + Zemé).

Pak podobné jako v 8.22 bude platit analogicky vztah

AEk - Weact + Wg,
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jenz s vyuzitim 8.1 lze psat ve tvaru analogickém vztahu 8.23
AE, + AE, ; = Weu,
neboli
AE =W, (8.24)

(zména mechanické energie neizolované soustavy je rovna praci vykonané vnéjsimi silami).

Spojenim situaci (A) i (B) lze celkové popsat zménu mechanické energie soustavy
vztahem

AE = Wing + W (8.25)

(zména mechanické energie soustavy je rovna souctu prace nekonzervativnich vnitinich
sil a préace vnéjsich sil).

C. Prace tteci sily

Uvazujme kostku pohybujici se poc¢atecni rychlosti vy po podloZce s nezanedbatelnym
tfenim, které lze vyjadiit silou F; pisobici proti sméru pohybu kostky.

1. Vlivem tohoto t¥eni (tzv. dynamické tfeci sily) se kostka zpomaluje a po posunuti
d se zcela zastavi (viz obrazek 8.72.

L | ’
e
N
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i ~—

! —g -
Obr. 8.72: Préce tfeci sily — orientované proti sméru pohybu.

2. Treci sila F,; je nekonzervativni: kineticka energie kostky se ptisobenim tfeni premeé-
nuje na vnitini (= tepelnou) energii kostky i podlozky.

P1i vypoctu toho, jakou zménu energie zptisobi tieci sila, v podstaté pouzijeme vztah
7.8, kde FF = F; a ¢ = 180° (sila F, piisobi proti sméru pohybu):

AE, =W 2 F, . dcos180° = —F, - d.
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Protoze se neméni potencialni energie soustavy (vyska kostky nad Zemi je konstantni),
lze pravé uvedeny vztah psat ve tvaru

AE =—F;-d (8.26)

(vztah pro rozptyleni mechanické energie soustavy kostka+Zemé na jiné druhy energie
pusobenim tieci sily).

Priklad 8.12 Robot o hmotnosti m = 40kg je vytahovdn na lané z prizkumu v sopecném
krateru (obrdzek 8.73).

Obr. 8.73: K ptikladu 8.12.

Sténa svird s vodorovnou rovinou thel 30°, taznd sila lana F md velikost |ﬁ| = 380N,
velikost dynamické treci sily pusobici proti pohybu robota je 140N. Robot se posune o
vzddlenost d = 0,5 m podél stény krateru.

a) Jakd je ztrata mechanické enegrie soustavy robot+Zemé zpisobend vlivem tieci sily pri
posunuti robota o vektor d?

b) Jakou prdci vykonagi pri posunuti robota tihové sily?

c) Jakou praci vykonala sila F?
Reseni:
ad a) Ze vztahu 8.26 dostaneme

AFE = —140N - 0,5m = —70N - m = =70J.

ad b) Podle 8.1 a 8.14 mame (zména ve svislém sméru Ay = d - sin 30°):
W, % —AE, "2 —m . g- Ay = —40kg - 9,80665ms > - 0,5 - sin 30° = —98.J.

ad c) Podle 7.8 pro ¢ = 0° (sila piisobi ve sméru posunuti) dostaneme
Wint = F - d - cos o = 380N - 0,5m - cos 0° = 190.J.

Piisobenim sil F' (lana na robota) a —F (robota na lano) doslo k navyseni mecha-
nické energie soustavy o 190 J.

Kontrola 5. Obrazek 8.74 ukazuje tfi moznosti pohybu kostky po naklonéné roving,
ktera neni dokonale hladka. Ve vsech pripadech ma vektor pocatecni rychlosti stejnou
velikost (viz obrazek)

Usporadejte tyto situace sestupné podle velikosti rozptylené mechanické energie.
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Obr. 8.74: Ke kontrole ¢islo 5.

8.10 Zakon zachovani energie

Uvazujme soustavu (kostka + podlozka + Zemé): protoZze jsme podlozku zahrnuli do
soustavy, lze tfeci sily povazovat za vnitini sily soustavy a formulovat zakon zachovani
energie takto:

AEu, = AEy + AE, + AE;,; =0 (8.27)

(zdkon zachovani energie pro izolovanou soustavu: soucet zmén kinetické, potencidlni a
vnitini (tepelné) energie izolované soustavy je roven nule).
Objevime-li jesté dalsi formy energie, 1ze 8.27 modifikovat dokonce na

AFEear = AE, + AE, + AEiy: + AEg gt atni = 0 (8.28)

Tento zakon neni dokézan zadnym vycerpavajicim diikazem, pouze védci ani konstruk-
téfi neznaji zadnou vyjimku z tohoto zdkona. Jedinou vyjimkou je velky tiesk: energie a
hmota vznikla p¥i vzniku ¢asu a prostoru®.

Cili existuje situace z historie vesmiru, kdy tento zakon neplatil. Tomuto zavéru
neékteii védci vzdoruji: tikaji, Ze zdkon zachovani energie je nadrazen velkému tifesku, a
ze tedy pii velkém tfesku energie nevznikla, ale pritekla do nové vznikajiciho prostoru a
casu z néjakého jiného vesmiru.

Interpretace kiestana: Energie pii velkém tfesku neptitekla z jiného vesmiru, ale stvoril
ji Blih z nic¢eho. Zakon zachovani energie zacal platit az po stvofeni vesmiru a stvoreni
zivota (vSech organickych druh).

Jinymi slovy, kiestansky vyklad fikd, Ze realita tohoto vesmiru neni izolovanou
soustavou, ale v uréitych okamzicich (stvofeni svéta, stvofeni organickych forem Zivota,
vzkiiSeni JeziSe Krista do stavu, kdy uz neumira a smrt nad nim nemd moc) do reality
tohoto vesmiru zasahuje zvnéjsku Bih.

Pokud soustava neni izolovana, lze 8.27, resp. 8.28 psat ve tvaru

W = AEu, = AE, + AE, + AE;, (8.29)

8To plyne z diikazii velkého tiesku — ze zbytkového zafeni a rudého posuvu. Viz také ¢lanek Existuje
Buh? na strance rozhovor.cz.
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vz

(zména energie je rovna celkové praci, kterou vykonaji vnéjsi sily na objekty soustavy).

Kdyz premyslime o riznych typech energie, lze rozsitit i definici vykonu z kapitoly
7 (vykon = mnoZstvi prace za jednotku ¢asu) na obecnéjsi definici: zobecnény vykon =
mnozstvi zménéné energie za jednotku cCasu.

— AE
P = A7 (pramérny vykon) (8.30)
E
P(t) = dd—it) (okamzity vykon) (8.31)

Piiklad 8.13 Cwiceny pudl (viz obr.8.75) o hmotnosti 6kg vbéhl na levy okraj skluzavky
rychlosti o velikosti vy = 7,8m - s~ ve vysce yo = 8,5m nad podlahou. Pyi skluzu se dostal
do bodu obratu ve vysce y = 11,1m nad podlahou. Jaky byl pritom prirustek vnitini enegie
soustavy (pudl+skluzavka+Zemé)?

Obr. 8.75: Pudl na skluzavce — k prikladu 8.13.

Reseni: Soustavu lze povaZovat za izolovanou, a proto muzeme pouZit 8.27:

AE,+ AE, g+ AE;y =0

1
(0= 5mg) + mg(y = yo) + AEm =0
1 1
AFE;; = §mvg —mg(y — yo) = 3 6-7,8% —6-9,80665 - (11,1 — 8,5) =29,5J.

Priklad 8.14 Ocelovad kulka o hmotnosti 5,2 g je vystrelena svisle doli z vijsky hy = 18

m s pocdtecni rychlosti vg = 14m - s~1. Kulka se zaryje do pisku a zastavi se v hloubce
ho = 21 cm.

a) K jaké zméné mechanické energie kulky pritom doslo?

b) Jakd je zména vnitini energie soustavy (kulka+piskovisté+Zemé)?



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 2 92

R
U Apika
mw @ “
Vo l/ ;
i,
| =
| v v
,Q\X B
| >
o |

Obr. 8.76: Vystrel kulky do pisu z pt. 8.14.

c) Jakd je velikost primeérné odporové sily F?
Reseni:
a) Mame urcit levou stranu vzorce 8.23:
AE = AE,+ AE,, =

1
=(0— §mvg) +mg(—hg — hy) =

1
=—55.2 1072 -14* +5,2-107% - 9,80665 - (—18,21) = —1,438.J.

Potencialni energie kulky (ve vztahu k Zemi a k jisté referen¢ni hladién konfigurace)
poklesla o 1,438 J.

b) Podle 8.27 plati AE;,;; = —AFEqy = 1,438 J (vnitini energie soustavy vzrostla o
hodnotu vypoétenou v bodé (a)).

c) Mechanicka energie soustavy se méni pouze pfi zaryvani kulky do pisku. Pro odporovou
silu plati 8.26 ve tvaru AE = —F - hy. Odtud
AE  —(—1,438)

F=- = = 6,85N.
Ry 0,21 e

D

Tuto posledni hodnotu 1ze experimentalné zjistit i na zédkladé kapitoly 5 (tj. druhého
Newtonova zdkona) ... ur¢ili bychom primérné zrychleni @ pfi brzdéni kulky v pisku,

e/

zmérit rychlost vyg.



93

8.11 Hmotnost a energie

Jaky je vztah mezi zachovanim hmotnosti soustavy a zachovanim energie soustavy? Kla-
sickd chemie predpoklada, ze hmotnost soustavy se zachovava oddélené od energie sou-
stavy, ovsem v r. 1905 Albert Einstein upozornil na fakt

E = mc (8.32)

(kde E je energie ekvivalentni hmotnosti m), tj. ve skutecnosti se jedna o zachovéani
vztahu mezi energii a hmotnosti, ktery lze dobfe mérit az pti jadernych reakcich: hmotnost
soustavy se snizi, a pritom se uvolni energie.

V tabulce vidime energiové ekvivalenty vybranych objektii:

Tabulka 8.1: Tabulka energiovych ekvivalent vybranych objekti.

objekt | hmotnost (kg) energiovy ekvivalent
elektron 9,11.1)731 | 82-107* J (= 511keV)
proton |  1,67-107%7 | 1,5-10710 J (= 938meV)
atom uranu 4-107% | 3,6-107% J (= 225GeV)
prachové céstice 1071 10* J (= 2kcal)
mince 3,1-1073|2,8-10" J (= 7T8GW - h )

P1i popisu chemickych reakci a vypoctu uvolnéné energie je vhodné vztah 8.32 prepsat
do tvaru

Q=—Am- (8.33)

kde @ je energie uvolnéna (kladna hodnota), Am je ibytek hmotnosti (zaporna hodnota),
nebo zcela naopak, tj. @) je zdporna energie pohlcena a Am je kladnad hmotnost narostla.
Pfi jaderném $tépeni (vétsi jadra se rozpadnou v jadra s nizs$im atomovych ¢islem) Am
tvori asi 0,1% ptvodni hmotnosti.

P¥i praktickych vypoctech se vétsinou u energie nepouziva J (joule), ale elektronvolt
(eV) ze vztahu 7.3: 1eV = 1,6 - 107! J, a misto hmotnosti pouZ. tzv. atmovou hmotnost
(znac. u)

lu = 1,66-10"*"kg (8.34)
s prevodnimi vztahy

A = 9315-10%V -u !
= 9,315-10°keV - u* (8.35)
= 931,5MeV -u™t
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Priklad 8.15 Pri jaderném Stépent
n+23 U —="MCe+MZr+n+n

je neutron (n) zachycen jadrem uranu *°U. Vznikne nestabilni jddro, které se rozstépi na
dvé mensi jadra (**°Ce a®*Zr) za soucasného wvolnéni dvou neutroni. Hmotnosti danych
elementii:

0 m = 235,04u
M7Zr:m =9391u
WCe :m =139,91u
n:m = 1,00867u
a) Jakd je relativni zména hmotnosti interagugjicich édstic?
b) Jakd energie se pri stépné reakci uvolni?
Reseni:
ad a) Zménu Am ziskdme jako hmotnost ¢astice po reakci MINUS hmotnost ¢astice pred
reakci:

Am = (139,91 + 93,91 + 2 - 1,00867)u — (235,04 + 1,00867)u = —0,211u.

Hmotnost ¢astic vstupujicich do reakce je (235,04 + 1,00867)u = 236,05u, tedy

relativni zména
Am  0,211u

M 236,05u

= 0,00089 = 0,001,
tj. asi 0,1%.
ad b) Ze vztahu 8.33 mame
AQ = —-Am-c? = —(—0,211)-931,5MeV -u~' = 197MeV.

Tato energie je mnohonasobné vyssi nez energie uvolnéna pii béznych reakcich, kde
se uvolni zhruba jednotky elektronvolti.

Priklad 8.16 Jddro atomu deuteria (tzv. téZky vodik) se rozpadne na neutron a proton.
Jak velkd energie se uvolni ¢i absorbuje pri tomto procesu?

mg = 2,01355 — m,(1,00728u) + m,,(1,00867w)

celkem 2,01595u
Reseni: Am = 0,00240u, a tedy
Q = —Amc® = —0,0024u - 931,56MeV - u™t = —2,24MeV
(minus ... pfi této reakci se energie absorbuje, aby jejim vysledkem byla ¢astice s vétsi

hmotnosti). Hodnota 2,24 M eV se nazyva vazebné energie deuteronu (vazebné energie =
energie, kterou je potfeba jadru dodat, aby se rozs$tépilo na volné protony a neutrony).

Kontrola 6. Pokud bychom Sest protonti a Sest neutront priméli, aby se spojily v jadro
uhlikového atomu '2C, byla by hmotnost jadra véts nebo mensi nez soudet hmotnosti
danych dvanacti volnych ¢astic?
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8.12 Kvantovani energie

Dosud jsme predpokladali, ze mnozstvi energie miize byt jakékoli, ale to v mikrosvéte
neplati — vnitini energie mikrosvéta je kvantovana = muze nabyvat jen nékterych
hodnot, tzv. kvantovych stavu neboli energetickych hladin a nenabyva nikdy hodnot
mezi témito stavy (= hladinami). Viz obrazek 8.77:

34 o H .
\ 5; (dn Ml“: -‘Z«"«‘»‘li"ca”ﬂy; %M’\
PN v V4 }

— i 4 -
i;!\ ( ’tf AA 2.\‘@,[&0?@«»3,\ /.‘!isl'f):
[

_ ' _i
’ Ty (rallaciu A)w/)

Obr. 8.77: Kvantové hladiny atoma.

a) Atomy maji tendenci zaujimat konfiguraci zékladniho stavu, jemuz odpovida nejnizsi
energie (podobné jako se koule kutali ze svahu dold).

b) Atom muzZe pfejit do excitovaného stavu s vyssi energii jen tehdy, kdyZ mu je dodéna
(napf. pfi srdzce s jinym atomem nebo elektronem) energie odpovidajici rozdilu
mezi zékladnim a excitovanym stavem (tj. i pFirtstky energie jsou kvantovéany).

c) Sipka 1: atom absorbuje foton s energii 2,5¢V a prejde za zdkladniho do druhého
excitovaného stavu (pokud svétlo ma energii vétsi ¢i mensi nez 2,5¢V, k jeho absorbci
nedojde).

d) sipka 2: excitovany atom na vyssi hladiné vét$inou nesetrva, ale ztraci energii bud pfi
srazkach s jinymi ¢asticemi, nebo vyzafenim (emisi) svétla — pokud vyzafi svétlo
a energii leV| prejde ze stavu Fy do F; (vyzarené svétlo skutecné vznika, predtim
neexistovalo).

Kontrola 7. Bylo zjisténo, ze kvantovy systém vyzaril svétlo ¢tyf riznych energii,
aniz byl mezitim znovu excitovan. TTi ze ¢tyf vyzafenych hodnot byly zméfeny: 1,1eV;
1,4eV; 2,8eV. Potadi emisi = vyzafeni neni znamo. Energetické hladiny systému jsou:
Eg = 7,76V, E7 = 6,6€V, Eﬁ = 5,5€V, E5 = 4,86V, E4 = 4,2€V, E3 = 3,96V, E2 = 2,7€V,
Ey=13eV, Ey = 0eV.

a) Jaky byl pocatecni stav systému?

b) Jakou energii mélo svétlo pii ¢tvrté emisi?
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8.13 Otazky k opakovani — Potencialni energie, zakon zachovani
energie

Otazka 8.1 Oddil 8.1: potencialni energie. Co je to potencialni energie?

Otazka 8.2 Jak se meéni kinetickd a potencidlni energie pri hozent jablka svisle vzhiru?
Otazka 8.3 Jak se meéni kinetickd a potencidlni energie pri stlaceni kostky na pruziné?
Otazka 8.4 Co to jsou interakcéni sily?

Otazka 8.5 Co jsou to konzervativni a nekonzervativni sily?

Otazka 8.6 Jaky je vztah mezi zménou AE, potencidlni energie a praci vykonanou tiho-
vymi interakénimi silami? (8.1)

Otazka 8.7 Oddil 8.2: kiivkovy integral 1. a 2. druhu. Jakd je prace vykonand pri
prenosu objektu po kiivce v prostoru? (8.2 ... je to kiivkovy integrdl 2. druhu= orientovany

integrdl z vektorové funkce)

Otazka 8.8 Co je to kiivka a parametrizace krivky? Uvedte priklad.

Otazka 8.9 Jaka je parametrizace primky AB?
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Misto zavéru

Mezi fyzikou a matematikou existuje velmi pevny vztah a vzajemnou provazanost objektt
studia v téchto dvou predmétech lze pozorovat na mnoha mistech. Matematika je jazy-
kem fyziky, i kdyz matematika je vice nez jen jazyk — matematika je také voditkem pro
logické mysleni a logicky pristup k zivotu. Naopak fyzika je vice nez jen disciplina, ktera
vyuziva matematickd odvozovani — fyzika se svou odvahou experimentovat a objevovat
souvislosti ve viditelném i neviditelném (minéno napf. pro lidské oko) svété je pfistupem a
snahou popsat zakonitosti tohoto svéta, a na zakladé téchto zdkonitosti pak vede k jejich
praktickému vyuziti pro zivot ¢lovéka.

Pokusme se shromazdit nékterd pro a proti v otazce, zda by bylo prinosem ¢i po-
moci pro oba jmenované predméty, kdyby byly vyucovany jako jeden celek, prednostné
na gymnéaziu s rozsifenou vyukou matematiky (pod slovem ,rozsifend vyuka matematiky“
méjme na mysli matematiku vyucovanou podle série vSech jedenacti ucebnic Matematika
pro gymnazia z nakladatelstvi Prometheus — to v dobé vzniku ucebnic byla série predsta-
vujici nikoli rozsifenou vyuku matematiky, ale vyuku normélni). Odpovéd na tuto otazku
je v jistém smyslu snadna: Diky klesajici kvalité studentti a diky faktu, ze nékteré partie
matematiky, abstraktni to védy, nesouvisi s konkrétnim fyzikalnim vyuzitim, by nezaznéla
néktera matematicka témata pti vyuce celku obou predmétii. Autor tohoto elektronického
textu pfesto rozeslal na gymnazia v Ceské Republice dotaznik s nasledujicimi otazkami:

1. Myslite si, ze na gymnaziu by bylo prospésné vyucovat matematiku a fyziku v
ramci jednoho predmétu, aby byla patrnd vzajemné provazanost obou predméti
(mam na mysli pouze ¢tyfleté gymnézium, nebo posledni ¢tyfi roéniky osmiletého
¢i Sestiletého gymnézia)? Dopliite prosim sva ,,pro“ a ,proti“: co by spoleéné vyuka
obou predméti ziskavala a co ztracela?

2. Pokud jste ucitelem fyziky v poslednich ¢tyfech ro¢nicich gymnézia, jaka témata z
matematiky zafazujete do svych hodin? Prosim o jejich vypsani — v ramci pripravy
ucebnice, ktera systematicky predstavuje matematiku a fyziku v jejich vzajemném
vztahu, by mi to bylo pomoci:

3. Pokud jste ucitelem matematiky v poslednich ¢tyfech roc¢nicich gymnazia, jaka té-
mata z fyziky zarazujete do svych hodin? Prosim o jejich vypsani — v ramci ptipravy
ucebnice, kterd systematicky pfedstavuje matematiku a fyziku v jejich vzajemném
vztahu, by mi to bylo pomoci:

4. Organizuje gymnazium, na kterém vyucujete, vyuku matematiky rozsifenou o di-
ferencialni/integralni pocet a analytickou geometrii v prostoru pro vSechny zaky v
aspon jedné tiidé v ramci povinného kursu?

Pro ty, kdo se chtéli zamyslet vice, byla urcena delsi verze dotazniku — nikoli delsi
pocCtem otazek, ale dalsi o dva texty, které jsou v otazkach uvedeny svymi odkazy; re-
spondenti pak doplnovali argumenty uvedené v odkazovanych textech:

1. Myslite si, Ze na gymnaziu (minimalné na gymnéaziu s rozsifenou vyukou matema-
tiky) by bylo prospésné vyucovat matematiku a fyziku v rdmci jednoho predmétu,
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aby byla patrnd vzajemna provazanost obou predméta? V ¢lanku Fyzikalni mo-
tivace pro vyuku matematiky (Fajmon, 2018) najdete nékteré piiklady propojeni
matematiky a fyziky, a také nékteré divody pro a proti vzajemnému propojeni jejich
vyuky a mozné reakce na né. Pridejte prosim své vlastni argumenty v této diskusi.

2. V tGvodu tohoto elektronického textu (str. 1-12) je uveden zacatek osnovy mozné
vyuky matematiky a fyziky provazanych jako jednoho pfedmétu (prvnich 180 ho-
din, tedy cca prvni ¢tvrtina obsahu vyuky); nejedné se tedy o cely navrh osnovy,
ale z dané casti je patrno, jak jsou oba predméty provazany, cyklické opakovani a
prohloubeni nékterych témat matematiky, apod.; je jisté, zZe vSechny partie mate-
matiky (zejména diskrétni matematiku) nelze ,ptidélit“ k vykladu fyziky, nicméné
si myslim, ze u vétsiny osnovy matematiky je to mozné — zbylé partie matematiky
by v takovém modelu vyuky musely byt probrany napriklad ve ¢tvrtém roc¢niku uz
oddeélené od fyziky a cely provazany predmét by byl ¢asové vymezen jen v rocni-
cich prvnim az tfetim. Prosim o Vase argumenty ve prospéch ¢i neprospéch tohoto
modelu vyuky.

Zavérem mi dovolte shrnout argumenty uvedené ve vyse odkazovaném clanku, ale také
v reakcich na pravé uvedeny dotaznik. Reakce na dotaznik lze v neupravené formé (od 27
respondentii prevazné z fad ucitelt gymnézia) najit na internetu (Vysledky, 2018). Cely
seznam nasledujicich argumentii pro a proti jsem se snazil doplnit svymi komentéari, a z
nich i z fazeni jednotlivych argument vyplyva, ze mym zajmem nebylo argumenty ankety
zpracovat nestranné, ale doplnit je svymi argumenty z vyse odkazovaného ¢lanku a pouzit
nékdy i jen pozitivni myslenky z reakci na anketu, které jako celek vyznivaji neutralné
¢i negativné. Tj. mym cilem ani neni poskytnout néjaké statictické zpracovani dotazniku
pro gymnazia i mé vysokoskolské kolegy, ale spise hledat v danych argumentech cestu ke
zdarnému spojeni obou predméti v jeden celek — zvazit vSechny prekazky, ale pak prece
hledat cestu k jejich zdolani.

Argumenty pro vyuku matematiky a fyziky jako jednoho celku

Pro 01 Elegantni odvozeni vzorcl pro popis primocarého pohybu hmotného bodu uzitim
diferencidlniho po¢tu (podrobnéji viz Fajmon, 2018, str. 2-3). Integraci vztahu a(t) =
v'(t) na intervalu (0, ¢) dostaneme pro rovnomérné zrychleny pohyb

a(t —0) =v(t) —vy, atedy wv(t)=wvy+ at.

Dalsi integraci tohoto vztahu na tomtéz intervalu dostaneme
2

t 1
x(t) —xo = vo(t — 0) + ag, a odtud z(t) =9+ v -t + §at2.

Na této a dalsich situacich je vidét vyuzitelnost diferencialniho a integralniho poctu.
Pro 02 Pii definici skalarniho soucinu i vektorového souc¢inu je vhodné ptimo uvést pii-

klad jejich fyzikéalni interpretace. Napiiklad (podrobnéji viz Fajmon, 2018, str. 3-6)
praci pri presunu télesa ve sméru vektoru § pusobenim sily F' lze spocitat jako



99

skalarni soucin téchto vektorti, a s vyuzitim odchylky ¢ mezi vektory vyjadrit ve
tvaru

W=F-5=|F|-|3]-cose.

Na druhé strané, prikladem vektorové fyzikalni veliciny, ktera vznikne jako vekto-
rovy soucin, je moment M sily F VZhledem k ose otaceni, kde kolmy privodic¢ od
osy otaceni smérem k mlstu plisobeni sily F je zadan vektorem 7. Moment sily je
uréen vztahem M =7 x F as vyuzitim odchylky ¢ mezi vektory 7 a F 1ze velikost
tohoto momentu vyjadrit jako

M| = {17 - [ E] - sin .

Srovnanim obou téchto prikladt lze vidét, ze skalarni soucin vyuziva promitani
vektoru F' do sméru rovnob&zného s vektorem (pomoci funkce cos ¢), kdezto
velikost vektorového soucinu vyuziva promitani vektoru F do sméru kolmého
k vektoru 7 (pomoci funkce sin ). Doplnénim fyzikalniho vyuziti, nikoli jen geo-
metrického vyznamu, ziskavaji studenti ucelenéjsi predstavu o vyznamu skalarniho
soucinu, vektorového soucinu a rozdilech mezi nimi.

Pro 03 Studenti vidi priklady vyuziti konkrétnich matematickych objekti, napi. vyuziti
kvadratické funkce pii popisu polohy rovnomérného piimocarého pohybu hmotného
bodu, pfi popisu trajektorie Sikmého vrhu, apod.

Pro 04 Studenti vidi vyuziti konkrétnich matematickych postupi tehdy, kdyz jsou po-
tfeba ve fyzice, tj. je ilustrovana potifebnost obou obort. Napiiklad pfi vypoctu
doletu R délové koule lze vzorec

|0g]? - 2 - sin By - cos Oy |l 0g]|? - sin(26y)

upravit na tvar R = ,
g g

R =

odkud je hned vidét, ze maximéalni dolet ziskame pro 6y = 45°. Jedna se o netrivialni
dilezité vyuziti vzorce sin(2a) = 2sin « - cos a.

Pro 05 Svét je jen jeden a nékdy je chybou, ze se zaci stejné problémy izolované a
nedokazou znalosti z matematiky ve fyzice pouzit (Vysledky ankety, 2018, str. 2).

Moje reakce: Souhlasim — s tim, zZe mtze byt pouzito proti mné, Ze jsem sam ab-
solvoval vyuku matematiky oddélené od fyziky, a to mi mozna pomohlo se ji naucit
poradné a pozdéji jsem se mohl ucit vidét matematické souvislosti ve fyzice. Pak by
cely projekt propojené vyuky sméroval na jinou kolej, a sice jak dobfe ucit fyziku

. v tomto pripadé si myslim, ze fyzika by méla byt prezentovana s vétsi propoje-
nosti k matematice uz na stiredni skole. Stale ovSem zlstava v platnosti existence
predmeétu Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky, protoze zde se budouci ucitelé
matematiky dozvédi o vynikajici uéebnici fyziky (Halliday, Resnick, Walker, 2000
nebo 2013), kterad lépe predstavuje fyziku nez diive dostupné ¢eské ucebnice.

Pro 06 Jako vyhodu spojeni Ize vidét to, ze by se zrejmé celkové omezil pocet hodin
pro tento jeden predmét napiiklad na 5 hodin tydné (volné podle Vysledky ankety,
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2018, str. 3). Tj. zaktm by se ulevilo a dalsi hodina by mohla byt vénovana na jiné
predméty.

Moje reakce: Tento divod by byl spise argumentem pro lidi matematice a fyzice
neprejici, ovSem je logicky a urcité by byl pii slouceni predmétt vysloven. Z tohoto
divodu se ziejmé nikdo nepokusi myslenku spolecného celku propagovat néjak ofici-
alné, tj. cely napad ucit matematiku a fyziku provazané by mohl byt realizovan jen
ojedinélé — vyucujici, ktefi uvidi dilezitost tohoto propojeni, si k realizaci najdou
cestu i pii stavajicim stavu stfednich skol v CR. Cely napad totiz nepfedpoklada
snizeni hodinové dotace na néktery z predmétii, protoze chce pravoplatné zahrnout
i diferencidlni a integralni pocet, ktery je Casto ze skol vyloucen i pii velké dotaci
pro oba predméty.

Argumenty proti vyuce matematiky a fyziky jako jednoho celku

Proti 01 Vjuka nékterych fyzikalnich témat by byla zdlouhavé, kdyby mezi né byly vkla-
dany matematické partie. Jeden z anonymnich recenzentti tohoto oddilu dopliuje:
Myslence provéazat fyziku s matematikou a dalsimi pfedméty (naptiklad v rémci
seminafe) fandim. Pouze bych nabddal k opatrnosti. Kréasa fyziky je v tom snazit
se vysvétlit véci snadno, jak to umél naptiklad R. Feynman. Odvozeni vzorce pro
rovnomeérné zrychleny pohyb pomoci integrace dle mého krasu fyziky naprosto nici.

Moje reakce: Predchozi reakce je cenné a jsem za ni vdéény a kvili ni jsem celou
anketu délal, protoze sim nemam fyzikalni vzdélani. Je mi jasné, ze jednoduchost

vvvvvv
vvvvvv

vvvvvv

matematického aparatu nedosla ve svém poznani svéta tak daleko. Asi bychom méli
tici, ze fyzika doplnénd matematikou ztraci svou eleganci. Nicméné mam za to, ze
by fyzika a matematika vyucované jako jeden celek podavaly pravdivéjsi obraz o
védecké praci i o slozitostech, na které pii zkoumani svéta narazime.

Moje reakce: Vyuka vSech témat by byla pro mnohé studenty zdlouhava, jako i celé
studium, ale nepfesdhla by ¢tyfi roky (pokud méme na mysli vyuku na ¢tyfletém
gymnéaziu).

Proti 02 Néktera témata matematiky by pri spole¢ném prochéazeni matematiky a fyziky
jako jednoho celku nebyla probrana.

Moje reakce: Tento argument je vazny a znamena, ze vyuka matematiky a fyziky
jako jednoho celku by nemohla pokryt celé ¢tyfi roky gymnazialni vyuky, nybrz by
pokryvala pouze dva nebo tfi roky, a posledni rok by musel byt vénovan probrani
téch témat matematiky, které nebyly dosud pokryty. Soubézné by se fyzika mohla
vénovat opakovani a experimentiim, které pii vyuce provazaného celku nebyly zdu-
raznény Ci realizovany.

Proti 03 Ucitelé na gymnéaziu casto nemaji na matematiku a fyziku soucasné aprobaci,
takze by nemohli vyucovat provazany celek.
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Moje reakce: Opét vazny argument, ktery bude mozna neptekonatelnou prekazkou
pri realizaci vyuky provazaného celku. Bylo by mozné tesit v ojedinélych ptipadech,
kdy ucitel mé aprobaci na oba pfedméty, nebo velmi tésnou spolupraci ucitele ma-
tematiky s ucitelem fyziky. Mam spiSe na mysli takovou formu spoluprace, ktera je
uzsi nez jen seskladani témat matematiky a témat fyziky do jiného poradi — to by
nefungovalo, protoze jednotlivé celky jsou skutecné rtizné dlouhé. Uzsi spoluprace
by zahrnovala, aby ucitel fyziky odvozoval a pfednasel veskerou teorii provazaného
celku a ucitel matematiky procvicoval veskeré ptriklady provazaného celku. Oba spo-
lupracujici vyucujici by byli garanti vyuky svého predmétu, ale podil na vyuce by
viceméné sdileli v kazdém tématu, at uz fyzikalnim, nebo matematickém.

Proti 04 Asi nejvaznéjsim argumentem proti je systemati¢nost, kterou by ztratila ma-
tematika, pokud by oba pfedméty byly vyucovany v jednom celku (Fajmon, 2018,
str.8). Naptiklad pfi studovani vlastnosti funkce matematika zachézi pouze s pro-
ménnymi x, y, zatimco fyzika uz pii popisu pfimocarého pohybu zachazi s hodno-
tami g, 2(t), v, v(t), t, a(t). Zkratka postihnout fyziku je nesmirné narocné, protoze
témeér kazdy tyden vyuky se zabyva modelem jiné situace, s veli¢cinami oznacenymi
jinymi pismeny, zatimco matematika stale systematicky vynéasi na vodorovnou osu
soustavy soufadnic hodnotu proménné = a na svislou osu hodnotu proménné y. Ma-
tematika vytvari systém pomoci oznaceni proménnych = a y, kdezto fyzika zkouma
realny svét, provadi experimenty, objevuje hranice nemozného.

Moje reakce: Toto je argument, ktery ziejmé znemozni vyucovat matematiku a
fyziku jako jeden celek prvotné, tj. na stredni skole. Na vysoké skole spojeni téchto
predmétt uz bude mozné, protoze to bude znamenat uz druhé setkani s probira-
nymi tématy. Nicméné stale si fikam, zda na vysoké skole na predstaveni souhry
matematiky a fyziky bude nékdy cas, jedna se totiz o obsah pfiblizné Sesti ¢i sedmi
semestri, tj. pro vysoké skoly ucivo objemem nerealizovatelné. Pokud mixovani ma-
tematiky a fyziky neprospiva v jistém smyslu obéma predmétiim, znamena to, Ze
jejich vzajemny vztah tedy vyucovan nebude nikdy, jen pro studenty fyziky? Stu-
denti matematickych sméri casto o fyzikalnim vyuziti nemaji informace. Stale v
mysli vidim idealni stfedni skolu jako tu, kterd vyucuje matematiku a fyziku pro-
vazané, i kdyz to pro ucitele bude znamenat novou formu spoluprace.

Proti 05 Propojeni matematiky s fyzikou by pro vétsinu studenttt mélo odstrasujici uci-
nek. Matematika obcas bavi i sle¢ny, kterym fyzika nahani husi kizi — o ty bychom
prisli (Vysledky ankety, 2018, str. 4).

Moje reakce: V podstaté souhlasim, i kdyz cely argument by bylo mozné i obratit:
lepsi porozumeéni fyzice vyucované v provazanosti s matematikou by mohlo nékteré
studenty fyziky ziskat.

Proti 06 Spojovat predméty neni mozné, protoze mame zaky, jejichz znalosti upadaji. O
tom, jak upadly (Vysledky ankety, 2018, str. 4), svéd¢i to, Ze nyni nemusi probirat
komplexni ¢isla, takze nemusi umét ani spravné odmocnovat. Dokonce lze Fici, ze
mnozi absolventi ZS nedokazi bez kalkulacky séitat, od¢itat, nasobit a délit velka ¢
mala ¢isla, vyjadfena pomoci mocnin deseti.
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Moje reakce: Ano, to by mohl byt problém. Na druhé strané, obsah uciva by mél
byt urcen shora uciteli a témi, kdo spravné tusi, co budou studenti potiebovat. Z
toho divodu je smutné, ze komplexni ¢isla se na fadé skol neuci viibec. Minimalné
pri feseni kvadratické rovnice by méla byt komplexni c¢isla fadné probrana, aby
studenti byli schopni pocitat druhou odmocninu spravné v kazdém pripadé.

Proti 07 Fyzika je jedna z mnoha pfirodnich véd, které matematiku potiebuji — jisté
nejvic ze vSech. Matematice bych ale ponechal jeji vylucné postaveni mimo védy
prirodni i spolecenské (Vysledky ankety, 2018, str. 8).

Moje reakce: To je téz padny argument — matematika méa vyluc¢né postaveni v
jistém smyslu, neni pouze jazykem prirodnich véd, ale napt. logika je navodem k
filozofii a ke spravnému mysleni viibec. Podobné v britském skolstvi existuje mate-
matika jako predmét oddélené, pak dalsi pfirodni védy fyzika, biologie, chemie jsou
vyufovany v ramci jednoho predmétu Science (= Véda).

Proti 08 Propojeni predmeétii by bylo didakticky chaotické, nevynikl by systém. Mozna
by bylo dobré spise zaméfit se na fyzikdlni seminar s vyuzitim vyssi matematiky
— ovSem vyzadovalo by to, aby takovy predmét ucil ucitel s aprobaci matematika-
fyzika, aprobace jen fyzika nestaci kvuli didaktice matematiky (Vysledky ankety,
2018, str. 11).

Proti 09 U¢it matematiku a fyziku v ramci jednoho celku od 1. ro¢niku SS by vyza-
dovalo, aby Zzéaci soucasné vstiebali (¢i méli umét) ucivo tii ro¢niki matematiky
podle vétsiny soucasnych osnov, a sice rovnice, funkce a diferencialni pocet — a to
je nerealné (Vysledky ankety, 2018, str. 8).

Moje reakce: Jako clovek, ktery prosel systematickou vyukou matematiky, ne-
mam ziejmé pravo navrhovat, aby se krasna struktura matematiky predstavovala
studenttim jinak nez ve své Cisté formé, s aplikacemi maximalné v geometrii a jinak
nikde. OvSem pokud uvézime, Ze jednim ze zadkladnich kament studia matematiky
na stfedni skole jsou funkce a ze témata rovnice i diferencialni pocet jsou jen dopl-
nénim tématu funkce, tak osnova predstavena v iivodu tohoto elektronického textu
se uz nejevi tak nerealna.

Shrnuti: Véfim, Ze lepSi provazanost matematiky a fyziky by pomohla zejména pii stu-
diu fyziky. Pokud je nepfijatelné sloucit na gymnaziu matematiku v rozsahu 4-4-4-4
a fyziku v rozsahu 2-2-2-2 v jeden celek, véfim, ze pro idedlni znalosti z fyziky
by pomohlo presunout jednu hodinu matematiky tydné do fyziky (tj. matematiku
ucit v rozsahu 3-3-3-3 a fyziku téz v rozsahu 3-3-3-3) a vénovat tuto hodinu nikoli
experimentiim nebo praktické ¢asti, ale spise teoretickym vychodiskiim a matema-
tickym souvislostem, integralnimu a diferencidlnimu poctu, apod. Aby byla zajisténa
spravna navaznost v takto vytvoreném predmétu ,lépe vysvétlena fyzika“, musela
by didakticka ¢ast matematiky pokryta dobrou ucebnici, kterd zatim v Cestiné ne-
existuje. Pro ta gymnéazia, ktera vénuji matematice ve ¢tyfletém souctu 12 a méné
dotacnich hodin, by se nic nezménilo — jen by pfibyla jedna hodina fyziky tam, kde
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by si dilezitost provazanosti uvédomovali a chtéli na ni polozit diraz. Pro gym-
nazia, kterd vénuji matematice Ctyfi a fyzice dvé dotacni hodiny tydné, by jedna
hodina matematiky byla v tomto idealnim modelu studia ,vénovana“ fyzice. Po-
kud by byla sestavena dobra ucebnice, ktera didakticky rozumné propojuje fyziku s
matematickymi tématy, pro ucitele fyziky by tento model mohl byt piijatelny.

Dalsi moznosti by bylo nechat stranou citlivou otazku hodinové dotace a pfidat na
nékterych skolach pro zadjemce seminai Fyzikalni motivace pro matematiku ve 3.
a 4. ro¢niku gymnazia (tj. vyucovany v dobé, kdy studenti uz prosli téma rovnice
a téma realné funkce, tj. jsou pripraveni ke vstiebani tématu diferencialni pocet a
dalgich fyzikalnich aplikaci matematiky), jak tomu na nékterych gymméziich je —
tato varianta ovSem neni idealni, protoze predpoklada prochézeni fadu véci z uciva
fyziky dikladnéji nez jen v ramci opakovani.
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