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Uvod

Tato skripta jsou napsdna jako doplnujici text do predmétu Algebra 1 pro 2. semestr
bakalafského studia budoucich ucitelt matematiky na 2.stupni ZS. Piedmét svym cha-
rakterem navazuje na témata predmétu MA0001 (Zaklady matematiky) a predpokldda,
ze studenti si budou pamatovat nékteré zékladni pojmy predmeétu, které jsou shrnuty v
otazkach 1 az 5 ke zkousce ke konci tohoto textu.

V predmeétu Zéklady matematiky jsme studovali zejména relace a jejich vlastnosti. Nyni
v predmétu Algebra 1 budeme studovat zejména pojem operace. Tento text by nemohl
vzniknout bez knihy (Pinter 2010), ze které jsem podstatné cerpal jak pro prednésku,
tak pro cviceni. I kdyz tento predmeét se studentum nutné bude zdat teoreticky, Charles
Pinter napsal svou knihu s presvédcenim, ze algebra je pro matematiku potiebnd — stejné
potiebnd jako geometrie.

Rad bych zde vyjadril diky za to, ze studentka Andrea Danesova prepsala asi 50 stran
tohoto textu z mého rukopisu do pocitace v prostiedi sazby textu TEX — jedna se o velmi
peclivy prepis, kde kromé velmi heslovitych poznamek z mé strany u nékterych prednések
se dobfe zorientovala v tomto prostredi sazby tabulek a textu.

Text neni iplné samonosny, odkazuje se i na ucebni pdf text kolegyné dr. Budinové o
polynomech, pro ¢ast ,komplexni ¢isla“ bude dulezitou soucasti i stfedoskolska ucebnice
(Robova, Héla, Calda 2013).

Bretislav Fajmon,
verze textu unor 2025
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1 Tyden 01

1.1 Cviceni 1: Vlastnosti ¢iselnych operaci

Podivejme se na tzv. Axiomy euklidovské geometrie:
1. Kazdé dva ruzné body lze spojit tiseckou.
2. Usecku lze libovolné daleko prodlouzit v pfimku.

3. Pro dva ruzné body S, A lze sestrojit kruznici se stredem v S, kterd prochézi bodem

A.

4. Primy thel lze kolmici rozdélit na dva pravé thly.

5. Bodem A, ktery nelezi na piimce p, lze vést pravé jednu primku q rovnobéznou s
ptrimkou p.

Tyto axiomy si budete jesté prochazet v predmétu geometrie. Nyni si pouze vSimnéme
toho, ze axiomy uddvaji vztahy mezi jednotlivymi geometrickymi pojmy (ty jsou
podtrzeny), nebo vlastnosti nékterych pojmu (napi. piimy thel je specidlni tihel, ktery
1ze rozdélit kolmici na dva shodné pravé thly ... vlastnost 4).

Ukol cca na 10 min ve dvojicich. Premyslejte nad vlastnostmi znamych operaci
sCitani, odcitani, ndsobeni a déleni realnych ¢isel a pokuste se sestavit pét axiomu, které
tyto operace spliiuji. Méte na to deset minut a porad’te se se sousedem (ve skupinkdch o
trech lidech).

Axiomy pro pocitani s ¢isly (které studenti znaji ze stiedni skoly) zhruba daly zaklad
pro definice nasledujicich vlastnosti, jez budou hrat klicovou roli:

_ Uzavienost mnoziny M vzhledem k operaci *:

Ve,ye M : xxye M.

Vlastnost (1) je pfirozend — chceme, aby operace na mnoziné byly definované takovym
zpusobem, aby vysledek operace zase byl prvkem dané mnoziny.

_ Asociativita operace x:

Ve,y,z € M@ (zxy)xz=xx(yx*z).

Vlastnost (2) plati pro vétsinu operaci, o kterych bude za chvili fe¢ — jednoduse
receno, nékolikandsobné pouziti jedné operace nezavisi na uzavorkovani. Snad jen
operace — a : nejsou asociativni.

_ Existence jednotkového prvku vzhledem k operaci x:

dece M :zxxe=exx=x Vr € M.



Piiklad pro vlastnost (3): jednotkovy prvek vzhledem k operaci séitani je 0 (nékdy
nazyvan téz nulovy prvek, aby nedoslo k zdméné s prvkem 1), jednotkovy prvek vzhledem
k operaci nasobenti je 1.

Vlastnost (4) Existence inverznich prvku vzhledem k operaci :

VeeM Iz teM:zxae = sz =ec.

Piiklad pro vlastnost (4): Pro ¢islo 2 je inverznim prvkem vzhledem k operaci séitani
¢islo —2, vzhledem k operaci nasobeni ¢islo %

Uved'me nyni zékladni definice nékterych struktur, které spliiuji dané vlastnosti:
Definice 1 Grupoid (M, x) ... mnoZina M, na které operace * spliuje vlastnost (1);
Definice 2 Pologrupa (M, %) ... mnoZina M, na které operace x spliiuje vlastnosti (1),(2);
Definice 3 Monoid (M,*) ... mnozina M, na které operace * splnuje wvlastnosti

(1),(2),(3) (nékdy téz podle starsi terminologie: pologrupa s jednotkou, pologrupa s
jednotkovgm prvkem);

Definice 4 Grupa (M, *)... mnozZina M s operaci x, kterd splniuje na mnoziné M vlast-

nosti (1), (2), (3), (4).

Kromé téchto ¢tyr zdkladnich struktur, které byly pravé definovany, jesté tada
operaci spliiuje vlastnost (5) — viz nésledujici definice. Tato vlastnost (5) uz do samotné
definice stézejniho pojmu grupy neni zahrnuta, protoze jak uvidime v nasledujicich dvou
kapitolach, existuji vyznacné piiklady grup, které ji nespliuji. Proto slovo ,komutativni®
musime k pravé definovanym strukturdm zvl4st dodat jako novou vlastnost.

Vlastnost (5) Operace * se nazyva komutativni na mnoziné M, pokud plati vlastnost

(5):
Ve,ye M : xxy=1yxux.

Definice 5 (M, *) se nazjvd komutationi grupoid, pokud je grupoid a operace % spliuje
vlastnost (5), tj. je komutationi na mnoziné M.

Definice 6 (M,x*) se nazyvd komutativni pologrupa, pokud je pologrupa a operace
spliiuge vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

Definice 7 (M, x) se nazjvd komutativni monoid, pokud je monoid (tj. pokud je polo-
grupa s jednotkou) a operace x spliuge vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

Definice 8 (M, %) se nazjvd komutativni grupa, pokud je grupa a operace * spliiuje vlast-
nost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.
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Pti premysleni nad zdkladnimi vlastnostmi operaci scitani a nasobeni lze jesté najit
casto axiom, ktery si vSimé ,interakce” = vzdjemného vztahu mezi témito dvéma opera-
cemi: interakce operaci 4 a - spliluje tzv. distributivni zakon = |vlastnost (6) :

VaoyzeM:z-(y+2)=x-y+x-2, (y+z2)-x=y-x+z-x.

Nézev ,distributivni“ lingvisticky odpovida tomu, Ze po odstranéni zavorek se prvek x
rozdéli = distribuuje k obéma ¢clenum souctu. Matematicky se jednd o pravidlo nasobeni
zavorky, ve které se nachazi ,soucet” prvku, kde ,soucet” je operace s nizsi prioritou nez
nasobeni. Napiiklad znama operace sc¢itani redlnych ¢isel ma nizsi prioritu nez nasobeni
realnych cisel:

8+2-3=14,

tj. operace - vaze jednotliva celd ¢isla s vétsi prioritou nez je tomu u séitani a odcitani (a
pokud bychom chtéli nejprve secist ¢isla 8 a 2, a teprve pak vysledek vyndasobit tremi,
musime diky vétsi priorité ndsobeni uzit pro s¢itani zdvorky).

Axiom (6) lze formulovat pro ruzné dvojice operaci, tj. obecné bychom méli psit, ze
distributivni zdkon mezi operacemi * a v/ je

VayzeMiax(yva) = (@xy) v iexz), yve)re=(yra)v(zxa).

To, ze rovnice distributivity jsou dvé, musime mit na mysli tam, kde operace * neni
komutativni, tj. nespliuje vlastnost (5).

VVVVVV

predmétu Zaklady matematiky:

Uloha 1.1 Uved'te definice ndsledugicich zdkladnich pojmu z predmétu Zdklady matema-
tiky a v kazdé uved'te priklad:

a) mnoZina;

b) kartézsky soucin;

c) relace

d) ekvivalence;

e) uspordddni;

£) zobrazeni;

g) operace;

h) (redlnd) posloupnost;

i) (redlnd) funkce.



Uloha 1.2 Uved'te ndsledugici definice vlastnosti relaci a u kaZdé z nich uved'te priklad:
e Relace p na mnoziné M je reflexivoni , kdyz ...
e Relace p na mnoziné M je symetrickd, kdyz ...
e Relace p na mnoziné M je tranzitivni, kdyz ...
e Relace p na mnoziné M je uplna, kdyz ...
o Zobrazeni f z X do'Y je takovd relace na X XY, Ze plati ...

Definice z obou 1loh najdete v textu Zaklady matematiky.

Uloha 1.3 V mnoZiné celych cisel je definovdna operace o predpisem xoy = x4y — xy.
Zjistéte, zda operace o je:

a) neomezené definovand,
b) komutativni,
¢) asociativnd.

Ddle zjistete, zda mnozina Z vzhledem k operaci o obsahuje prvek neutrdlni a pripadné,
ke kterym celym cislum existuji prvky inverzni.

Uloha 1.4 V mnoziné M = {0,2,3,4} je definovdna operace o vztahem zoy = (x — 1) -
(y — 1), ktery vyuzZiva zndmé oprace odc¢itani a ndsobend, jak jsme na né zvykli z prace s
realnymi cisly. Zjistéte, zda je operace neomezené definovand (tj. uzaviend) na mnoziné
M. Sestavte operacni tabulku.

Uloha 1.5 V mnoziné A = {z,y} jsou dany operace N, tabulkami. Urcete vSechny
vlastnosti uvedenych operact.

ANlzr vy
x|z oz
ylr y
UOlx y
rlr oy
yly

Uloha 1.6 Na mnoziné K = {1,2,3} je definovand operace . Urcete jeji vlastnosti.

Uloha 1.7 Na mnoziné Z je definovdna operace odcitani. Urcete jeji vlastnosti, tj. urcete,
jakou algebraickou strukturou je (Z,—).
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Uloha 1.8 V mnoZiné Q je definovdina operace o takto: a ob = 2a + 2b — 5. Pro ope-
raci urcete neomezenou definovanost, komutativnost, asociativnost, neutralni prvek, a ke
kterym prokum mmnoZiny existuji proky inverzni.

Uloha 1.9 V mnoziné R je definovdna operace o takto: x oy = /22 + y2. Pro ope-
ract urcete neomezenou definovanost, komutativnost, asociativnost, neutrdlni prvek, a ke
kterym prokum mmnoZiny existuji proky inverzni.

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 12.1.
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1.2 Prednaska 1: Zakladni vlastnosti operace — priklady

Az dosud (v prvnim tydnu na cvic¢eni) byly uvedeny ruzné axiomy operaci, se kterymi
se v matematice setkdvame (operaci séitdni, nasobeni ¢isel, operace pruniku a sjednoceni
mnozin). Zkusme se nyni odpoutat od konkrétnich operaci, které zname. Podobné jako
v predmétu Zakladu matematiky jsme se odpoutali od relaci ,,mensi nebo rovno“, ,je
délitelem® a ,je podmnozinou®“ a studovali obecné vlastnosti usporadanych mnozin, t;.
mnozin, na nichz je definovana relace reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, nyni se na
chvili odpoutame od konkrétnich operaci a budeme studovat obecné vlastnosti grupy — t;.
vlastnosti mnoziny, na niz je definovana operace *, jez spliuje vlastnosti (1), (2), (3), (4).
Zacnéme ovsem jednim piikladem konecné, Sestiprvkové grupy:

Piiklad 1 Grupa pootoceni hodinové rucicky. Uvazugme ¢isla 0 aZ 5 rozmisténa po obvodu
kruznice (napr. obvodu ciferniku hodin) timto zpusobem (viz obrdzek):

0
1
5
.
4 \ S+
—— —

Cislo 0 se nachdzi tam, kde se obycejné na hodindch vyskytuje éislo 12. Ddle éisla 1
az b jsou spolecné s nulou rozmisténa rovnomérné po obvodu kruznice tak, Ze whel urceny
stredem kruznice a rameny prochdzejicimi dvéma sousednimi cisly je 60° neboli % .

Ddle se budeme zabyvat mnoZinou pootoceni jedné rucicky s osou otaceni ve stredu
kruznice:

o prouek 0 predstavuje nulové pootoceni rucicky — s rucickou se nic nestane;

prvek 1 predstavuje pootoceni o jednu jednotku, tj. o 60 °;

prvek 2 predstavuje pootocent rucicky o dvé jednotky, tj. o 1207

prvek 3 prestavuje pootoceni o 180 °;

prvek 4 prestavuje pootoceni o 240 °;

prvek 5 prestavuje pootoceni o 300 °.
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Pokud rucéicka zacina svuj pohyb nasmérovana na nulu, tak ota¢enim o uvedené thly ji
dostaneme opét do polohy nasmérované na néktery z prvku — tj. mnozina otoceni spliuje
vlastnost (1), protoze slozenim dvou otoceni rucicky dostaneme zase néjaky ze zakladnich
Sesti prvku.

Daéle operace skladani otaceni je asociativni (splauje (2)), kdyz totiz pii pocateénim
nastaveni rucicky do nulové polohy slozime otoceni (14 2) + 4!, dostaneme prvek 1 stejné
jako pfi postupu 1 + (2 + 4) — slozenim téchto ti{ pootoceni dostaneme vzdy thel 420°,
po jehoz aplikaci rucicka ukazuje na prvek 1. Tedy skladani pootoceni nezavisi na jejich
uzévorkovani?,

Pootoceni 0 je neutralnim prvkem vzhledem ke skladéni pootoceni (plati vlastnost (3))
— kdyz napt. ruc¢icku namifenou na prvek 4 pootoc¢ime o 0, rucicka je stale namifena na
prvek 4.

A konecné, kazdy prvek ma svuj inverzni prvek v této Sestiprvkové mmoziné (plati
vlastnost (4)), se kterym kdyz jej slozime, dostaneme rucicku zase do polohy 0:

e inverzi k 0 je opét 0;
e inverzi k 1 je 5 — a naopak, inverzi k 5 je 1;
e inverzi k 2 je 4 — a naopak, inverzi k 4 je 2;
e inverzi k 3 je opét 3.

Tedy celkem nase mnozina pootoceni (oznac¢me ji Hg = {0,1,2,3,4,5}) vzhledem k
operaci sklddani pootoceni je grupa = operace + na ni definovand spliuje vlastnosti (1)
az (4).

Protoze Hg je koneé¢na mnozina, 1ze si vysledky operace 4+ napsat do tabulky:

Danou tabulku operace * konstruujeme tak, ze na pruseciku fadku prvku z a sloupce
prvku y se vyskytuje vysledek operace x * y (a této logiky konstrukce tabulek operaci se
budeme drzet v celém textu):

f .y

Mame-li k dispozici tiplnou tabulku operace * na mnoziné M, mame pii zjistovani
vlastnosti operace vyhrano. Jak lze nahlédnout v tabulce 1.1, vlastnosti (1), (2), (3), (4)
operace + na mnoziné Hg 1ze vSechny z této tabulky vycist.

Déle nas muze zajimat, zda existuji né¢jaké podmnoziny mnoziny Hg uzaviené vzhledem
k operaci skladéni pootoceni. Vlastnost (1) je splnéna na nésledujicich podmnozinéch:

!Operaci oznaéime jako + — i kdyz se nejednd o klasické séitani ¢isel, toto skldddni otoéeni mé velmi
ptribuzné vlastnosti se s¢itanim.

2Dokonce skladani ti{ pootogeni nezavisi na jejich pofadi, protoze operace skladani pootoceni splituje
i vlastnost (5) = komutativitu; tou se ovSem nyn{ nechceme piilis zabyvat.
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Tabulka 1.1: Tabulka operace + na mnoziné H.

+10 1 2 3 4 5
0/0 1 2 3 45
111 2 3 4 5 0
212 3 45 01
31345 01 2
414 5 01 2 3
515 0 1 2 3 4

e P, = {0} - trividlni podmnozina mnoziny Hg - podmnozina obsahujici pouze ne-
utralni prvek je vzdy uzaviend na vysledek operace;

o P, = Hg - trividlni podmnozina mnoziny Hg - tato podmnozina je také vzdy
uzaviend na vysledek operace;

o P3={0,3}

o P, = {0,2,4} - vysledky operace s¢itani na této podmnoziné znazornuje tabulka
1.2.

Tabulka 1.2: Tabulka operace + na podmnoziné {0,2,4}.

NG ) o‘—i—
A~ N oo
=R
N O |

Je jasné, ze lze obecné definovat grupu (H,,+) pootoceni hodinové rucicky o nasobky
uhlu 27” s operaci skladani pootoceni — tato grupa ma n prvku. e

Definice 9 Trividlni podgrupy (= nevlastni podgrupy) grupy (G,v/) se nazjvagi
dvé podgrupy: a) S1 = {ng} je podgrupou vzhledem k <7, kterd obsahuje pouze neutrdlni
prvek, b) So = G (samotnd celd grupa je téZ podgrupou sama sebe). KazZdou jinou podgrupu
nazveme vlastni podgrupou grupy (G, V).
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Piiklad 2 Prozkoumejte vlastnosti operace scéitani na mnoziné celych cisel.

Z je nekonefna mnozina, proto by tabulka vysledku operace 4+ obsahovala nekoneéné
mnoho vysledku. Muzeme ji vSak naznacit alespon pro nékolik prvku mnoziny:

Tabulka 1.3: Tabulka operace + na mnoziné Z.

+]/... =2 -1 0 1 2
—1 -3 -2 -1 0 1
-2 -4 -3 -2 -1 0
0 -2 -1 0 1 2
1 -1 0 1 2 3
2 o 1 2 3 4

Vidime, ze vsechny vysledky operace budou z mnoziny 7, jelikoz se¢tenim dvou celych
¢isel ziskdvame opét ¢islo celé. Mnozina Z s operaci scitani tedy spliuje vlastnost (1).
Splnéna je rovnéz vlastnost (2), jelikoz operace séitéani je na mnoziné celych ¢isel asocia-
tivni.

0 je neutralnim prvkem, plati tedy vlastnost (3).

Kazdy prvek mnoziny celych ¢isel mé svuj inverzni prvek (plati vlastnosti (4)):

e inverzi k 0 je opét 0;

e inverzi k 1 je —1 - a naopak, inverzi k —1 je 1;

e inverzi k 2 je —2 - a naopak, inverzi k —2 je 2;

e inverzi k 3 je —3 - a naopak, inverzi k —3 je 3;

e inverzi k 4 je —4 - a naopak, inverzi k —4 je 4;

o atd.

Vidime, ze na struktufe (Z, +) jsou splnény vlastnosti (1) az (4).

Muzeme se opét podivat také na podmnoziny mnoziny celych ¢isel, které jsou uzaviené
na vysledky operace s¢itani:

e P, = {0} je trividlni podmnozina obsahujici pouze neutralni prvek;

o P, = 7 je trividlni podmnozina mnoziny celych ¢isel.
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e existuji i netrividlni podmnoziny uzaviené na vysledky operace scitani, ale jsou
nekonecné:
— Py = {...—9, —-6,-3,0,3,6,9, 12,...};
— P={..-20,2,4,... };
— atd.

Podmnozin mnoziny Z uzavienych na operaci s¢itani je tedy nekonecné mnoho. e

Piiklad 3 Oznacéme (F(R), o) mnoZinu vSech funkci (= zobrazeni z R do R, viz predmét
Zaklady matematiky) s operaci skladani funkci. Prozkoumejte vlastnosti této operace na
mnoziné vsech funkct.

Operace skladani funkci o ¢teme jako ,po“, coz nam napovida, jak ziskdme vysledky
dané operace:

61‘—1—3 o Sinl‘ — eszna:+3
sinz 0 "3 = sin(e”?)
x+3
o3 o o3 — pe" 43
5 5 25

r oxr =X

Muzeme vidét, ze kdyz zaménime poradi funkci, se kterymi provadime operaci
skladani, dostavame ruzné vysledky. Skladani funkei tedy neni komutativni.

Stejneé jako v predchozim prikladeé, i tentokrat se jedna o nekoneé¢nou mnozinu. Muzeme
tedy opét naznacit tabulku vysledku operace skladani pouze pro ¢ast prvku dané mnoziny.

Tabulka 1.4: Tabulka operace o na mnoziné F(R).

o |... e” T3 sinx z°
€$+3 o eez+3+3 eesinz+3 ex5+3
sinz | ... sin(e*™3) sin(sinz) sin(a®)

o | (e (sinx)® 2%

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani funkei je funkce f(x) = z, kterou muzeme
oznacit id(x). Plati:
sinx o id(x) = sinz
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id(z) o sinx = sinx
id(z) oid(z) = id(x)
atd.

Skladani funkci, potazmo jakychkoli zobrazeni, je asociativni operace:

(fog)oh(x)=(fog)(h(x)) = flg(h(z))) = fo(g(h(x)) = folgoh)(z).

Jsou tedy splnény vlastnosti (2) a (3). Slozenim dvou realnych funkei ziskdme opét
redlnou funkei, takze vlastnost (1) plati také. Naopak vlastnost (4) platit nebude, protoze
aby platila, musela by ke kazdé realné funkci existovat funkce inverzi. Staci najit néjaky
protipifklad, kterym je napt. funkce f(z) = 2°. o
Priklad 4 Dulezitym prikladem grupy, na kterou se nyni zamérime blize, je grupa bijekci
n-prokové mnoziny na sebe sama, kde operact je skldddni zobrazen?®. Casto se ji téz vikd
grupa permutaci — oznaceni opravdu md blizko ke stredoskolskému pojmu permutace, kdy
napt. permutace 5-prokové mnoziny {1,2,3,4,5} byla chdpdna jako urcité poradi vech
jejich prvku, napr. poradi 51324. Nyni budeme na tyto permutace pohlizet jako na zobra-
zent, které zakladni vzestupné poradi 12345 preméni na potadi napr. 51324.

Permutace n—prvkové mnoziny je bijekce mnoziny {1,2,...,n} na sebe sama. S, je
mnozina vSech permutaci tohoto typu. Naptiklad permutace f : M — M pro M =
{1,2,3,4,5} definovana

Tt 4— —
—<— N
oW w
DO —
ot

je bijektivni, takze existuje permutace f~! k nf inverzn{

w— W
N —
B~ — o

2
/]\
1

Ol—> =

Potad pokracujeme v piikladu 4: V dalsim textu budeme permutace zadavat
uspornéjsim zpusobem, ktery napise kazdé cislo jen jednou, nikoli dvakrat. V tomto
usporném oznaceni budeme permutaci

oznacovat jako f = (1,5,4,2)

— <4 o
W <4— W
MO
B < Ot

1
=
)

(v tomto oznaceni se jednd o uzavieny cyklus zobrazeni: 1 se zobrazi na nasledujici zapsané
¢islo, tj. 5, ¢islo 5 se zobrazi na 4, ¢islo 4 na 2 a posledni zapsané ¢islo v zavorce se zobrazi

3A7 do konce této prednasky se viechny informace tykaji tohoto pifkladu.
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na prvni ¢slo 1, a tfim se cyklus uzavie!!). Cislo 3 nenf v zdpise uvedeno, protoze se
zobrazenim f neméni. tj. f(3) = 3.
Podobné permutaci

budeme vyjadiovat jako ' = (1,2,4,5)

= — Ot

4
/]\
2

—— N
w— w

1
=
)

(tj. zménil se zmér cyklu, veskeré zobrazovani otocilo smér; mohli bychom zapsat i f~! =
(2,4,5,1), protoze nezalezi na tom, které ¢islo je v uzavieném cyklu jako prvni; stéle se
jedné o stejny prvek:

f1=1(1,2,4,5) = (2,4,5,1) = (4,5,1,2) = (5,1,2,4);

a protoze nezalezi na poradi prvku v cyklu, zavedeme dalsi imluvu, a sice prvni prvek
kazdého cyklu napiseme to nejmensi mozné ¢islo).

Porad pokracujeme v piikladu 4, teprve se dostavame k operaci definované na mnoziné
permutaci: Protoze permutace je zvlastni pripad zobrazeni a zobrazeni M — M lze skladat
za sebou, muzeme mluvit o operaci ,,skladani zobrazeni®, respektive ,skladani permutaci.

e oznaceni: o ... (¢ti ,po*) operace sklddani zobrazeni, ve které je nejdiive aplikovano
druhé zobrazeni v poradi, a pak prvni — proto i ¢teni tohoto symbolu pomoci
predlozky ,,po“ je zcela instruktivni;

[lustrujeme situaci pro n = 3: Uvazujme mnozinu permutaci tiiprvkové mnoziny
{1,2,3} do sebe — oznacme ji S3. Mnozina S3 mé Sest prvku:

e := id (timto symbolem budeme oznacovat identické zobrazeni, jez zobrazi vSechny
prvky na sebe sama, tj. 1 na 1,2 na 2 a 3 na 3), s := (1,2, 3) (pozor, neplést s identitou,
u této permutace v souladu s Uspornym oznacenim plati s(1) = 2, s(2) = 3, s(3) = 1),
t:=(1,3,2) (pozor, (3,2,1) a (2,1, 3) je porad stejny prvek ¢, ve kterém ¢(1) = 3, ¢(3) = 2,
t(2) = 1), u:=(2,3) (u(2) =3, u(3) =2, u(l = 1)), a nakonec v := (1,3), w := (1,2).
Permutaci tiiprvkové mnoziny je tedy Sest.

Tyto permutace lze skladat, vysledkem slozeni je zase permutace tiiprvkové mnoziny:
napiiklad

soe=(1,2,3)0id=(1,2,3) =5
nebo

uov=(2,3)0(1,3)=(1,2,3)=s
(vSimnéte si, ze zobrazovani skladdme ZPRAVA DOLEVA| tj. 1 se zobrazi na 3, pak v levé
permutaci 3 na 2, tj. celkem 1 na 2; dvojka v permutaci psané napravo neni, tj. zobrazi
se na sebe sama, slozenim s permutaci vlevo se zobrazi na 3, celkem tedy 2 se zobrazi na

3; a konecné 3 se v permutaci napravo zobrazi na 1, v levé permutaci se 1 zobrazi na sebe
sama, tj. celkem 3 na 1) nebo

vou=(1,3)0(2,3)=(1,3,2) =t
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Cili z poslednich dvou pifkladi je vidét, ze vowu # uow, tj. operace o je nekomutativni
(neplati vlastnost (5))! Propoc¢itanim vsech moznych 36 kombinaci dostaneme pichlednou
tabulku vysledku operace o:

Nejprve je potieba fici, ze u kazdé tabulky operace * na konetné mnoziné prvku je
prvek x v levém sloupcovém zahlavi vybran jako prvni a prvek y v hornim radkovém
zéhlavi jako druhy*.

Tedy konkrétné u operace o na mnoziné S3 dostaneme tabulku operace:

Tabulka 1.5: Tabulka operace o na mnoziné Ss.

o id  (1,2,3) (1,3,2) (2,3)  (1,3) (1,2)
id id  (1,2,3) (1,3,2) (2,3)  (1,3) (1,2)
(1,2,3) ] (1,2,3) (1,3,2) id (1,2)  (2,3)  (1,3)
(1,3,2) | (1,3,2) id  (1,2,3) (1,3) (L,2) (2,3)
(2,3) | (2,3)  (1,3) (1,2) id  (1,2,3) (1,3,2)
(1,3) | (1,3) (1,2) (2,3) (1,3,2) id  (1,2,3)
(1,2) | (1,2)  (2,3)  (1,3) (1,2,3) (1,32,) id

Z tabulky je vidét, ze operace je uzaviend na mnoziné Ss, tj. plati vlastnost (1).
Asociativita (2) plati pro sklddani jakychkoli zobrazeni, viz pfiklad 3. A nakonec,
je splnéna i vlastnost (4), protoze: jednotkovy prvek id je (jako kazdy jednotkovy
prvek v grupé) inverzni sdm k sobé; z tabulky ddle vidime, ze (1,2,3)"! = (1,3,2),
(1,3,2)"1 = (1,2,3), a prvky (2,3), (1,3), (1,2) jsou inverzemi sebe samal!

Déle existuje Sest podgrup grupy (Ss,0): tzv. trividlni podgrupa, kterd obsahuje pouze
jednotkovy prvek id, s tabulkou operace

o | id
id | id

dalsf podgrupou je celd Sestiprvkové grupa (Ss, o) samotnd. Kromé téchto dvou extrémné
malych nebo velkych podgrup existuji téz tii dvouprvkové podgrupy

o | id (2,3 o | id (1,3 o | id (1,2
id | id (2,3) id | id  (1,3) id | id  (1,2)
(2,3) | (2,3) id (1,3) | (1,3) id (1,2) | (1,2) id

4Toto je klicové dlilezitd domluva, fec¢end uz vyse. Pofadi hraje roli pravé u tohoto pifkladu, kdy se
jednd o operaci nekomutativni, tj. na pofadi prvki do operace vstupujicich zalezi.
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a jedna tiiprvkova podgrupa s tabulkou operace

o | id (1,2,3) (1,3,2)

id id  (1,2,3) (1,3,2)
(1,2,3) | (1,3,2) (1,2,3) id
(1,3,2) | (1,3,2) id  (1,2,3)

K ¢emu je dobra grupa permutaci S37 M4 i svij geometricky vyznam, tj. lze ji pouzit
pii popisu nékterych zakladnich geometrickych zobrazeni, napiiklad bijektivnich zobrazeni
trojuhelniku na sebe sama (tzv. symetrii trojihelniku, odtud i puvod pismene S v oznaceni
mnoziny), kterych je také Sest, stejné jako prvka mnoziny S3 — jednd se o tfi otoceni a tii
osové soumérnosti. Kazdé z téchto geometrickych promén (= transformaci) trojihelniku
Ize pritadit jednu permutaci jeho tii vrcholu:

enhiohn

’mms‘\ovww .‘0(
2 1
CekeLLAL
o A® L3
e
o Tue° H\g.l\
v‘frdh\'ww;a /

WEnledam L sz K /
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A posledni véc na zdvér prikladu 4: v grupé permutact (Ss,0) lze Tesit i rovnice, jako v
jakékoli jiné grupé: Najdéte nezndmou permutaci z rovnice (1,2) o x = (1,2, 3).

Reseni této rovnice: (S3,0) je nekomutativni grupa. Provedeme kréceni zleva pomoci
inverzniho prvku k permutaci (1,2), kterym je opét prvek (1,2).

(1,2) oz =(1,2,3) /o (1,2)(zleva)

Jox = (1,2)0(1,2,3)
(1,2) 0 (1,2,3)

r=(2,3)

(1,2) 0 (1,2

Resenfm dané rovnice je tedy permutace (2,3). Je dulezité, ze pii ,ndsobeni
obou stran rovnice jsem piekladali prvek (1,2) zleva, a pak pii feseni dostali slozenf
(1,2)0(1,2,3). Kdybychom nespravné skladali prvky v jiném potadi, a sice (1,2,3)0o(1,2),
dostali bychom jiny vysledek, a sice (1,3) (viz tabulka operace). o

Mnoziné M s operaci * se pak podle toho, kolik spliuje vlastnosti tika:

e Grupoid (M, *) - operace * spliuje na mnoziné M vlastnost (1);

e Pologrupa (M, *) - operace * spliuje na mnoziné M vlastnosti (1), (2);

e Monoid (M, *) - operace * spliiuje na mnoziné M vlastnost (1), (2), (3);

e Grupa (M, ) - operace * spliiuje na mnoziné M vlastnost (1), (2), (3), (4).

Pokud mnozina M s operaci * spliiuje navic vlastnost (5), pak do jejiho
oznaceni pridavame slovo komutativni. (M,%) tedy muze byt komutativni
grupoid/pologrupa/monoid/grupa.

Nyni muzeme priradit nazvy algebraickych struktur ptrikladum z prvni prednasky:

e Struktura (Hg, +) z piikladu 1 spliuje vlastnosti (1), (2), (3), (4) a navic je i ko-
mutativni, tedy je splnéna vlastost (5). Dohromady je tedy (Hg,+) komutativni

grupa.

e Struktura (Z,+) z piikladu 2 také splnuje vSechny vlastnosti (1), (2), (3), (4) i (5).
(Z,+) je také komutativni grupa.

e Struktura (F'(R),o) z piikladu 3 spliiuje pouze vlastnosti (1), (2), (3). Dohromady
je tedy (F(R), o) monoid.

e Struktura (S3,0) z piikladu 4 spliuje vlastnosti (1), (2), (3), (4), ovSem nikoliv
vlastnost (5). (S3,0) je tedy grupa, ktera ale neni komutativni. e
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2 Tyden 02

2.1 Cviceni 2: Urcovani vlastnosti riiznych operaci

Uloha 2.1 Zjistéte, jaké struktury vzhledem k uvedené zndmé operaci (bézZné oznaceni)
jsou nasledugici mnoZiny:

a) (N,+).
b) (Z,+).
c) (Z,).
d) (Q.), (R,)

e) (Q@—A{0},), (R—{0},).

f) (24,V), kde A = {a,b,c,d, e} je pétiprvkovd mnoZina.

g) (24,N), kde A = {a,b,c,d, e} je pétiprukovd mnoZina.

h) (Z,-), (Z,).

i) (M,+), kde M = {—100,—99,-98,...,—1,0,1,2,...,99,100}.
Uloha 2.2 Opakovdni definic a prdce s nimi

a) Nadiktujte sousedovi v lavici definici grupy a on ji zapiSe zkrdcenym matematickym
zapisem, ve kterém se nevyskytuje ani jedno ceské slovo, kromé slova ,,grupa*.

b) Co to znamend, zZe (M, x) neni grupoid, tj. nen splnéna vlastnost (1)? Negujte viast-
nost (1).

c) Co to znamend Ze neni splnéna vlastnost (4) z definice grupy? Negujte vlastnost (4).

Uloha 2.3 a) Uvedte definici vlastnosti (4) pro operaci <7 na mnoziné M ve struéném
matematickém zdpisu.

b) Uvedte priklad struktury (M,<7), kterd spliuje viastnost (4).
c) Uved'te priklad struktury (M,~7), kterd NEsplriuje vlastnost (4).

Uloha 2.4 Dokazte, Ze mnozZina vsech podmnozZin triprvkové mmnoziny s operaci
symetrického rozdilu < je grupa (viz Pinter 2010, str. 30, oddil C).

Uloha 2.5 V mnoziné M = {1,2} je operace V tabulkou:

Vil 2
111 1
211 2

Urcete typ algebraické struktury (M, V).
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Uloha 2.6 V mnozine M = {a,b,c} je operace A\ tabulkou:

A‘a b ¢
alc a b
bla b c
c|b ¢ a

Urcete typ algebraické struktury (M, A).
Uloha 2.7 Uréete typ algebraické struktury: (N — {0}, ), kde z x y = aV.
Uloha 2.8 Urcete typ algebraické struktury: (R*,0), kde x oy = /7.

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 12.2.



23

2.2 Prednaska 2: Zakladni vlastnosti operace — véty

Studujme nyni tedy obecné vlastnosti grupy (G, 7). Co v této obecné poloze lze tici o
mnoziné G a operaci /7 Pokud abstrahujeme od konkrétnich situaci a budeme studovat
pouze vlastnosti (1) az (4) na mnoziné GG, dojdeme k poznatkum, které plati pro kazdou
strukturu, ktera je vzhledem k néjaké operaci grupa.

Prvni otdzku si polozme ohledné axiomu (3): pokud existuje neutralni prvek grupy,
musi byt jeden, nebo v jedné grupé muze existovat vice neutrélnich prvka?®

Véta 1 (o jednoznacnosti neutrdlniho prvku) V kazdé grupé (G,~7) existuje jediny ne-
utrdlni proek.

Dtikaz: Sporem: predpoklddejme, ze v grupé existuji dva ruzné neutralni prvky n; a
ny takové, ze ny # ny. Jaké z toho plynou vlastnosti téchto dvou prvku?

Klicova myslenka: pokud je prvek neutralni, tak neméni vysledek operace vy vuci
jakémukoli dalsimu prvku, tj. napt. g sy n; = g. Mohlo by tedy byt zajimavé, co se
stane, kdyz aplikujeme operaci na dané dva neutralni prvky n, no%:

n 2 ny v ne 2y,

coZ je spor s tim, Ze oba neutralni prvky jsou navzjem ruzné’. [J

Tak to je zajimavé, neutralni prvek grupy muze byt pouze jeden jediny. A jak je to s
inverznimi prvky grupy? Vime, ze v grupé existuje inverze ke kazdému prvku vzhledem k
operaci Y7 — musi také ke kazdému prvku existovat jedina inverze? Mohli bychom najit v
grupé néjaky prvek, ke kterému existuji inverze dvé?

Véta 2 (o jednoznacnosti inverznich proku) V kazdé grupé (G,~7) existuje ke kazdému
proku x jeding inverznd prvek x~! vzhledem k operaci <.

Diikaz: Piedpoklddejme opét, Ze k néjakému prvku a € G vykazuji dva prvky aj’,
ay ' vlastnost inverze, tj. plati
avafl =n, A aflva:n
(musi platit oba vztahy, protoze o operaci 7 zatim nevime, zda je komutativni) a sou¢asné

ava;lzn, A a;lva:n.

5Vime, 7e napf. na mnoziné @ — {0} existuje vzhledem k nasoben{ jediny neutralni prvek 1 — ale musf
tomu tak byt v kazdé grupé? Co kdyz existuji grupy se dvéma nebo tFemi neutralnimi prvky?

6Vlastnost (3); znamend, ze vyuzivame vlastnosti (3) pro prvek nj, vlastnost (3)2 plati pro neutrdln{
prvek no.

"Cely diikaz je mozné formulovat i jako pifmy ditkaz typu 2: predpokldddme, ze prvky ni, no oba se
chovaji jako neutrdlni, tj. uvedené odvozeni by o nich dokazalo, ze se musi nutné rovnat — tj. z toho plyne
pfimo, ze prvek neutrdlni je pouze jeden.
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Klicova myslenka: vynasobenim® a;* 57 a;* pravdépodobné nic neziskdme. Prvky ay’,

ay’ vystupuji ve vlastnosti (4), tj. méli bychom studovat néco jako rovnice ve vlastnosti
(4). VYUZIJEME TOHO, ZE VE VLASTNOSTI (4) SE VYSKYTUJI DVE ROVNOSTI,
A JEDNU APLIKUJEME NA PRVEK a ZLEVA, DRUHOU ZPRAVA:

8

o' Enve' Y @' vave 2alvave) FalvnZaet,

Vyuzili jsme platnosti asociativniho zdkona (2) pro kaskddu tii prvku uprostied
spojenych operaci 7. Z uvedené kaskddy rovnosti je vidét, ze prvky a;' a ay' musi
nutné byt stejné. Dukaz je hotov — inverzni prvek k prvku a existuje v grupé prave jeden. [

Véta 3 (miZeme ,krdtit® v rovnostech, ve kterych se vyskytugi proky grupy G a operace
v ?) V kazdé grupé (G,~7) plati zikony o kracent (7), tj.

Va,bce G: (ayyb=avyyc=b=c) N (byva=cyva=b=c).
Diukaz: Provedeme napiiklad pro prvni z implikaci: Vztah
ayb=avyyc

rozsifime zleva aplikaci inverzniho prvku na obé strany rovnice (to je vlastné vlastnost
anti-(7), kterd ovsem plyne z vlastnosti (1): ,vyndsobenim® téhoz prvku grupy G (ktery
je na obou stranédch rovnice) dostaneme opét prvek grupy G-

alvayb=a"'ave,

a s vyuzitim asociativity (2) (v grupé nezalezi na uzavorkovéani ,soucinu“ tif prvka vzhle-
dem k operaci /), vlastnosti inverzi (4) a vlastnosti neutralniho prvku (3) dostaneme

b=c.

Dukaz druhé nerovnosti bychom museli provadét vynasobenim obou stran rovnice zprava,
abychom mohli aplikovat vlastnost inverzi (4). O

Priklad 5 Urcete algebraické vlastnosti struktury (Zg,-).

Zacneme tim, ze si sestavime tabulku vysledku operace:

Kdyz méme nyni sestavenou tabulku vysledku operace - na mnoziné Zg, muzeme s jeji
pomoci urcit vlastnosti dané struktury:
V tabulce jsou pouze prvky mnoziny Zg, je tedy splnéna vlastnost (1).

8Vsimnéte si, ze ifkdm ,vyndsobenim*, ikdyz nyni nestudujeme operaci nasobeni, ale operaci 7/ ...
tak moc jsou operace s¢itani a nasobeni v nas zakdédovany, ze pouzivame terminologii, kterd odpovida
témto operacim — spravné bychom méli fici: aplikaci operace 57 na dané prvky v daném poradi, tj. na
uspoiddanou dvojici prvki ...
90peé inologie: i kdyz mluv{ becné i 1 7 zil { ik
pét terminologie: i kdyz mluvime obecné o operaci v, pro vlastnost (7) se vzil termin ,zdkony o
kréceni“, tfebaze kréceni je termin vzaty z rovnosti, ve kterych se vyskytuje béznd operace nasobeni.
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Tabulka 2.6: Tabulka operace - na mnoziné Zg.

o [ 2] 3] [4] [l
O] [ [o] [0 [0] [0 [0] [o]
Apfor 0 21 B8 4 [l
2I10] 2] [4] (0] [2] [4]
BI[[0] (3] (0] 3] [0] [3]
4] [[0] (4] 2] [0] [4] [2]
BI 0] 5] 4] B 2[4

7 tabulky sice nepozname, zda je operace - asociativni, ovSem obecné plati, ze tato
operace asociativni je, takze vlastnost (2) plati také. Neutrdlnim prvkem je [1], je tedy
splnéna i vlastnost (3).

Vlastnost (4) vSak splnéna neni, jelikoz prvky [0], [2], [3] a [4] nemaji inverzni prvek.
Vlastnost (5) plati, coz vidime z tabulky, jelikoz je soumérna podle hlavni diagonély.

Dohromady je tedy (Zg, ) komutativni monoid.

Muzeme si vSimnout, ze v této struktufe nemuzeme provadét kraceni podle véty 3.
Napf. z tabulky vidime, ze [2] - [2] = [2] - [5], ovSem [2] # [5]. Uvedend struktura totiz
nespliuje vlastnost (4), neni tedy grupa.e

Véta 4 (o vzdjemné inverznich procich) V kazdé grupé (G,~7) z rovnosti a7 b =n (kde
n je neutrdlni prvek) plyne, Ze plati

al=0b, asoucasné b l=q

(tedy prvek b je inverzni k proku a, a soucasné prvek a je inverznim prvkem k prvku b).

Dukaz: je prosty, nebot plyne z véty 2: pokud b vykazuje vlastnosti inverze (4), tak
musi byt inverzni k prvku a, protoze vice inverznich prvku k danému prvku v grupé byt
nemuze. Dals{ moznost dikazu: pokud rozsfifme rovnost a 57 b = n prvkem a~! zleva,

dostaneme
3 1

at'vayb=alyn=al,

po aplikaci vlastnosti (4) na vyraz na levé strané rovnosti dostaneme b = a=*. [J
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Véta 5 (o vgpoctech inverznich prvki) V kazdé grupé (G,<7) plati:

i) (avb)™ =b1yal (inverze soucinu dvou prvki je soucin jejich inverzi, ale v
opacném poradill!);

ii) (a™')"!' = a (inverzi k inverzi je pivodni prvek).
Dikaz: ad i) Pifmo ovéfenim vlastnosti (4) pro prvky asyba b=ty a !

avbva)—lva_l)@aV(be_l)Va_l@avnVa_l(i)ava‘l(i_)n.

Protoze nevime, zda operace 7 je komutativni, méli bychom ovéfit i druhy za zdkonu (4),
tj. upravovat vyraz

(b va)vavb
analogickym zpusobem se v ném ,vyrusi“ nejprve a=! </ a, a pakb~! v/ b a dostaneme
opet pouze n.

1

ad ii) Z rovnosti a 57 a~! = n a véty 4 o vzdjemné inverzi mame (a=!)"! = a. O

Definice 10 R&d koneéné grupy se nazjvd pocet jejich proki, oznacujeme |G).

Nazyvat tento pocCet prvku grupy radem grupy je ponékud bizarni, ale ma jakési
opodstatnéni u cyklickych grup,, kde souvisi s pojmem éadu prvku (viz prednaska 5 nebo

6).

Ve vété 5 se vyskytuje ,soucin® ¢ty prvku za sebou — presné pracujici matematik
by mél prozkoumat, zda se nedopousti pii dikazu néceho, co neni definovano. Pokud
definujeme soucin ¢tyt prvku vzhledem k operaci v/jako soucin prvniho prvku se sou¢inem
nasledujicich tif prvku, tj.

av (bvevd),

postupnym uzitim vlastnosti (2) pro tii prvky dostaneme

av(bve)vd=avby(cvd) =(@vb)v(vd=(@vb)vevd

a jedna se stale o tyz vysledek. ,Soucin® ¢tyi prvku je tedy definovan korektné a plati
pro néj vlastnost (2)" ... v sekvenci tiikrat za sebou pouzité operaci 7 nezilezi na
uzavorkovani.

S takto rozsitenym zakonem asociativity muzeme pak vyslovit a dokazat nékteré véty
pro vetsi pocet operaci 7 v Fetézci za sebou, napiiklad analogii ¢dsti (a) véty 5:

(1vVayV - Va)  ==a, Va ', V--vVa' Val

Dale pro nas bude uziteéna napiiklad definici n-té mocniny vzhledem k operaci /:
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Definice 11 n-t4 mocnina prvku a grupy (G,<7) se definuje jako prvek ziskaniy v
retézci operact

av=ayaN) -\ a.
n—krdt

A pokud uz mame definovanou mocninu, ma smysl ptat se, zda existuji odmocniny, a
sice v nasledujicim smyslu:

Definice 12 n-t4 odmocnina prvku a grupy (G, <) je takovy prvek x € G (pokud tedy
existuje), zZe a = ™.

Definice 13 zapornou odmocninu a=° grupy (G,~/) definujeme jako pdtou mocninu
jejiho inverzniho proku, tj. a=® := (a™1)°.
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3 Tyden 03

3.1 Prednaska 3: Podgrupa grupy — priklady i véty

Piiklad 6 Na strukturdch (Hz,+) a (Hz,-) ilustrujme pojmy zavedené na konci druhé
predndsky, tj. n-td mocnina, odmocnina a zdpornd mocning v grupe.

Zabyvejme se nyni otazkou: kdy je neprazdna podmnozina S grupy (G, V) také grupou?

Definice 14 Podgrupa (5,v) grupy (G,v) je takovd meprdazdnd podmnoZina S
mnoziny G, kterd je uzaviend vzhledem k operaci <7 (vlastnost 1) a s kazdym prvkem a
obsahugje i jeho inverzi a=' (vlastnost 4).

Kupodivu se ukazuje, ze dané dvé vlastnosti (1), (4) neprazdné'® podmnoziné S grupy
(G, <7) staci na to, aby byla grupou vzhledem k téze operaci v/:

Véta 6 (co staci podmnoziné grupy, aby byla sama grupou) Pokud neprazdnd podmnoZina
S grupy (G,~7) spliuje vlastnosti (1), (4), uz je sama grupou vzhledem k téze operaci ;.

Diukaz: (S, /) spliuje asociativitu (2) diky tomu, Ze je podmnozinou grupy, kde vlast-
nost (2) plati. A dale vlastnost (3), existenci neutralntho prvku, dokdzeme z vlastnosti (4):

Diky tomu, ze S je neprazdnd, obsahuje aspon jeden prvek, oznacme jej a.
aESga_les(zlgava_lanS,
tedy neutralni prvek n patii i do mnoziny S a pro (.S, 7) plati (3). O

Oznaceni 01 ... hvézdicka znamend, ze z dané mnoziny Z, (), R vylou¢ime nulu,
znacime tedy symbolem Z*, Q*, R*.

10Ve skutecnosti podminka neprazdnosti je tfeti podminkou, kterd musi platit — uvidime v dikazu, ze
z neprézdnosti a vlastnosti (4) uz plyne vlastnost (3) o neutrdlnim prvku.
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Uvazujme mnozinu S = {a, b, ¢}, kterd je podmnozinou grupy (G, /). Na to, abychom
nasli nejmensi moznou podgrupu, kterda obsahuje prvky a, b, ¢, musime vyrobit vSechny
mozné souciny téchto tif prvku a jejich inverzi'!, a nejen to: musime brat vechny mozné
konecné sekvence prvku spojenych operaci 37, ve kterych se vyskytuji (i opakované) prvky
a, b, ¢ a jejich inverze.

Typickymi takto vytvarenymi prvky jsou napiiklad

avbyasyce! nebo clvalvbyubye
Je jasné ze soucinem dvou prvku tohoto typu je zase prvek tohoto typu (tj. plati (1)):
Napiiklad ,souc¢inem* prvku a7 b/ a a prvku ¢y b~! 7 a ¥/ ¢ je prvek

avybyaveybtvaye.

Déle jsou prvky tohoto typu uzaviené vzhledem k inverzi, tj. k prvku ay b=ty c ! v a je
inverzi (podle véty 5.a bereme soucin diléich inverznich prvku v opaéném poradi) prvek

atyeybyal

(tedy plati i (4)). Dokézali jsme celkem, ze mnozina prvku tohoto typu tvoii podgrupu
grupy (G, 7). Formulujme nyni tento fakt jako vétu sedmou:

Véta 7 Pro neprdzdnou podmnozinu M grupy (G,~7) lze nejmensi (co do poctu proki éi
mohutnosti) moznou podgrupu < M > grupy (G,<7), kterd obsahuje mnozinu M, sestrojit
takto pridavdnim proku:

krok 0) K priddvangm prvkim dame samotné pruky mnoziny M ;

krok 1) Pro a, b uz pridané drive priddme prvek a <7 b, a také prvky a', a®, a®..., b', b?,
b ..., (zarucujeme tim vlastnost (1), uzavienost na visledky operace);

krok 2) pro c uz pridané drive priddme proky ¢, ¢72, ¢ ... (zarucujeme tim vlastnost (4),

uzavienost na inverze, a taky pridanim vsech dalsi zaporniich mocnin (definovanich
radné jako kladnou mocninu inverznitho prvku) uzavienost na prdaci s inverznim
prokem;

krok 3) Krok 1 a krok 2 opakujeme tak dlouho, aZ uz nelze nic pridat.

Dukaz: plyne z predchozich tvah i ze tvrzeni véty, které je konstrukénim dikazem pro
kone¢né mnoziny. Pro nekoneéné mnoziny bychom museli dikaz doplnit indukeci. [

Definice 15 Podgrupu generovanou podmnozinou M wvzniklou priddvdnim proku
popsanym ve vété 7 oznacujeme (oznaceni 02 ) < M >.

11V této chvili uz se v danych soucinech vyskytuje neutralni prvek n € G, protoze a 7 a~* = n.
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Definice 16 Pokud podgrupa < M > je celd generovdna nékterym svym prvkem a, nazyvd
se cyklicka podgrupa grupy G.

Cyklickou podgrupu generovanou prvkem a nékdy oznacujeme ((oznaceni 03 ) < a > a
je jasné, ze obsahuje prvky

a, a*>:=ayya, d:=avava,...,

a také prvky

a také prvek n =a sy a”

Piiklad 7 Pro grupu (Hip,+) a mnoZinu M = {2} mdme < 2 >=...;
pro mnozinu T = {2;3} mame < 2;3 >= ...

Ad Priklad 1: Grupa (Hg, +) s operact pootoceni hodinové rucicky je prikladem cyklické
grupy, generované jedinym prvkem — kterym? [

Piiklad 8 Ad priklad 4: Ohledné generdtori grupy Ss lze rici, Ze (S3,0) je generovina
dvéma svymi proky, a sice (1,3) a (1,2), protoze viechny dalsi ctyri proky grupy lze vyjddrit
pomoci operace o a prvku (1,3), (1,2):

id = (1,3)0(L3);
(1,2,3) = (1,3)o(1,2);
(1,3,2) = (1,2,3)0(1,2,3) = ((1,3) 0 (1,2))* = ((1,3) o (1,2)) o ((1,3) o (1,2));
(2,3) = (1,2)0(1,2,3) = (1,2) o ((1,3) 0 (1,2)).

Podle oznaceni mnoZiny generdtoru lze psdt
(S3,0) =< (1,3),(1,2) >

Tato grupa tedy neni cyklickd, protoZe nase mnoZina generdtori je dvouprvkovd a Zddnou
jednoprvkovou mnozinu generdtori v ni nelze najit. [

Pokracujme jesté v piikladu 8 a v ramci tohoto ptikladu si pripomeneme jednou drob-
nou véc: Navzdory pataliim nekomutativnich operaci existuje i v tabulkach nekomuta-
tivnich operaci jedna jistota a elegantni véc: Operace na cyklické podgrupé (= podgrupé
generované jedinym prvkem) H grupy G je komutativni, tfebaze na celé grupé G tato
operace komutativni byt nemusi.

Napiiklad podgrupa {id, (1,2,3), (1,3,2)} grupy (Ss,0) je generovana prvkem (1,2, 3),
a tedy je to cyklickd podgrupa, tj. cyklickd grupa. Je vidét, ze tabulka operace na
{id, (1,2,3),(1,3,2)} je symetrickd, tj. operace je na ni komutativni. Dukaz faktu, ze
operace na kazdé cyklické grupé je komutativni, je lehky — pokuste se o néj v ramci
cvicent.
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A na zavér jeden piiklad na vétu 12, kterd je uvedena v naslenych dodatcich,
ale jeji pouziti je dulezité a studenti jej musi znat: Je to skutecnost o rozdilu mezi
grupou permutaci (S,,0), kterd mé n! prvku, a jeji podgrupou (D,, o), tzv. dihedraln{
podgrupou, kterd méa 2n prvku — vysvétlime pro n = 4: Grupa vsech bijekei (permutaci)
(Sy, 0)na ctyiprvkové mnoziné mé 24 prvku, jeji dihedralni podgrupa (D, o) shodnych
zobrazeni ¢tverce na sebe sama ma 8 prvku. Podle Lagrangeovy véty pocet prvku
podgrupy (8 prvku) je délitelem poc¢tu prvku celé koneéné grupy bijekei ¢tyiprvkové
mnoziny na sebe sama (24 prvku).

Podrobnéji: (ad Pinter 2010, str. 77, sada F) Dihedrélni podgrupa (D4, o) grupy (S, o):
Uvazujme ¢tverec a takové jeho transformace, ze po jejich provedeni dostaneme zase
¢tverec se stranami rovnobéznymi s vertikdlnim a horizontalnim smérem. Mam na mysli
pootoceni ¢tverce (se stredem otaceni ve sttedu ¢tverce) o ndsobky 90° (ty jsou ¢tyfi, a sice
pootoceni 0 0°, 0 90°, 0 180° a 0 270°), a jesté preklopeni étverce v osové soumérnosti podle
navzajem symetrickych os (ty jsou téz ¢tyri pro osy otaceni v obou thloprickach ctverce
a ve dvou osach prochazejicich stiedy protéjsich stran ¢tverce). Pouzitim nékteré z téchto
osmi transformaci na ctverec dostaneme zase néjakou pozici Ctverce, kterd vznikne ze
zéakladni polohy uplatnénim jedné diléi transformace, tj. mnozina téchto osmi transformaci
(= pfemén ve smyslu osového preklopeni ¢i ve smyslu pootoceni ¢tverce) tvori grupu.
Jak nyni dojdeme k permutaci pfirozenych ¢isel? Napiiklad tak, ze do rohu zakladni
polohy ¢tverce umistime ¢isla 1,2,3,4. A po provedeni dané transformace zapiseme per-
mutaci téchto ctyf cisel vzhledem k zdkladni poloze. Pak identické transformaci (pfi
které se nedéje nic) odpovidd permutace Ry = id, pootoceni o 90° odpovidd permutace
Ry = (1,2,3,4) (v tom smyslu, ze ¢islo 1 se pootocenim dostalo na pozici ¢isla 2, éislo 2
se na pozici ¢isla 3, ¢islo 3 na 4 a ¢islo 4 na pozici 1). Podobné pootoceni o 180° odpovida
permutace Ry = (1,3) o (2,4)' a pootoceni o 270° permutace Rz = (1,4,3,2)".
(podrobnéji viz obrazek 3.1).

Podobné dostaneme permutace odpovidajici preméné ¢isel ve vrcholech ¢tverce pri
osové soumeérnosti vzhledem ke ¢tyfem hlavnim osdm soumeérnosti, viz obrazek 3.2.

Skladanim R; o Rs napriklad dostaneme
RioRs;=(1,2,3,4)0(2,4) = (1,2) 0 (3,4) = R,

atd. Vyplnénim operace pro kazdou dvojici prvki v obou potradich (operace je opét
nekomutativni, protoze napi. Rs o Ry = R;) dostaneme tabulku grupy (Dy, o) symetrif
¢tverce, kterd odpovidd podgrupé grupy permutaci s osmi prvky (viz tabulka 3.3). Vsech
permutaci ¢tyiprvkové mnoziny je 24; tedy naSe osmiprvkova mnozina je podgrupou
grupy Sy.

12Pozor, tuto permutaci nelze lépe oznaéit nez spojenim dvou disjunktnich cykld délky 2, protoze
dochéazi ke dvéma nezavislym prohozenim béhem jedné permutace.

13Co7 je totéz jako (4,3,2,1), ale za¢indme pii zdpisu nejmensim moznym é&islem, abychom se vyznali
ve vysledcich operaci a podle pozice nejmensiho ¢isla poznali jednoznacné dany prvek.
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Obrazek 3.1: Permutace odpovidajici pootoceni
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Obrazek 3.2: Permutace odpovidajici osové symetrii ¢tverce.
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o id (1,2,3,4) (1,3)°(2,4) (1,4,3,2) (1,3) (2,4) (1,2)2(3,4) (1,4)°(2,3)
id id (1,2,3,4) (1,3)°(2,4) (1,4,3,2) (1,3) (2,4) (1,2)2(3,4) (1,4)°(2,3)
(1,2.3,4) (1,2,3,4) (1,3)°(2,4) (1,4,3,2) id (1,4)°(2,3) (1,2)°(3,4) (1,3) (2,4)
(1,3)°(2,4) |(L,3)°(2,4) (1,4,3,2) id (1,2,3,4) (2,4) (1,3) (1,4)2(2,3) (1,2)°(3,4)
(1,4,3,2) (1,4,3,2) id (1,2,34)  (L,3)°(2,4) (1,2)2(3,4) (1,4)°(23) (2,4) (1,3)
(1,3) (1,3) (1,2) = (3,4) (2,4) (1,4)(2,3) id (1,3) = (2,4) (1,2,3,4) (1,4,3,2)
(2,4) (2,4) (1,4)°(2,3) (1,3) (1,2)2(3,4) (1,3)(2,4) id (1,4,3,2) (1,2,3,4)
(1,2)2(3,4) |(1,2)°(3,4) (2,4) (1,4) ° (2,3) (1,3) (1,4,3,2) (1,2,3,4) id (1,3) 2 (2,4)
(1,4)2(2,3) |(L4)°(2,3) (1,3) (1,2) 2 (3,4) (2,4) (1,2,3,4) (1,4,3,2) (1,3)°(2,4) id

Obrazek 3.3: Tabulka operace o na mnoziné D, symetrii ¢tverce

Pro kazdé prirozené n > 3 lze sestrojit grupu symetrii pravidelného n-thelniku a
oznacit ji D, vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Napiiklad D5 oznacuje grupu
symetrii pétithelniku, atd. Kazdému rovinnému tutvaru, ktery je pravidelny vzhledem k
otaceni nebo osové soumeérnosti, lze priradit jistou grupu symetrii. Grupy symetrii se
Siroce pouzivaji v teorii elektronové struktury a molekuldrnich vibraci. V elementarni
casticové fyzice byly tyto grupy symetrii vyuzity k predpovézeni existence castic, které
jesté ani nebyly experimentalné zjistény! Proto i studium nekomutativnich grup ma svoje

misto v algebfe.

Ukol: Najdéte vSechny inverzni prvky a vSechny podgrupy v grupé Dj.

Zactneme tedy vypsanim inverznich prvku. K tomu ndm pomuze jednak tabulka, ale

také uvédomeéni si geometrickych vyznamu danych permutaci:
id < id

—~
=
no
w

=~

~—

—~

—_
A~
w

Nyni k podgrupam grupy Dy:

Dvé z nich jsou trividlni P, = {id} a P, = Djy.

Zkusme se ted podivat na dvouprvkové podgrupy. K tomu miZzeme vyuzit

geometrického vyznamu - vSechny osové soumérnosti s identitou tvori

dvou-

prvkovou podgrupu, jelikoz osova soumérnost je inverzni prvek sama k sobé:

Py = {id, (1,3)}, Py = {id, (2,4)},P5 = {id,(1,2) o (3,4)}, P = {id, (1,4) o (2,3)}.
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Otoceni o 180° je také samo sobé inverzi, takze jeho spojenim s identitou ziskame
podgrupu P; = {id, (1,3) o (2,4)}.

Muzeme prejit k ctyiprvkovym podgrupam. Prvni je mnozina ¢ty pootocCeni
Py = {id, (1,2,3,4), (1,3)0(2,4), (1,4,3,2)}, dalsf jsou Py = {id, (1,3)0(2,4), (1,3), (2,4)}
a Py = {id, (1,3) 0 (2,4),(1,2) 0 (3,4), (1,4) o (2,3)}. Tim jsme nasli viechny podgrupy
grupy Dj.

Vidime, ze Lagrangeova véta 12 plati i pro podgrupy grupy (Dy,o): pocet prvku libo-
volné jeji podgrupy je déliteme ¢isla 8.
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3.2 Dodatky k prednasce 03

7 téchto dodatku by bylo mozné sestavit jednu zajimavou obecnou prednasku, ktera ve
svém vyvrcholeni dospiva v tzv Lagrangeové véte — 12. Na vSechno zajimavé zkouméni
neni ¢as, z tohoto dodatku si prosim pamatujte jen znéni Lagrangeovy véty bez dukazu
a zlutd oznaceni 04, 05, 06.4

Zatneme zopakovanim znalosti o pojmu ekvivalence (relace reflexivni, symetrickd a
tranzitivni) a pojmu rozkladu ur¢eného ekvivalenci (v jedné tiidé rozkladu jsou préave
ty prvky mnoziny M, které jsou navzajem v relaci prislusné ekvivalence) — viz predmét
Zaklady matematiky. Jen zde pripomenme, ze rozklad mnoziny M na systém podmnozin
My, M, ..., My je takovy systém podmnozin, které jsou a) neprazdné, b) po dvou
disjunktni (kazdé dvé ruzné mnoziny maji prazdny prunik) a c) jejich sjednocenim je celd
mnozina M — nékdy se takovému systému podmnozin fiké téz disjunktni pokryti, tj. je to
systém po dvou disjunktnich podmnozin, ktery pokryva celou mnozinu M v tom smyslu,

Ptidejme nyni navic k predmétu Zaklady matematiky:

e Pro dukaz jednoho zajimavého tvrzeni (véty 9) ndm bude stacit si uvédomit, ze
pokud dvé tiidy rozkladu M;, M; maji neprdzdny prunik, pak se musi rovnat, ¢ili
M; = M; a jedna se o tutéz tiidu. Lze tedy rozklad mnoziny M na podmnoziny M;
definovat i nésledovné:

- Vie{l,2,...,k}: M; #0;
- CLEMiUMjiMZ':Mj;
— kazdy prvek a € M lezi v jedné tridé rozkladu.

e Oznaceni 04: Znak ~ bude znacit relaci ekvivalence urcenou danym rozkladem, tj.
a ~ b pravé tehdy, kdyz a,b € M; pro néjaké i.

e Oznaceni 05: Oznacme déle [a] tu tiidu rozkladu, kterd obsahuje prvek a, tedy
podminku z oznaceni 07 budeme psat ve tvaru

a~b & [a]=[b).

Nekdy se matematické vysledky dostavuji zajimavym a prekvapujicim zpusobem. Pri
studiu pojmu grupa, tj. pojmu bindrni operace v/, kterd na mnoziné M spliuje ctyti
axiomy znamé z operaci s¢itani a nésobeni raciondlnich ¢isel, jsme se zatim dostali ke
Cayleyho véte, ktera je svym zpusobem Sokujici: kazdou operaci v grupé lze reprezentovat
operaci skladani permutaci na néjaké grupé permutaci. K dalsimu zajimavému, a snad i
necekanému vysledku dojdeme nyni, kdyz budeme piremyslet o pojmu tzv. tiidy prvku
vzhledem k podgrupé.

14V jednom diikazu je téz pouzit pojem homomorfismu a izomorfismu, ktery vysvétlime v dalsich
¢trndcti dnech — ovSem protoze dukazy v dodatku pieskakujeme, neni potieba piiméa chronologie vsech
pojmu, bézny student, ktery necte nepovinné dodatky, to ani nezjisti.
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Definice 17 Va z grupy (G,~7) a jeji podgrupu (H,<7) lze definovat:

levd trida prvku a € G vzhledem k podgrupé H je mnoZina

avH:={ayyvheG:he H}

(mnozina vysledki operace ay h, kde prvek a € G je pevné a prvek h probihd podgrupu H );

podobné prava trida proku a € G vzhledem k podgrupé H je mnozZina

Hya:={hsyaceG:he H}

(mnozina vysledku operace h <7 a, kde prvek a € G je pevné a prvek h probihd podgrupu
H).

Pojmy leva a prava tfida prvku splyvaji jen tehdy, pokud 17 je komutativni operace,
jinak ne. Dfive, nez pujdeme dale, musime se podivat na néjaky ptiklad trid prvku
vzhledem k podgrupé:

(priklad dodatku 3-1) Pro grupu G = (Hy, +) = (Z4, +) = ({0, 1,2, 3, }, +) a podgrupu
H = ({0,2}) dostavame nésledujici levé tiidy prvku podle podgrupy:

e leva tiida prvku 0 vzhledem k H je 0+ H = {0,2} = H = H 4+ 0 (tedy leva tiida
prvku 0 je rovnd pravé tiidé prvku 0);

e leva tiida prvku 2 vzhledem k H je 2 + H = {0,2} = H = H + 2 (tedy leva tiida
prvku 2 je rovna pravé tiidé prvku 2);

e levd tiida prvku 1 vzhledem k H je 1 + H = {1,3} = H + 1 (tedy leva tiida prvku
1 je rovna pravé tiidé prvku 1);

e levd tiida prvku 3 vzhledem k H je 3+ H = {1,3} = H + 3 (tedy leva tiida prvku
3 je rovnd pravé tiidé prvku 3);

(priklad dodatku 3-2) Pro grupu G = (S3,0) permutaci z piikladu 4 a podgrupu
H = ({id, (1,2,3),(1,3,2)}) dostavame nasledujici levé tiidy prvku podle podgrupy (viz
tabulka operace o u piikladu 4):

e levd tiida prvku id vzhledem k H je ido H = {id, (1,2,3),(1,3,2)} = H = H oid

(tedy levd tiida prvku id je rovnd pravé tiidé prvku id vzhledem k operaci o);

e levd tiida prvku (1,2,3) vzhledem k H je (1,2,3) o H = {id, (1,2,3),(1,3,2)} =
H = Ho(1,2,3) (tedy leva tiida prvku (1,2, 3) je rovnd pravé tiideé prvku (1,2, 3));

e levd tiida prvku (1,3,2) vzhledem k H je (1,3,2) o H = {id, (1,2,3),(1,3,2)} =
H o (1,3,2) (tedy leva tiida prvku (1,3,2) je rovné pravé tiidé prvku (1,3,2));

e leva tiida prvku (2,3) vzhledem k H je (2,3)o H = {(2,3), (1,3),(1,2)} = Ho(2,3)
(tedy leva tifda prvku (2,3) je rovnd pravé tiidé prvku (2, 3));
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e levd tiida prvku (1, 3) vzhledem k H je (1,3)o H = {(2,3),(1,3),(1,2)} = Ho(1,3)
(tedy levé tiida prvku (1,3) je rovna pravé tiidé prvku (1,3));

e levd tiida prvku (1,2) vzhledem k H je (1,2)o H = {(2,3),(1,3),(1,2)} = Ho(1,2)
(tedy levé tiida prvku (1,2) je rovna pravé tiidé prvku (1,2));

Na prikladu je vidét, ze napfiiklad mnozina (2,3) o H nemusi obsahovat zadny
z puvodnich prvku podgrupy H, a taky nemusi byt podgrupa, protoze neobsahuje
neutrdlni prvek id, i kdyz H podgrupa grupy G je (ze vSech navzajem disjunktnich tiid
= podmnozin je podgrupou totiz pravé jedna — ta, kterd obsahuje neutrdlni prvek, a
tedy tiida H o id neboli tiida H).

Zabyvejme se dale pouze pravymi tiidami prvku — vSechny néasledujici véty se budou
tykat pravych tiid prvku vzhledem k podgrupé H, ikdyz bychom je mohli analogicky (¢i
dudlné?) formulovat i pro levé tiidy prvku. Véta 8 je pouze pomocnou vétou, kterd bude
potfeba v dukazu véty 9 (véty 8 az 11 jsou Feceny za predpokladu oznaceni z definice 17,

tj. (H,v) je podgrupa grupy (G, v)).

Véta 8 a € H <y b pravé tehdy, kdyz H <7 a = H <y b.

Dikaz: ,<“: tato ¢ast dukazu je trivialni: protoze a = ey a € H sy a a také
b=esybe H /b, z rovnosti mnozin plyne i a € H 3/ b.

,=": predpokladejme, ze a € H 7 b, a tedy existuje h € H tak, ze a = h<7b. Za tohoto
predpokladu dokdzeme mnozinovou rovnost z platnosti dvou inkluzi:
H<yaC H<yb: Pokud z € H v/ a, tak x = hy s/ a pro néjaké hy € H. Z predpokladu
véty dosadme za a a dostaneme
r=Mva=hv(hvbd)=(hvh)vb
a protoze soucin v posledni zavorce je prvkem H, dostdavame celkem, ze x € H </ b.

H<ybC Hxya: Pokud z € H <y b, tak x = hy sy b pro néjaké hy € H. 7 predpokladu
véty (a = h</b) si vyjadieme b, konkrétné (protoze jsme v grupé GG, vSechny inverze
existuji)

a=hyvb = hlya=b,

a po dosazeni za b dostaneme

r=hyyb=hyy (h'a)=(havh™")Va,

a protoze soucin v posledni zavorce je prvkem mnoziny H, dostavame celkem, ze
r e Hya.

Véta 8 netvrdi nic svétoborného, v podstaté jen to, ze pokud prvky a, b jsou spojeny
v operaci v/ ,,pres podgrupu H*, tak jejich pravé ttidy jsou totozné. Nasledujici véta 9 je
prvnim vyznamnym vysledkem této kapitoly.
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Véta 9 Pravé tridy H <7 a pro vsechny mozné prvky a grupy (G,~7) tvori rozklad
mnoziny G.

Diikaz: Dokazeme ve dvou krocich: a) H sy a, H<yb jsou bud disjunktni, nebo totozné;
b) kazdy prvek grupy G lezi v néjaké tiidé takto vytvoreného rozkladu.

a) Pokud mnoziny H </ a, H <7 b maji prazdny spoleény prunik, nedéldme nic, protoze
to je pozitivni situace, kterou jsme si prali; zbyva projit situaci, kdy prunik obou
téchto mnozin je neprazdny a obsahuje néjaky prvek x:

re€(Hya)N(Hyb) = (x=hivva) N (xt=hyvb)=hva=hy\b;

vyjadieme napiiklad prvek a z rovnosti, ke které jsme dospéli (jsme v grupé, tedy
véechny inverze existuji): a = hy' 7 hy v b. To tedy znamend, ze

a=(h{'<\yhy)syb€ Hb,
a to podle véty 8 (tady prave ji pottebujeme!!) znamend, ze H \y a = H 57 b.

b) Zbyva ukéazat, ze libovolny prvek ¢ € G lezi v nékteré z pravych tifid vzhledem k
podgrupé H: to je uz celkem snadné, protoze ¢ = e 7 ¢ (kde e je neutralni prvek),
a tedy c € H 57 c. Nasli jsme tiidu rozkladu, ve které prvek c lezi.

Nez se dostaneme k vété 11 vedouci k Lagrangeové vété, jesté jedno oznaceni a jeden
vysledek, véta 10: Oznaceni 06. Oznac¢me mnozinu tiid G/ g rozkladu grupy G podle jeji
komutativni podgrupy H ... vzhledem k operaci 7 definované pomoci vztahu

(H<a)v(H 7 b):=H</ (a/b)

dostdvame tzv. rozkladovou grupu nebo té7 pti doslovném piekladu faktorgrupu'®.

Véta 10 Struktura G/gy vytvorend z trid podle néjaké své komutativni podgrupy H s
operaci 7 je grupa.

Dikaz veéty 10 je technicky a nebudeme ho uvadét (nékdy piisté, az budou tyto dodatky
prednaseny). Radéji zde zminime, ze G/ v piikladech 7?7 a 77 jsou tedy grupy, jejimiz
prvky jsou podmnoziny puvodni mnoziny G, a operace s¢itani ¢i skladani zobrazeni je
tak definovana mezi mnozinami! Zakladnim casto pouzitym ptikladem v tomto textu je
prave priklad 7?7, kde Z; je tzv. mnozina zbytkovych tiid. Zbytkovym tiiddam se budeme
vénovat v pristi kapitole, v této kapitole jsme pouze zminili vétu, v niz je klicové zejména
to, ze operace ,scitani mnozin“ je definovana korektné, tj. bez ohledu na to, jaky prvek
vybereme z prvni mnoziny a ze druhé mnoziny, vysledek jejich operace stéle padne téz do
stejné mnoziny jako vSechny ostatni takto zkonstruované vysledky.

Véta 11 Euistuge bijekce mezi podgrupou (H,<7) a kaZdou pravou tridou H <7 a.

15Plati i analogickd véta: Viechny levé tiidy a7 H ...
16 Anglicky FACTOR znamena, ,rozlozit®.
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Dikaz: Bijekcl bude to nejptirozenéjsi zobrazeni f : H — H <y a, které bychom asi
vytvorili:

f(h) =hv a.

Takto definované f je injekce:
f(h) = f(he) = miva=hyva= h =h

(a podminka injekce o rovnosti vzoru pfi rovnosti obrazu je dokdzana). Dale f je
surjekce: kazdy prvek mnoziny H 7 a je tvaru h sy a pro néjaké h € H, a toto h je
hledanym vzorem vzhledem k zobrazeni f. Celkem f je tedy injekce i surjekce, a tedy
bijekce. Dukaz je hotov. [J

Disledkem véty 11 pro koneéné grupy G je: VSechny pravé tiidy H 57 a maji

receny. Ta nasledujici je pouze jejich dusledkem, tj. pan Lagrange je autorem souvislosti
vSech téchto vét. Podivejme se ovSem predtim na piiklad ilustrujici celou situaci:

|G| = 5 H|

Obrazek 3.4: Rozklad koneéné grupy G na pét pravych tiid vzhledem k podgrupé H.
Vsechny tiidy rozkladu maji stejny pocet prvku.

(piikad z dodatku 3-3) Uvazujme situaci na obrazku 3.4: vSech pravych tiid vzhledem
k podgrupé H konecné grupy G je pét — jedna z nich je H<ye = H a dalsi ¢tyfti jsou H v/ a,
H 7 b, H<y ¢, H<yd. Existuje bijekce (podle véty 11) mezi témito ¢tyfmi mnozinami a
grupou H, tj. vSech pét mnozin ma stejny pocet prvku. Pri koneéném poctu prvku grupy
G by platil vztah
|G| =5-|H]|.

Véta 12 Lagrangeova véta pro konecné grupy. Pocet proku libovolné podgrupy H
je deélitelem poctu prvki konecné grupy G
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(pfipomeneme-li si definici fadu grupy, tak: fad podgrupy H je délitelem fadu grupy
G).
Dukaz Lagrangeovy véty je dalsim dusledkem véty 11: pokud vSechny pravé tridy
maji stejny pocet prvku, tak pocet vSech prvku je pouze néjakym ndsobkem poctu |H|.

(priklad dodatku 3-4) Pokud G ma 15 prvku, tak kromé nevlastnich podgrup
(jednoprvkové obsahujici pouze neutrdlni prvek a celé grupy G) mohou mit jakékoli
vlastni podgrupy jen tii prvky nebo pét prvku (coz jsou vlastni délitelé ¢isla 15).

(priklad dodatku 3-5) Pokud |G| je prvocislo, tak grupa G ma pouze nevlastni
podgrupy (sebe samotnou a jednoprvkovou trivialni podgrupu).

Véta 13 Pokud |G| = p je prvoécislo, tak grupa (G,<7) je cyklickd grupa a jakékoli a € G
ruzné od neutrdlniho prvku e je jejim generdtorem.

Diikaz: Uvazujme a € G, a déle plati a # e (kde e je neutralni prvek). Rad prvku a
je roven m > 1 (protoze fadu 1 je pouze neutrélni prvek grupy). Pak < a > je cyklicka
podgrupa, kterd méa m prvku (a soucasné z predchoziho plati m > 1), tj. celkem

mlp AN m>1 = m=p

(z neexistence vlastnich délitelu ¢isla p tedy plyne, ze ¥ad libovolného prvku a ruzného
od e je roven p). O

Véta 13 je dalsim dulezitym faktem sama o sobé: existuje jedind grupa (az na izo-
morfismus) daného prvoéiselného poc¢tu prvku. Napiiklad (Z7, +) je jedind sedmiprvkové
grupa, (Z11,+) je jedind jedindctiprvkové grupa, apod. Ziskali jsme tedy tplnou informaci
o grupach o prvoc¢iselném poétu prvku — jsou cyklické, az na izomorfismus jediné (co se
tyka poctu prvku) a lze je generovat libovolnym jejich prvkem a ruznym od neutrélniho
prvku.

Véta 14 Rdd kazdého prvku a € G je délitelem 7ddu konecné grupy G.

Dukaz: pro prvek ¢ € G fadu m je < ¢ > cyklickou podgrupou fadu m (libovolny prvek
generuje cyklickou podgrupu grupy G), a tedy m je néktery z délitelua ¢isla |G|, coz je Fad
grupy G.

Definice 18 Protoze prirozené ¢islo, které uddva tad podgrupy |H|, je délitelem rddu
konecné grupy |G| (véta 12 Lagrangeova), lze provést tuto operaci déleni prirozenym ¢islem
a oznacit index podgrupy H v grupé G jako

(G:H)= 16l = pocet navzajem ruznych trid rozkladu {H <7 a;a € G}.



41

3.3 Cviceni 03: Vlastnosti grup, podgrupy a generatory grupy
Uloha 3.1 Priklady z Pinter 2010, str. 39, oddil B:

Napriklad B.1: Dokazle, Ze v kaZdé grupé plati ndsledujici implikace (e je neutrdlni
prvek grupy), nebo uwved'te protipriklad, Ze neplati:

5(72:6 = T =€

Napriklad B.2: Dokazte, Ze v kazdé grupé plati ndsledujici implikace, nebo uved’te pro-
tipriklad, Ze neplati:

1'2:CL2 = T =a.

Napriklad B.4: Dokazte, Ze v grupé plati ndsledujici implikace, nebo wvedte protipriklad,
Ze neplati (e je neutrdlni prvek grupy):

IL‘2:ZE = T =e.

Napriklad B.5: Dokazte, Ze v grupé plati ndsledugici fakt, nebo uved’te protipriklad, Ze
neplati:
VeeG I yelG : z=1y°

(tj. kazdy prvek x md v grupé svou ,,odmocninu® y).

Uloha 3.2 Priklady z Pinter 2010, str. 40, oddil E: pocet prvku a jejich inverzi — vyborné
priklady.

Uloha 3.3 Priklady z Pinter 2010, str. 41, oddil F: vytvdreni tabulky operace pro grupy
s malym poctem prvku — napr.:

Napiiklad F.2: Muze v grupé (G, %) nastat situace, ze v tabulce jeji operace se dvakrat
opakuje stejny prvek na jednom radku?

*‘ T i)

Zduvodnéte, pro¢ ano - proc¢ ne.
a |l ... Yy ..y

Naptiklad F.3: M = {e,a,b}. Doplite tabulku operace

a b
a b
tak, aby (M, ) byla grupa.

QO F
>~ Q oo

Napitklad F.4: Ctyfprvkové grupa G = {e,a,b,c, } splinje Vo € G : 2% = e (kde e je
jeji neutralni prvek). Sestavte tabulku operace * této grupy:

e a b c

QO T O ¥
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Napitklad F.5: Ctyiprvkovéa grupa G = {e, a,b, ¢, } spliuje a®> = e, b*> # ¢ (kde e je jejf
neutrdlni prvek). Sestavte tabulku operace * této grupy:

e a b c

QO T O ¥

Uloha 3.4 (text Pinter 2010, str. 42, oddil G): Dokazte, Ze kartézsky soucin grup (G,<7)
a (H,*) je grupa (G x H,0O) — jak definovat operaci O¢

Uloha 3.5 Priklady z Pinter 2010, str. 43, oddil H: mocniny a odmocniny v grupé —
vyborné priklady.

Napriklad H.0: a) zopakujte si definici n-té mocniny a n-té odmocniny v grupé. b) Jak
byste definovali v grupé zdpornou mocninu a~> pro néjaky prvek a?

Uloha 3.6 Priklady z Pinter 2010, str. 48, oddil A: rozezndni podgrupy — wvyborné
priklady.

Napiiklad A.1: G = (R,+) je grupa vzhledem k bézné operaci scitdni. Je
H ={loga;a € Q,a > 0} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zdavodnéte.

Napifklad A.5: G = (R x R, +) je grupa vzhledem k bézné operaci séitan{ vektoru. Je
H ={(z,y);y = 22} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zduvodnéte.

Napiiklad D.5 na str. 50: (G, *) je konecénd grupa, H jeji neprazdnd podmnozina
uzaviend vzhledem k operaci x, a navic e € H, kde e je jednotkovy prvek grupy G.
Dokazte, Ze pro a € H také a=! € H (tj. H je uzaviend vzhledem k inverzim).

Népoveda k dukazu : H = {ay,as,...,a,} a vyberme si libovolné a; € H. Uvazujme
nyni navzajem RUZNE prvky a; x a1, a; x as, ..., a; x a,: atd.

Uloha 3.7 Priklady z Pinter 2010, str. 50, oddil E: generdatory grupy — vyborné priklady.

Napiiklad N.1 (neni v textu Pinter 2010): Vypiste vSechny prvky podgrupy < 6 >
grupy (Hiyg, +) = grupy vsech pootoceni ruc¢icky o jednu Sestnactinu plného uhlu.

Napiiklad E.1: Vypiste vsechny cyklické podgrupy grupy (Hio,+) sklddani otéceni
hodinové rucicky o nasobky desetiny plného thlu.
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Napiiklad E.3: Vypiste vSechny prvky podgrupy < 6,9 > grupy (His,+).

Napiiklad E.7 — modifikace!”: V grupé H, x H, je operace séitani po slozkach zadand
tabulkou

Tabulka 3.7: Tabulka operace + na mnoziné Hy X Hy.

+ | [0;0] [0;1] [0;2] [0;3] [1;0] [151] [1;2] [153]
[0;0] | [0;0] [0;1] [052] (053] [1;0] [1;1] [1;2] [1;3]
[0;1] | [0;1] [0;2] [053] [0;0] [1;1] [1;2] [1;3] [1;0]
[0;2] | [0;2] [0;3] [0;0] [0;1] [1;2] [1;3] [1;0] [151]
[0;3] | [0;3] [0;0] [0;1] [052] [1;3] [1;0] [1;1] [1;52]
[1;0] | [1;0] [1;1] [1;2] [153] [0;0] [0;1] [0;2] 053]
(L) [151) [1;2] [1;3] [1;0] [0;1] [0;2] [053] [050]
(2] | [52] [1;3] [1;00 [151] [0;2] [0;3] [0;0] [051]
(3] | [1;3] [1;00 [1;1) [152] [0;3] [0;0] [0;1] [0;52]

Urcete, jakou podgrupu generuje prvek [1;1].

Napiiklad E.6: Sestavte tabulku operace grupy (Hs x Hj) vzhledem k operaci séitani
po slozkach. A druhy tkol: dokazte o této grupé, ze je cyklicka.

Naptiklad N.3: Zjistéte, zda je grupa z prikladu E.7 cyklickd, a pokud ne, tak najdéte
néjakou minimélni mnozinu jejich generatoru (existuje néjaké dva prvky, které uz
generuji celou tuto grupu?).

Uloha 3.8 Vyreste v grupé (G, %) systém rovnic:
a) 22 =b,2% =e
b) ar® =b,2® =¢
2 .5

c)x*=ad* 2’ =¢

Uloha 3.9 Pro nasledugici grupy naleznéte podgrupy:
a) (Z,+)

17 Jediny diivod, pro¢ je piiklad E.7 pied piikladem E.6 je historicky — E.7 byl nejprve podrobné napsan
na pisemce. U piikladu E.6 se pak ocekava, ze si ¢tenal sestavi pii feSeni tabulku operace na soucinu
grup sam.
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b) (R—{0},-)
c) (F(R),+)

Uloha 3.10 Uréete tabulku pro grupu vSech symetrii rovnostranného trojuhelnika s ope-
ract skldddni (Ds, o).

Uloha 3.11 Vypiste vsechny cyklické podgrupy grupy (Hio, +) skladani otdacent hodinové
rucicky o ndsobky desetiny plného uhlu.

Uloha 3.12 Vypiste vsechny cyklické podgrupy grupy (His,+) skladdni otdceni hodinové
rucicky o ndsobky dvandctiny plného uhlu.

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 12.3.
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4 Tyden 04

4.1 Prednaska 4: Izomorfismus a homomorfismus algebraickych
struktur — priklady

V 18. a 19. stoleti, kdyz se formovaly terminy ceského ptekladu predmétu algebra, byl
jednim z navrhu c¢eského prekladu slova algebra termin ,stejnostka“ neboli nauka o stej-
nostech'®. I kdyz se tento éesky pieklad neujal, vystihuje snahu moderni algebry v§imat
si shodnych ¢ podobnych vlastnosti ruznych objektu.

V této kapitolce se budeme zejména zabyvat ,stejnosti“ ¢i ,,podobnosti“ algebraickych
struktur vzhledem k pojmu binarni operace — protoze operace je néco dynamického, kdy
dvéma prvkum podle jistého predpisu pfifazujeme tieti prvek, tedy stejnost (¢i podob-
nost), kterd nds bude zajimat, je ddna tabulkou vysledku operace na dané mnoziné.
Jestlize najdeme mezi dvéma algebraickymi strukturami zobrazeni, které je homomor-
fismus, bude to znamenat podobnost danych dvou algebraickych struktur, jestlize izo-
morfismus, bude to znamenat totoznost danych dvou struktur, az na preznaceni (bijekei)
prvku jedné struktury na prvky druhé struktury.

Definice 19 Izomorfismus grupy (G1,57) na grupu (Ga, *) je bijekce f : Gy — G, kterd
splriuje vlastnost zachovdni vysledku operace (ZVO)

Va,be Gy : flasyb) = f(a)x f(b). (ZVO)

homomorfismus f : G — H je takové zobrazeni mezi algebrickymi strukturami (G,</)
a (H,x*), které zachovdvd vijsledky operace (ZVO) podobné jako izomorfismus, ale na rozdil
od izomorfismu nemusi byt bijektivnd.

Va,be G: flaxyb) = f(a)* f(b). (ZVO)

Piiklad 9 Zobrazeni grupy (Z,+) na grupu zbytkoviyjch trid (Zs, +) definované vztahem
L f(2) = zbytek po déleni cisla z ¢islem 6 je surjektivni homomorfismus grup.
Grupa (Z,4+):

+ /... =2 -1 0
-2|... -4 -3 =2
-1/... =3 -2 -1
OJ]... =2 =1 0

18Viz Alena Solcové, piednéska o Cestéch k ceské terminologii v nékterych partiich matematiky, Ka-
tedra matematiky Pdf, 14. bfezna 2018.
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Grupa (Zg, +):

+10 1 2 3 4 5
0/]0 1 2 3 4 5
111 2 3 4 5 0
212 3 4 5 0 1
313 4 5 0 1 2
414 5 0 1 2 3
515 0 1 2 3 4

Takto definované zobrazeni opravdu spliuje podminku zachovdani wvysledkiu operace:
napriklad plati
f(5+53) = f(5)+ f(53),

protoZe

[4] = [5] + [3]

(rovnost skutecné plati, protoZe v Zg plati [5] + [5] = [10] = [4], neboli ¢islo 56 ddvd po
délent Sesti zbytek 4, ktery urcuje stejnou tridu rozkladu [4], kterd obsahuge prvek 10, coZ
je soucet zbytku po délent éisla 5 Sesti a zbytku po déleni éisla 53 Sesti).

Obecné plati: Celd ¢isla 6k+m a 6l+n se mezi sebou sectou na 6(k+1)+m+n = 6p+r.
Tato celd cisla se zobrazi na jejich zbytky: 6k +m — m, 6l +n — m a 6p +r — r. Mus?
platit, Ze soucet zbytku m a n je roven r, coZ skutecné plati (soucet zbytku po déleni
sesti je zase zbytek po délent Sesti), tedy je splnéna podminka zachovdni vysledki operace. O

Vyznam homomorfismu: Pod homomorfismem lze v fadé pripadi (tehdy, kdyz f je
surjekce grupy G na grupu H ) vidét jistou projekci, kterd nékteré vlastnosti puvodni grupy
ztract, ale zachovd jednu jistou vlastnost. Treba v pravé uvedeném prikladu se pri zobrazent
f gistym zpusobem ztrdci nekonecnost mnoziny Z a zistavd jen informace, jaké zbytky po
délent Sesti existovaly mezi celymi ¢isly, a ddle zistavd na Zg zachovdna vlastnost souctu
zbytku, neboli soucet dvou celyjch cisel davd po vydélent Sesti zbytek, ktery je obsazen v té
tride rozkladu mnoziny Zg, kterd obsahuje soucet zbytki obou puvodnich ¢isel po vydélent
sest.

Piiklad 10 Podobné jiny priklad: Zobrazeni struktury (Z,-) (komutativni monoid)
na strukturu (Zs,-) (komutativni monoid) je sice zobrazenim mezi dvéma strukturami
stejného typu — je to sice surjektivni homomorfismus, ale nejednd se o izomorfismus,
protoze vzhledem k ndsobent jen jeden prvek nemd inverzi, a sice [0], kdezto na strukture
(Z,-) nemaji inverzi vzhledem k ndsobeni také prvky, které e zobrazi na jiny prvek nez [0].

Piiklad 11 Hopomorfismus, ktery je injekci, jestliZe definujeme zobrazeni ¢ : Z — Q)
vztahem ¢(z) = z. Trochu jiné pojeti, viz video.

Piiklad 12 Zobrazeni mnoziny (Hg, +) na mnozZinu (Zg,+) je izomorfismus.
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Piiklad 13 (R,+) a (R™,") jsou izomorfni grupy, pokud definujeme zobrazeni R — R
vztahem f(z) = €®. Snadno se vidi, Ze zobrazeni f je injekce, protoZe nenabyvd dvou
stejngjch hodnot pro dvé riznd x,xs € R. Ddle je f surjekce R na R™ — pro kazdéy € R*
existuje x € R tak, Ze e* = y. Celkem tedy f je bijekce. Ddle podminka zachovdni visledki
operace nyni ma vzhledem k zadanym operacim tvar

fla+b) = f(a)- f(b).

Tato podminka také plati, protoze

Celkem f je grupovym izomorfismem.x

Pri hledani odpovédi na otazku, zda jsou dvé ruzné grupy izomorfni, musime tedy
projit tii kroky: a) definovat zobrazeni f : G; — Gy; b) dokdzat o tomto zobrazeni, ze je

injektivni a surjektivni, a tedy bijekce; ¢) dokdzat, ze plati vlastnost zachovéani vysledku
operace (ZVO).

Pokud jsou dvé grupy izomorfni, tak chovani operace na té druhé je presnou kopii
chovéni operace na prvni grupé. Tedy pokud prvni grupa (Gi,57) ma vlastnost, kterou
grupa (Gs,*) nemd, nemohou byt tyto grupy izomorfni. Napiiklad nésledujici dvojice
struktur neni izomorfni, jestlize

e Operace na (G; je komutativni, ale operace na G5 ne.
e (71 ma néjaky prvek, ktery je inverzi sebe sama, ale GG takovy prvek nema.

e (51 je generovana dvéma svymi prvky, ale GGy neni generovana zadnou dvojici svych
prvki.

e Atd., mozna vice viz cviceni.

Piiklad 14 Zjistéte, které ze ctyrprokovyjch struktur a) 219% s operaci symetrického
rozdilu + (stejnd operace jako v iloze 2.4); b) (V,-), kde V. = {1,-1,i,—i} a - je
operace ndsobeni komplexnich c¢isel; c¢) struktura (Hy,+); d) struktura (Hy X Hy, +) jsou
navzdjem izomorfni a které ne, své zjisténi zduvodnéte.

Nejprve si opét sestavime tabulky operaci na danych mnozinach.
Grupa (2{% +):

= 0 {a}  {b} A{a,b}

0 0 Hap {0} {a,b}
{a} | {a} 0 {a,b} {0}
{0y | {6} fabp 0 {a}
{a,0} [ {a,0}  {b}  H{a} 0
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Grupa (V,-):

Pti pohledu na tabulky neni na prvni pohled vidét, zda se jedna o bijekci zachovavajici
vysledky operace. Proto se zvlast podivdme na vlastnosti obou grup.
Zkusme se podivat na inverze. Pro grupu (2{%%} +) platf:

0«0

{a} ¢ {a}
{0} < {b}
{a,b} + {a,b}

Pro grupu (V;-) plati:
11

-1+ -1
1> —1i
Aby platila vlastnost zachovani vysledki operace, musely by se dvojice inverznich

prvku zobrazit opét na dvojice inverznich prvkiu, coz v tomto ptripadé neplati. Grupy
(2{a8} =) a (V) tedy nejsou izomorfni. e

Grupa (Hy, +):

w N = o+
w N OO
S W N =
_ O W NN
N = O W W

Grupa (Hy x Ha, +):

+ [ [0;0] [0;1] [1;0] [1;1]
[0;0] | [0;0] [0;1] [1;0] [1;1]
[0;1] | [0;1] [0;0] [1;1] [1;0]
[1;0] | [1;0] [1;1] [0;0] [051]
(1) ] [1;1] [1;0] [0;1] [0;0]

Ani v tomto prikladé nejsme na zakladé tabulek schopni na prvni pohled fici, zda
jsou dané struktury izomorfni. Zkusme tedy zjistit, zda izomorfismus existuje, pomoci
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inverznich prvkiu:

(Hy,+): 00,143,242
(V,):1le 1, =1+ —1,i+ —i
(Hz x Ha, +): [0;0] > [0;0], [0;1] 4> [0;1], [150] > [150], [151] > [151]

Muzeme vidét, ze struktura (Hy x Hs,+) neni izomorfni ani s jednou ze zbyvajicich
dvou, jelikoz izomorfismus musi zachovavat inverze.
(Hy,+) 1 (V,-) obsahuji dva prvky, které jsou inverzni k sobé samému. Struktura inverzi
je u obou struktur stejna.
Na zakladé inverzi by tedy zobrazeni mohlo vypadat takto: 0 — 1, 1 — ¢, 2 — —1,
3 — —i. Vypisme si nyni tabulku (V) s pfehozenymi prvky. Dostaneme:

. 1 ¢t =1 —i
1 1 A
. ¢t =1 =i 1

Tabulky jsou nyni zcela stejné az na preznaceni prvku. Grupy (Hy, +) a (V) jsou tedy
izomorfni.

Ad priklady 15, 16 ... procvicte hledani homomorfismu-izomorfismu na pisemku, bude
zadano casem praveé zde:
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4.2 Cviceni 04: Nekomutativni grupy
Uloha 4.1 Jsou ddny permutace

P=(1,56,23), R=(1,7,54,362).
Vypoctéte P o R? (vysledek najdete na konci tohoto textu,).

Uloha 4.2 Kniha Pinter 201 0, str. 75, oddil B, priklady na grupy permutact.

Napriklad B.2: Vypiste proky cyklické podgrupy grupy (Se, o) generované prvkem
f=1(1,2,3,4) 0 (5,6).
Napriklad B.3: Najdéte cétyrprokovou komutativni podgrupu grupy (Ss, o) a napiste jeji

tabulku operace.

Napriklad B.4: Podgrupa grupy (Ss,0) generovand pruky

J= (172)7 g = (37475)

md Sest proku. Vypiste tyto prvky, oznacte je e, f, g, h,i,j a sestavte tabulku operace o.

Napriklad N.1: Podgrupa grupy (Sy,o) generovand prvky

f= (173> © (274)7 g = (374)

md osm prvki. Najdéte je vsechny. MiuzZe vam pomoci vytvdreni tabulky operace o, ale
nemusite ji délat celou.

Napriklad N.2: Vypiste vsechny prvky cyklické podgrupy grupy (S7,0) generované pru-
kem
[ = (173) o (47 577)

Napriklad N.3: Grupa (Sy,0) md 24 prvku. Najdéte néjakou jeji osmiprvkovou pod-
grupu — vypiste podrobné zbylych sedm prvkiu kromé neutrdlniho prvku. MuzZe vdm pomoci
vytvdrend tabulky operace o, ale nemusite ji délat celou, staci vypsat dangch osm proki.

Uloha 4.3 Dua ikoly pro grupu permutaci (Ss,0) (pouZijte prosim oznaceni prvki a
tabulku operace o v prikladu 4): a) dokazte, Ze (Ss,0) nent cyklickd grupa;
b) najdéte dvouprvkovou podmnozinu grupy, kterd generuge celou grupu (Ss,0).

Uloha 4.4 Pokud bude cas, je mozné se zabyvat nekterymai dalsimi vliastnostmi permutact
(ad Pinter 2010, kapitola 8): Kazdou permutaci lze rozloZit na soucin cykli, kazdy cyklus
lze rozloZit ma soucin transpozic. Sudd a lichd permutace podle poctu transpozic. Ale to
spise az do predmétu Algebra 2 (linedrni algebra).

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 12.4.
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5 Tyden 05

5.1 Prednaska 05: izomorfismus a homomorfismus algebraickych
struktur — véty

Pred vice nez 100 lety dokéazal Arhur Cayley vétu, kterou se nyni budeme zabyvat: KaZda
grupa (libovolnd, koneéna i nekone¢énd, komutativni i nekomutativni) je izomorfni néjaké
podgrupé grupy permutaci (ty byly predstaveny v minulé kapitole). Tento vysledek je
revoluénim ve studiu grup, protoze vlastné tvrdi, ze zadné jiné grupy (az na preznaceni
prvki) nez grupy permutaci vlastné neexistuji!!l A o to vice je tento vysledek revoluéni
ve studiu operaci — tvrdi totiz, ze na grupach neexistuje zadna j Jlna operace nez operace
skladani permutaci!!!l Jinymi slovy, pomoci operace SKLADANI PERMUTACI lze
reprezentovat jakékoli dalsi operace na grupéch, tj. s¢itani, nasobeni, atd.

Véta 15 (Cayley) Kazdd grupa (G,~7) je izomorfni néjaké grupé permutact.
Dikaz: dokazeme ve tfech krocich:

1. Ke kazdému prvku a € G vytvoiime permutaci 7, : G — G (a dokazeme, Ze se
jedna o permutaci G, tedy o bijekei).

2. O mnoziné téchto permutaci
G :={m,;a € G}

dokazeme, ze je podgrupa grupy S¢ vSech permutaci mnoziny G (= grupy vsech
bijekci G — G).

3. Definujeme zobrazeni f : G — G* a dokdzeme o ném, ze je izomorfismus mezi
grupami.

Tak pojd'me na to!!
Dikaz podrobnéji:

1. Ke kazdému prvku a € G vytvorime permutaci 7, : G — G (a dokdzeme,
ze se jedna o permutaci G, tedy o bijekci).

Definujme pro libovolny prvek a € G zobrazeni 7, definované vztahem
Vee G :my(z) =avya

(zobrazeni 7, zobrazi kazdé x € G na prvek a 7 x € G). Dokazme o 7,, ze se jedna
o bijekei:
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e 7, je injekce G — G: Predpokladejme, ze m,(z1) = m(z2) — to by znamenalo
podle definice zobrazeni 7, ze

a\/ Ty =a\/ T,

a protoze v grupé plati vlastnost (7), muzeme vykratit po vyndsobeni rovnosti
prvkem a~! zleva a dostaneme z; = w5 ... tedy rovnost hodnot zobrazeni 7,
muze nastat jen pro tentyz prvek z; = w9, a tedy f je injekce.

e 7, je surjekce G na G: Pro libovolny prvek y € G musime najit jeho vzor
vzhledem k zobrazeni m, — jakmile najdeme aspon jeden vzor, budeme védeét,
ze jedna se o surjekci, protoze vSechny prvky y € G by pak byly pokryty
néjakymi vzory vzhledem k zobrazeni f. Odpovéd: hledany vzor z G je prvek

a~!'<y y, pak totiz
1

T vy)=avavy=y.
e Celkem 7, je bijekce.

2. O mnoziné téchto permutaci
G* :={m,;a € G}

dokazeme, Ze je podgrupa grupy Si vSech permutaci mnoziny G (= grupy
vSech bijekci G — G).

G* je podmnozinou grupy Sg vSech permutaci na G — G. Dokdzeme o G*, Ze je
podgrupa:

e Gx je neprazdnd, nejmensi mozné grupa G je totiz minimalné jednoprvkova
(obsahuje neutrélni prvek e), a tedy minimalné m.(z) := e v x je identicka
permutace, ktera nalezi do G*.

e (G*,0) splauje vlastnost (1), tedy pro dvé ruzné permutace 7,, 7, musime najit
prvek ¢ € G, ze 7. = pi, o m,. Skutecné to plati — pokud vezmeme ¢ := a v/ b,
potom

Tasyb = Tq O Ty.

Podrobnéji rozepséano,

Vo e G: () = (avb)ve = avy(bve) = aym(x) = ma(m(z)) = (m0m) ().

Tedy slozenim dvou prvku m, a m, z G* je zase prvek z G*, tj. mnozina G* je
uzaviend vzhledem k operaci o.

e (G*,0) spliuje vlastnost (4): Staci dokézat, ze ke kazdému 7w, € G* existuje
inverzni permutace vzhledem ke skldadani permutaci: A to opravdu existuje,
je to totiz permutace m,-1 odpovidajici prvku a=! € G — pak plati (podle
vlastnosti (1) je slozenim permutaci permutace odpovidajici ,nasobku* obou
diléich prvku)

Tgq O Tg—1 = Tggya—1 = Te-
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e Tedy celkem G* je neprazdnd a spliuje vlastnosti (1) a (4) — podle véty 6 je
G* podgrupa grupy Sg, a tedy hlavné sama (G*, o) je grupou.

3. Definujeme zobrazeni f : ¢ — G* a dokdzeme o ném, Ze je izomorfismus
mezi grupami.

e Jako zobrazeni f se nabizi pritazeni, o kterém uz dlouho mluvime: prvku a € G
pritadime jim definovanou permutaci 7, € G*, neboli

f(a) = m,.
e f je injekce: Pokud f(a) = f(b), znamena to, ze 7, = m, tedy
Vee G: mu(x) =m(x);
a tak i specidlné pro jednotku e € G plati 7,(e) = m(e), coz znamena
avyye=bye,

to ale znamenad, ze a = b. Rovnost obrazi si vynucuje rovnost vzort, tedy f je
injekce.

e f je surjekce: Tato vlastnost je zarucena uz tim, jak je mnozina G* vytvorena:
jsou do ni vybirany jen ty permutace m,, které odpovidaji prvku a € G, tj.
kazda permutace m, ma svuj vzor a € GG vzhledem k zobrazeni f.

e f zachovava vysledky operace: chceme dokazat podminku

Va, b€ G: f(asyb) = f(a)o f(b),

a tu snadno dokdzeme rozepsanim podle definice zobrazeni f a vlastnosti (1)
pro skladani permutaci:

flas7b) = Taup W g om, = f(a)o f(b).
e Celkem f je izomorfismus grupy (G, <7) na grupu (G*, o).

Priklad 15 Triprokovd grupa pootoceni (Hs,+) je izomorfni s podgrupou grupy permu-
taci (S3,0) obsahujici tri proky id, (1,2,3) a (1,3,2).

Grupa (Hs, +):

N B
N = OO
—_ DD =
S O NN
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Grupa (Ss,0):

o id  (1,2,3) (1,3,2)

id id  (1,2,3) (1,3,2)
(1,2,3 2.3) (1,3,2)  id
(1,3,2 3,2)  id  (1,2,3)

(Hj3,+) se izomorfné zobrazila na podgrupu grupy (Ss,0) se stejnym poctem prvki,
kterd je sama grupou (je uzaviend vzhledem k operaci sklddani a obsahuje inverze ke
vSem svym prvkum). Z tabulek je vidét, ze pokud se 0 zobrazi na id, 1 na (1,2,3) a 2 na
(1,3,2), tak vysledky operace zustdvaji v tabulce na presné stejném misté (pokud tedy
prvky v zahlavi tabulky napiSeme ve stejném potadi). e

Piiklad 16 Grupu permutact, kterd je izomorfni k dané grupé je mozné najit i v pripade,

kdy je puvodni grupa nekonecénd.

Pokusme se najit izomorfni grupu permutact k mnoziné (Z,+). Hledand grupa existuje a
bude to grupa bijekci na mnoziné, ktera ma nekonecny pocet prvki (Sz,0).

Grupa (Z,+):
+ -2 -1 0
-2 -4 -3 =2
~1 3 -2 -1
0 -2 -1 0
Grupa (Sz,0):
-1 0 1 -1 0 1
o sl b
-3 -2 -1 -2 -1 0
-1 0 1 -1 0 1 ... .. —1 0 1
il il odd
-3 =2 -1 -5 -4 =3 ... .o =4 =3 =2

Prvek —2 z grupy celych ¢isel se zobrazi na bijekci Z do Z, kterd posouva vSechna
¢isla na ¢isla o —2 nizsi, prvek —1 se zobrazi na bijekci, ktera vSechna ¢isla posouva na
¢isla o —1 nizsi atd. Vysledek operace zustane zachovéan. Grupy (Z,+) a (Sz,o) jsou

tedy skutec¢né izomorfni. e

Navrh dalsich prikladi na procviceni z knihy Pinter: The Book of Absract Algebra:
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Napriklad D.2: Viz cviceni 05, kde budou zhruba probrany grupy zbytkovych tiid.
(cviceni sady G): Izomorfni grupy na mnoziné realnych ¢isel.

(cviceni sady J): Reguldrni reprezentace grupy — rychld konstrukce podgrupy grupy
Sy, kterd je s grupou G izomorfni!!

Definice 20 Pokud f : G — H je grupovy homomorfismus a soucasné surjekce,
oznacujeme f(G) = H a grupa H se nazyvd homomorfni obraz grupy G.

Viz piiklad ?7?: grupa (Zs,+) je homomorfnim obrazem grupy (Zs,+) vzhledem k
homomorfismu f.

Podivejme se tedy na nékteré vlastnosti kazdého grupového homomorfismu. Tyto
vlastnosti plati i pro izomorfismus, protoze homomorfismus je obecnéjsi pojem (kazdy
grupovy izomorfismus je soucasné i grupovym homomorfismem):

Véta 16 Pro grupovy homomorfismus f : G — H grupy (G,<7) do grupy (H,*) plati:

a) fleq) = ey (grupovy homomorfismus vidy zobrazuje jednotkovy prvek grupy G na
Jednotkovy prvek grupy H);

b) (f(a))™' = f(a™t) (vzhledem ke grupovému homomorfismu plati: inverze obrazu =
obraz inverze).

c) f zobrazi podgrupu (S,~7) na podgrupu (f(S),*).
Dikaz:
e ad a) Prvek eg jisté muzeme psat jako eg 37 eg, a po vyuziti vlastnosti (ZV O)
homomorfismu (= vlastnosti zachovéni vysledku operace) dostaneme:
ZVO
flea) = Flea v ea) "= flea) * flec):
dostali jsme tedy rovnost
flea) = flea) * f(eq),

ze které po vynasobeni rovnosti prvkem (f(eg))™! (ktery existuje diky vlastnosti
(4) v grupé (H,*)) zprava dostaneme

fleq) = (f(eq) ™" = fleq) = fleq) = (fleq)) ™",

a nyni pouzitim vlastnosti (3) grupy (H, *) na levé i pravé strané posledn{ rovnosti
mame neutralni prvek ey grupy H a dostaneme

en = flea) xen 2 fleq),

a to jsme chtéli dokdzat (jednotkovy prvek se zobrazi na jednotkovy prvek).
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e ad b) chceme dokazat vztah

ad ¢)

f((l) *f(a_l) =€,

pak totiz podle véty 4 v grupé oba prvky, jejichz soucin je neutralni prvek, si jsou
navzajem inverzni. No ale to neni tézké, zatneme upravovat levou stranu rovnosti,
kterou chceme dokézat, a vyuzijeme vlastnost (ZVO) a pravé dokdzanou vlastnost

(a):
(2v0)

fla) = fa™) " flava™) 'Y flea) Y en,

takze podle véty 4 inverzni prvek k prvku f(a) je prvek f(a™!), neboli
(f(a))™' = f(a™t). Diikaz je hotov. (J

i) f(S) je nepréazdna mnozina, protoze obsahuje minimélné neutralni prvek f(eq) =
€H;

ii) f(S) je uzaviend vzhledem k operaci *: pro f(x) a f(y) plati

F(@)« fy) 0 fa ),

tedy prvek f(z)* f(y) je obrazem prvku x 7y € G, a tedy f(z)* f(y) € f(5), plati
uzavienost operace * na mnoziné f(S);

iii) f(S) je uzaviend vzhledem k inverzim: pokud f(a) € f(S), tak podle vyse
dokézané vlastnosti (b) vime, ze f(a)™! = f(a™!), a protoze S je podgrupa uzaviens
na inverze a a € S, tak také a™! € S, tedy f(a™') € f(S) ... a protoze f(a™') je
inverzni prvek k prvku f(a), je f(S) uzaviena na inverze.

Celkem podle véty 6 je f(G) podgrupa grupy (H,*). O

Definice 21 Jddro grupového homomorfismu f : G — H se nazyvd mnoZina kery
(oznaceni 04 )* téch proki z grupy (G,<7), které se zobrazi na neutrdini prvek eg grupy

(H, ).

Priklad 17 a) V grupovém izomorfismu je jadrem zobrazeni f vidy pouze jednoprvkovd
mnozina {eg}.

b) V- homomorfismu f : Zg — Z3 z prikladu 7?7 je jadrem mnoZina téch prvku, které se
zobrazi na nulu: kery = {0, 3}.

Véta 17 Pro grupovy homomorfismus f : G — H grupy (G,~7) do grupy (H,*) plati:
Jadro Kery grupového homomorfismu je podgrupou grupy (G,<7).

Dukaz: viz posledni video, prednaska 11.

90Oznaceni plyne z némeckého slova kernel — anglické core se z historickych diivodii neprosadilo.
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5.2 Cviceni 05: Rad prvku, cyklické grupy, grupy zbytkovych
trid

V prvinim tydnu jsme uz mluvili o n-té mocniné prvku. Jednoduse v kazdé grupé plati i

zakonitosti, na které jsme zvykli napt. z operace nasobeni na mnoziné vsech zlomku:

° am v an — am—l—n,
° (am)n — amvn’
e 0 "= (afl)n'

Pti nasem hloubavém premysleni o vlastnostech obecnych grup se ukazuje dulezitym
jeden pojem, ktery je s otdzkou mocniny pfirozené spjaty — pojem radu prvku. Uvidime,
ze tento pojem je dulezity zejména pro koneéné grupy, a v nekonecénych grupach hraje
svou specifickou roli, ktera souvisi s nekoneé¢nymi mnozinami.

Definice 22 Rdd prvku a grupy (G,<7) je roven nejmensimu prirozenému cislu n, pro
které a™ = e (n-td mocnina proku a € G je rovna neutrdlnimu prvku e € G. Pokud takové
prirozené cislo neexistuje, rikame, Ze rad prvku a je nekonecny.

Piiklad 18 Co se tykd tddu jednotliviich prvki grupy (Ss, o), plati:
o id' = id, tj. id je prvek vddu 1;
e (2,3)? =(1,3)2 = (1,2)2 =id, tj. prvky (2,3), (1,3), (1,2) jsou Fddu 2;
e (1,2,3) = (1,3,2) =id, tj. proky (1,2,3), (1,3,2) jsou rddu 3.

Z tadu jednotlivgch proku také vidime, Ze existuje k = 6 (nejmensi spolecny ndsobek radu
jednotlivgch proki) tak, Ze libovolny z proki umocnény na Sestou se rovnd jednotce id:

id® =id, (2,3)% = ((2,3)?)® =id® =id, (1,3)° =id, (1,2)° = id,
(1,2,3)% = ((1,2,3)*)? = id*> = id, (1,3,2)% = id.

To je tedy zajimava vlastnost, ke které jsme dospéli — v konecné grupé vzdy po
nékolikerém umocnéni kazdého prvku dostaneme prvek jednotkovy.

Piiklad 19 V grupé (Z,+) je 7dd viech prvki nekonecny, kromé proku 0, jehoZ rad (jako
7ad kazdého neutrdlniho proku) je roven jedné.

Pti krdtkém zkoumdni pojmu fadu prvku (at uz je koneény, nebo nekoneény), mate-
matici dospéli k nésledujicim dvéma vétam, které vrhaji svétlo na celou situaci:

Véta 18 Pro prvek a tadun v grupé (G,<7) plati: v této grupé existuje prdavé nruznych
hodnot a® = e = a™ (e je neutrdlni prvek grupy), a*, a®, ..., a" L.
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Diukaz: Dokdzeme ve dvou ¢astich: a) kazdd mocnina a™ prvku a fadu n je rovna
nékteré z mocnin a°; a', ..., a"7!; b) prvky @°, @', ..., a®! jsou navzdjem rizné.

Diikaz ¢asti a): Uvazujme libovolnou mocninu a™ prvku a € G, ktery je fadu n. Pak
podle véty 21 z predmétu Zaklady matematiky (véta o déleni se zbytkem, ktera plati pro
celd ¢isla — my ji nyni pouzijeme pouze pro ¢isla prirozend) vydélime m : n a dostaneme,
ze existuji prirozena cisla ¢, r tak, ze

m=n-q+r, 0<r<n.
Pak lze upravit a™ na tvar
a™ = an.q+r — (an>q \VA a" = e v a’ = CLT,

a protoze r je prirozené ¢islo, pro které 0 < r < n, musi byt r rovno jednomu z ¢isel 0, 1,
oo, n—1.

Diikaz ¢ésti b): Zbyvd dokdzat, ze prvky a°; a!, ..., a®! jsou navzdjem rizné. Pokud
se nékteré z téchto dvou prvku rovnaji, plati " = a°, kde r i s jsou dvé ruzna cisla z
mnoziny {0,1,2,...,n — 1}, tj. r # s. BUNO?® napiiklad s < r, tj. plati 0 < s <r < n,
atedy 0 <r — s <n.A protoze a” = a® (to je nas predpoklad (p)), lze psat

arfs — ar v (as>71 @ as v (as)fl = e.

To je ovSem spor s definici fadu n jako nejmensiho prirozeného ¢isla takového, ze a” = e,
protoze r — s < n. Nas predpoklad a” = a® byl nespravny, je tedy dokazan opak, ze se
jedna o n navzajem ruznych hodnot. [

Pokud se nad vétou 18 zamyslime, plyne z ni, Ze poté, co dosdhneme umocnovanim
prvku a koneéného radu n prvku a” = e, dalsi mocniny uz nevytvaii nové prvky, ale
zaéinaji opakovat predchozi prvky: a"*! = a, a"*? = a2, ..., a®"! = a"7!, a pak zacina
druhé kolo opakovani a?" = e, a*"*! = q, atd.

Véta 19 Pro prvek a nekonecéného tadu v grupé (G,~7) plati: v této grupé neezistugi dvé
mocniny tohoto prvku, které se rovnaji, tj. pro dvé ruznd celd c¢isla v, s plati a” # a®.

Dikaz: je prosty, pouzijeme tutéz uvahu jako v dukazu véty 18, ¢dst b): Pokud by
platilo a” = a*, tipravou a” 57 (a®) ™! dostaneme
arfs — CLT \VA (as)fl — (ZS \VA (as)fl =e,
a to je spor s tvrzenim, ze tad prvku a je nekonecény, protoze by existovala konecna

mocnina prvku a rovna neutralnimu prvku. Tj. predpoklad a” = a® je nespravny a dukaz
sporem je hotov.[]

20BUNO = Bez 1jmy na obecnosti.
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«21

To tedy znamend, ze prvek nekoneéného tadu ,svym umocnovanim vede na

nekone¢né mnoho navzajem ruznych prvkua grupy.

A dodejme jesté vétu, kterd uptesnuje situaci kolem kone¢ného fadu prvku grupy:

Véta 20 Pokud 7dd prvku a v grupé (G,~7) je n (oznaceni 08 : oznacme ord(a) = n),
pak plati pro celociselné t:

at=e< (nt, tj.t=n<yq, pronéjakéqe q).

(mocnina proku konecného Fddu je rovna neutrdlnimu proku tehdy a jen tehdy*, kdyz
mocnitel t je ndsobek 7adu n daného prvku).

Dikaz: Dokéazeme obé implikace: Ad ,=“: Dukaz je podobny jako dukaz véty 18,
¢ast a): Pokud a' = e, pak podle véty o déleni se zbytkem pro celd ¢isla plati t =n-q+r,
kde 0 < r < n. Pak dosazenim do nasi rovnosti dostaneme

e=a =a""" = (a")vad =eva.

Ale protoze n jako tad prvku a je nejmensi ptirozené ¢islo takové, ze a™ = e, Nemuze byt
r > 0, ale musi r = 0.

Dukaz opacné implikace ,<=*“: je zfejmy ... pokud t = n - ¢, pak

a'=a""= (a")! =el =e.

Pojem cyklické grupy a jejiho generdtoru (jediného prvku) uz byl vysvétlen diive v
dodatcich v kapitole 1. Nyni se podivejme na cyklické grupy jesté jednou poté, co zname
pojmy izomorfismus grup a fad prvku grupy:

Je jasné, ze pokud < a > je cyklickd grupa generovana svym prvkem, ktery je fadu n,
plati

<a>={ead, ... ,a" '}

Existuje tedy izomorfismus grupy (H,,+) pootoceni hodinové rucicky s operaci
skladani pootoceni na grupu (< a >,v/) definovany vztahem f(k) = a* pro
k =0,1,...,n — 1. Hned vidime, ze podminka zachovani vysledku operace je skutecné
splnéna:

flk+1)=a"" =d"vd = f(k) v (.

Touto kratinkou tvahou jsme vlastné dokazali vétu

2lUmociiovani = opakované pouziti operace 7 na tyz prvek.
22Pozndmka pro &étenafe v angliéting: anglické matematické vyjadiovani vyjadiuje nékdy logickou
spojku < vyrazem iff, coz je zkracené if and only if = tehdy a jen tehdy, kdyz.
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Véta 21 Kazdd konecnd cyklickd grupa 7dadu n (= grupa generovand jedingm prvkem
Fddu n) je izomorfni grupé (H,,+). Specidlné, kazdé dvé koneéné cyklické grupy rddu n*3
jsou navzdjem izomorfni.

A podobné pro cyklickou grupu generovanou prvkem nekonecného radu: Ize psat

2 1 2 3
,a” e a,a”,a’, ...},

<a>={..,a"
a tedy muzeme definovat izomorfismus grupy (Z,+) na grupu (< a >,v/) definovany
vztahem f(k) = a* pro jakékoli celé &islo k, ktery opét splituje podminku zachovani
vysledki operace. Dostavame tak vétu

Véta 22 Kazdd nekonecénd cyklickd grupa (= grupa generovand jedingm prvkem ne-
konecného tddu) je izomorfni grupé (Z,+). Specidlné, kazdé dvé nekonecné cyklické grupy
jsou navzdjem izomorfni.

Tedy véty 21 a 22 ndm davaji nahlédnout do situace cyklickych grup: vSechny cyklické
grupy jsou viceméné urceny grupami celych ¢isel — at uz nekonecné grupy jsou urceny
a popsany grupou (Z,4+), tak koneéné cyklické grupy jsou urceny a popsany (az na
preznaceni prvku) grupou (Z,,+) (coz je grupa zbytkovych tiid modulo n, ktera je
izomorfni grupé pootoc¢eni hodinové rucicky (H,,+))). Mohli bychom pracovat stéle
s grupou pootoceni hodinové rucicky, ale protoze studenti uz grupy zbytkovych tiid
absolvovali na cviceni, lze pracovat ptimo s nimi. Nésleduje oddilek opakujici znalosti ze
cviceni o grupach zbytkovych ttid.

Klicovou strukturu predstavuje nasledujici pojem:

Definice 23 mnozina zbytkovych trid modulo n ... popiseme celou konstrukci této
mnoziny napriklad pro n = 6: Rozdélime vsechna celd c¢isla do Sesti podmnoZin podle
toho, jak daleko je dané ¢islo na éiselné ose vpravo od nejblizsiho ndsobku ¢isla 6 (viz
obrdzek 5.5). Pak v kaZdé tridé jsou prdvé ta celd ¢isla, kterd jsou mezi sebou kongruentni
modulo 6, 1.

a="b, kdyz 6|(a —b).

O relaci kongruence lze dokazat, ze je to ekvivalence (tj. relace reflexivni, symetrick4,
tranzitivni).

e Tiida [1] obsahuje ¢isla 1, 7, 13, atd. ale také zaporna cisla —5, —11, —17, atd.,
protoze nejblizi nasobek ¢isla 6 je od nich vzdaleny o jednu jednotku vlevo.

e Tiida [2] obsahuje ¢isla 2, 8, 14, atd. ale také zaporna ¢isla —4, —10, —16, atd. a
jsou to prave ta cisla, od nichz je vzdalen nasobek Sesti o dvé jednotky vlevo.

23P¥ipominka bizarni definice fadu grupy: fdd grupy = poéet prvki grupy.
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L 4 ‘ ‘ 1 A

—_—

atd.

Obrazek 5.5: Rozdéleni celych ¢isel do Sesti podmnozin.

e Triida [3] obsahuje ¢isla 3, 9, 15, atd. ale také zapornd ¢isla —3, —9, —15, atd.
e Tiida [4] obsahuje ¢isla 4, 10, 16, atd. ale také zdporna cisla —2, —8, —14, atd.
e Tiida [5] obsahuje ¢isla 5, 11, 17, atd. ale také zdporna ¢isla —1, —7, —13, atd.

e A konecné tiida [0] obsahuje vSechna celd ¢isla délitelnd Sesti, tj. 0, 6, 12, atd. ale
také zaporna cisla —6, —12, —18, atd.

V kazdé tridé takto vytvorené jsou prave ta cela cisla, kterd jsou mezi sebou kongruentni
modulo 6. Kazda z danych téchto Sesti podmnozin je nekonec¢na, odtud tedy honosny
nazev ,trida“.

Nyni se budeme déle divat na tyto tiidy jako na prvky mnoziny Zs (tj. mnozina Zg je
konecna a mé jen Sest prvku!l!) a definujeme na této mnoziné operace @, ® nasledovné:

[a] & [b] := [a +b];
tj. soucet ttid je tiida, kterd obsahuje celé ¢islo a + b,

[a] © [0] == [a - b];
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tj. soucin tiid je tfida obsahujici celé ¢islo a - b. Lze ukazat, ze tyto dvé operace nezavisi
na vybéru celych ¢isel a, b z danych nekonecnych mnozin. Pro takto definovanou
Sestiprvkovou mmnozinu a operace na ni nyni plati, ze (Zs, @) je grupa (zbytkovych tiid
modulo 6), (Zgx,®) = (Zs — {[0]}, ®) je monoid (zbytkovych tfid modulo 6).

Piiklad 20 a) Pomoci tabulky operace & dokazte, Ze (Zg, D) je grupa:

Tabulka 5.8: Tabulka operace ¢ na mnoziné Zs.

@ 0] [] [2] [3] [4] [5]
of [ [o] ] 2] 3] [4] [3]
Ap (0] 21 3] 4[5 [o]
21121 18] {4 5] [0 [1
BB [ 5] 0] [1 [2]
4] |14 5] o] 1] 2] (3]
BB [ 2] (3] [4]

b) Pomoci tabulky operace ® dokazte, Ze(Zg, ®) je monoid:

Tabulka 5.9: Tabulka operace ® na mnoziné Zg.

© [0 [ 2] [B] M4 [5]
O] | [o] [0 [0] [0 [0] [o]
Apfor 0 21 B8 4 [l
21 [0] 2] 4] [0] [2] [4]
B[] 3] (o] 3] [0] [3]
4] [[0] 4] 2] [0] [4] [2]
BI[0] (5] 4] B8] 2] [4

e oznaceni 09 : Z, ... mnozina zbytkovych t¥id modulo n;
e oznaceni 10 : Z* ... mnozina zbytkovych tiid modulo n mimo prvek [0], tj.
zZr = Z, —{[0]}.

Toto oznaceni pouzivame i pro klasické mnoziny Q* (raciondlni ¢isla mimo nuly),
R* (redlna ¢isla mimo nuly), protoze se nam hodji, ze (Q*, ), (R*,-) jsou grupy (nulu
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z téchto mnozin musime vyloucit, protoze pro ni neexistuje inverzni prvek vzhledem
k operaci ndsobeni).

Zbytkové tiidy lze sestavit nejen pro n = 6, ale pro jakékoli prirozené n > 1. Nasledujici
dvé véty studenti nemusi umét dokazat (ale je dobré si zapamatovat, co fikaji):

Veéta 23 Ve strukture (Z%,®) existuje k proku [k] inverzni proek vzhledem k ndsobeni ®
prave tehdy, kdyz k, n jsou nesoudélnd.

Napiiklad v (Zg, ®) neexistuji k prvkum [2], [3], [4] inverzni prvky, protoze ¢isla 2, 3,
4 jsou soudélnd s cislem 6.

Veéta 24 Disledek predchozi véty: Pokud n je prvocislo, tak k, n jsou nesoudélnd cisla
pro k = 1,2,...,(n — 1), tj. ke vsem prvkum (kromé [0], kterou jsme vyloucili) existuji
inverzni proky vzhledem k ndsobeni ®, a tedy (Z*,®) je grupa.

Napifklad (ZZ,®) je grupa. Ctendi by se o tom mohl snadno presvédéit z tabulky
operace ® na mnoziné Z;:

© |1 [2] B [4 [5] 6]
RN PG I I (6
21121 4 (6] (1] [3] [
BBl (6] 2] [5] [ [4]
[4] | [4 [0 5] [2] [6] 3]
I B 8] [ (6] [4 [2]
6] | [6] [5] [4] B [21 [1

Uloha 5.1 Cuvicend k pojmu Tad prvku: Ad Pinter 2010, str. 107-110:
e Cwiceni B (str. 108): Priklady rddu prvku.
Napriklad N.4: Na grupé permutact (S7,0) jsou zaddny proky (formou soucinu cykli,

ktery vypoctéte) o = (1,2,3,4) o (2,4,5), 8 = (1,6,7) o (2,5,7). Vypoctéte prvek
(a3 0 BY)® a urcete jeho Tdd.

o Ciceni F: rdd mocnin proku.
e Cuviceni G: vztah mezi ord(a) a ord(a®).
Uloha 5.2 Cuicent k pogmu cyklickd grupa:

e Na prednadsce uz nezbyl ¢as na dukaz véty: kazdd podgrupa cyklické grupy je cyklickd,
tj. lze i generovat jedingm prvkem — kterym?? (viz Pinter 2010, str. 114-115).

e Cwiceni A (str. 115): priklady cyklickijch grup.

o Ciceni B: elementdrni vlastnosti cyklickiyjch grup.
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o Cuiceni C: generdtory cyklické grupy.
o Cvicent E: kartézsky soucin cyklickych grup.

Uloha 5.3 Cuvicend k pojmu grupy zbytkovych trid:

Napriklad D.2 z knihy Pinter 2010, str. 98: Vsechny ndsledujici ctyri grupy jsou
sestiprvkové. Vytvorte jejich rozklad do trid tak, Ze v jedné tridé jsou grupy navzdjem
1zomorfni. Najdéte danyj izomorfismus, popripadé vysvétlete, pro¢ grupy v ruznych triddch
1zomorfni nejsou.

Grupa (S5, 0) permutact triprvkové mnoziny na sebe sama — tabulku operace najdete v
predndsce o nekomutativnich grupdch.

Grupa (Z5,®) (je vyloucena tiida [0], ke které neexistuje inverze vzhledem k ndsobent):

© | [1] 2] [3] [4 [5] [6]

[y 2 B[4 516l

2] | 2] [4] [6] [1] [3] I[5]

3] 1 (3] [6] [2] [5] [1] [4]

[4] | 4] 1] 5] [2] [6] [3]

511 Bl 3] [ [6] [4] [2]

6] | (6] [5] [4 [3] [2] [1]

(Zs, ®) je grupa:
© 0] [1] [2] [3] [4] [5]

of | [o] [1] [2] [3] [4] [5]

(| (1] 2] [3] [4] [5] 0]

2] | [2] [3] [4] [5] [0} [1]

(3] [3] [4] [5] [0] [1] [2]

[4] | [4] [5] [0] [1] [2] [3]

(5] [5] [0] [1] [2] [3] [4]

Grupa (Hs X Hy, +):

0;0] [0;1] [1;0] [151] [2;0] [2;1]
[0;0] | [0;0] [0;1] [1;0] [1;1] [2;0] [2;1]
0;1] | [0;1] [0;0] [1;1] [1;0] [2;1] [2;0]
[1;0] | [1;0] [1;1] [2;0] [2;1] [0;0] [0;1] .
(1) | [1;1] [1;0] [251] [2;0] [0;1] [0:0]
2;0] | [2;0] [2;1] [0;0] [0;1] [1;0] [1;1]
2;1] | [21] [2;0] [0;1] [0;0] [1;1] [1;0]
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Napriklad N.1: Jsou grupy (Zy,+) a (Z3 x Z3) izomorfni? Pokud ano, dany izomorfis-

mus najdéte. Pokud ne, vysvétlete, pro¢ izomorfni byt nemohou.
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NNNNS S S H

[ P B B i S ST Y S Y S
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SloR NS T NS =N
SIS S A4 AdNANN

[t P e e S S ST St I D I Rl

— e —— —— ——

o N o =R No =™
SES A4 AT NANN

[t S S R S Sy e i St

jdéte minimalnd (vzhledem k poctu prvki) mnoZinu generdtori grupy

Napriklad N.
(ZQ X ZQ X ZQ,@).’
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e L s e =L /L
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| e L S e e e e e
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Napriklad D.3: Vsechny nasledugici tri grupy jsou osmiprvkové. Zjistéte, zda nékteré z

vysvétlete, proc¢ izomorfni nejsou: Grupa (Zg,®):

e

téchto grup jsou izomorfni, popripad

[niSY P i T i i A i i
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—|— — — — — —

Napriklad N.3: Definugte presné izomorfismus (Z%,®) na (Zs, @), ktery zachovdvd

vysledky operace. Grupa (Z2,©®) (je vyloucena trida [0], ke které neexistuje inverze vzhle-

dem k ndsobent):

— | — — — — — — 10 L0 O — N o <A
sles e = W0 O = ™ =
B o ®m = o F @ SO, = N0,
T = m N o ™ M ST
e BN N Yo N N0 0 S
NN F o~ e g N N =)
Ol 8 ™ = o © -

Grupa (Zg, ®):

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 12.5.
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5.3 Prednaska 05

Tato prednaska nepiinasi nové pojmy a zakonitosti, pouze procvicuje uz diive probrané
— stejné na prikladech lze vSechny pojmy vidét nejlépe.

Na 1. prednésce jsme se zacali zabyvat ruznymi vlastnostmi operace na mnoziné -
vétsinou dosti zakladnimi vlastnostmi, které plati pro bézné operace scitani a nasobeni
realnych cisel:

1) uzavrenost operace = neomezena definovanost operace na dané mnoziné

2) asociativita operace

(1)
(2)
(3) existence neutralniho prvku dané mnoziny vzhledem k této operaci
(4) existence inverznich prvku

(5)

5) komutativita operace

Na nékterych mnozinach se definuje vice operaci, prichazi zde do hry souhrn téchto
operaci, ale tomu bude vénovana samostatnd prednaska.

Jednotlivé vlastnosti operace lze dobie studovat v tzv. tabulce operace, az snad na
asociativitu (2), jejiz platnost hned tak neodhalime, ale stejné ji mezi zakladni vlastnosti
pocitame, protoze axiom asociativity plati pro sc¢itdni i nasobeni piirozenych i realnych
¢isel a asociativitu lze lehce dokazat pro sklddani zobrazeni i skladani geometrickych
transformaci, tj. velkd fada béznych operaci asociativitu splnuje.

Na 2. piedndsce jsme pokracovali ve studiu téchto tabulek operace, at uZ mnozin
koneénych nebo nekoneénych - operace na nekoneéné mnoziné je dosti zdlouhavé do
tabulky kreslit, ale pfesto se o to pokousime alespon u nékolika prvku dané mmnoziny,
protoze se timto schématem vyjasni, které dva prvky do operace vstupuji a ktery prvek
je vysledkem.

Zjistili jsme, ze (Hg, +) je komutativni grupa, (Z,+) je komutativni grupa, (C'F, o) je
nekomutativni monoid, (S3,0) je nekomutativni grupa, (Zg, ) je komutativni monoid.

Na 3. prednésce jsme zavedli pojmy homomorfismu a izomorfismu mezi algebraickymi
strukturami, minimélné mezi grupoidy, protoze oba tyto typy zobrazeni zachovavaji
vysledky operace, a to vSechny (tzv. vlastnost ZVO).

Kazdy izomorfismus je soucasné homomorfismem, ale nikoliv naopak, protoze na rozdil
od homomorfismu je izomorfismus jesté navic bijekce.

Pokud zjistime, ze jsou dvé algebraické struktury izomorfni, znamena to nejen, ze
maji ,,stejny pocet prvku“ (u nekoneénych mnozin fikdme, ze maji stejnou mohutnost),
ale operace V na mnoziné M; se chova zcela stejné, jako operace * na druhé mnoziné
M,. Kazdy vysledek operace se zobrazi na prislusny vysledek operace (ZVO): f(aVb) =
f(a) + f(b).

Ad piiklad ??: (R,+) a (R™T,) jsou izomorfni komutativni grupy. Izomorfismus lze
definovat vztahem f : (R,4+) — (R",-) tak, ze f(z) = e*. Jednd se skutecné o bijekei —
kazdému redlnému z (i tteba zdpornému) se priradi ¢islo e”, které je vzdy kladné (i kdyz
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x je zaporné). Naopak ke kazdému redlnému éislu y lze inverzni funkei Iny priradit redlné
¢islo o tak, ze e® = y. Navic plati ZVO:

fla+b) = f(a)- f(b).

Dulezité je, ze izomorfismus zachovava presné stejné algebraické vlastnosti. Tam, kde
jsou pii zobrazeni mezi algebraickymi strukturami zachovany jen nékteré vlastnosti,
mluvime o homomorfismu. Zminovali jsme ptiklad homomorfismu h : (Z,4+) — (Zs, +),
ktery zobrazuje nekonecnou mnozinu na mnozinu konecnou - ,,ztraci“ informaci o daném
celém cisle, zachovava pouze informaci o tom, jaky je zbytek daného celého ¢isla po
déleni Sesti.

Rikal jsem vam, Ze matematik a chemik Cayley dokazal vétu: Kazd4 grupa je izomorfni
néjaké podgrupé grupy permutaci (S, o). Tato véta v podstateé 11k, ze studium jakékoliv
mnoziny a jakékoliv operace na ni lze prevést na studium operace skladani permutaci na
néjaké podmnoziné mnoziny S, coz je z matematického tithlu pohledu hodné zajimavé.

Bézny uzivatel matematiky se s Cayleyho vétou setka v tom smyslu, ze pomoci ni bylo
dokazano (Gauss, Galois), ze neexistuje vzorec analogicky vzorci x5 = _bivbQ dac
algebraické rovnice stupné 5 a vice, coz je sice negativni skutecnost, ale je to skutecnost

Nyni na 5. prednaSce jiz jenom shrneme to, co bylo dosud fec¢eno k algebraickym
strukturam s jednou operaci, na nékolika ptikladech. V prednasce 6 se uz za¢neme vénovat
studiu mnozin, na kterych jsou definovany dvé operace.

Priklad 21 Cwiceni na podgrupy, které vyuzivd poznatku Lagrangeovy véty: Pocet proku
podgrupy koneéné grupy je délitelem poctu prvki této grupy.

Pro grupu (Ds,0), kde Ds je desetiprvkovd mnoZina transformaci pravidelného
pétithelnika na sebe sama a operace o (=,po“) je skliddni transformaci, vypiste
v8echny jeji podgrupy. PouZijte pritom informace o jejich procich (zachovejte prosim
oznacent):

e ¢ ... identita (nedéld s pétiihelnikem nic);

e f ... pootocent pétithelnika v jeho stredu o 72° po sméru hodinovych rucicek;

® ¢ ... pootocent pétithelnika v jeho stredu o 144° po sméru hodinovych rucicek;
e h ... pootoceni pétiihelnika v jeho stredu o 216 ° po smeru hodinovijch rucicek;
® | ... pootoceni pétiuhelnika v jeho stredu o 288° po sméru hodinovych rucicek;

e u ... osovd soumérnost vzhledem k ose AU, kde A je vrchol pétiuhelnika a U je stred
strany C'D;

e v ... osovd soumeérnost vzhledem k ose BV, kde B je vrchol pétiihelnika a V' je stred
strany DE;
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e w ... osovd soumérnost vzhledem k ose CW, kde C' je vrchol pétiuhelnika a W je
stred strany EA;

e & ... osovd soumeérnost vzhledem k ose DX, kde D je wvrchol pétiuhelnika a X je
stred strany AB;

e y ... 0sovd soumernost vzhledem k ose EY , kde E je vrchol pétiihelnika a 'Y je stred
strany BC;

o3
yas A\ C’
’ |

M

a informace o vlastnostech, které plati:

e Podle Lagrangeovy véty muze mit podgrupa konecné grupy jen jisty pocet proki;

o uvazite také uzavrenost operace na podgrupé: nékteré prvky samy od sebe generuji
Jiné proky (a jejich zahrnuti v podgrupé tedy vyZadugje i zahrnuti dalsich proki);

o jeste musite do kaZdé podgrupy zahrnout i vsechny prislusné inverzni proky.

|Ds| = 10, tj. kromé trividlnich podgrup P, = {id}, P, = D5 budou existovat jesté pod-
grupy, jejichz pocet prvku je délitelem ¢éisla 10, tj. podgrupy dvouprvkové a pétiprvkové.
Pokusme se vSechny najit pomoci oznaceni permutacemi pétiprvkové mnoziny: Klicem je
oznacit si vrcholy ¢isly 1 az 5, pak:

e ¢ =1d;

o [=1(1,2,3,4,5);

e g=(1,3,52,4);
o h=(1,4,2,5,3);
o i =(1,5,4,3,2);

e u=1(2,5)0(3,4);
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o v=(1,3)0(4,5):
o w=(1,5)0(24):
o z=(1,2)0(3,5):
o y=(1,4)0(2,3).

Je wvidet, ze pétiprvkovda podmnozina vSech pootoceni tvori podgrupu
Ps; ={e, f,g,h,i}. Obsahuje vSechny inverze: e <> e, f <> i,g <> h.

Podobné jako tomu bylo i u D3 a Dj, osové soumérnosti jsou inverzemi sebe
sama, tj. jejich pripojenim k neutrdlnimi prvku dostaneme dvouprvkové podgrupy:

P4:{e,u},P5:{e,v},P6:{e,w},P7:{e,x}7P8:{e,y}.

Zadné dalsf netrividlni podgrupy, nez téchto Sest, uz neexistuji. Celkem mé tedy Ds
osm podgrup.

e Kdyz vezmeme jakékoliv pootoc¢eni kromé identity, uz pomoci ného vygenerujeme
vSechna dalsi pootoceni - a protoze podgrupa musi byt uzeviena na vysledek operace
(= na slozeni transformaci), musime ty dalsi pootoceni ptridat do téze podgrupy -
tj. az vezmeme jakakoli dvé ruznd pootoceni, musime uz do stejné podgrupy pridat
i tii dalsi pootoceni.

Napi. fl = f
fP=fof=yg
fP=fofof=h
ft=fofofof=i

fP=fofofofef—c

Takové podgrupé, ktery je generovana jedinym prvkem, rikame cyklicka:
P3; = (f) ...je generovana (,vytvorena*) prvkem f.

o Kdybychom k nékteré z podgrup Py, Ps, Ps, P;, Py pridali jediny dalsi prvek, uz by

nutné (aby platila uzavienost operace) vygeneroval celou mnozinu Ds.

Napf. pridanim w k mnoziné P, = {e, u}:

wowu = (1,5) 0 (2,4) o (2,5) o (3,4) = (1,5,4,3,2) = ¢ diky uzavienosti
podgrupy na operaci by uz ¢ muselo nutné lezet v nasi podgrupé

i? = h  diky uzavienosti podgrupy na operaci by uz h muselo nutné leZet v
nasi podgrupé

i3 = g  diky uzavienosti podgrupy na operaci by uz ¢ muselo nutné lezet v
nasi podgrupé

i* = f  diky uzavienosti podgrupy na operaci by uz f muselo nutné lezet v
nasi podgrupé

iou = (1,5,4,3,2) 0 (2,5) o (3,4) = (1,5) 0 (2,4) = w  diky uzavfenosti
podgrupy na operaci by uz w muselo nutné lezet v nasi podgrupé
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hou = (1,4,2,5,3) 0 (2,5) 0 (3,4) = (1,4) 0 (2,3) = y diky uzavienosti
podgrupy na operaci by uz y muselo nutné lezet v nasi podgrupé

gou = (1,3,5,2,4) 0 (2,5) o (3,4) = (1,3) o (4,5) = v  diky uzavienosti
podgrupy na operaci by uz v muselo nutné lezet v nasi podgrupé

fou = (1,2,3,4,5) 0 (2,5) 0 (3,4) = (1,2) 0 (3,5) = =  diky uzavienosti
podgrupy na operaci by uz x muselo nutné lezet v nasi podgrupé

Timto generovanim uz nutné dostaneme celou desetiprvkovou mnozinu Dj. e

Piiklad 22 Cwiceni k pojmu levd a pravd trida proku vzhledem k podgrupé (Pinter 2010,
str. 130-135):

A. Priklady trid proku vzhledem k podgrupé konecné grupy

B. Priklady trid proku vzhledem k podgrupé nekonecné grupy:

Napriklad N.1: H =<5 > je podgrupa grupy (Z,+) generovand prvkem 5. Vypiste
vSechny pravé tridy prvku vzhledem k podgrupé H .

C. Dusledky Lagrangeovy véty

D. Dalsi disledky Lagrangeovy véty

E. Viastnosti trid proku vzhledem k podgrupeé.

Priklad 23 Lagrangeova véta (a jeji dusledek — véta 13) spolecné s vétou 21 ndm pomalu,
ale jisté davd informace o véech konecénijch grupdch o malém poctu prvki:

Jednoprvkovd grupa je (az na izomorfismus) jedindg a obsahuje pouze neutrdalni prvek.

Grupa o prvociselném poctu proki 2, 3, 5, 7, atd. je cyklickd (véta 13), a tedy aZ na
izomorfismus stejnd jako (Hy,+) neboli (Z,,+) (véta 21), tedy grupa prvociselného
poctu prvku je az na izomorfismus jedind.

Ddle grupa o poctu prvki p?, ktery je druhou mocninou prvocisla, je podle cvicent
G (Pinter 2010, str.154-155) izomorfni bud (Z,2,+), nebo (Z, x Z,), tedy existuji
pouze dvé navzdjem neizomorfni grupy rddu p?.

Prehled vsech Sestiprvkovych grup: cviceni F, str. 132.
Prehled vsech desetiprvkovych grup: cviceni G, str. 132.

Prehled vsech osmiprvkovijch grup: cviceni H, str. 133.

Nasledujici priklady viz Pinter 2010, str. 141-146:

Piiklad 24 Napriklad A.1.
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a) Definujte néjaky (aspon jeden) homomorfismus f : (Zs,+) — (Z4, +):
01234567
f={+ 4+ 44444
b) Urcete jadro K homomorfismu z édsti (a).

Priklad 25 Napriklad A.5: Kazdd z dvandcti transformaci pravidelného Sestituhelnika v
grupé (Dg, o) (Sest pootoceni o ndsobek Sedesdti stuprit, véetné identity = pootocent o thel
nulovy; dalsich Sest jsou osové soumernosti podle tri whlopricek prochdzejicich protejsima
vrcholy (A,D a B,E a C,F) a podle tii spojnic stiedu protéjsich stran) néjak permutuje
jeho tri uhlopricky, které si oznacme éisly 1 (AD), 2 (BE) a 3 (CF), tj. tato soucasnd
permutace Sesti vrcholu a permutace tri whlopricek definuje homomorfismus f : Dg — S3,
v obou grupdch uvazujeme operaci sklddani permutaci. Napriklad

flidg) =ids, f(1,2,3,4,5,6) = (1,2,3).

Napiste, na jaké proky se zobrazi timto homomorfismem zbylych deset prvki grupy Dg.
Grupa (S5,0) md proky: id, (1,2,3), (1,3,2), (2,3), (1,3), (1,2).

Piiklad 26 B. Priklady homomorfismu nekoneéniych grup:
Napriklad B.2: Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni ¢ je grupovym homomorfismem, a najdéte
jeho jadro:

¢ : (D(R),+) = (F(R),+) je definované vztahem o(f) = f'

(D(R) je mnoZina redlnyjch funkci, u ktergch existuje jejich derivace f', a F(R) je
mnozina redlnyjch funkci).

Napriklad B.3: Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni f je grupovym homomorfismem, a najdéte
jeho jadro:

f:(Rx R, +)— (R,+) je definované vztahem f([z,y]) =z +y

(R x R,+) je mnoZina je mnozina usporddanych dvojic redlnych cisel, které séitame po

slozkdch).
Priklad 27 F. Homomorfismus a 7dd proku (postup a vysledky tohoto prikladu viz 12.5).

Napriklad F.1: Pro homomorfismus grup f : (G,7) — (H,*) je a € G prvek radu n.
Vyzkoumejte na prikladech (napr A.1), co lze tici o Tadu prvku f(a) — POZOR, nemusi
byt stejny jako Tdd proku a.

Napriklad N.3: Dokazte véeticku: Grupovy homomorfismus zobrazuje generdtor cyklické
podgrupy na generdtor cyklické podgrupy.
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Napriklad N.4: Pomoci véty 16 a predchozich dvou véticek F.1, N.3 najdéte vsechny
mozné homomorfismy z prikladu A.1, tj. vSechny mozné homomorfismy grupy (Zs, ®) do
grupy (Zy, ®) a urcete jejich jadra.

Napriklad N.2: Vypiste vsechny proky grup (Zy,®), (S3,0) a u kazdého prvku urcete
jeho tad. Potom popiste vSechny mozné homomorfismy grupy (Zy,®) do grupy (Ss,o),
které existuji — musite pri kaZdém z nich urcit, kam se zobrazi kaZdy prvek mnozZiny Zg.
U kazdého z téchto homomorfismi urcete jeho jadro.

Piiklad 28 Napriklad N.1: Uvazujme homomorfismus ¢ grupy (Zs,®) do grupy (Zs, ®)
definovany ¢(0) =0, p(1) =1, atd.

a) Urcete jadro K tohoto homomorfismu,

b) Jaké prvky md faktorgrupa Zg/k s operaci rozsitenou na tridy? Je mozné vyjadrit
obrdzkem, ale vyznacte zretelnée prvky faktorgrupy.

Vysledky nékterych piikladu najdete v zavéru textu v oddilu 12.5.
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6 Tyden 06

6.1 Prednaska 06: struktury se dvéma operacemi

Okruh je po grupé druhou zakladni definici struktury v kursech moderni algebry. A je to
definice naprosto prirozena. Kdyz totiz zkoumame mnozinu Z, nikdy o ni ne premyslime
jako o mnoziné s jedinou operaci, ale mame souc¢asné na mysli s¢itani (odé¢itani je skryto
v inverznich prvcich) a nésobeni (déleni je skryto v inverznich prvcich). Matematik se
tedy snazi formulovat, jaké zdkonitosti plati pro interakci operaci + a -. Tato interakce
je popsana v definici algebraické struktury zvané okruh:

Definice 24 okruh (anglicky: ring) je mnozina (M, +,-) s operacemi + a -, které splrugi
vlastnosti:

a) Operace + spliuge vlastnosti (1), (2), (3), (4), (5), tj. (M,+) je komutationi grupa;

b) operace - spliuge vlastnosti (1), (2), (3), tj. mnozina (M,-) je monoid (= pologrupa
s jednotkou);

c) interakce operaci + a - splnuje tzv. distributivnd zdkon = vlastnost (6):

VazyzeM:x-(y+2)=c-y+zx-2, (y+2)-x=y-x+z-x

(rovnice jsou dvé diky tomu, Ze operace - neni obecné komutativni).

Piiklad 29 o Prikladem konecného okruhu je struktura zbytkovych trid (Z,,®,®).

o Prikladem nekonecného okruhu je (Z,+,-), tedy mnoZina celych ¢isel s tradicnimi
operacemsi scitdni a nasobend.

Podivejme se napf. na mnozinu Zg zbytkovych ttid, kde jsou cela ¢isla rozdélena do
6 podmnozin podle toho, jaky zbytek dévaji po déleni Sesti. Pouze z pohodlnosti tyto
zbytkové tiidy oznacujeme stejné jako celd ¢isla 0,1,2, 3,4, 5.

Na takto definovanych prvnich lze zavést operace séitani a nasobeni s nasledujicimi
tabulkami:

+(0 1 2 3 4 5
0/0 1 2 3 4 5
11 2 3 4 5 0
212 3 4 5 0 1
313 4 5 0 1 2
414 5 0 1 2 3
515 0 1 2 3 4
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01 2 3 4 5
0/j0 0 0 0 0 O
110 1 2 3 4 5
2/0 2 4 0 2 4
310 3 0 3 0 3
410 4 2 0 4 2
510 5 4 3 2 1

Kdyz prozkoumame vlastnosti téchto operaci, tak zjistime, ze
a) + spliuje vlastnosti (0), (1), (2), (3), (4), (5)

b) - splauje vlastnosti (0), (1), (2),(3), (5), nespliiuje vlastnost (4), protoze neexistuji
inverze vzhledem k nasobeni pro prvky 0, 2, 3, 4.

¢) +, - spliyje distributivni zdkony (6a), (6b).

Tedy celkem (Zg, +, -) je komutativni okruh.

Ovsem struktura (Z,,-) vykazuje urcité defekty, tj. obsahuje tzv, netrividlni délitele
nuly:

Definice 25 nenulovi délitelé nuly jsou takové prvky a, b mnoziny M, které se nerovnaji
nule (0 = neutralni prvek v grupé (M, +)), ale jejich soucin (= vysledek operace ndsobeni
v pologrupé (M, -)) je roven nule: a-b=0;

Piiklad 30 Mnozina Zg zbytkovych trid modulo 6 je prikladem struktury s menulovymi
déelitely nuly: jeji proky [2], [3] nebo [3], [4] jsou nenulovi délitelé nuly, protoze plati

Je videét, ze prave délitelé nuly zpusobuji, ze v nékterych pologrupach ¢ monoidech
(napt. (Zs, ®) je monoid vzhledem k operaci ®) neplati zdkon o kraceni (7): napf. prave
v (Zs, @, ®) vidime, Ze

RloRl=[2lob]

ale nemuzeme vykrétit z rovnosti tfidu [2], protoze [2] # [5] .

Netrivialni délitelé nuly jsou dosti prekvapivym jevem, ktery napiiklad u celych cisel
nenastane — a také nezadoucim jevem. Okamzita otazka pro matematicky popis vyvstava,
kdy se takova situace vyskytne a jak zarucit, ze k ni nedojde. Z tohoto duvodu definujeme
obor integrity:
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Definice 26 obor integrity** (anglicky: integral domain) je mnozina® (M, +,-) s opera-
cemi + a -, kterd je okruhem a navic jsou splnény vlastnosti:

ad a) Operace + nespliiuje nic navic,
ad b) operace - spliuje navic:

e M neobsahugje netrivilni délitele nuly (vzhledem k operaci -);

e vlastnost (5), tj. operace - je komutativni na M ;
ad c) diky komutativité operace - lze distributioni zdkon psdt v jediné rovnici:

VaoyzeM:x-(y+2)=c-y+zr-z=y-x+z-x=(y+2) - .
Priklad 31 o (Z7,®,0) je konecny obor integrity, protoze 7 je prvocislo, tj. (Z3,©®)
neobsahugje netrividalni délitele nuly.

o (Z,+,") je nejen nekonecény okruh, ale i nekonecény obor integrity, protoze neobsahuje
netrividlni délitele nuly a ndsobeni je komutationi, a tedy distributivni zdkon lze psdt
v jedné rovnici.

V klasické teorii operaci se definuje jesté jeden pojem, ktery je dokonce jesté silnéjsi
nez obor integrity, a sice téleso:

Definice 27 Téleso (anglicky: field ... proto nékteré ceské ucebnice pouzZivaji téZ ndzev
,pole®) je mnozina (M, +,-), kterd je oborem integrity a navic operace - splniuje vlastnost

(4), 4.
ad a) Operace + nespliuje nic nového,
ad b) operace - spliiuje navic vlastnost (4), tedy (M — {0}, ) je grupa®®;

ad c) zde nic nového.

24Vyznam slova integrita: celistvost. Ve stejné rodiné vyznami je i slovo integer = celek, celé &islo.
Podobné i slovo integral®* vlastné znamend soucet, spojeni, seCteni. A fraze ,is an integral part of ... =
je nedilnou soucasti, je zakomponovanou soucasti. V Bibli je hebrejsky vyraz ,:i8 tamim“ prekladan do
anglictiny jako ,,the man of integrity“, do ¢estiny jako ,muz beztihonny*, ale lepsi by byl pieklad ,,celistvy
clovek® ... to neznamena clovék naprosto dokonaly, ale clovék, ktery je ochoten pracovat na vsech tiech
hlavnich oblastech Zzivota: na svém vztahu k Bohu, na vztahu k lidem i na svém vztahu k praci. Tedy
integrita je néco pozitivniho, velmi zadouciho a charakterniho. Podobné tomu bude i v matematice: obor
integrity neobsahuje patologicky jev vyskytu netrividlnich déliteli nuly.

25 Aby byla definice naprosto ¢ist4, méli bychom dodat, Ze mnozina je minimalné dvouprvkové, obsahuje
totiz nulu jako jednotkovy prvek vzhledem ke scitani a jednicku jako jednotkovy prvek vzhledem k
nasobeni a 0 # 1.

26Vl1astnost (4) je silngjsf nez vlastnost ,neobsahuje netrivialn{ délitele nuly“, tj. u bodu b) je dostateéné
uvést, ze operace - u télesa spliuje (1),(2),(3),(4),(5). Lze dokdzat tvrzeni, ze kazdé téleso je i oborem
integrity, tj. téleso ,neobsahuje netrivialni délitele nuly*.
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Priklad 32 o (Z7,®,0) je konecny obor integrity, ale téZ i konecné téleso, protoze v
pripadé konecné mnoZiny M pojmy obor integrity a téleso splyjvayji.

o (Q,+,) je nekonecné téleso, protoze (QQ — {0},-) je grupa ... je splnéna i vlastnost
(4), Ze mnozina M obsahuje i inverzni proky vzhledem k operaci ndsobend.

o (Z,+,-) je nekonecny obor integrity, ktery nent télesem, protoZe mnoZina Z neob-
sahuje vétsinu inverznich prvki vzhledem k operaci ndsobent.

Tedy pojmy okruh, obor integrity a téleso predstavuji struktury stale silnéjsich vlast-
nosti:

Obrazek 6.6: Vztah mezi pojmy okruh, obor integrity, téleso.

Piiklad 33 Zjistéte, co jsou z algebraického hlediska struktury a) (24,U,0), b) (24, N, V)
(24 ... mnoZina vsech podmnozin mnoZiny A pro A ={1,2,3,4,5}).

a) (24,U,N):
Vypisme si vlastnosti operaci U: (1), (2), (3) (,nula“ je 0), (5). ((4) neplati, protoze
{1} U X = 0 pro zddnou podmnozinu X)
N: (1), (2), (3) (,jednotka“ je A), (5). ((4) neplati, protoze {1} N X = {1,2,3,4,5}
pro zddnou podmnozinu X)
{1} n{2,3} =0 ...existuji zde nenulovi délitelé nuly!
distributivni zdkon (6): XN(YUZ) = (XNY)U(XNZ) ...lze dokdzat Vennovymi
diagramy.
Tuto strukturu bychom snad mohli nazvat polookruh, ktery obsahuje nenulové
délitele nuly, protoze mnozina podmnozin neni grupou vzhledem k zadné z ope-
raci U, N.

b) (24,N,U): Vlastné se jednd o tytéZ operace, pouze vlastnost (6) je naopak (sjednocen{
ve vyznamu ,nasobeni®, prunik ve vyznamu ,s¢itdani“): X U(Y NZ) = (XUY)N
(XUZ)

{1,2} U {3,4,5} = A ...existuji zde nenulovi délitelé nuly!

Opét (24,M,U) je polookruh, ktery obsahuje nenulové délitele nuly.
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Co je na prikladech a), b) zajimavé, je to, ze distributivni zdkon zde plati, i kdyz
zaménime poradi obou operaci!

XNYuzZ)=(XnNnY)u(Xn2Z)

XUlYnz)y=XuYyY)n(Xuz)

To je z algebraického hlediska hodné zajimavé a vedlo to ke studiu mnoziny vSech
podmnozin, zavedeni pojmu distributivni usporadané mnoziny, atd. a matematici zavedli
oznaceni, na zakladé néhoz se mnozina vSech podmnozin jisté mnoziny s operacemi
sjednoceni a pruniku nazyva Booleho algebra (o tom nékdy vice v samostatné prednasce,
snad v pfedmétu Algebra 3).

Mohlo by vés zajimat, pro¢ nadiazujeme vlastnost (4) v definici télesa nad vlastnost
NNDN v definici oboru integrity. To jesté nebylo vysvétleno. Jednou z odpovédi na tuto
otazku je existence oboru integrity (Z, +, -), ktery neni télesem. Tj. existuji obory integrity,
které nejsou télesy ... a protoze se obor integrity (Z,+,-) lisi od télesa pouze tim,, ze
nespliiuje vlastnost (4),, fikdme, ze vlastnost (NNDN) je slabsi nez vlastnost (4).

Plati to vsak vzdy, Zze obor integrity je ,méné nez* téleso ( v tom smyslu, ze obor
integrity spliiuje méneé vlastnosti)? Druhou moznosti odpoveédi je véticka, ze kazdy koneény
obor integrity je télesem (jinymi slovy, pokud M je konecnd, tak pojem obor integrity a
téleso je jedno a totéz):

Veéta 25 Kazdy konecny obor integrity (M, <7, *) je uz télesem.

(Dukaz: Piimy — predpokladejme, ze (M, <7, *) je konecny obor integrity, dokézeme,
ze je télesem, tj. to bude objasnéno, jestlize najdeme v M inverze vzhledem k operaci x
pro vSechny prvky mimo prvek Og. Pojdme na to: uz na zacatku vime, ze neutrdlni{ prvek
1, je inverzni sdm k sobé. Najdéme inverze vzhledem k operaci * pro prvky zbyvajici:
protoze predpokladame, ze M = {0y, 1., 1, %2, ..., Tn_2} je koneénd mnozina, staci najit
inverze pro prvky xi, s, ..., x, 9. Najdéme bez ijmy na obecnosti inverzi pro prvek x;
... ten oznacuje libovolny dalsi prvek mimo oba neutralni prvky.

Jestlize prvek x; nasobime vSemi moznymi nenulovymi prvky, dostavame souciny x; %
Lo, Ty % Ty, Ty % To, T * X3, ..., T1 * Ty_o. Jednd se o (n — 1) soucinu, z nichz kazdé
dva davaji ruzny vysledek — kdybychom totiz dostali dva stejné vysledky, mohli bychom
v oboru integrity provést kraceni, a dospéli k tomu, ze v zdhlavi tabulky operace % se
vyskytuji dva stejné prvky, coz neni mozné (oznaceni jsme od zac¢dtku konstruovali tak,
ze 1y, o1, g, ..., Ty o oznacuji ruzné nenulové prvky naseho oboru integrity). Protoze
M je koneénd mnozina, néktery z (n — 1) vysledku soucinu musi byt ¢islo 14, tedy pro
néjaké s € {1,2,...,n — 2} plati

Ty *xTs = 1,
Nasli jsme tedy inverzi zs prvku x; vzhledem k operaci *. Protoze uvahu lze provést

nejen pro zp, ale pro libovolny prvek ruzny od obou neutrdlnich, je tim prokazana
existence vSech inverznich prvku mimo inverze k nulovému prvku. Dukaz je hotov. [.)
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Tiet{ odpoved jde pres vlastnost kraceni. Pro zopakovani: v grupé vlastnost kraceni
byla oznacena v tomto textu ¢islem (7), a ¢islem (7)* oznacime nyni vlastnost kréceni v
okruhu:

Va,b,c € (M,~7,%),a# 0y :axb=axc=b=c (7)

(tedy jestlize prvek a € (M, <7, *) neni neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci v/, pak
jim lze v rovnici krétit).

Véta 26 V kazdém télese (M, <7, *) plati: Z existence inverzi vzhledem k operaci x plyne,
Ze je splnéna vlastnost (7)*.

(Dukaz jednoduse: Z existence inverzi vzhledem k operaci * plyne, Ze pro libovolné
x € (M — {0y}, *) 1ze rovnost
TkY=2T*2
vyndsobit zleva inverznim prvkem z~!:
y=lsxy=a'srxxy=a'sxxz=1x2=2 = y=2.

To ovSsem znamend, ze pro nenulové x lze v rovnosti x * y = x * z kratit, a tedy plati

(7)*. Dukaz je hotov. [.)

Zkusme si polozit otazku, ktera souvisi se zakonem o kraceni: Lze kratit ve strukturach,
ve kterych neexistuje inverze =1 z piedchoziho ditkazu - lze napi. kratit v okruhu nebo
v oboru integrity?

(Zs,+-) je okruh, vime, ze zde krétit nelze.

(Z,4+,-) je obor integrity a vime, ze u celych ¢isel kratit lze. Plati to vsak vzdy? Co
kdyz je to jen nahoda? Ukazuje se, ze to plati vzdy:

Veéta 27 V kazdém okruhu (M, +,-) plati: Je splnéna vlastnost (7)* < A NDN.

Dikaz: "=" Predpokladejme, ze (M, +, ) je okruh spliujici vlastnost (7)*, chceme
dokazat, ze neexistuji nenulovi délitelé nuly.
Va,b, € M, pro které a-b =10
1) pokud a = 0, jsme hotovi, protoze b je nulovy (trivialni) délitel nuly.
2) pokud a # 0, muzeme psat:
a-b=0=a-0, tedy:
a-b=a-0= podle (7)* plati b = 0, tedy a je trividlni (nulovy) délitel nuly.
Celkem aspon jedno z cisel a,b je nula =, tj. nenasli jsme zadné nenulové délitele nuly
... tedy zadni neexistuji, a to jsme chtéli dokazat.

7<” Predpoklddejme, ze (M,+,-) je okruh neobsahujici nenulové délitele nuly,
ukdzeme, ze spliuje (7)*.

Pokud a # 0, uvazujme rovnost a - b = a - c. Obecné prvek a~! nemusi existovat, ale
nyni vyuzijeme druhé operace, tj. existence opacného prvku (—a - ¢) k prvku (a - ¢):
a-b—a-c=0... vyuzijeme distributivni zdkon (6a), dostaneme:
a-(b—c¢) = 0 .. Vime, ze okruh neobsahuje nenulové délitele nuly = musi nastat
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b—c=0, atedy b= c, dokdzali jsme (7)*. 0.

Ted uz vime, ze vlastnost (7)* je ekvivalentn{ s vlastnosti NNDN. Ale vlastnost (7)*
se v kazdém télese snadno dokaZe vyndsobenim inverzi a=!, kterd tam vzdy existuje pro
a # 0. Tedy ekvivalentné: zadné téleso neobsahuje nenulové délitele nuly.

Kazdé téleso je oborem integrity, kazdy obor integrity je i okruh (a z tranzitivity
pojmu plyne, ze i kazdé téleso je okruh). Ale naopak to neplati: existuji okruhy, které
nejsou oborem integrity, napi. (Zs, @, ®); a existuji obory integrity, které nejsou télesem,
napt. (Z,+,-).

Kromé terminu okruh, obor integrity, téleso se nékdy v algebraické teorii vyskytuji
pojmy ideal a hlavni idedl, které bude asi dobré doplnit spolecné s piiklady, a tim se
semestr uzavre.

Definice 28 Idedl je neprdzdnd podmnozina B okruhu (M, +,-) takovd, Ze (B,+) je pod-
grupa (tj. B vzhledem k operaci + spliuje vlastnosti (1) a (4)) a navic B absorbuje souciny
na mnozine M, 1.

Voe B, meM: b-meB

(vyndsobime-li prvek mnozZiny B prokem mnoziny M, vysledek padne do mnoziny B).

Priklad 34 Nejprirozenéjsim prikladem idedlu je podmnozina B sudiych celych cisel
okruhu (Z,+,-):
B={..,-4,-2,0,2,4,...}.

Je zireymé, Ze (B, +) je podgrupa grupy (Z,+) a vyndsobime-li sudé ¢islo jakymkoli celym
cislem, vysledek je opét sudé cislo, tj. mnoZina B absorbuje vSechny nasobky sebe sama s
lichgmi c¢isly. Tedy B je idedl v (Z,+,-).

Definice 29 V teorii idedlu hraje klicové misto tzv. hlavni idedl okruhu, ktery definujeme
jako takovy idedl B, ktery vygenerujeme jedinym prokem b, jenz vyndasobime se v§emi proky
mnoziny M.

Piiklad 35 Pro M = (Z,+,-) jsou hlavnimi idedly tyto mnoZiny:

e By =< 1 > ... idedl generovany prvkem 1 a vsemi souciny 1 -z pro z € Z, tj.
By = Z (okruh (Z,4+,") je sam o sobé hlavnim idedlem);

o By :=< 2> ... idedl generovany prvkem 2 a vsemi souciny 2-z pro z € Z, tj. jednd
se o idedl z prikladu 6.5:

B={...,—4,-2024,...}.

e B3 :=< 3> ... idedl generovany prvkem 3 a vsemi souciny 3 -z pro z € Z, tj.

By={...,—6,-3,0,3,6,...}.
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e atd.

o Pokud v okruhu (Z,+,-) vezmeme idedl generovany dvéma prvky, napriklad B =<
{3,7} >, jeho prvky jsou napriklad celd ¢isla délitelnd tremi nebo sedmi, ale POZOR,
to nejsou vsechny jeho proky: B musi byt grupou vzhledem k operaci scitani, obsahuje
tedy i ¢islo T—3 = 4, a pokud obsahuje ¢isla 3 1 4, obsahuje také jejich rozdil 4 —3 =
1, a pokud obsahuje jednicku, obsahuje vlastné vsechna celd c¢isla, protozZe jednicka
vzhledem ke scitdni vygeneruje celou mnozZinu Z, a to je hlavni idedl vzhledem k
prvku 1, tedy dosli jsme k tomu, Ze

<{3,7}>=Z=<1>.

Takze nent tak jednoduché najit idedl, ktery neni hlavni, protoZe o mnoziné Z vime,
zZe je hlavnim idedlem vzhledem ke generdtoru 1. Ve skutecnosti je docela schudné
dokdzat matematickou vétu, Ze kazdy idedl okruhu (Z,+,-) je hlavnim idedlem.

Ctenaf tohoto textu ¢i student predmétu Algebra 1 si urcité iikd, nac je toto vse
podrobné studium pojmu, vychazejicich vétsinou z vlastnosti operaci séitani, nasobent,
pruniku a sjednoceni. Rad bych jej ubezpecil, ze kromé toho, ze zakonitosti jsou samy o
hledéni feseni algebraickych rovnic. Ve druhé poloviné semestru se budeme prave fesenim
algebraickych rovnic zabyvat podrobné.
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6.2 Cviceni 06: Algebraické struktury se dvéma binarnimi ope-
racemi

Je mozné, ze toto cviceni a pojmy souvisejici se strukturou se dvéma operacemi budete
na cviceni probirat diive nez v Sestém tydnu — sledujte rozvrh cviciciho.

Uloha 6.1 V mnoziné Q jsou definovdany operace ® a ® predpisy: t DYy =r+y,r Oy =
%xy. Ovérte, zda (Q, P, ®) je téleso.

Uloha 6.2 V mnoziné Z jsou definovany operace & a ® predpisy: a®b = a+b+1,a®b =
a+ b+ ab. Urcete typ algebraické struktury.

Uloha 6.3 V mnoziné R jsou definovdny operace ® a ©. Zjistéte, zda (R, ®,®) je téleso.
a)zrdy=1"+y r0y =1y
b)rOy=x+y,r0y =37y

Uloha 6.4 V mnoziné (Zs,®,®) sestavte operacni tabulku pro operace & a ©. Urcete
typ struktury (Zg, ®,®).

Uloha 6.5 Vijpoctem urcete typ algebraické struktury (Zs, @, ®).

Uloha 6.6 Urcete vsechny delitele nuly v nasledujicich komutativnich okruzich:
a) (Z12,®,0)
b) (ZIS) @7 @)

Dalsi procviceni pojmu okruh, obor integrity, téleso: napf. viz Pinter 2010, kapitola
17 a cviceni na str. 174-178.

Napiiklad N.1:
a) Které z vlastnosti (1) az (10) spliuje struktura (27, U,N) pro P = {a, b, c}?

b) Jak byste strukturu (2, U, N) z ¢ésti (a) nazvali (okruh, obor integrity, téleso, nebo
néco jiného)?

c) Najdéte netrivialni délitele nuly na struktuie (27, U, N). Dejte pozor na to, Ze ,nula“
je vzdy prvek vzhledem k prvni uvedené operaci struktury, zatimco délitelnost se
zkoumd vzhledem ke druhé operaci struktury.

d) Najdéte netrividln{ délitele nuly na struktuie (27,N,U). Dejte pozor na to, ze ,nula“
je vzdy prvek vzhledem k prvni uvedené operaci struktury, zatimco délitelnost se
zkoumd vzhledem ke druhé operaci struktury.

Napiiklad N.2: Uved'te piiklad nekonec¢ného oboru integrity, ktery neni télesem.
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Napriklad D.1:

a) Uvazujme mnozinu 2° vech podmnozin mnoziny P = {a, b, c}. Na této mnoziné lze
definovat operaci symetrického rozdilu A + B := (A — B) U (B — A) a klasickou
operaci N pruniku. Sestavte tabulky operaci = a N na mnoziné 27,

b) Jak byste strukturu (27, <+ N) z é4sti (a) algebraicky popsali (je to okruh, obor inte-
grity, téleso, nebo néco jiného)?

Procviceni pojmu idedl, hlavni idedl, homomorfismus okruhu: viz Pinter 2010, kapitola
18 a cviceni na str. 185-189.

Napiiklad N.3: Idedl (D, +,-) okruhu celych ¢isel (Z,+,-) je takovy jeho podokruh,
ktery je uzavieny vzhledem k nésobeni celym ¢islem, tj.

d-ze D VYdeD, ze Z.

Uved'te pifklad idedlu D okruhu (Z, +, ), ktery obsahuje ¢islo 2 a neobsahuje ¢islo 3.
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7

7.1

Tyden 07

Cviceni 07: Polynomy 01

Rozklad polynomu na soucin polynomu prvniho stupné, korfen polynomu, Hornerovo
schéma, nejvétsi spolecny délitel polynomu.

Studenti méli Hornerovo schéma i Eukleiduv algoritmus a déleni polynomu v predmétu
Diskrétni matematika (MA0001), ale je potieba zopakovat.

Doporucené materidly k vyuziti:

Oznaceni: (Z[z],+,-), (Q[z],+,+), (R[z],+,-), ... po fadé okruhy polynomu s
koeficienty z okruhu celych ¢éisel, télesa raciondlnich cisel a télesa redlnych éisel.
Tyto okruhy neobsahuji netrividlni délitele nuly, takze se jedna o obory integrity
(Budinova 2013, str. 7, véta 1). Idedlni definice okruhu Z[z]: jedna se o rozsifeni
okruhu (Z,+,-) o prvek z, kde nevime, co je, muze tam byt cokoliv, tieba?
¢islo . Mnozina polynomu tedy neobsahuje vSechny inverze vzhledem k nasobeni
polynomu.

Budinova 2013, str.8-10: stupen polynomu, déleni polynomu se zbytkem ... studenti
znaji, ale pripomente.

Hornerovo schéma (Budinova 2013, str. 10-12), zakladni véta algebry, vydélte poly-
nom 6z°® + 1322 — 1 polynomem (z — 1) nebo (x + 2):

Up "+ ap g -2" P tarc v tag=a, - (2 —21) - (T —29) - (T — 1),

napiiklad
1 2
62° + 132% — 4 = 6(x + 2)(x — 5)(30 + 5)
Budinova 2013, str. 18-21 po pojem ireducubilni polynom, objasnéni, ze v zakladni
véteé algebry se vyskytuji ireducibilni polynomy. Délitel polynomu, nejvétsi spoleény
deélitel polynomu, Eukleiduv algoritmus: znaji, ale pfipomente (na piikladu). Nor-
movany nejvetsi spoleény délitel.

Naleznéte NSD polynomu: Eukleidovym algoritmem (Budinova 2013, str.20, pf.
16), rozkladem na soucin ireducibilnich polynomu (pf. 18,19, str. 23 ... upozornéte
studenty, ze rozklad lze realizovat substituci (pf.18) nebo postupnym vytykanim).

2"Pinter, 2010, str. 241.
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7.2 Prednaska 07: Prehled algebraickych metod hledani korene
polynomu
Ozna¢me

Zlz] == {an2™ + ap_ 12" P+ - + ez + ag;a; € Z,n € N} mnozinu polynomu s
celociselnymi koeficienty, x je proménna

Qlr] = {az" + ap_12" '+ - + a7 + ag;a; € Q,n € N} mnozinu polynomu s
raciondlnimi koeficienty, x je proménna

R[z] := {a,x"+a, 12" '+ -+a1x+ap; a; € R,n € N} mnozinu polynomu s realnymi
koeficienty, x je proménna

Clz] = {ayz" + ap12™ '+ -+ + a1z + ap;a; € C;n € N} mnozinu polynomu s
komplexnimi koeficienty, x je proménnd

Nyni se dostavame k jadru predmeétu algebra - k feSeni polynomickych rovnic typu
p(x) = 0, kde p(z) je pravé nekterd z mnozin Z|x], Q[z], R[z], Clz], tzn. polynom. Co se
tyka mnozinového porovnani téchto mnozin, plati Z[z] C Q[z] C R[z| C Clz}:

e polynom s celociselnymi koeficienty je soucasné i polynomem s koeficienty
racionalnimi, redlnymi i komplexnimi

e polynom s raciondlnimi koeficienty (tj. koeficienty ve tvaru zlomku) je soucasné i
polynomem s koeficienty realnymi i komplexnimi

e polynom s redlnymi koeficienty je soucasné i polynomem s koeficienty komplexnimi

W AR Rt SRR

iy

b

Vétsinou ndm bude v této prednésce stacit zabyvat se polynomu z mnozin Z[z| nebo
Q[z], ale nékolik véci, které budou teceny, bude platit i pro polynomy z mnozin R[x] a
Clx].

Uz v samotném tvaru polynomu se pouzivaji dvé operace, s¢itani a nasobeni, pomoci
téchto stejnych operaci muzeme scitat a nasobit i samotné polynomy, tj. mame struktury
se dvéma operacemi (Z[z],+,-), (Qlz],+,), (R[z],+,-), (C|x],+, ). Prvni otdzka mate-
matického zkoumani zni, o jaké struktury se jedna z algebraického hlediska?
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operace +: pro p(z) = 22°—52°+4, q(z) = 32°—22+5 = p(z)+q(z) = 22°—22> 2249
(1) plati, vysledek je opét polynom, tj. operace je uzaviena
(2) plati, coz plyne z asociativity s¢itéani cisel
(3) plati, neutrdlnim prvkem je polynom n(x) =0 ...velmi jednoduchy polynom
(4) plati, napf. pro polynom p(x) = 223 — 5z% + 4 je inverz{ vzhledem ke s¢itani polynom
—p(z) = =223 + 52® — 4
(5) plati, p(z) + q(x) = q(z) + p(x)

operace pro p(x) = 22° — 5% + 4,q(x) = 322 — 2z +5 = p(z) - qlz) =
(25 — 527+ 4) (322 — 22 +5) = 62° — 192 + 202% — 1322 — 8z + 20
(1) plati, vysledek je opét polynom
(2) plati, coz plyne z asociativity ndsobeni ¢isel
(3) plati, neutrdlnim prvkem je polynom j(x) =1 ...tedy celkem jednoduchy polynom
(4

1 =1, jenze

) neplati, polynom p(z) nem4 inverzi: (223 — 5332 +4) - 223 52274

nen{ polynom (nemé tvar az® + bx? + cx + d)
Inverzni funkce u mnoha polynomu sice existuje, ale nelezi v nasi mnoziné

Z[z], Q[z], R[z], C[z]. (5) plati, p(z) - q(z) = q(z) - p(z)

interakce operaci +, -1 lze ovérit, ze p(z) - (¢(z) + r(x)) = p(x) - q(z) + p(x) - r(z)

- p(x), q(x), r(x)

Tedy celkem vsechny ze struktur (Z[z],+,-), (Q[z],+,"), (R[z],+,-), (Clz], +,-) jsou
okruhy - a kdyz si uvédomime, ze se v nich vlastné jedna o bézné s¢itani a ndsobeni ¢isel,
zjistime, ze se zde nevyskytuji nenulovi délitelé nuly, tj. vSechny tyto okruhy jsou soucasné
i obory integrity.

Pozor na zéménu oznaéem" struktury (Q +, ) ( +,4), (Cy+, ) samozfejmé télesa

vvvvvv

1
223 —5x24+4

ZahTHUJl neznamou hodnotu x, a dohromady tyto objekty vytvareji pouze obory integrity.

Definice 30 p(z) = a,2" + ay_12" ' + - + a1 + ag ... prvek mnoziny Z[x], Q[z|, R[]
nebo Clz] se nazyjvd polynom stupné n.

Pri tomto oznaceni uz predpoklddame, zZe a,, # 0 (a,, je tzv. vedouct koeficient polynomu p(z)),
jinak bychom a, mepsali - s jedinou vyjimkou, kdyz p(x) = 0, tam je ay = 0 vedouct
koeficient, ktery se nule rovnat musi.

Definice 31 Rikdme, Ze dislo ¢ je kofen polynomu p(x), respektive Ze ¢ je
resent polynomické rovnice p(x) = 0, jestlize p(c) = 0, tj. po dosazeni x = ¢

e dostaneme hodnotu O ...v pripadé polynomu p(x)

e dostaneme pravdivou rovnost ... v pripadé rovnice p(x) =0

Tedy teSeni polynomické rovnice souvisi s pojmem koten polynomu. Nékdy tyto dva
pojmy byvaji nepfesné spojovany, napiiklad v uéebnicich pro ZS mluvime o kofenech
rovnice, coz neni presné. VS terminologie zde rozlisuje pojmy , kofen polynomu* a ,Fesent
rovnice“. Nejprve si fekneme néco o vzorcich:
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a) a-x+b=0...toje tzv. linedrni rovnice
Pozor, vzhledem k poc¢tu feseni zde mohou nastat tfi situace, napf.

0-2+5=0...nem4a reSeni

2-2+5=0...nemd feSenf v Z, ale v Q, R, C ano: z; = 32

0-x+2 = 2 ...ma feSeni nekone¢né mnoho: kazdé ¢islo z mnoziny, které nas zajima,
je TeSenim rovnice po dosazeni za x.

b) a-2*+b-x+c=0...to je tzv. kvadratickd rovnice

Existuji vzorce pro jeji feSeni: vSimnéme si, ze vzorce automaticky predpokladaji,
ze a # 0 jinak bychom ji zapsali jako rovnici linearni, viz vyse.

—b+/b2— ’ - v~ , > . , .
Tig = W ...dosadime a vypocteme feseni. Pozor, uz u kvadratickych rovnic
nékdy dochézi k tomu, Ze b — 4ac je zadporné ¢islo. M4 smysl poéitat odmocninu ze

zéporného ¢isla? Jinymi slovy, existuje feseni kvadratické rovnice 2 +1 = 07

Na mnoziné R jisté takové feSeni neexistuje, jelikoz zadné ¢islo x se po umocnéni
na druhou a pri¢teni k 1 nerovna 0.

Zde nékde vznika pojem komplexniho ¢isla. Stejné jako se matematika stovky let

zdrahala pracovat se zapornymi ¢isly, nejprve se zdrahala pracovat s komplexnimi
cisly.

C :={ a+bi, kde a,b € R, i je imagindrn{ ¢fslo: 2 = —1 }

Uz jsme si tikali v ZAKLADECH MATEMATIKY, ze komplexni ¢isla a + bi lze
mezi sebou néasobit i s¢itat, dokonce existuji i inverze vzhledem k obéma operacim
(tj. komplexni ¢isla muzeme odéitat i délit - vyjma déleni nulou, kterou jsme ovsem
nemohli délit ani v Z,Q, R). Zkratka (C,+,-) je téleso, tj. struktura s hezkymi
algebraickymi vlastnostmi k obéma operacim.

Matematicky model kompexniho ¢isla tedy sestrojit lze, otazkou je, k ¢emu je to
dobré kromeé zakladni véty algebry, kterou si fekneme za chvili. Nakonec se ukazalo,
ze kompexni ¢isla jsou uzitecna tam, kdekoliv chceme néco znazornit v roviné: kom-
plexnimu ¢islu a + bi totiz jednoznacné odpovida bod [a;b] v roviné. A jakmile se
spojilo komplexni ¢islo s geometrickym vyznamem, ukézalo se, ze fadu tkolu, ope-
raci s body a vektory v roviné lze stejné dobie popsat ¢i feSit pomoci komplexnich
cisel.

Piiklad 36 V analytické geometrii lze primku prochdzejict bodem [2; 1] se smérovgm
vektorem (1, 5t) vyjddrit parametrickymi rovnicemi

r=24+t-1
y=1+t-(35") teER

Tutéz primku lze vyjadrit pomoci komplexnich cisel jako



89

—1
d=Q2+i)+t(1-—) L tER

neboli dvourozmeérné vektory ,schovame “ do komplexnich c¢isel, a pokud potrebujeme,
k dil¢im souradnicim téchto ¢isel se dostaneme tak, Ze vezmeme/najdeme jejich
redlnou cdst:

x = Rez = to, co neni koeficientem u ¢isla 1
y = Imz = to, co je koeficientem u cisla i

Timto zpusobem prevedeme redlny pripad na komplexni a naopak.

bodu/objektu po kruznici o poloméru r: pri popisu pomoci obloukové miry (proménnd
t je rovna velikosti ihlu v radidnech) musime uzit funkci sin, cos: souradnice pohy-
bujiciho se objektu jsou [r - cost,r - sint], dostdvdme tedy rovnice x = r - cost,y =
r - sint.

Tk, - — - - - -

\ cost [©

N

Pri vyuZiti komplexnich cisel se vyuzivd stary Euleriv vzorec e = cost + 1 - sint,

takze rovnomeérnyj pohyb objektu po kruzZnici lze popsat rovnici z =1 -e" (kde z =
x + 1y je vztah mezi komplexnim cislem z a vektorem (z,vy)).

Protoze pomoci vzorcu pro okamzity (¢i kmitavy) pohyb lze dobte popsat elektricky
proud, komplexnich ¢isel s oblibou vyuzivaji kolegové v elektrotechnice, misto aby
pracovali s vektory v rovine.

Budeme tedy mirné pracovat i s imaginarni jednotkou i s tou informaci, ze jednim
z jejich vyuziti je popis prace s body a vektory v roviné.

c) ar®+bx?+cr+d=0,a#0...toje tzv. kubickd rovnice

Pro tuto rovnici a jeji feseni existuji obecné vzorce pro a, b, ¢,d € R (tzv. Cardanovy
vzorce - viz BP Ivety Trombikové, najdete v IS tohoto predmétu, str. 22 —23). Tyto
vzorce se prili§ neuzivaji, i kdyz z algebraického hlediska se jedna o totalni vzorce. I
pii dosazovani do téchto vzorcu se opét velmi snadno mohou vyskytnout komplexni
¢isla - a to 1 v pripadé, ze vysledné feseni je pouze realné!
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d) ar*+br®+cr?+dr+e=0,a#0...to je tzv. kvartickd rovnice, oviem toto oznacen{
se priliS nepouziva, mnohem nazornéjsi je fici algebraicka rovnice 4. stupné nebo
polynomické rovnice 4. stupné

Opét k jejich feseni existuji vzorce obecné, totalni a kupodivu jednodussi nez vzorce
u kubické rovnice, protoze po substituci 2> = y a ,doplnéni ¢4sti polynomu na
¢tverec” dostaneme rovnici kvadratickou proménné y. Tyto vzorce je mozné uzit
¢astéji nez u rovnice kubické.

e) Obecné vzorce pro rovnice fddu 5 a vyse neexistuji, coz bylo dokézdno pany Gauss
a Galois. Matematika tedy béznému uzivateli, kterého by zajimalo TeSeni téchto
rovnic, vzorce vét§inou nenabidne. Presto existuje nékolik algebraickych postupu,
jak néktera feseni najit:

A) Hornerovo schéma: Zjisti, zda je polynom p(x) délitelny polynomem (z — ¢) stupné
1.

Piiklad 38
(623 +132% —4) :(z +2) = 62° + x — 2
r—(=2)
6 13 0 —4
—2]6 1 -2 0

Hornerovu schématu jste se vénovali v diskrétni matematice, ovsem vedouci koefi-
cient byl vétsinou roven jedné. Nyni budeme pracovat s obecnym vedoucim koefici-
entem.

Pokud se posledni hodnota na fadku Hornerova schématu rovna 0, vime, ze ¢ = —2
je kofenem polynomu 623 + 1322 — 4, a tedy FeSenim polynomické rovnice 6x® +
1322 — 4 = 0. Navic koeficienty 6,1, —2 uréuji polynom, ktery vznikd jako podil.
Miuzeme tedy dopocitat zbylé feseni:

623 + 1322 —4 =0
(x+2) (62> +2—2)=0

T = —2 Ta3 = —7&@ Ty=5 w3=F

Pomoci Hornerova schématu jsme tedy snizili stupen zkoumaného polynomu a
uzitim vzorce xy3 = —btybi—dac 322_4“0 nasli ostatni kofeny. Nasli jsme tfi feSeni rovnice:
Ty = =220 = 503 = . %

Otazkou je, zda tento rozklad polynomu na soucin linedrnich polynomu existuje
vzdy. Na ni odpovédél pan Gauss v roce 1797 a dnes se tato odpovéd jmenuje
Zékladni véta algebry:

Véta 28 Zdkladni veta algebry: KaZdy polynom p(z) = apa™ + ap_ 2™t + -+ +
a1x + ag € Clz| lze rozlozit na soucin vedouctho koeficientu a linedrnich polynomai
x —x;, kde x; € C, jsou jeho koreny:

ap - (x—x1) - (. —29) ... (T — 2y,).
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Ad Priklad 38: N4s polynom 62 + 13z* — 4 lze pst jako 6- (x+2)- (z —3)- (z+32)
tedy rovnici 62®+132%—4 = 0 pii rozkladu polynomu na souéin polynoms linedrnich
6-(z+2) (x—3) (z+2) =0 lze snadno fesit. Resenfm jsou piesné ty hodnoty,
které po dosazeni za x vynuluji nékterou ze zavorek.

Zakladni véta algebry nam vlastné iikd, ze stejné jako kazdé prirozené cislo lze
rozlozit na soucin prvocisel, i kazdy polynom stupné n lze rozlozit na soucin ve-
douciho koeficientu a jednoduchych linearnich polynomu typu (z — ;).

Priklad 39 Hodnoty x; jsou obecné komplexni, coZ vidime napr. u polynomu (x? +
1), ktery lze rozloZit na soucin (x +1) - (x —1i) nebo u polynomu (x> +x + 1) miZeme
psdt (v + 5 + 2\/75) (45— z%g) (pFi vijpoctu jsme /—3 upravili na i - /3 za
vyuziti oznacent, ze i = /—1). Miizete si zkusit zpétnym rozndsobenim zdvorek, Ze
dostanete puvodni polynom.

Klicovou otdzkou zustava, jakym zpusobem jsme zjistili, ze v piikladu 38 mame do
Hornerova schématu dosadit zrovna ¢&islo ¢ = —2. Uréitou odpovéd na tuto otdzku

dava:

Véta 29 Véta o raciondlnich korenech polynomu: Pokud polynom p(x) = an,z" +

An12" N+ 4 @z + ag € Z[z] md néjaké koreny ve tvaru zlomku %, tak klag A
llay,.

Tato véta ndm pomuze najit vSechny racionalni koreny:

Vypiseme si vSechny délitele ¢isla ag, vSechny délitele ¢isla a, a vytvoiime z nich
zlomky. Tyto zlomky zkusime uzit jako vstupy do Hornerova schématu - tyto zlomky
mohou i nemusi byt kofenem polynomu, ale mame jistotu, ze zadna dalsi racionalni
¢isla zkouset nemusime.

Pozor na to, ze postup funguje jen tehdy, kdyz vsechny koeficienty a;, nejen prvni
a posledni, jsou celociselné.

Piiklad 40 Reste rovnici 22° + 2% — 1223 — 2022 — 192 — 6 = 0

6 ma deélitele +£1,+2, +3, +6
2 ma deélitele +1, +2
= Pokud existuje kofen ve tvaru zlomku, musi byt obsazen v mnoziné
{+1,+],+2,£3 + 3, +6}
Zkusme postupné nékteré z nich:
(2 1 -12 —20 -19 —6
% 2 2 =11 ... ... ... zde senezda, ze by na konci radku vysla 0
512 0 —-12 —-14 -12 0
Jakmile jsme nasli jedno feseni, divame se uz dal na polynom vznikly jako podil a
vidime, ze vSechny koeficienty jsou sudé, takze vytykame 2:
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22° + a2t — 1223 — 2022 — 192 — 6 = 0
(x+3) - (22* —122% — 142 — 12) =0
2-(x43) (z* =62 =Tz —6) =0

A déle uz pracuji s polynomem z* — 622 — 72 — 6. Opét proto pouZiji postup pro
raciondalni kofeny polynomu a ziskavam, ze dalsi potencialni kotfen musi byt, pokud
je racionélni, z mnoziny {+1,+2,+3, +6}:

1 0 -6 -7 —6
3 1 3 3 2 0 znovu prepocitame a zjistime,
ze potencialni kofeny jsou £1,£2
N neni koren
=1 ... .. neni kofen
7/ neni koren
-2 1 1 1 0

Zase si vSe napisme jako soucin zdvorek: 2+ (z+3)-(x —3) - (z+2) - (e? +2+1) = 0.
Diléf polynom 22 4+ o + 1 mé komplexni kofeny, jak vime z piikladu ??. Z tohoto
zépisu jiz vidime fesenf: 2+ (z+1)-(z—3)- (z+2)- (x—i—(%—i—z‘/?g)) (x4 (3 —2‘/7?:)) = 0.
*

Definice 32 Koren ¢ polynomu p(x) se nazyvd k-ndsobny, jestlize v rozkladu p(x)
na soucin linedrnich polynomii podle zdkladni véty algebry se vyskytuje (v — c)*

(zavorka (x — c) je umocnéna prdvé na mocninu k).

Priiklad 41 Moznost nalezeni korene s vyssi nasobnosti ndm napovidd, abychom
napt. pri uziti Hornerova schématu nezapomnéli na moznost uzit znovu stejné cislo.
Napriklad pri reseni rovnice x° — 1523 4+ 102% + 60x — 72 = 0 zkousime marné %1,
ale pri dosazeni ¢ = 2 dostaneme:

1 0 —15 10 60 —72
211 2 —-11 -12 36 0 a hned dosadime 2 jesté jednou
211 4 -3 —-18 0
211 6 9 0 vSechny koeficienty jsou kladné, tj. eventualni
3|1 3 0 dalsi feseni musi byt zaporné
-3]11 0

Tedy po rozkladu ziskévame (z — 2) - (z + 3)> = 0. ReSen{ nasf rovnice jsou tedy
pouze dveé.

B) Odstranéni ndsobnych kofenu polynomu: Tento postup vyuzivd derivace p'(x) a
toho, ze zderivovanim se nasobnost kazdého kotene snizi o 1.

Véta 30 Vydélime-li polynom p(x) polynomem d(x) = NSD(p,p') = nejvetsi
spolecny délitel polynomi p,p’, dostaneme polynom v(x), ktery md presné stejné
koreny jako p(x), ale jsou vSechny pouze jednondsobné. Tedy postup p(x) — v(z)
umoznuge snizit stupen polynomu drive, nez zacneme hledat jeho koreny.
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Piiklad 42 Pokud p(x) Zadné vicendsobné koteny nemd, d(xz) = NSD(p,p’) = 1,
takze v(x) = p(x), polynom p(x) se pri prevodu na v(x) vibec nezmeénd.

Piiklad 43 Pri fesend rovnice 16z + 3223 + 4022 + 242 + 9 = 0 bychom pomoct
Hornerova schématu zjistili, Ze Zadné raciondlni reseni neexistuje. Zkusme tedy al-
goritmus odstranéni ndsobnijch koreni:

p(z) = 162" + 3223 + 402 + 242 + 9
p'(x) = 6423 4 962* + 80z + 24

Hledejme NSD téchto polynomi Fuklidovym algoritmem.:

(16z* 4 3223 4 402% 4 24z + 9) : (642 4 962% 4 80z + 24) = 1z +
—(162*+2423 + 2022 + 62)
8% + 202 + 187 + 9
— (8234122 4+ 10z + 3)
822 + 8x + 6

1
8

(642 + 9622 + 80x + 24) : (822 + 82 +6) = 8z + 4
—(6423+642* + 487)
3222 + 321 + 24
—(322% + 322+24)
0

Tedy d(x) = NSD = posledni nenulovy zbytek tohoto procesu = 8x* + 8x + 6. Pak:

v(z) = p(x) : d(x) =(162* + 322° + 402% + 24z +9) : (82? + 8z + 6) = 22 + 22 + 3
—(16x*+1623 + 122?)
162° + 2822 + 24z + 9
—(1623+162* + 12x)
1222 + 122 + 9
— (1222 + 122+9)
0

Tedy rovnici lze psdt ve tvaru (82° + 8z +6) - (222 + 22+ 3) =0
(4% + 4o + 3)- (42> + 42+ 3) =0

(422 + 42+ 3)* =0

_ —4+/16-48
T2 = ——§

T = ’71 + z‘/Ti ... koten ndsobnosti 2 x5 = ’71 — z‘/Ti ... koren ndsobnosti 2

Celkem Ize tedy nds polynom 16x* + 3223 + 402 + 24x + 9 rozloZit a vesit rovnici
ve tvaru: 16 - (v + 1 +9¥2)? - (x + 1 —i¥2)2 = 0 ... algebraicky rozklad dané rovnice
v komplexnim oboru. x
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C) Polynom p(z) € R[z] musi mit komplexni kofeny ,,po dvojicich* ve tvaru a i - b :
Pokud ¢; = a + ¢ - b je kofenem polynomu p(z) € R[z] (tj. polynomu s realnymi
koeficienty), nutné z toho plyne, ze i komplexni ¢islo ¢; = a — i - b je kofenem téhoz
polynomu. Cisla a % i - b se nazjvaji komplexné sdruzens.

D) Reseni binomické rovnice ve tvaru " +a = 0: Pro nékteré specidlni polyno-
mické (tedy algebraické) rovnice existuji specidlni metody feseni. Napiiklad u
binomickych rovnic vlastné hleddme n-tou odmocninu v komplexnim oboru:

rT=+—a=..

(dale viz ucebnice o komplexnich éislech pro stiedni skoly, vzorec pro vypocet n-
té odmocniny z komplexniho éisla ... vime uz predem, ze dostaneme n ruznych
feSeni, jejichz obrzy v komplexni roviné lezi ve vrcholech pravidelného n-tihelnika ...
zejména nas tedy zajima n > 3).

E) Reseni reciproké rovnice, napifklad 82° — 642 + 1002° + 10022 — 64z +8 =0 :
Pokud polynom na levé strané rovnice je lichého stupné, vime, ze jeho feSenim bude
¢islo 1 = —1 (to plyne pravé z toho, ze reciproké koeficienty jsou stejné, tj. po
dosazeni © = —1 dostaneme na levé strané hodnotu nulovou) — pomoci Hornerova
schématu provedeme déleni polynomu polynomem (z + 1), a dostaneme reciprokou
rovnici sudého stupné. Tu tesime pomoci specialni substituce, vysvétleno na
prikladu: ...

F) (Budinovd, str. 29, véta 16): Pro vechny kofeny polynomu a,z" + a, 2"t + -+ +
a1T + ag plati:

max {[ao|, |ai], ... |an-1[}

||

Oznacime-li konstantu na pravé strané r, tak vSechny koreny polynomu, realné
i komplexni, musi lezet v komplexni roviné uvniti kruhu se stifedem v 0 a po-
lomérem r, jelikoz absolutni hodnota komplexniho ¢isla |z;| znamena vzdalenost x;
od pocatku. Jinymi slovy, mezi koteny a koeficienty dané algebraické rovnice exis-
tuje prave uvedeny vztah: kofeny jsou blize pocatku nez max {|ao|, |a1,. .., |an-1|}
vydélené absolutni hodnotou |a,,|.

Pt. 23, str. 29: naleznéte teSeni algebraické rovnice

20° + 32 — T3+ 622 — 1lax +5=0.

Dosazenim do uvedeného vzorce v nasem prikladu mame

maz{3,7,6,11,5} 11 _ .o

<1
il <1+ 2 2

To znamend, ze viechna feSeni, imaginarni i komplexni (a kdyby byla néktera ra-
ciondlni, coz v nasem piikladu nejsou, tak i ta) lezi v Gaussové roviné v kruhu se
sttedem v pocatku a polomérem 6.5.
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Hranice algebry:

Vysvétleno na pifkladu: festé rovnici 22° 4 32 — 722 + 622 — 11z + 5 = 0.

A) Pomoci Hornerova schématu a véty o racionalnich kotenech ovéiime, zda je
nektery ze zlomku +1, 45,45, +2, +2 kofenem polynomu na levé strané rovnice.
Zjistime, ze polynom zadné racionalni kofeny nema.

B) Procesem odstranéni ndsobnych kofent zjistime, ze polynom zadné
vicendsobné koteny nemé, tedy v(z) = p(x). Tim jsme zjistili, Ze p(z) ma pét
ruznych jednonasobnych kotent.

C) p(x) ma jen redlné koecifienty = pokud ma p(x) komplexni koeficienty, tak
vzdy po dvojicich, komplexné sdruzené kotreny tvaru a + i - b.

D,E) o tyto speciélni pripady rovnic se nejedn.

F) Pro kazdy z péti kotent plati |z;] < 1+ w =1+ =6,5. Viechny
koteny lezi uvniti kruhu se sttedem v 0 a polomérem 6, 5.

G) Tim koné¢i moznosti algebry a nastupuji numerické metody, kterym se bu-
deme vénovat na nasledujici prednasce. I kdyz pomoci tuzky a papiru najit feseni
této rovnice neni mozné pomoci zadnych vzorcu, numerické metody pomeérné s vel-
kou spolehlivosti naleznou kazdé z péti feseni (iraciondlnich i¢ komplexnich) s tako-
vou presnosti, ktera je dostatecna — naptiklad s presnosti na pét desetinnych mist,
¢i s presnosti na pét platnych cifer u velmi malych ¢isel, apod.
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8 Tyden 08

8.1 Cviceni 08: Polynomy 02

Véta o raciondlnich kofenech polynomu v (Z[z],+,-). Odstranéni ndsobnych kofenu
polynomu.

Vyuzijte naptiklad nédsledujici material:

e Véta o raciondlnich kotrenech polynomu z (Z[z], +, -) — Budinova 2013, str. 33, véta
24. Piiklad. 21 na str. 28: Naleznéte kofeny polynomu x° — 5a* + 723 — 222 + 42 — 8.
Pojem nasobnosti korene, zédkladni véta algebry v terminologii nasobnosti korene.

e Piiklady na procviceni: str.34-pi.29, str.35-pt.30 ... je nutné délat ty znaménkové
zmény? To rozhodne cvicici.

e Odstranéni nasobnych kotfenu: str.32 poznamka az str. 33 piiklad 28. Pak jesté
n¢jaky priklad s nasobnymi kofeny, napf. polynom ¢tvrtého stupné se dvéma
dvojnasobnymi komplexné sdruzenymi kofeny.
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8.2 Prednaska 08: Prehled numerickych metod hledani korene
polynomu

Hledani iracionalnich a komplexnich kofenti polynomu numerickymi metodami — metoda
puleni intervalu, Newtonova metoda.

Vratme se napt. k ndsledujicimu pifkladu:
e Budinové, Pt. 23-str.29: naleznéte feseni algebraické rovnice

20° + 32 — 72 + 622 — 11z +5 = 0.

Hornerovym schématem jsme ovérili, ze zadné raciondlni feSeni neexistuje. VSechna
feSeni tedy jsou realna iracionalni, nebo komplexni. Vime také, ze polynom nema
zadné vicenasobné koteny, takze mé pét ruznych jednonasobnych kotenu.

1) Hrubd detekce redlnych feseni: (Budinové, str. 29, véta 16): Vsechny koteny lezi v
komplexni roviné uvniti kruznice se sttedem v pocatku a polomérem

max {|ao|, |a1], ..., |an_1]}

T ]

Dosazenim do uvedeného vzorce v nasem ptikladu mame

mar{3,7,6,11,5} | 11 _ ..
2 2

|z;| < 1+

To znamend, ze viechna feSeni, imaginarni i komplexni (a kdyby byla néktera ra-
ciondlni, coz v nasem piikladu nejsou, tak i ta) lezi v Gaussové roviné v kruhu se
sttedem v pocatku a polomérem 6.5.

2) Jemnéjsi detekce redlnych feseni: Z predchézejiciho bodu vime, ze z € (—6,5;6,5).
Kdyz si v grafickém kalkuldtoru nakreslime graf funkce p(z) zjistime, ze se jednd
o spojitou kiivku, ktera trikrat protne osu x na daném intervalu. Tyto pruseciky s
0SOU X jsou pravé tfi ruznd realna feseni xq, To, T3.

7 faktu, ze pruseciky jsou jen 3 dale plyne, ze ¢tvrté a paté reseni jsou komplexné
sdruzena cisla x4 5 = a £ 1b, kde a, b zatim nezndme.

Protoze p(z) je spojita funkce, tj. vypocteme p(h;) pro h; postupné rovno —6,5, pak
—6,4, pak —6,3, ..., pak 6,3, pak 6,4, pak 6.,5.

Pokud se stane pro néjaké i, ze p(h;) - p(h;—1) < 0, znamend to, ze dvé po sobé
jdouci hodoty maji rozdilna znaménka, tedy objevime, ze na intervalu (h;; hiy1) lez
néjaké feseni. Dalsi moznosti je nakreslit si graf funkce p(z) a intervaly s Fesenim
upresnit z grafu.
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Zkusme tedy postupné za x dosazovat hodnoty z intervalu (—6,5;6,5) s krokem 0,5
a pocitat funkéni hodnoty: p(—6,5) = —15598,25; p(—6) = —9865; p(—5,5) =
—5908,875; p(—5) = —3290; p(—4,5) = —1646,5; p(—4) = —687; p(—3,5) =
—183,125; p(—=3) = 38; p(—2,5) = 101,25; p(—-2) = 91; p(-1,5) =
58,625; p(—1) = 30; p(—0,5) = 13; p(0) = 5; p(0,5) = 0,375; p(l) =
—2: p(1,5) =8,75; p(2) =63 ...dalsf funkéni hodnoty jsou uz véechny kladné.

- -

Cely postup lze snadno predvést v jazyce R (Ize volné stahnout a nainstalovat), coz
je takové lepsi offline kalkulacka a kreslicka. NapiSeme v tomto prostiedi za zobacek

x < —seq(from = —6.5,t0 = 6.5,by = 0.5)
(a stiskneme ENTER ... vytvoii se vektor « nasich hodnot h;), pak napiSeme
p< 2% +3xat —T7x2® +6%x22—1l*xz+5

(a stiskneme ENTER). V paméti se vypocte vektor funkénich hodnot, musime
jej jesté zobrazit na obrazovce, kdyz napt. napiSeme pouze pismenko oznacujici
proménnou ,,p“ a stiskneme ENTER.

Timto zpusobem jsme odhalili, ze kofeny lezi v intervalech (—3,5;—3), (0,5;1),
(1;1,5). Pokud méame jistotu, ze krok 0,5 byl zvolen dostatecné jemné, takze na
zadném z téchto ti{ intervalu se nevyskytuje vice feseni soucasné (to bychom mohli
zpresnit tfeba volbou 0,1), znamena to, ze zbyvajici dvé feseni jsou komplexni (a
diky vété ,pokud a + ib je kofenem polynomu z (R[z],+,-), tak nutné i a — ib je
kofenem tohoto polynomu*) vime, zZe tato feseni jsou komplexné sdruzend ¢isla.

Jiny zpusob by zde spoéival v nakresleni grafu polynomu p(z), lze téz v jazyce R
zadanim posloupnosti bodu, které se vykresli (ENTER po kazdém radku):

y < —seq(from = —3.5,to = 3.5,by = 0.01)

pp < 2%y + 3%yt — TP +6xy> —1lxy+5

plot(y, pp)

(obrazek lze ,zvétsit“ zaddanim kratstho intervalu pfi definici vektoru y, napiiklad
from = 0 a to = 1.5 nakresli graf na sporném intervalu, na kterém existuji dvé
resent).

3) Findlni dopocteni kofenu: Vime, Ze Feseni zq, 29, z3 jsou iracionélni, tj. jejich rozvoj
je neperiodicky neukoné¢eny, proto je nemuzeme presné vycislit. Ovsem pokud se
spokojime s pfesnosti tieba 5 platnych cislic, pocitat tuto presnost najde velmi
rychle. Podivejme se na dvé metody, jakymi k feSeni muzeme dospét:

Metoda pileni intervalu pii feseni rovnice p(x) = 0 (vysvétleni viz BP (Trombikova,
2019, str. 28-30))

Vychézime ze situace p(—3,5) < 0;p(—3) >0
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a) Najdeme stted intervalu (—3,5; —3) podle vzorce z; = “T*b, tj. 1 = —3,25.

b) V tomto bodé x; = —3,25 spocteme funkéni hodnotu p(—3,25) = —46, 06055 -
dulezité je to, ze je zéporna. V dalsi fézi z intervala (—3,5; —3,25), (—3,25; —3)
vybereme jako (aq;b;) interval (—3,25;—3), protoze v krajnich bodech jsou
rozdilnd znaménka funkénich hodnot, zaporné a kladné, tj. feseni lezi na tomto
intervalu.

c) Najdeme stied z5 = ‘”;bl = 73’22573 = —3,125, pak p(—3,125) > 0. Tedy jako
(ag; be) volime (—3,25; —3,125), protoze p(—3,25) < 0, p(—3,125) > 0, tj, feseni
lezi v tomto intervalu.

d) Najdeme stfed z3 = %2tz = _3’252_3’125 = —3, 1875, pak p(—3,1875) < 0. Tedy
jako (ag;bs) volime (—3,1875; —3,125).

e) Najdeme stied zq = %fts = ZBSB=3IB — 316525 pak p(—3,16525) < 0.
Tedy jako (ay;by) volime (—3,16525; —3,125).

f) Atd. po dalsich deseti krocich 215 = —3,12991. A to je bod, ktery poklddame za
feseni z; = —3,12991.

- - - - 4 +
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Obrazek 8.7: Metoda puleni intervalu

Metoda pileni intervalu tedy spociva v tom, ze vychozi interval délime na poloviny,
vybranou polovinu zase na poloviny atd. a pro dalsi déleni vybirame vzdy tu polo-
vinu, v jejiz krajnich bodech méa polynom p(z) opaéna znaménka funkénich hodnot,
coz znamena, ze tato polovina obsahuje feseni.

Cely algoritmus jsme zastavili asi po 15 krocich, kdy uz délka intervalu (ai4; by14)
byla mensi nez 0,00001, tedy je jasné, ze jeho stied z15 je spocitdn s presnosti na
pét desetinnych mist.

Tentyz algoritmus puleni intervalu pouzijeme i na dalsi dva hrubé vymezené
intervaly (0,5;1) a (1;1,5) a dostaneme dalsi dvé feseni: 2z, = 0,54689 a
23 = 1,22892.

Vypocet v prostiedi R: Do proménné pol v prostiedi R si nadefinujeme polynom,
jehoz funkéni hodnoty jsme pocitali, jako funkei, ktera vypoéte pol(k) pro jakoukoli
hodnotu k:

pol < — function(z)return(2+ 2° + 3% 2* =T+ 2> + 6% 2> — 11 x 2 + 5)
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a stiskneme ENTER. Poté zkusime najit feseni rovnice na intervalu (—3,5;—3)
metodou puleni intervalu . Cely algoritmus lze naprogramovat v R pomoci cyklu
WHILE, napiiklad s tou ptesnosti, ze délka zkracujicitho se intervalu bude mensi
nez 0,00001:

a<——35

a ENTER (prvni minus je sou¢asti ptirazovaci $ipky, druhé minus je soucasti ¢isla),
b<——-3

a ENTER, a déle cely cyklus WHILE napiSeme na jeden fadek (v prostiedi R to
bude mozné, zde v textu to vyjde na vice fadku) a stiskneme ENTER:

while(abs(a — b) > 0.00001)
{if (pol((a+0)/2) * pol(b) <0) {a < —((a+b)/2);print((a+b)/2)}
else {b< —((a+0)/2);print((a+b)/2)}}

(na obrazovku se nyni vypiSe posloupnost stfedu intervalu blizicich se k feSeni,
které zhruba s presnosti na pét desetinnych mist je z; = —3,12991).

Pokud cely postup (posloupnost tii kroku ukoncenych ENTER) zopakujeme
pouze pro volbu a = 0,5, b = 1, najdeme fteSeni 2o = 0,54689. Toho lze
dosdhnout velmi jednoduse, protoze v prosttedi R nemusime uz jednou
napsané piikazy vypisovat znovu, ale volbou Sipky nahoru se lze dostat na
predchozi tii piikazy, ve kterych pozménime pouze hodnoty a, b a cely cyklus
while beze zmény jesté jednou potom zobrazime Sipkou nahoru a stiskneme ENTER.

Posledni realné iracionalni feseni pro a = 1, b = 1,5 najdeme podobné s presnosti
na pét desetinnych mist z3 = 1,22892.

Vyhoda metody puleni intervalu (metody bisekce): vzdy najde teseni, pokud na
pocatku algoritmu vime, zZe na daném intervalu existuje feseni pravé jedno. Teo-
reticky (pokud bychom hledali timto zpusobem i kofeny racionélni) by mohla po
jistém poctu kroku nastat situace, ze stted intervalu bude presné roven hledanému
reSeni — to ovSem u hledani iracionalniho feSeni nemuze nastat, protoze puleni ra-
ciondlnich ¢isel a, b a stfedu z nich vzniklych nelze dostat ¢islo iraciondlni, tato
posloupnost stredu intervali se pouze bude limitné blizit k feseni.

Nevyhoda metody puleni intervalu spociva v tom, ze je velmi pomala, pokud ne-
pouzijeme pocita¢ - na zpresnéni o jedno desetinné ¢islo potfebujeme zhruba tii
kroky. Hledame-li metodu, ktera je i za pouziti pouze kalkulacky znacné rychlejsi,
muzeme pouzit metodu Newtonovu.

Metoda Newtonova = metoda tecen: obrazek a vysvétleni viz BP Trombikova, str.
34-38: S velmi rychlou metodou prisel Izak Newton: vyuzil pfi tom pojem tecny ke
grafu funkce:
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Obrazek 8.8: Newtonova metoda = metoda tecen

a) Zvolime bod zy vhodné blizko naseho feseni.

b) Sestavujeme posloupnost bodu z1, x5, x3, ... podle klice: vedeme tecnu ke grafu
p(z) v bodé [z, p(zk)] a tam, kde tato tecna protne osu x, bude lezet x1:

p(l’k)
P(r)

Tpr1 = Tk —

V nasem piikladu by mél vzorec tvar:

227 + 3w} — Ty + 622 — 11w, + 5
10z} + 1223 — 2122 + 122, — 11

Tpy1 = Tk —

Ukazuje se, ze se zbavime znaménka MINUS pied zlomkem a usetiime nékolik ope-
raci, kdyz rozdil na pravé strané prevedeme na spolecného jmenovatele:

102 + 122} — 2123 + 1227 — 11xy, — (220 + 3w — T2} + 627 — 1lay, + 5)
10z} + 1223 — 2122 + 122, — 11

Tk+1 =

_ 8x + 9z + 28} + 627 — 5
10z} + 1223 — 2122 + 123 — 11

Tr1

A tento vzorec pouzijeme v nasem prikladu.

21 € (—3,5;—3): Volme zo = —3,5:

_ 8(=3,55)°+9(—3,5)*+28(—3,5)3+6(-3,5)2—5 __
L1 = 10(-3,5)71112(—3,6)5—21(—3,5)2+12(-3,5)—11 3,229055

_ —8:3,229055°4-9-3,229055% —28-3,229055% 4-6-3,2290552 -5
T2 = 10-3,229055% —12-3,2290553 —21-3,2290552 —12-3,229055—11 —3, 139302

_ —8:3,1393025+9-3,1393024 —28-3,1393023+6-3,1393022—5
r3 = 10-3,139302%4—12-3,1393023 —21-3,1393022—12-3,139302—11 3,130003

—8-3,1 519.3,1 4_98.3,1 346-3,1 2_ .

T, = 8-3,1300035+9-3,130003*—28-3,1300033+6-3,1300032—5 __ ~3.129909 = —3,12991

10-3,1300034—12-3,1300033 —21-3,1300032 —12-3,130003—11 ~

Téhoz vysledku jsme Newtonovou metodou dosahli jiz po ¢tytech krocich!
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29 € (0,5;1): Volbou xy = 0,5 dostaneme uz po dvou krocich x5 = 25 = 0, 54689.
z3 € (1;1,5): Volbou g = 1,5 dostaneme po ¢tytech krocich xy = z3 = 1,22892.

Velkou prednosti Newtonovy metody je to, ze najde i komplexni feseni! Musime
ovsem pocatecni x( volit komplexni s nenulovou imaginarni ¢asti, jelikoz metoda se
sama od sebe do komplexnich ¢isel nedostane.

Zkusme urcit dvojici komplexné sdruZenych feSeni v nasem piikladu: 22° + 32% —
723 4+ 622 — 11z +5=0

Vime, ze |z4] < 6,5, |25] < 6,5, takze budeme volit jako z ruznd komplexni ¢isla
s velikosti mensi, nez 6,5 a vlozime je do Newtonovy metody podle jiz zndmého
vzorce:

e 1o =141 ...Po péti krocich x5 = 0,54689. Posloupnost se blizi k redlnému
feseni, které uz zname. Nenasli jsme nové feseni s nenulovou imaginarni ¢asti.

e ro = 1+ 2¢ ...Po jedenacti krocich zy; = 0,54689. Posloupnost se blizi k
redlnému feseni, které uz zname. Nenasli jsme nové feseni s nenulovou ima-
ginarni ¢asti.

e 1o = 143i...Podeseti krocich se dostaneme k 19 = —0,07295 4+ 7 - 1, 08773 = z4.

A protoze vime, ze druhé komplexni feSeni je pouze komplexné sdruzené k
predchozimu, muzeme bez pocitani psat zs = —0,07295 — ¢ - 1, 08773

Nase rovnice 22° + 3z — 723 + 622 — 11z + 5 = 0 md tedy tii racionalni feseni:
z1 = —3,12991; 29 = 0, 54689; 23 = 1, 22892 a dvé komplexni feseni z, = —0, 07295+
1-1,08773; 25 = —0,07295 — 7 - 1,08773

Vypocet v prostiedi R: Navic k definici funkce pol(k) z predchoziho algoritmu, kte-
rou mame stale v paméti prostfedi nadefinovanou (a pokud jsme ukoncili praci a
pii ukoncovani zvolili ANO na otazku, zda si ma prostiedi pamatovat ulozena data,
bude nadefinovand i pii opétovném spusténi prostiedi R), budeme potiebovat jesté
nadefinovat funkci pro vypocet derivace p’(z) naseho polynomu:

der < — function(w){return(10 * w* + 12 x w® — 21 x w? + 12 % w — 11)}

(a ENTER). Nyni podobnym cyklem WHILE najdeme vSechna tii feseni jako u
metody puleni, nicméné nyni pomoci metody Newtonovy: rozdil je zde v tom, ze
misto intervalu se zadava pouze jediny vstupni bod z:

z<——35
a ENTER, a provedeme cyklus WHILE:

pol(z)

; t
e i)
(a ENTER) ... po nékolika krocich bude nalezeno feseni z; = —3,12991. Podobné

pro vstupni z = —1 dostaneme z3 = 1,22892 a pro vstupni z = 0,5 dostaneme z, =

while(abs(pol(z)) > 0.00001){z < —z —
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0,54689. Slabina Newtonovy metody: diky konstrukci pomoci tecny muze postup
zcela zhavarovat, smérovat do nekonecna nebo najit feseni, které uz zname z jiného
intevalu (jak se to stalo pii volbé z = 1).

Vyhody Newtonovy metody ovSem jsou zna¢né: a) najde feseni (pokud je tedy

tonové metodé (ani jazyku R) principidlné nevadi, kdyz pracujeme s ¢isly kom-
plexnimi. Jedinou podminkou zde je, aby pocate¢ni z bylo komplexni, nikoli realné
¢islo — pro realné vstupni z se totiz vzorec metody sam od sebe nikdy nedostane.
Zkusme tedy najit zbyvajici feSeni z4, 25, které podle zédkladni véty algebry vime,
ze musi existovat. Newtonovou metodou:

e Volme vstupni z = 1+ 14, najed me sipkou na pifkaz cyklu WHILE a stisknéme
enter ... dospivame k feSeni z, = 0,54689 ... to se tedy muze stat, ze volbou
komplexniho vstupniho z celd posloupnost konstruovanych cisel konverguje k
feseni realnému.

e Zkusme jiné vstupni z = 1 + 3¢ z naseho kruhu v komplexni roviné |z| < 6,5:
dojdeme k feseni z4 = —0,07295 + ¢ - 1,08773 s pfesnosti na pét desetinnych
mist, a diky teoretické vété o komplexné sdruzenych kofenech uz nemusime
déle pocitat, staci psat z5 = —0,07295 — ¢ - 1,08773.

Nasli jsme tedy podle numerickych metod vSechna feseni, ktera podle presnych
algebraickych postupu najit nelze — presnéji feceno, nenasli jsme je zcela presné,
pouze s presnosti na pét desetinnych mist, to je ovSem presnost dostatecna.

Celkem jednoduchou metodou lze najit komplexni feSeni specialni rovnice, tzv. bino-
mické rovnice, protoze je v této rovnici pouze binom = dvoj¢len: mocnina neznamé
z a néjaké komplexni ¢islo. Tento posledni rychly zpusob pro tuto specidlni rovnici
se studenti nauc¢i v nasledujicich ¢trnécti dnech, které budou vénovany komplexnim
¢islum.
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9 Tyden 09

9.1 Cviceni 09: Polynomy 03

Dodélani osnovy na cviceni pro polynomy, viz plan cvi¢iciho.

9.2 Prednaska 09: Konstrukce ¢iselnych obort

Peanova mnozina (= axiomy mnoziny N), konstrukce N — Z.

Zbyvaji posledni dvé prednasky, ve kterych se bude c¢astecné jednat o opakovani
nékterych pojmu, ovsem nékteré informace budou jesté nové.

9.2.1 Peanova mnozina

Zactneme vysokoskolskym pohledem na prirozend ¢isla: Co jsou to prirozena cisla? Jaké
jsou axiomy struktury pfirozenych c¢isel?

Pujde o trochu jiny pohled, nez jen tvrzeni, ze (Ny,+,-) je polookruh. Jednd o jesté
trochu elementarnéjsi pohled, na kterém je struktura polookruh vybudovana.

Co to je Peanova mnozina? Mnozina, na které plati

A) trividlni ¢tyfi axiomy o rovnosti (viz video);

B) netrividlni ¢tyfi az pét axiomu o pojmu néslednik:

1. Vo € P 3 tzv. naslednik prvku z, ktery oznacujeme jako z’ € P.
2. de € P: e neni naslednikem zadného prvku mnoziny P.

3. Vx,y € P:x #y =12’ #y (ndslednici ruznych prvki jsou ruzné).

4. Jestlize pro podmnozinu M C P plati:
a)ee M

b)Vxe P:xe M=2a €M
tak = M = P.

Tyto ¢tyti axiomy plati na mnoziné prirozenych ¢isel V:

Ad 1) Vn € N vime, ze jeho naslednik n’ se rovna n’ =n + 1.
Ad 2) 1 neni naslednikem zadného pfirozeného ¢isla.

Ad3) (m#n=m+1#n+1) plati Ym,n € N.

Ad 4) Pokud prochazime prvky mnoziny N tak, ze
a) zacneme prvkem 1
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b) pron € N vime, zein+1€ N
tak timto zptusobem projdeme celou mnozinu N. Kdybychom kromé prochazeni
mnoziny N u kazdého ptirozeného cisla jesté ovérili néjakou vlastnost, ktera pro né plati,
tak vlastné provadime dukaz matematickou indukci - struktura axiomu 4 je tedy velmi
podobna strukture dukazu matematickou indukei.

Jesté je dulezité tici, ze:
Véta 31 N je az na izomorfismus jedinym modelem struktury zvané Peanova mnoZina.

C) Definujme na Peanové mnoziné uspordadani: relaci < definujeme na P nasledovné:

e Lze dokazat, ze na Peanové mnoziné, pokud = # e, existuje u € P : v’ = x. Tj.
vSechny prvky krome e maji néjaky prvek, jehoz jsou naslednikem. Tento prvek
nazveme predchudce prvku z a oznacime 'z = u.

e Lze definovat U(a) = tsek Peanovy mnoziny piislusny prvku a € P takto:
1) a € U(a)
2) x € U(a) = "= € U(a), pokud tedy 'z existuje

V\QQHNN}\ Yo U = 14423 4% : V@) = 1403
3o
20
A0

(Zkratka U(a) vytvoiime pomoci prvku a a vSech moznych predchudcu, které lze
najit.)

e Pomoci pojmu predchudce a tusek Peanovy mnoziny lze nyni definovat relaci
usporadani < takto: a < b, kdyz a € U(b).

Timto zpusobem jsme jasné definovali wuspordadani jen pomoci pojmu
naslednik /predchudce a pomoci pojmu podmnozina.

D) jesteé krétce k operacim s¢itani a ndsobeni na Peanové mnoziné:

Veéta 32 Dile lze pomoci Peanovijch axiomi a pomoci prdavé definovaného uspordaddni
jejich prvku definovat operace scéitdni © ndsobeni tak, Ze plati:

a) r+e=2a';
b) z+vy = (x +y);
c) r-e=ux;

d) z-y =zy+z.
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9.2.2 Nastin této a nasledujici prednasky intuitivné

To, co bude nyni néasledovat, bude pokusem o podobnou elementarni ,konstrukeci®
mnozin Z, (), R a nakonec i C. Intuitivné ovSem budeme védét, jaké vlastnosti dana
struktura, kterou vytvaret chceme, ma mit, protoze jsme je prochéazeli v prvni poloviné
tohoto predmétu.

e a) (Z,+,-) vytvoifme ze struktury (N, +, ) doddnim:
- 0 jako neutrélniho prvku vzhledem ke sc¢itani,
- zapornych ¢isel jako inverzich prvku vzhledem ke séitani.

Dostaneme tak strukturu (Z,+, -), kterd je obor integrity, t;.

- (Z,4) je komutativni grupa
- (Z*,-) je komutativni monoid (Z*= Z — {0})
- plati distributivni zadkon a - (b+¢) = ab+ ac Va,b,c € Z
-a-b=0 plati proa =0mnebo b =0

e b) (Q,+,) vytvoiime ze struktury (Z,+,-) doddnim inverznich prvku vzhledem k

nasobeni (az na inverzni prvek k 0, ktery nedoddvdme a spokojime se s tim, ze
neexistuje).

Dostaneme tak strukturu (@, +, ), kterd je télesem, t;j.
- (Q,+) je komutativni grupa
- (Q*, ) je komutativni grupa
- plati distributivni zdkon a - (b+ ¢) = ab+ ac Va,b,c € Q

(nenulovi délitelé nuly zde také neexistuji, ale to se u télesa mysli automaticky, jak
jsme zjistili na prednasce 6).

e ¢) (R,+,-) vytvorime ze struktury (@, +, -) doddnim tzv. iraciondlnich ¢isel. Vznikne
struktura (R, +, ), ktera je také télesem.

e d) (C,+,) vytvorime ze struktury (R, +, -) doddanim tzv. imaginarni jednotky ¢, pro
kterou plati i> = —1. Vznikne struktura (C, +, ), ktera je také télesem.

Tedy z intuitivniho popisu je vidét, ze mnoziny R, C' uz neznamenaji algebraicky novy
skok v pojmu, stale se jednd o télesa jako u mnoziny (). Tedy vzhledem k operacim +, -
jsou mnoziny @, R, C' struktury stejného typu, pouze ptibyvaji vlastnosti mnozin R, C,
které primo nesouviseji s danymi dvéma operacemi: u R je touto vlastnosti ,iracionalita
nékterych ¢isel, u C' je novou vlastnosti ,,imaginarita‘“ nékterych ¢isel.

Dalsi poznamka: Odéitani a déleni nepovazujeme na této trovni za dalsi operace na
dané mnoziny, nybrz odéitdni prvku/éisla je vlastné jen pricteni ,opacéného éisla“ =
inverze vzhledem k +, déleni nenulovym prvkem /éislem je vlastné jen nésobeni ,inverzi“
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vzhledem k -.

Ve zbytku této prednasky a v celé néasledujici prednasce se podivame na Ctyfi vyse
uvedené konstrukce.

9.2.3 Konstukce N — 7

Véta 33 Komutationi pologrupu (N, +) lze injektivné vnorit do grupy (= rozsirit na
grupu) Z = (N x N/, ®).

Sl B

| [_5 -\‘X (LTI

\

Obrazek 9.9: Injektivni vnofeni komutativni pologrupy (N, +) do grupy
Z:=(NxN/.,®)

i) Na N x N vytvoime operaci po slozkach, jako séitani vektoru.
ii) Na N x N definujme relaci ekvivalence: [a,b] ~ [¢,d], kdyZ a +d = b+ c.

iii) Vytvoirme faktormnozinu N x N/., jejimiz prvky jsou podmnoziny uréené danou
ekvivalenci.

iv) Na mnozine podmnozin definujme operaci @ takto: vybereme reprezentanty tiid =
néjaké prvky téch tiid neboli podmnozin, secteme je a vysledek urcuje vyslednou
tiidu (tim, Ze v nf lezi):

{la,b]} & {[c,d]} :={la+c,b+d]}

Tato operace @ spliuje na mnozine N x N/. vlastnosti:

(1) Uzavienost plyne z uzavienosti ,staré operace“ + v jednotlivych
soutadnicich = slozkach.
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(2) Asociativita @ plyne ze ,staré“ asociativity operace + v jednotlivych
soutradnicich = slozkach.

(3) Neutrdlnim prvkem je tiida {[1,1]}, coz je tiida obsahujici prvky
[1,1],12,2],[3,3],. ..

(4) Napf. pro {[6,2]} je inverzi {[2,6]}.
= Tedy (N x N/.,®) je grupal
v) Zobrazeni v definujeme vztahem ¢ (n) = {[n + 1,1]}. Takto definované zobrazeni

Y : N — N x N/. je injektivni homomorfismus, tedy vnofeni (N, +) do struktury
(N % N/ ).

Timto zpusobem jsme algebraicky presné vytvorili jen pomoci prirozenych cisel:

- ¢islo 0 jako {[1,1],[2,2],[3,3],[4,4],...}
- ¢islo —4 jako {[1,5],[2,6],[3,7],[4,8],...} atd.

a pritom vysledky séitani prirozenych ¢isel zustaly v nové struktute zachovany, to
je zajisténo homomorfismem 1.
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10 Tyden 10

10.1 Cviceni 10: Komplexni ¢isla 01

Operace s komplexnimi ¢&isly, algebraicky a goniometricky tvar komplexniho ¢isla
(argument a velikost komplexniho ¢isla), geometricky vyznam ndsobeni a déleni
komplexnich ¢isel.

Lze postupovat podle nejnovéjsi ucéebnice pro stiedni skoly (Robova, Héla, Calda 2013),
ale vSe se asi nestihne, tj. cvicici rozhodnou, co presné ve cvicenich 10 a 11 stihne probrat.

10.2 Prednaska 10: Konstrukce obori Q, R, C

Na této prednasce budeme pokracovat v konstrukcich ¢iselnych oboru.

10.2.1 Konstrukce Z — @

Veéta 34 Obor integrity (Z,+,-) injektioné vnorit do télesa (= rozsirit na téleso) @Q =
(Z X Z*),®,0).

(2, ®,0)

— e
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Obrazek 10.10: Injektivni vnoteni komutativniho oboru integrity (Z, 4+, -) do télesa
(ZXZ*],®,0)

a) Na Z x Z* definujme relaci ekvivalence ~ takto: [a,b] ~ [c,d], kdyz a-d = b - ¢*®

ZBstard operace - v (Z,+, )
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b) Vytvorime faktormnozinu Z x Z*/. definujme operace &, ® takto:
{[a, 0]} © {le,d]} := {[ad + be,b- d]**}*

{[a, 0]} © {[e.d]} == A{la-c,b- d]}*

(Pro {[a,b]} je inverzi vzhledem k & prvek {[—a,b]},
pro {[a, b]} je inverzi vzhledem k ® prvek {[b, a]}.)

Pak (Z x Z*/.,®) je komutativni grupa,
(Z x Z*/,®) je komutativni grupa,
operace @, ® spliuji distributivni zdkon, tj celkem (Z x Z*/.,®,®) je téleso!

d) Zobrazeni v : Z — Z x Z*/. je injektivni homomorfismus, tj. puvodni vysledky
scitani a nasobeni celych ¢isel ziustanou v nové struktutre zachovany.

e) Zobrazeni ¢ definujeme vztahem 1(z) = {[z - 1,1]|}. Toto zobrazeni je injektivnim
vnorenim, tj. pfenasi vysledky operaci z mnoziny Z do nové struktury, kterou
oznacime jako Q.

10.2.2 Konstrukce Q — R

Jak jiz bylo feceno na minulé prednasce, konstrukce Q — R, R — (' uz jsou jiného
charakteru, protoze nevytvaiime strukturu nového typu (R a C jsou uz stéle télesa),
pouze obohatime mnozinu ) o néjaké dalsi prvky.

Mnozina @) se sklada z racionalnich ¢isel. Kazdé raciondlni ¢islo 1ze vyjadrit nekonecné
mnoha zlomky a lze prevést na ¢islo s desetinnym rozvojem ukonc¢enym nebo neukonéenym
periodickym. Pridanim iraciondlnich ¢&isel z mnoziny I, jejichz desetinny rozvoj je neperi-
odicky neukonéeny, dostaneme mnozinu R redlnych ¢éisel.

Véta 35 Konstrukce Q — R, proni mozny pohled: Doplnime-li mnozinu ) o limity
vSech moznijch posloupnosti prvki z QQ, které v samotné mnoziné Q) neleZi, dostaneme
mnoZinu R.

Dukaz: iraciondlni ¢isla jsou praveé ta cisla, kterd jsou limitami posloupnosti zlomku z
mnoziny (), a pritom nejsou prvky mnoziny ). [

Véta 36 Konstrukce Q@ — R, druhy mozny pohled: R je mnozina tezi (A, B) mnoZiny
Q, které jsou 1. druhu (ty odpovidaji raciondlnim c¢islim) nebo 3. druhu (ty odpovidaji
iraciondlnim céislim,).

29 staré“ operace na (Z,+,-); b - d nikdy nenf rovno 0, protoze b # 0,d # 0
30qefinici si zapamatujte tak, Ze operace se chové stejné jako séitani zlomkd pievodem na spoleéného
jmenovatele: § + ¢ = %
(&

31chova se podobné jako nédsobeni zlomki TS =1

]

s
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Dikaz ¢i objasnéni: Nejprve musime definovat pojem fezu (A, B) linedrné usporadané
mnoziny M (tedy M je poset = ¢dstetné usporadand mnozina, ve které jsou kazdé dva
prvky srovnatelné = tzv. Fetézec).

Rez (A, B) fetézce M je rozklad mnoziny M na podmnoziny A, B (ANB = (), AUB =
M,A+#0,B # () takovy, ze Va € A,¥b € B :a < b.

Vzhledem k pojmum nejmensi prvek/nejvétsi prvek existuji ¢étyfi druhy fezu
(vysvétleno na Hasseovych diagramech mnoziny M):

Rez 1. druhu: A obsahuje sviij nejvétsi prvek, B nemd nejmensf prvek

Rez 2. druhu: A nemé nejvétsi prvek, B obsahuje sviij nejmensf prvek

v A droae e L. dvrvdane
/l\ ) T~
Wapk. M= Qe Ny M= -
R..1L wewno B..|. obselwig
\"-?WW\A‘B\ ?‘N“»V\ \'\L:\‘v’f\l\!\%\‘ POk "%
K Len p
\ ;
B, Descdaie Mol e
vl o G VR ok

Obrazek 10.11: Rez 1. druhu a iez 2. druhu

Racionalnich ¢isel je praveé tolik, kolik existuje fezui 1. druhu mnoziny @), tj. existuje
bijekce @) — tezy () 1. druhu.

Podobné bychom mohli zlomek 1—70 umistit namisto do mnoziny A do mnoziny B, a tim
zpusobem vznikne fez 2. druhu. Racionalnich ¢isel je tedy pravé tolik, kolik existuje fezu
2. druhu mnoziny @), tj. existuje bijekce @) — fezy Q 2. druhu.

Podle toho, do které z mnozin A, B fezu ,hraniéni“ zlomek % umistime, vznikne
fez 1. druhu nebo fez 2. druhu - muzeme si tedy vybrat, jak budeme racionalni ¢isla
(reprezentovana zlomky) chapat, zda jako tezy 1. druhu nebo fezy 2. druhu mnoziny Q.

Do tvrzeni véty 36 jsme si vybrali raciondlni ¢isla reprezentovana jako fezy mnoziny @)
1. druhu.

Rez 3. druhu neboli MEZERA: A nem4 nejvétsi prvek, B nemé nejmensi prvek

Rez 4. druhu neboli SKOK: A mé nejvétsi prvek, B mé nejmensi prvek

Iraciondlnich ¢isel je prave tolik, kolik existuje MEZER (= fezu 3. druhu) v Q, tj.
existuje bijekce I — mezery v ). Napiiklad mezera na obrazku odpovida iracionalnimu
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éislu /2.
Cili doplnime-li raciondlni ¢isla (= fezy 1. druhu) iraciondlnimi ¢isly (= mezerami v @
= fezy 3. druhu), dostaneme R.

Ve 3 druw ool imeance: o Lodvodan nooh o
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Obrazek 10.12: Rez 3. druhu neboli mezera a ez 4. druhu neboli skok

V obrézku mezery v/2 v @ neexistuje nejvétsi prvek A, ani neexistuje nejmensi prvek
mnoziny B - ovSem V2 je supremum mnoziny A, a soucasné V2 je infimum mnoziny
B. Cili misto terminologie Fezti lze kostrukci véty 36 formulovat i jinak: pomoci pojmu
infimum nebo supremum - muzZeme si vybrat, ktery z pojmu pouzijeme, protoze v/2 je
soucasné infB i supA, takze staci pouzit jen jeden pojem, napf. infimum:

Doplnime-li mnozinu @ o infima otevienych intervalu v (), ktera nelezi v (), dostaneme
R. Konec dikazu ¢i objasnéni.

Poznamka: Véty 35, 36 popisuji tedy tutéz konstrukci  — R, pouze pomoci jinych
pojmu: véta 35 pomoci pojmu limita posloupnosti, véta 36 pomoci pojmu fez. Konstukce
pomoci pojmu fez je soucasti bakalarské zkousky ve 3. ro¢niku.

10.2.3 Konstrukce R — (-
Véta 37 Konstrukce R —  C: Téleso (R,+,-) lze vnorit do télesa C := R X R, ve

kterém md rovnice x*> +1 = 0 7esend.
a) Na R x R definujme operace +, - takto:
[a,b] + [c,d] :=[a+c,b+d]...a+ib+c+id=a+c+i(b+d)

[a,b]-[c, d] := [ac—bd, ad+bc] . . . (a+ib)-(c+id) = ac+i*bd+ibc+iad = ac—bd+i(ad+bc)
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Obrazek 10.13: Vnoteni télesa (R, +,-) do télesa C:= R x R

Pak struktura (R x R, +,-) je téleso.

Opacny prvek k [a,b] je [—a, —b]. Invezni prvek k [a,b] (mimo [0,0], ke kterému
inverzi nehleddme) je [—%s el erb2] . (a + ib) - @ + 7 = 1 ...vlastnost inverzniho
prvku.

Hlib je inverzni prvek, upravme jej do tvaru ,néco +

1 1 a —ib a—ib a —ib «_ (—b)
= . = = = 7 -
a+ib a+ib a—ib a?—i2b2 a2+ 0*  a?+0b? a? + b?
At (2 —z je algebraicky tvar prvku (=% o erbQ]

b) Plati [0,1] - [0,1] = [1,0], algebraicky i* = —1, tj. [0,1], algebraicky i, je Fesenim
rovnice 22 +1 = 0.

¢) Zobrazeni ¢ definujeme vztahem v (r) = [r,0]. Zobrazeni ¢ : R — R x R je injektivni
homomorfismus R — R X R vzhledem k definovanym operacim, tj. puvodni vysledky
scitani a nasobeni redlnych cisel jsou v nové struktutre zachovany.
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11 Tyden 11

11.1 Cviceni 11: Komplexni ¢isla 02

n-t4 mocnina a n-t4 odmocnina z komplexniho ¢isla, feSeni binomickych rovnic.

11.2 Prednaska 11: Opakovani a priprava ke zkousce

a) soucasti otdazek budou do ur¢ité miry i pojmy probrané v prvnich deviti tydnech
predmétu Zaklady matematiky — matematika je v jistém smyslu ,jazyk®, ktery buduje

VVVVVV

procent, bude opakovanim téchto zdkladnich pojmu; b) otédzky jsou prezentovény jako
vetsi celky, ale na testu bude vzdy jen jedna diléi ¢ast otézky, jedna odrazka, jeden
pojem nebo piiklad — test bude tedy obsahovat vice otdzek s kratsim rozsahem (ndvrh
pripravy: nevypracovavejte si tedy odpovédi v rdmci jakychsi maxiotazek 1 az 20, ale
spis si vytvaiejte sit papirki s pojmy a piiklady, kterych bude tieba sto nebo vice, a
vytvorte si mezi témito pojmy a piiklady néjaky systém). c) soucdsti testu budou i
dukazy nékterych vét — které, bude uvedeno v odrazkach v seznamu otézek.

Otazka 01. Neékolik pojmii a dovednosti z matematické logiky.

e Co je to vyrok? Co je to kvantifikdtor? U vyroku Vn € N : 6|n = 2|n napiste
a) obraceni, b) obménu, c) negaci, a to véetné kvantifikatoru.

e Proved'te negace vyrokovych forem (elementdrné, tak aby nezustal znak negace pred
zadnou zévorkou):

a) A= (BV();
b) (A< B)AC,
c) (AANB)VC.

e Které dve dulezité vyrokové formy jsou jsou logicky ekvivalentni implikaci A = B?
Otazka 02. Mnozinové operace.

e Zesymboli AUB, ANB, A, A\ B, A+ B, Ax B jen &tyii jsou symboly oznacujici
bindrni operace, protoze A je unarni operace doplitku a A x B je kartézsky souéin,
jehoz vysledkem je mnozina uspotradanych dvojic, tj. struktura zcela jiného typu
nez vstupni mnoziny.

e Definujte symbolickym zapisem vSech Sest typu oznaceni v predchozi odrazce.
Otazka 03. Relace a jeji vlastnosti.
e Definice (bindrni) relace na mnoziné M.

e Definice Sesti zakladnich vlastnosti relace (a také schopnost provést negaci téchto
vlastnosti).
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Co je to ekvivalence, usporadani, retézec?

Otazka 04. Relace ekvivalence a relace usporadani.

Co je to faktormnozina?

Co je to relace kongruence na mnoziné celych ¢&isel? Uved'te priklad, zndzornéte
graficky:.

Co je to rozklad mnoziny? Jak se definuje rozklad mnoziny urceny relaci ekvivalence
~7?

Jak se v Hasseho diagramu znazorniuji jednotlivé vlastnosti relace usporadani?

Uvedte definici a pifklad minimalniho prvku mnoZiny M, maximalniho prvku
mnoziny M, nejmensiho prvku mnoziny M, nejvétsiho prvku mnoziny M.

M je podmnozina usporadané mnoziny P; prvek p € P se nazyva a) dolni zdvora
mnoziny M, b) horni zdvora mnoziny M, c¢) infimum mnoziny M, d) supremum
mnoziny M, jestlize ...

Otazka 05. Zobrazeni, rtizné typy a vlastnosti zobrazeni.

f je zobrazeni mezi mnozinami X a Y, jestlize ...

a) f je zobrazeni z X do Y, b) f je zobrazeni X do Y, ¢) f je zobrazeni z X na
Y, d) f je zobrazeni X na Y, e) f je prosté, f) f je injekce, g) f je ,zobrazeni na“
(neboli surjekce), h) f je bijekce, jestlize ... definice viz:

https://is.muni.cz/auth/el/ped/jaro2024/MA0003/um/zm2023. pdf#page=71

Otazka 06. Struktury s jednou binarni operaci a jejich vlastnosti.

Definice binarni operace na mnoziné. Ruzné vlastnosti operaci napsané symbolickym
zapisem.

Vyberte si piiklad jedné kone¢né mmnoziny s jednou operaci, a jedné nekonecné
mnoziny s jednou operaci — vypiste vlastnosti (ndzvy, nikoli ¢isly!!) téchto operaci
a feknéte, o jaké algebraické struktury se vzhledem k této operaci jedna.

Pokud je to mozné ¢i snadno proveditelné ¢i to vite, zduvodnéte, pro¢ vlastnosti
plati: napi. plati vlastnost neutralniho prvku, protoze jim je ... ; plati vlastnost
existence inverzi, protoze naptiklad pro ... je inverzi ...

Uvedte dukaz véticek (viz nové verze skript): véta 1, véta 2, véta 3, véta 4, véta 5.
Co je to tad grupy a tad prvku? Jak se tyto pojmy lisi?

Jak se definuje n-t4 odmocnina prvku grupy a zépornd mocnina prvku grupy? (de-
finice 12 a 13)



Algebra 1 (MA 0003) 116

e Co staci ovérit u podmnoziny S grupy (G, V), abychom méli jistotu, ze (S,v) je
uz také grupou? Véta 6 ... vyslovte ji a dokazte ji.

Otazka 07. Mnozinové operace a jejich vlastnosti. Uvazujte strukturu 24 pro
A ={1,2,3,4,5}, tj. mnozinu vsech podmnozin mnoziny A.

e Co za algebraickou strukturu se dvéma operacemi je (24, + N)? Uvedte u kazdé z
operaci neutralni prvek a priklad, ze existuje-neexistuje inverzni prvek.

e Jednotlivé vlastnosti téchto operaci jsou vlastné vztahy mezi mnozinami. Dokazte
néktery z nich, idedlné napiiklad distributivni zakon (pomoci Vennovych diagramu).

e Obsahuje tato struktura nenulové délitele nuly? Jaka rovnice by musela pro né
platit? Uvedte piiklad téchto objektu sestavenych do dané rovnice.

o Uved'te a dokazte tzv. de Morganova pravidla (Zéklady mat., pfedndska 4), ktera
vyjadruji vztah mezi binarni operaci sjednoceni-pruniku a unédrni operaci doplnku.
Dokazuji se, jak jinak, pomoci Vennovych diagramu.

e Maji operace pruniku a sjednoceni mnozin néjakou vlastnost, kterou nemaji operace
s¢itdni a ndsobeni ¢isel? Odpoved’: Vlastnost idempotence, nebo vlastnost absorbce.
Napiste tyto vlastnosti rovnosti a dokazte je (pomoci Vennovych diagrami).

Otazka 08: Pojem homomorfismu a jeho vyznam.
e Uvedte definici homomorfismu mezi grupoidy.

e Reknéte, jak se piirozené (viz prednaska) definuje homomorfismus grupy (Z,+) do
grupy (Zg,+). Tento homomorfismus neni prosty, ale je surjektivnim zobrazenim.
Co je pro pojem surjektivniho homomorfismu charakteristické?

Odpovéd na ¢ést otdzky: Surjektivni homomorfismus redukuje mnozinu Z na mensi
mnozinu Zg, na které nékteré vlastnosti zustaly zachovany (napt. zbytek po déleni
¢islem 6 je stejny u vzoru i obrazu tohoto zobrazeni), kdezto nékteré vlastnosti
zachovany nebyly (ztratila se nekoneénost mnoziny Z, napt. vSech nekone¢né mnoho
nésobku ¢isla 6 se zredukovalo do jednoho prvku [0]). Tedy pokud chceme pracovat
pouze se zbytky po déleni Sesti, vlastné ve svém premysleni-vyjadiovani provadime
fiktivni homomorfismus mnoziny celych ¢isel na mnozinu zbytku. Homomorfismus
(zejména ten surjektivni, jak je v nasem piikladu) tedy predstavuje zaméreni pouze
na dil¢i vlastnost mnoziny, kterou je v nasem piikladu zbytek celého ¢isla po déleni
¢islem 6.

e véta 9a, véta 9b, véta 9c ... vlastnosti homomorfismu, ¢islovani podle nové upravo-
vaného textu, méli byste umét dukazy — téz i na videu na konci ¢tvrté prednasky,
ale na videu myslim prezentovano jako véta 10.
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e Definice jadra Kery homomorfismu ¢, definice oboru hodnot homomorfismu ¢ ...
definice 20 a nésledny piiklad. Dokazte véticku (véta 10): jadro grupového homo-
morfismu je podgrupou té prvni (vstupni) grupy.

e Co je charakteristické pro pojem injektivniho homomorfismu?

Odpoved: Pojem injektivniho homomorfismu se objevuje napiiklad pii konstrukei
nebo koncepénim prechodu od mnoziny N na mnozinu Z. Formalné do mnoziny N
,pridavame® dalsi prvky, a pritom ovSem chceme, aby dosavadni pojeti ptirozenych
¢isel (véetné vysledku operaci séitdani a ndsobeni) zustalo zachovéno. To presné  kon-
troluje”, dokazuje ¢i ,zarucuje® homomorfismus ¢ : N — N x N /~. Mluvime o
INJEKTIVNIM VNORENT (a je to totéz jako injektivni homomorfismus) mnoziny
N do mnoziny N x N/, kterd ma vice prvku (nekone¢né mnoho dalsich prvkua) — ty
jsou ,modelem® nuly a zapornych ¢isel. Tedy v tomto pohledu injektivni homomor-
fismus pfesné matematicky ukazuje, ze pii prechodu od N k Z na ZS zachovévame
dosavadni pojeti prace s ¢isly, pouze ,rozsifujeme* toto pojeti ¢isla na nadmnozinu
Z (podobnou argumentaci 1ze provést pii rozsiteni Z na Q).

Otazka 09: Pojem izomorfismu a jeho vyznam.
e Definice izomorfismu mezi grupoidy>?

e Jaky je vyznam izomorfismu?

Odpovéd': Izomorfismus i homomorfismus v algebie slouzi pro porovndvani ruznych
algebraickych struktur — pokud mezi dvéma strukturami lze zavést homomorfismus
nebo izomorfismus, popiseme tim dosti velkou ptibuznost téchto struktur, protoze
pii homomorfismu i izomorfismu jsou zachovany vysledky dané operace. Izomor-
fismus (= bijekce zachovavajici vysledky operace) nam piedstavuje velmi
silny algebraicky pojem: operace na obou mnozinach vykazuje naprosto
stejné vlastnosti. Napiiklad

— izomorfismus zobrazi podgrupu na podgrupu o stejném poctu prvku. Srovnani
s homomorfismem: Homomorfismus téz zobrazi podgrupu na podgrupu, ale
pocet prvku se muze redukovat — uvazujte napiiklad homomorfismus (Zs, +)
na (Zy, +). definovany

012 3 456 7
f=le bl el
012 3012 3

Podgrupa (2) := {0,2,4,6} grupy Zs se zobrazi na podgrupu (2) := {0,2}
grupy Zy.

32Grupoidy jsou struktury s nejmensim moznym poétem podminek (jedinou — uzavienosti operace na
dané mnoziné), mezi kterymi lze homomorfismus nebo izomorfismus definovat. V realité pak velmi ¢asto
studujeme ¢i popisujeme homomorfismus ¢i izomorfismus grup, kde plati v kazdé struktuie uz podminky
CtyTi.
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— izomorfismus zobrazi prvek fadu 3 na prvek fadu 3. Srovnani s homomorfis-
mem: fad obrazu u homomorfismu muze byt nizsi nez fad vzoru — uvazujte
napiiklad homomorfismus (Zg,+) na (Z4,+) (viz vyse): tdd prvku 2 v Zg je
roven ¢tyrem, iad obrazu 2 v Z, je roven dvéma (fad obrazu u homomorfismu
nemusi byt stejny, ale je délitelem Fadu vzoru).

— izomorfismus zobrazi cyklickou podgrupu na cyklickou podgrupu o stejném
poc¢tu prvkua. Srovnani s homomorfismem, ad homomorfismus (Zg,+) na
(Z4,+) (viz vyse): Cyklickd étyiprvkova podgrupa (2) grupy Zg se zobrazi na
cyklickou dvouprvkovou podgrupu (2) grupy Zj.

— atd.

U izomorfismu plati: pokud pteznacime prvky prvni struktury piislusnymi prvky
druhé struktury uréenymi izomorfismem, dand tabulka operace prvni struktury (po-
kud prvky v zdhlavi tabulky napiSeme ve stejném poiadi®**) bude naprosto totoznd
jako tabulka operace druhé struktury.

e Piiklad: Rozhodnéte, které z grup ({1, —1,4, —i},), (Z4,+), (Z2 X Z3,+) jsou mezi
sebou izomorfni (= vykazuji naprosto stejné vlastnosti dané operace, kromé toho,
ze se jednd o bijekci)a které ne.

Otazka 10: Grupa permutaci a Cayleyho véta
e Vypiste celou tabulku operace skladani permutaci grupy Ss.

e 7 tabulky vyctéte zakladni informace o inverznich prveich a podgrupach, neutralnim
prvku.

e Co tiké Cayleyho véta? (véta 8 podle nového éislovani, dukaz umét nemusite)
e llustrujte Cayleyho vétu na koneéné grupé (Zs, +) a nekoneéné grupé (7, +).

e Mohl by se objevit piiklad: Jakou osmiprvkovou podgrupu grupy (Sy, o) vygeneruji
cykly (1,2,3,4) a (1,2) pti operaci skladédni permutaci? Nédpovéda: Nemusite vypi-
sovat celou tabulku operace, ale pii vytvareni tabulky operace se postupné objevuji
ruzné prvky jako vysledky, tj. sestavit aspon ¢ast této tabulky by vam pomohlo.

e Reste v (Sy,0) rovnici (1,2,3) oz = (2,3,4).

Otazka 11: Dihedralni grupy D; (grupa symetrii trojihelniku), D, (grupa
symetrii ¢tverce), D; (grupa symetrii pravidelného pétithelniku), Dgs (grupa
symetrii pravidelného Sestitihelniku) a Lagrangeova véta.

e Vysvétlete prvky téchto grup geometricky i v jejich algebraickém tvaru.

33Studenti nékdy ifkaji-pisi, ze dané dvé struktury nejsou izomorfni, ale poradi prvki muze byt v
zéhlavi tabulky operace prehozeno vzhledem k zahlavi tabulky operace prvni mnoziny — tedy izomorfismus
nekontrolujeme pomoci naprosto totozné tabulky, ale pomoci zjisfovani vlastnosti dané mnoziny, tj.
napfiiklad vztahy mezi inverznimi prvky, podgrupy o jistém poc¢tu prvki, apod. — tyto véci maji mnohem
vétsi vahu, nez jen prvni pocit ohledné vzhledu obou tabulek.
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Zkonstruujte tabulky operace skladani zobrazeni v téchto grupach, nebo v nékterych
podgrupach.

Co je tvrzenim Lagrangeovy véty? (véta 15 podle nového éislovani, dikaz umeét
nemusite)

Vypiste na zédkladé geometrického vyznamu i Lagrangeovy véty vSechny podgrupy
téchto grup (podivejte se na fesené piiklady ve skriptech s témito strukturami,
najdete podle obrazku symetrie trojihelniku, ¢tverce, pétithelniku a Sestitthelniku).

Urcete mnozinu generatoru dané grupy.

Otazka 12: Struktury se dvéma operacemi.

Definujte okruh; uved'te ptiklad okruhu zbytkovych tiid, ktery neni oborem integrity,
véetné vysveétleni a prikladu nenulovych délitelu nuly.

Definujte obor integrity; uved'te priklad a) okruhu zbytkovych t¥id, ktery je oborem
integrity; b) oboru integrity, ktery neni télesem.

Definujte téleso; uved'te pitklad a) koneéného, b) nekonecného télesa.
Dokazte véticku (véta 25): Kazdy koneény obor integrity je uz automaticky télesem.
Dokazte véticku (véta 26): v kazdém télese plati uz zakon kracent (7)*.

Dokazte veéticku (véta 27 podle nového éislovani): V okruhu plati: Dany okruh
(M, +,-) je oborem integrity praveé tehdy, kdyz v ném plati vlastnost kraceni (7)*
pro okruhy:

Va,b,ce M, a#0, plati:a-b=a-¢ = b=c.

Otazka 13: Polynomické rovnice — algebraické metody reseni.

Co je to mnozina vsech polynomu (R[z],+,+) s redlnymi koeficienty, s operacemi
sCitani a nasobeni, z algebraického hlediska?

Co je to polynom stupné n, vedouci koeficient polynomu, kofen polynomu, nasobnost
kotene? Co tiké zakladni véta algebry?

Co tika véta o racionalnich kotenech polynomu a jak je Ize urcit pomoci Hornerova
schématu?

Co tika ,,véta o odstranéni nasobnych kotrenu polynomu“? Popiste pomoci dobrého
oznaceni, piiklad uvadét nemusite.

Co je zajimavé na komplexnich kotenech polynomu z R[z]? Odpovéd: v polynomu
s realnymi koeficienty se vyskytuji oba soucasné, v rozkladu polynomu v R se jedna
o dva ruzné komplexni koteny x1 = a + bi, 9 = a — bi jednoho v R nerozlozitelného
polynomu 2. fadu.



Algebra 1 (MA 0003) 120

Otazka 14: Polynomické rovnice — numerické metody reSeni.

Jak lze zhruba vymezit vsechny kofeny polynomu? Odpovéd: Oddil F z predndsky
8.

Jak lze zhruba najit interval, na kterém existuje redlné reseni polynomu, ktery jsme
zbavili ndsobnych kofenii**? Odpovéd: Vyuzijeme nerovnosti F, zjistime interval
(—r;7), kde 7 je polomeér kruhu v nerovnosti F, projdeme tento interval s dostate¢né
malym krokem, vypocteme p(z;) v bodech x; téchto kroku .... viz prednaska 8, feseny
priklad.

Popiste na ptikladu, jak upfesnime iracionalni kofen polynomu ziskany z oddilu
F, pomoci metody ptleni intervalu a metody Newtonovy. Najdéte feSeni rovnice
25— 22 —1 = 0 na intervalu (1;2) obéma témito numerickymi metodami ... proved te
t1i kroky u kazdé z metod. Je mozné, ze u zkousky zde bude jina rovnice, naptiklad
rovnice 22® + 5z — 1 = 0 a interval délky 1, ktery obsahuje feseni, budete muset

sami najit.

Otazka 15: Komplexni ¢isla (a reciproké rovnice): piiklady a pojmy v rozsahu
probraném na cvic¢eni, podpofeno doporuc¢enou ucebnici pro stiedni skoly.

komplexni ¢islo v algebraickém, goniometrickém a exponencialnim tvaru — vysvétleni
kazdého tvaru, prevody mezi tvary:;

nasobeni a déleni komplexnich ¢isel, Moivreho véta;
vypocet n-té odmocniny z komplexniho ¢isla, zndzornéni téchto n-tych odmocnin;
vypocet druhé odmocniny z komplexniho ¢isla algebraicky:;

feSeni binomické rovnice: feste rovnici #* + 1 = 0 a zndzornéte obrazy feseni v
komplexni roviné ... vrcholy jakého obrazce jsou tato feSeni?

(Feseni reciproké rovnice): vysvétlete metodu pii feSeni rovnice
2% — 325 + 52 — 723 + 522 — 3 +1=0;

jen dokoncete prevod na rovnici tfetiho stupné, kterou uz nemusite tesit.

34Tento piedpoklad jsem v piednédsce 8 nezminil a je dilezity: Kdybychom totiz zkoumali polynom p(x),
aniz bychom snizili stupen polynomu pii vicendsobnych kotfenech postupem z oddilu B, mohlo by dojit
k situaci, ze nékteré redlné kofeny maji nasobnost 2 nebo 4 atd. zkratka nésobnost sudou. Pti zkoumani
grafu funkce p(z) pak neplati skuteénost, ze by funkce ptrechdzela v bodé kofene se sudou ndsobnost{
ze zapornych funkénich hodnot na kladné (nebo z kladnych funkénich hodnot na zdporné), nybrz graf
funkce p(z) se v blizkosti kofene bliz{ k ose 2, v bodé kofene xy, se j{ dotkne a ,odraz{ se na tutéz stranu®,
tj. napf. p(z) < 0 pro x < zy, pak p(xi) = 0, ale pak p(z) < 0 nastane i pro & > xp, tj. neplati, ze by
funkéni hodnoty p(z) pi pruchodu proménné z bodem z; ménily znaménko. To znamend, Ze postupné
pocitani funkénich hodnot z intervalu (—r;r) takovy kofen neodhali. Tomuto problému se vyhneme, kdyz
provedeme postup B, tj. odstranime nasobné koreny polynomu. Potom pii vypoctu funkénich hodnot
v intervalu (—r;r) s dostatetné malym krokem najdeme vSechny intervaly, na kterych existuje jediny
jednonasobny koten.
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Otazka 16: Peanova mnozina P, mnozina N pfirozenych ¢isel.

uved'te nedilezité étyii Peanovy axiomy, které se tykaji rovnosti;
uved'te dulezitych ¢tyfi az pét Peanovych axiomu, které se tykaji pojmu ndslednika;
uved'te definici predchudce, tseku a usporddani na P;

U ~ > . ’ ~ =z ~’p 2 7 ’ s s~
uvedte ¢tyfi vlastnosti, které splnuji operace sc¢itani a nasobenti, jez lze definovat na
mnoziné P;

uvedte, jak 1ze strukturu (Ny, +, -) vystihnout algebraicky.

Otazka 17: Algebraicky popis, jak z N zkonstruujeme Z. Studenti by méli umét
nakreslit obrazek a celou konstrukci popsat. Bude téz zkouseno na nésledujicich dil¢ich
otazkach:

Co provedeme s mnozinou N nejdiive? Vytvorime kartézsky souc¢in N x N.
Jak definujeme relaci ekvivalence ~?
Co je to N x N/.7 Popiste tuto strukturu — jaké jsou jeji prvky?

Jak na struktuie N x N/. definujeme operaci s¢itdni? Jaké ma tato operace vlast-
nosti? Uved'te minimdlné, ktery prvek je neutralni a jak se najde inverze pro néjaky
prvek ruzny od neutralniho.

Jak se definuje zobrazeni N — N x N/, jaké ma vlastnosti a co zarucuje?

Jakym pojmem lze vyslednou strukturu s operacemi s¢itdani a nasobeni vystihnout
algebraicky?

Otazka 18: Algebraicky popis, jak ze Z zkonstruujeme Q. Studenti by meéli
umét nakreslit obrazek a celou konstrukci popsat. Bude téz zkouSeno na nasledujicich
dil¢ich otazkach:

Co provedeme s mnozinou Z nejdiive? Vytvorime kartézsky soucin Z x Z*.
Jak definujeme relaci ekvivalence ~?
Co je to Z x Z*/..7 Popiste tuto strukturu — jaké jsou jeji prvky?

Jak na strukture Z x Z*/. definujeme operaci séitdni a operaci nasobeni? Jaké
mé tato operace vlastnosti? Uved'te u obou operaci minimélné to, ktery prvek je
neutralni a jak se najde inverze pro néjaky prvek ruzny od neutralniho.

Jak se definuje zobrazeni Z — Z x Z* /., jaké m4 vlastnosti a co zarucuje?

Jakym pojmem lze vyslednou strukturu s operacemi s¢itdni a nasobeni vystihnout
algebraicky?
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Otazka 19: Algebraicky popis, jak z Q zkonstruujeme R pomoci fezi
mnoziny ).

e Co je to fez mnoziny M?
e Jaké ¢tyti typy Tezu existuji (a na jakych mnozinach)? Vysvétlete i graficky;

e Jak se ,zkonstruuje“ R z mnoziny Q? Cemu odpovidaji fezy @ prvniho druhu, ¢emu
odpovidaji fezy @) tretiho druhu?

Otazka 20: Algebraicky popis, jak z R zkonstruujeme C. Studenti by méli umeét
nakreslit obrazek a celou konstrukci popsat. Bude téz zkouseno na nésledujicich dil¢ich
otazkach:

e Co provedeme s mnozinou R nejdiive? Vytvorime kartézsky soucin R x R.

e Jak na struktuie R x R definujeme operaci s¢itani a operaci nasobeni? Jaké ma tato
operace vlastnosti? Uvedte u obou operaci minimélné to, ktery prvek je neutralni
a jak se najde inverze pro néjaky prvek ruzny od neutralntho (a zZe tato inverze je
opét komplexnim ¢islem!!).

e Jak se definuje zobrazeni R — R x R, jaké ma vlastnosti a co zarucuje?

e Jakym pojmem lze vyslednou strukturu s operacemi s¢itani a nasobeni vystihnout
algebraicky?

Které z otazek muzete na testu cekat? Vsechny, tj. z kazdého okruhu otazek
budete provéreni.

e Nékterou z otdzek 1 az 5 nebo jeji ¢dst (opakovani nékterych pojmu);

e nékterou z otazek 6,7,12 (vlastnosti operaci, struktury s jednou operaci nebo se
dvéma operacemi);

e nékterou z otazek 8,9,10,11 (néco o homomorfismu-izomorfismu, néco o permu-
tacich);

e nékterou a otdzek 13,14 (feSeni polynomické rovnice, zejména numericky, piineste
si kalkulacky);

e ngjaky priklad a pojem z komplexnich ¢isel (otdzka 15), moznd i zminku-otazecku
na reciproké rovnice;

e ngjako cast otdzky 16 az 20 (konstrukce ¢iselnych mnozin).
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12 Vysledky nékterych prikladua

12.1 Vysledky ke cviceni 1.1 — Opakovani definic z predmétu
Zaklady matematiky

Ad tloha 1.1: Definice zakladnich pojmi:

a) Mnozinou M rozumime soubor navzijem rozlisitelnych prvku, o kterych lze jedno-
znacné rozhodnout, ze do néj patii.

b) Kartézsky soucin mnozin M, N je mnozina vSech uspofadanych dvojic [m,n], kde
m € M a soucasné n € N.

¢) Relace na mnoziné M je néjakd podmnozina kartézského souc¢inu M x M. Relace mezi
mnozinami X a Y je néjakd podmnozina kartézského soucinu X x Y.

d) Relace ekvivalence na M je binarni relace, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
e) Relace usporddani na M je relace, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

f) Relace f na kartézském soucinu X x Y se nazyvé zobrazeni z mnoziny X do mnoziny
Y, jestlize pro ni plati podminka: [z,y] € fA[z,2] € f =y = z.

g) Binédrni operace V na mnoziné M je zobrazeni M x M — M, tj. zobrazeni, které prifadi

usporadané dvojici [a, b] z kartézského soucinu M x M vysledek této operace, prvek
aVb.

h) Zobrazeni f : N — R) (tedy D(f) je mnozina ptirozenych ¢isel, H(f) mnozina
realnych ¢isel) se nazyva posloupnost redlnych cisel.

i) Zobrazeni f z mnoziny redlnych ¢isel R do mnoziny redlnych ¢isel R se nazyva (redlnd)
funkce (jedné) realné proménné.

Ad tloha 1.2: Definice vlastnosti relact:

e Relace p na mnoziné M je reflexivni, kdyz Vo € M : xpzx.

Relace p na mnoziné M je symetricka, kdyz Va,y € M : xpy = ypx.

Relace p na mnoziné M je tranzitivni, kdyz Vx,y, 2 € M : xpy A\ ypz = xpz.

Relace p na mnoziné M je uplnd, kdyz Vx,y € M : xzpy V ypx.

Zobrazeni f z X do Y je takova relace X XY, ze plati [x,y] € fA[z,2] € f =y =z
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12.2 Vysledky ke cviceni 2.1 — Urcovani vlastnosti riznych ope-
raci

Ad uloha 2.1:

a) (N,+) je komutativni pologrupa. Opravdu, operace s¢itani je komutativni — plati (5).
Se¢tenim dvou prirozenych ¢isel je zase prirozené ¢islo — plati (1). Secteni tif ¢isel z
N nezalezi na uzavorkovani — plati (2). Vlastnosti (1),(2) plati na struktute, kterd se
nazyva pologrupa. Vlastnost (3) neplati, protoze 0 = jednotkovy prvek vzhledem ke
s¢itani, neni prirozené ¢islo (eventuédlné bychom mohli tvrdit, ze (Ny, +) je monoid).
Vlastnost (4) na (N, +) neplati, protoze napt. inverzni prvek k 2 je —2, ale —2 ¢ N.
O

b) (Z,+) je komutativni grupa.

c) (Z,-) je komutativni monoid. Opravdu, ndsobeni je komutativni — plati (5).
Vynédsobenim dvou celych ¢isel je zase celé ¢islo — plati (1). Nésobeni tii cisel
nezavisi na uzavorkovani — plati (2). Jednotkovym prvkem vzhledem k nasobeni
je ¢islo 1, coz je celé ¢islo — plati tedy (3), tedy (Z,-) je monoid. OvSem inverzni
prvky vzhledem k nésobeni nejsou celd ¢isla: napt. inverzi k ¢islu 2 vzhledem k
nasobenti je %, ale to neni celé ¢islo, inverzi k 3 je %, ale % ¢ 7, atd. O

d) (Q,), (R,-) jsou komutativni monoidy. Opravdu, ptece jen chybi jesté jeden inverzni
prvek vzhledem k operaci ndsobeni, a sice pro nulu: rovnice 0-x = 1 nema feSeni na
mnoziné ) nebo R, tj. neplati vlastnost (4), dané mnoziny nejsou grupami vzhledem
k nasobeni. [

e) (Q—{0},-), (R—{0},-) jsou komutativni grupy. Nékdy téz znacime
Q" :=Q—{0}, R":=R-{0},
tj. (Q*, ), (R*,-) jsou komutativni grupy.

f),g) (24,U), (24,N) jsou komutativni monoidy. Opravdu, sjednocenim ¢i prinikem
dvou podmnozin dané mnoziny A je zase néjakd podmnozina mnoziny A — plati
(1). Operace U a N nezédlezi na uzavorkovani — plati (2). Jednotkovym prvkem
vzhledem ke sjednoceni je ), jednotkovym prvkem vzhledem k pruniku je celd
mnozina A ... plati (3) vzhledem k obéma operacim. Inverze ke mnoha prvkum této
struktury neexistuji — napiiklad pro operaci sjednoceni a podmnozinu {a} mnoziny
A ={a,b,c,d, e} by musela existovat podmnozina X mnoziny A, aby {a} U X = (),
a to neexistuje.

h) (Z,—) je jen grupoid, protoze operace MINUS neni asociativni, tj. zalezi na
uzavorkovani; (Z,:) neni ani grupoid, protoze vysledek déleni fady celych ¢isel neni
celé cislo.

i) (M,+), kde M = {-100,—-99,-98,...,—1,0,1,2,...,99,100} neni ani grupoid,
protoze souctem nékterych dvojic dostaneme ¢islo, které nelezi v mnoziné M.
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Ad dloha 2.5 (M, V) je komutativni monoid.
Ad uloha 2.6 (M, A) je komutativni grupa.
Ad uloha 2.7 (N — {0}, %) je grupoid.

Ad tloha 2.8 (R*,0) je komutativn{ grupoid.

12.3 Vysledky ke cvicéeni 3.3 — Vlastnosti grup, podgrupy a ge-
neratory grupy
Ad dloha 3.3 — F.2: Na jednom fadku operace v grupé nemohou byt stejné dva prvky,
protoze v grupé plati zékon o kréceni (7). Sporem: Na jednom fadku se vyskytuji ruzné
r1 a T9. Rovnici
A% Ty =Y =a*Ty

vynasobime prvkem A~! zleva a dostaneme po vyuziti vlastnosti (3) na obou strandch
rovnosti dostaneme x; = x5, coz je spor s tim, ze x; a xy jsou ruzné prvky.

Ad F.3: Tabulku lze doplnit na:

QO *
Q2 oo
o o9
Q@ 0o oo

Ad tloha 3.6 — A.1: H je podgrupou grupy G, protoze (1) soucet logaritm je logaritmus
soucinu a soucin kladnych hodnot je zase kladnd hodnota, tj. H je uzaviena vzhledem k
souctu. Déle je neprazdna, obsahuje napt. prvek log 1, coz je neutralni prvek vzhledem ke
scitani (plati (3)). Asociativita se sveze z asociativity grupy (R, +), plati (2). A nakonec
inverzni prvek k prvku log a je prvek log %, protoze plati (4): pro kazdé loga € H

1
loga +log — =log1l = 0.
a

Ad A.5:ano, jedna se o podgrupu, prvky grupy jsou body na piimce prochazejici
pocatkem, operace scitani téchto prvku (funguje stejné jako operace s¢itdni vektoru s
pocatecnim bodem v pocatku a koncovym bodem v daném prvku) splituje vlastnosti (1),
(4 ... inverzni prvek k prvku (z,2x) je prvek (—z, —2z), ktery opét lezi na dané piimce)
a mnozina je jasné neprazdna.

Ad D.5: Pokud dané souciny jsou navzajem ruzné prvky (to plyne mimo jiné z
ulohy F.2 z minulého cviceni, Zze na jednom tadku operace grupy nemohou byt stejné
prvky), jeden z téchto sou¢init musi byt roven neutrdlnimu prvku n, tj. necht napiiklad
a;*a; = n, pak podle véty 4 plati a; ' = a;, nasli jsme inverzi k prvku a;, plati vlastnost (4).
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Ad dloha 3.7 — ad N.1: H = {6,12,2,8,14,4,10,0} a prvky jsou napsiny v tom
poradi, jak je ziskdvame uzitim prvku 6.

Ad E.1: podgrupy jsou étyfi: a) celd Hyy generovand prvkem 1 nebo prvkem 3 nebo
prvkem 7 nebo prvkem 9;
b) druhd trividlni podgrupa ({0}, +) generovand prvkem 0;
c¢) podgrupa ({0,2,4,6,8},4) generovand prvkem 2 nebo prvkem 4 nebo prvkem 6 nebo
prvkem 8;
d) podgrupa ({0,5},+) generovand prvkem 5;

Ad E.3: < 6,9 >= {6,0,9,3} vzhledem k operaci skladani otdceni.

Ad E.7 modifikace: prvek [1,1] je generdtorem podgrupy {[1;1;],[0;2],[1;3],[0;0]}
vzhledem ke sc¢itani.

Ad E.6: ano, prvek [1,1] je generdtorem celé grupy vzhledem ke séitani. Grupa mé
Sest prvku a vysledek lze vycist z tabulky operace v této grupeé.

Ad tloha 3.8
a) z = (b?)"1

Ad 1loha 3.10: Tabulka operace o na mnoziné D3 symetrii trojihelniku:

Tabulka 12.10: Tabulka operace o na mnoziné D3 symetrii trojihelniku.

o | Ry R Ry R3 Ry R;j
Ry | Ry Ri Ry R3 Ry R;
Ry | Ry Ry Ry Rs Rs Ry
Ry | Ry Ry Ry Ry R; Rs
Rs | Rs Ry Ry Ry Ri Ry
Ry|Ry Ry R3 Ry Ry R;
Rs |Rs Ry Ry Ry Ry Ry

Pokud tuto tabulku porovname s tabulkou grupy (Ss,o) v piikladu 4 je vidét, ze
mezi obéma grupami existuje izomorfismus, tj. prislusné tabulky operace se lis{ pouze
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preznacenim prvku: f(e) = Ro, f(s) = Ry, f(t) = Ra, f(u) = Rs, f(v) = Ra, f(w) = Rs
(toto izomorfni pfitazeni je vidét i na obrdzku ??). Aby zobrazeni f bylo izomorfismem,
musime z tabulky operace prvni grupy dostat preznacenim prvku vzhledem k zobrazeni
f presné tutéz tabulku vzhledem k operaci v druhé grupé.
Ad tloha 3.11 Cyklické podgrupy grupy (Hig,+) :
({0}, +), ({0,5},+), ({0,2,4,6,8}, +), (Huo, +).-
Ad dloha 3.12 Cyklické podgrupy grupy (Hiz, +) :

({0}, +),({0,6},+), ({0,2,4,6,8,10},4+), ({0,3,6,9}, +), ({0,4, 8}, +), (Hiz, +).

12.4 Vysledky ke cviceni 4.2 — Nekomutativni grupy
Ad tloha 4.1: Podle definice skladani zobrazeni plati

1234567
N R T SR
7163425 1234567
PoR*=PoRoR=| L L L L L L L=+ L L L1 1]
5726 314 6 732154
R SRR
6 732154

12.5 Vysledky ke cviceni 5.2 — Rad prvku, cyklické grupy, grupy
zbytkovych trid

ad Cviceni 5.1.
Naptiklad N.4: a i § vyjadiime jako soucin navzajem nezavislych cyklu:

a=(1,2)0(3,4,5), B=1(1,6,7,2,5).

Pak lze cykly zvlast umocnit a spojit: o® = (1,2) oid = (1,2), 8* = (1,5,2,7,6).
Spocteme ,soucin® a rozlozime na diléi ,soucin® navzajem nezavislych cyklu:

o®opt = (1,5)0(2,7,6).
Pfi umocnéni na patou nyni opét umocnime kazdy cyklus zvI4st:
(%0 8)7 = (1,5) 0 (2,6,7).

Réd cyklu (1,5) je 2, fad cyklu (2,6,7) je 3, a tedy fad jejich slozen{ je nejmensi spoleény
nasobek dil¢ich radu, tedy 6.

35Mimochodem: protoze Podgrupa generovana permutaci 3 je cyklickd a prvek 8 je fddu 5 (cyklus
délky k je fadu k, plati 8° = id, a tedy p* = ! ... inverznim prvkem k cyklu 8 je mocnina prvku 8 o
jednicku nizsi nez rad prvku .
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Ad piiklad 27 Ad Napiiklad F.1: Réd obrazu je délitelem fadu vzoru. Lze i celkem
jednoduse dokazat: Sporem ... predpokladejme, ze prvek a fadu k se zobrazi na prvek
radu [, kde [ neni délitelem k, tj. k =1-g+m, kde 0 < m < [. Ozna¢me jesté e; neutralni
prvek v grupé Gy = (G, V), ez je neutrdlni prvek v grupé Gy = (H, x). Celkem méme

m

e2 = p(e1) = p(a") = (") = p(a)"" * p(a)™ = ez x p(a)™,

coz je spor s tim, ze Fad prvku ¢(a) neni m, ale vétsi ¢islo [.

Ad Napiiklad N.3: Nevim, jak presné dokazat, ale nebude to tezké — snad staéci fici, ze
to plyne z predchozi véticky N.1 a vlastnosti zachovani operace u homomorfismu. Pokud
zobrazime generdtor na generator, obrazy vSech ostatnich prvkua uz jsou jednoznacné
urceny. Dukaz: KdyZ a je generdtor cyklické podgrupy prvni grupy, ¢(a) jisté také
vygeneruje néjaké prvky svymi mocninami, a podle véticky N.1 jich bude tolik, zZe jejich
pocet déli Tad prvku a v prvni grupé.

Ad Napiiklad N.4: 0 se v kazdém homomorfismu zobrazi na 0. Dale (Zs, ®) je cyk-
lickd grupa generovana napi.prvkem 1. Tedy cely homomorfismus je jednoznacné urcen,
zadame-li obraz generatoru 1.

hom 01: 0 5 0,1 5 0 ... pokud se generator zobraz{ na nulu, aby byla splnéna podminka
homomorfismu, vSechny dalsi prvky se zobrazi na nulu. Jadrem je tedy celd& mnozina
Z3.

hom 02: 0 % 0, 1 5 1 ... podle podminky homomorfismu nyni dopoé¢teme, ze musi
nastat 2=1+15 (1) +¢(1) =2, ddle 3 =2+15 p(2) + (1) =2+ 1 = 3, atd.
Jadrem je mnozina {0, 4}

hom 03: 0 5 0,1 5 2 ... prvek 2 € Z; generuje podgrupu {0,2}, tj. podle podminky
homomorfismu se 0, 2, 4, 6 zobrazi na nulu, a 1, 3, 5, 7 na dvojku, tj. jadrem je

{0,2,4,6, }.

hom 04: 0 5 0,15 3 ... prvek 3 € Z, generuje celou Zy, a tedy 0, 1, 2, 3 se postupné
zobrazi na 0, 3, 2, 1, a pak uz se obrazy zopakuji: 4 —- 0,5 — 3,6 — 2, 7 — 1.
Jadrem je mnozina {0,4} grupy Zs.

Ad Napiiklad N.2: (Zy, ®) sestava z prvku: (operaci ,umocniovani® je scitani prvku)
[0] je tadu 1, [1] je tadu 9, [2] je Tadu 9, [3] je Tadu 3, [4] je Tadu 9, [5] je tadu 9, [6] je
radu 3, [7] je tddu 9, [8] je fadu 9.

Déle (S3,0) sestava z prvku (ve zkraceném zapisu pomoci disjunktnich cykla): id je
fadu 1, (1,2,3) je Fadu 3, (1,3,2) je Fadu 3, (1,2) je Fadu 2, (1,3) je tadu 2, (2,3) je Fadu
2.

Pojd'me ke hleddn{ vsech rtiznych homomorfismi: neutralni prvek se musi vidy zobrazit
na neutralni prvek — tedy [0] se zobrazi na id. Vzhledem k pfedchozimu piikladu N.1 fad
obrazu musi byt délitelem radu vzoru, tj. zadny z dalsich prvka fadu tfi nebo devét se
nemuze zobrazit na dvouprvkové cykly (1,2), (1,3) nebo (2,3), protoze ty jsou rddu 2.
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Déle si vsSimnéme, ze grupa Zy ma fadu prvku radu devét, je tedy cyklicka, tj. staci zob-
razit jeden z generdtoru celé grupy, napiiklad prvek [1], a vSechny obrazy ostatnich prvkua
jsou uz jednozna¢né urceny z podminky homomorfismu (podminky zachovéni vysledku
operace. Diky témto faktum lze dospét ke tfem ruznym homomorfismum:

hom 01: ¢,([0]) =id, ¢1([1]) = (1,2, 3), a nyni uz

e1((2)) = (1] +[1]) = (1,2,3) 0 (1,2,3) = (1,3,2);

e1(13]) = (2] +[1]) = (1,3,2) 0 (1,2,3) = id;

e1([4]) = (3] +[1]) =ido(1,2,3) = (1,2,3);

e1([5]) = (4 +[1]) =(1,2,3)0(1,2,3) = (1,3,2);
atd.

Je vidét, ze jddrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protoze ty se zobrazi na
neutralni prvek druhé grupy.

hom 02: ¢([0]) =id, ¢1([1]) = (1, 3,2), a nyni uz

e2(2]) = @2(1]+[1]) =(1,3,2)0(1,3,2) = (1,2,3);

e2([3]) = @221+ [1]) = (1,2,3) 0 (1,3,2) = id;

e2([4]) = 2([3] +[1]) =ido(1,3,2) = (1,3,2);

e2([5]) = @24+ [1]) =(1,3,2) 0 (1,3,2) = (1,2,3);
atd.

Je vidét, ze jddrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protoze ty se zobrazi na
neutralni prvek druhé grupy.

hom 03: ¢3([0]) =id, ¢3([1]) =id, a nyni uz
ws([2]) = ws((1]+[1]) =idoid =id;

e3([3]) e3([2] + [1]) = id oid = id;
atd.

Je vidét, ze jddrem homomorfismu je celd grupa Zy, protoze vSechny jeji prvky se
zobrazi na neutralni prvek.
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