Konstrukéni geometrie

Posledni aktualizace: 24. Ginora 2025, Vojtéch Zadnik
https://is.muni.cz/el/1441/jaro2025/MA0007/



Cile

> pfipomenout, zorganizovat a rozsifit stavajici poznatky
> néco udélat, udélané vysvétlit, ...

Proces

P zapamatovat a zopakovat
> pochopit a pouzit
> rozliSovat a vysvétlovat
> pretvéaret a vytvaret

Kulisy

> geometrie



Piehled celkovy

> jaro 2025: konstrukéni geometrie (,synteticka“) — pravitko, kruzitko, trpélivost

» podzim 2025 a jaro 2026: pocCitaci geometrie (,analytickd“) — soustavy rovnic,
matice, determinanty

Piehled aktualni
> klasicka konstrukéni geometrie: Zaklady, dotykové ulohy
> geometricka zobrazeni: shodna, podobna, afinni, projektivni a par dalSich
> poznamky k zobrazovani prostoru do roviny

Materialy

> |S: osnova, pfednaska, odkazy, staré pisemky'

Zakonceni

> Ulohy — pisemka — Ustni zkouska

Soutéz

> 0 nejpovedengjsi konstrukci/vykres/aplikaci pouzitelnou ve vyuce é“

1https://is .muni.cz/auth/el/ped/jaro2025/MAO007/index . qwarp
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Zaklady Uvod

= zaklady eukleidovské geometrie
= geometrie Eukleidovych Z&klad(,? ovéem s I-l/ilger,t(_)l/lm\iupl"esnénl’mi.3

Zakladni pojmy:

> M primlew |, [rouno

Zakladni vztahy/rglaé;e: ¢ "~ R i
> incidence, usporadani, rovnobéznost, shodnost, spojitost
B e A A g e ,,’fc[/;> T R +v. §
'\# h /)

Zakladni definice:
> napf. Ghel, pravy Ghel, resp. kolmost pfimek, trojuhelnik, étverec, kruznice,
rovnobéznost pfimexk, . .. ~ .
Ccviet q,

Zakladni tvrzeni (axiomy/postulaty):

> nékolik ke kazdému ze zakladnich vztahd. . .

% 2kolem —300, http://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovy_Z%C3%Alklady
3kolem +1900, http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_axioms



Eukleidovy geometrické axiomy (postulaty) Uvod 6

«— Vv ;Cleb\

(I) Kazdé dva rizné body spojuje o e nileAs

!l - & ¢ heu lavire
Il Kazdou pl ””ku Ize na kazde S“a”e /IbO OI‘ )e ' r"”ﬂ””’ .
( ) [t Vi

Jk (1) jL,,f; n\:};t;zr;tm 4 s libovolnym danym stfedem prochaze/lcr libovolnym

b (av) Vsechnypraveuhlyjsoum 7 e—~) )(  homog e €

(V) pfimka protinajici dvé jiné prlmky tvorl vnltrnl uhly na /edne strané
mensi nezZ dva pravé, tyto dve pfimky (dostate¢né prodlouZeny) setkaji

se na té strané, kde jsou Ghly mensi dvou pravych.* c WTF ?'
« R 2RI
'''''''''''''''''''''' Qe
4 P
a+B< g a h se protinaji
3,‘;0 t/ - hejion [

“https://en.wikipedia.org/wiki/Parallel_postulate



Eukleidovy vSeobecné axiomy

> Veli¢iny témuZ rovné i navzajem rovny jsou.
> KdyZ se pfidaji rovné veliciny k rovnym, i celky jsou rovny.
> apod.

Dnes ¢teme jako:

> k:lam:lk:m.
» k=lam=n[= |k+m=I+n.

> apod.®

5ht'cps ://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/cmi html:

Uvod 7



Eukleidovy nevyslovené axiomy (Hilbertovo upfesnéni) Uvod 8

Neékteré véci nejsou v Eukleidové systému explicitné formulovany. .. N [
oTEVRENA |

A 8 <« . R Q 6

Typicky axiém uspofadani je napi.. = _} —+— ° <

> Pro tfi rizné body leZici na jedné pfimce plati, Ze pravé jeden z nich je

zbylymi dvéma.

Axiémy spojitosti je mozné nahradit jedinym, tzv. Dedekindovym axiémem.

> Body na piimce neobsahuji (vzhledem k vyse zminénému )

Dedekindovy fezy typu ,skok“a ,mezera“.

~ e ———

... jde zejména o upfesnéni piedstavy eukleidovské Eﬁmky jakozto ,reélné”
pfimky!6 TEC LESA

—_— 1
N c‘({ﬂC R< T -
S

8viz konstrukci télesa redlnych &isel (algebra) a problém sestrojitelnych veligini(s. 28).




Co na postulatu (V) nezavisi Uvod 9
» Veéty SUS, SSS, USU, nerovnosti v trojuhelniku apod.

> Véta o vngjdim Uhlu trojuhelniku.”

e N
c D
y[>leay[s s

B

(Sau(,{ﬂSH@,}

> Shodné stfidavé thly implikuji rovnobéZnost pfimek® (odtud

rovnobézky).

a=y[=2]nlg
27 (= httg-

7Zde jsou poprvé potfeba axiémy uspofadani (viz s. 10).
8Nepfimo pomoci véty o vnéj§im Ghlu trojuhelniku (viz s. 11).




Detail k v&té o vngjsim Ghlu v trojuhelniku®

Uvod 10
Porn -

16

Bod 7 a T
BOOK I. PROP.LXI’I. THEOR, é/-'- )

{F o fide of a e

Vo stere
obhecn e //
NEPLAT

. -
steyjae

\ PﬂL:’IZan/I-/"L:
| e ()

i produced, the exrernsl vaihledeo

angle

) i k. e ¢
&reater than either of the
internal remote angles

oA

7 - Make
Draw

= —-e- (prro).

and produce it until

3 draw

e [ e

, cunft pr 15), = ‘ (pr- 4)»
J\Q Wl avVeng ]

et ﬁ!):‘f" 2%

In like manner it can be fhown, that if =——msss-

be produced, ‘ =

5 and therefore

P\ whichis = ‘ s C ‘ |

QE.D.

9http ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-16.html



Detail k vété o existenci rovnobézky° Ovod 11
28 BOOK I. PROP. XXVII. THEOR.

F a firaight line
[
ing two ather

| frraight  lines,

) makes

with them the alternate

gt (M o
‘ ond ‘ ) cqual, thefe two firaight fincs

are parallel.

(G

If s b 0t parallel to

they thall meet

when produced.
If it be pofiible, let thofe lines be not parallel, but meet
when produced; then the external angle ‘ is greater

than A (pr- 16), but they are alfo equal (hyp.), which

is abfurd ; in the fame manner it may be thown that they

cannot mect on the other fide; .*. they are parallel.
QE.D.

1Ohttp://www.math.ubc.ca\/~cass/Euc1id/bookl/byrne—28.htmlx:u = =



Co na postulatu (V) zavisi

> Véta o stiidavych thlech'" (odtud
(fau“ufhjck)
y LS
>
4

) Py <180°=) AXq
A
&)
e o

hilg[ Dla=y

Uvod 12
rovnobézky).

“pEpAE Lt
i vy

150°4 gt b =) AXG

. -,
PR 2EM,

v v PR e ., . . P .
> Véta o souctu vnitfnich ahli v trojuhelniku.? Lo parre
/ y e
e -, !
{b—llzl PIUZAw Wa §$Fcve
nilcay vepcar !
< £ {Apﬁ —a,\_T_ , . D J PLAT)
- < -+ _
r LTS “+/”+7—&[L“,,1—/
> Véty o rovnobé&znicich a trojuhelnicich a jejich obsazich.'® \ (vits, o )
> Pythagorova véta (a téméf vSe co nasleduje). . . =) ve s

" Nepfimo pomoci pfiéteni g a (V) postulétu (viz s. 13).
'2P¥imo pomoci véty o stfidavych Ghlech (viz s. 14).
3Podrobnéji od s. 16. ..

z/\({"{ﬁ%]



Detail k vété o stfidavych thlech'

30 BOOK I. PROP. XXIX. THEOR.

STRAIGHT Jine
(o) ftdling on
two paralle] fraighe

S ines ( and

), wakes the alternate
angles equal 15 one ansther ; and
alfo the external equal to the in-
ternal and oppofite angle on the
Jfame fide ; and the two internal
angles on the fame fide together
cqual to two right angles.

T A
For if the alternate angles & and be not equal,

= ‘ (pr.23).

Therefore emmmssses || (pr. 27.) and there-
fore two ftraight lines which interfe are parallel to the
fame ftraight line, which is impofiible (ax. 12).

(raW e, making

Hence the alternate angles and are not

unequal, that is, they are equal: ag!" y — ‘ (or.15);
= , the external angle equal to the inter-

nal and oppofite on the fame fide : if be added to

both, then ‘ +' =‘ i ﬂ%lz)-

That is to fay, the two internal angles at the fame fide of
the cutting line are equal to two right angles.
E.D.

14ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-30.html

Uvod 13



Detail k vété o souétu uhld v trojuhelniku®®

BOOK 1. PROP. XXXII. THEOR.

33

= oy fide )
o a triangle be pro-
duced, the external

angle ( M) i cqual

5 the fiom of the teso internal and

appafiteangles( and ‘ ),

and the three internal angles of
very triangle taken togetlier are
cqual 15 tos right angles.

eve

Through the point /™ draw
1l (pr- 31).

Then ‘ = ; (pr- 29.)s
‘A -V
+ ‘ = e (ax. 2.),

and therefore

+‘+‘=‘=ﬂl

(pre 13).

Q.E.D.

co e

1‘r’ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-32.html

Uvod

14



Mezishrnuti — takto !




Mezishrnuti — takto | (pokratovani na s. 51)

1. PATRO

PR N
Lineg =180

.. -
PRULEM
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Zakladni tvrzeni o rovnostech obsahti'® VT Obsahy 16
v

@ > RovnobéZniky,(resp. trojdhelnl’k}} se stejnymi zakladnami a stejnymi vySkami

(2) > Trojihelnik ABC a rovnobéznik ECGF maji (kde £ = stfed BC

a BC || AF):

(3) » Rovnobézniky BEFG a BALM maji (kde spoleény bod B €

Uhlopfi¢ce HK):

6Ve véech dikazech vystagime s vétou o stfidavych Ghlech a shodnymi trojihelniky (viz s. 17, 18).



Detail k vété o obsazich rovnobéznik('” Obsahy 17
@ b) obecas

36 BOOK I. PROP. XXXV. THEOR.

-~ s - z
C «— ><7TI7‘IF”"'/"I
netvv.  ul €

~ -
mo 1l At

sHobnv E &
L vsv]

17ht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-36.html



Detail k v&té o slozenych rovnob&znicich'®

9,

Obsahy 18

44 BOOK I. PROP. XLIII. THEOR.

T9¢ ‘HE complements
£, 04

| oy

the parallelgrams <whick are absut

the diagonal of a parallelygram are
equal.

' L/ 3 x ZE
= (pr 349 -

N N

QE.D.

fHopwE O

-

-

a2

and

1fshttp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-44.html



Eukleidova véta o odvésné, resp. Pythagorova véta Obsahy 19
@ Véta
Trojuhelnik BAC je pravouhly a P je pata vysky z vrcholu A.
Potom plati | 48"~ BC/ 8P | a| a4c*= 8- €P| tudiz | ABH A= 6|,
s

¥https://www.geogebra.org/m/apubVUSe



Eukleidova véta o odvésné, resp. Pythagorova véta Obsahy 19
y) Véta
Trojuhelnik BAC je pravouhly a P je pata vysky z vrcholu A.

Potomplati‘ﬁ@l-— gC 8P ‘ a ’ AcC = B C CP‘, tudiz ‘ ABS A Y= ec”‘,
M

K A A
-A.‘ F F -8
F oz - 3 1y
€> P
& c [ e e
) JiP :
;. é ‘ ©
f £ b L[svs] b

Ddkaz.
> FBAG je Ctverec a Uhel BAC je pravy = body G, A, C lezi na

» QOdtud podle z&kl. véty o obsazich, shodnosti trojuh. a a

znovu podle zakl. véty o obsazich:

obsah = obsah = obsah I:] = obsah .

Proto ma étverec FBAG stejny obsah jako obdéinik PBDL.
Obdobné to funguje na druhé strané. .. ° o
¥https://www.geogebra.org/m/apubVUSe




Detail k Eukleidové vété o odvésné2°

48 BOOK I. PROP. XLVII. THEOR.

N o right angled tri

[ /i the fpuare on the

Iypotenufe
the fim of the fyuares of
and ).

(o) QR — .|

deferibe fquares, (pr. 46.)

Tocachadd M .

— = emeee= and

A I’

Again, becaufe

Obsahy

BOOK I. PROP. XLVII. THEOR. 49

. = twice

B \
In the fame manner it may be thown

S R F

and

2Oht'cp ://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/bookl/byrne-47.html

20



Kvadratura mnohothelniku Obsahy 21

Kombinaci pfedchozich poznatki zjistujeme, ze libovolny mnohothelnik Ize
geometricky kvadraturovat = sestrojit &tverec se stejnym obsahem.?'
N
Navic kazdou dil¢i konstrukci Ize doplnit ndzornym rozstfihanim... ¢ :.'1, .
L} e

Véta (Wallaceova—Bolyaiova—Gerwienova) o
Dva mnohothelniky maji stejny obsah jeden lze rozstiihat na éasti,
z nichZ Ize sloZit ten druhy.

13

—x

x

=

ad >

3
-
\ 02/- Kvadratura obecného trojuhelniku se stfihanim

2http://ggbtu.be/mkripDpYd o 5 =




Zaklady
Uvod
Obsahy a kvadratura mnohouhelniku
— Trocha algebry a sestrojitelné veliCiny
Kosinova véta A
O kruznicich
Pravidelny pétithelnik a dalsi
Teorie podobnosti
Trocha stereometrie

Pravidelné mnohostény
Dotykové ulohy

Geometricka zobrazeni

Poznamky k zobrazovéani prostoru do roviny

Zavérecné shrnuti

ZAvAIA

15
24
35
37
45
57
72
78

87

103

178

196

51als)



Geometricka algebra Trocha algebry 25

... geometrické konstrukce vs. algebraicka vyjadreni. ..
(s%-‘u{ /h'L-(w.r)

; [+ & o
K L ™ -
B X
E G F
l/l(.A-’Llcﬂ'-'

Obrizek D11: [A] TL6: Pokud je C stied visecky AB a D je libovelng hod na té3e piimee

vpravo od B, potom plati +CB? :'(“_f__)z

Poznamky
Pfi znaceni |AB| =: b a |DB| =: x Ize pfedchozi tvrzeni psat jako

b2 b 2 . 5 b2 b 2
(b+x)x+(§) 7(§+x) neboli  x +bx+(§) ,(E_,_X) )

Uvedené Upravy zname jako tzv. ‘ dopln ‘g do ] ‘
Tyto Upravy jsou prvnim krokem k vyjadfeni kofenl obecné kvadratické rovnice (s. 30). £—

Mifime k charakterizaci sestrojitelnych velicin (s. 28). ..



Zlaty FeZ A H, H, B Trocha algebry 26

Definice
Bod H déli isecku AB ve zlatém Fezu, pokud pomér celé Usecky k del$i ¢asti
fezu je stejny jako pomér delsi ¢asti ke kratsi, tzn. pokud

BA : AH,= AH: HB, nebo AB:BH,= BHZ: HA.

Konstrukce (Eukleidova) } F oo
(i) AC je kolmice k AB, pficemz AC = AB, e 'f \\\
e L
(i) E = stfed AC, Mo 5l
(iii) F lezi na polopfimce CA tak, ze EF = EB, -k /
(iv) Hlezi na Usetce AB tak, ze AH = AF
¢ K D

= AH je del§i ¢asti zlatého fezu Gsecky AB. 1



Dudkaz a néco navic Trocha algebry 27

Zddvodnéni konstrukce pIyne z predch02|ho (s. 25) a z Pythagorovy véty (s. 19):

CF. FA+¢(€ L‘F"‘—-C ea +ﬁgj neboli CF-FA = AB2.

Tzn. obdélnik CFGK a ¢tverec ABDC maji stejny obsah. F =6

2SN

Tyto v8ak maji spoleénou ¢ast CKHA, takze : ™
taky Ctverec AHGF a obdélnik KDHB maji stejny obsah. P s U N\ n
To maZeme zapsat jako L/ >

neboli AH:BH=AB:AH. o j ;




Dudkaz a néco navic Trocha algebry 27

B
~—— _
¢ [ § )
—> Pocitani [T eel . b"@:
P¥i oznaceni |AB| =: Q,a'IAHl =: x definice zlatého fezu zni: -__l I'=b -r(; )
b:x:x:(B—x) neboli b(b - x) = x neboli )(1'-{-.;%—'19150 .
~—~—~—~—— .
Postupné sestrojené veli¢iny jsou: Gt
ne=ieci=| 2| = E b | mA=mH=x=|(F-1)}
= =7z =|Zz P |=IAHI=x=|(3-3/b|

7
Skutecné, x = (‘Lf-%_) b/ ie kofrenem kvadratické rovnice .




Sestrojitelné veli¢iny Trocha algebry

Redlné veli€iny — reprezentované UseCkami — umime:

> scitat a od¢itat — pomoci prikladani a odebirani Useéek na ptimce,

> nasobit a délit — pomoci stejnoplochych rovnobézniki, resp. podobnych
trojuhelnikd,

» druhou odmochninu — pomoci Eukleidovy véty o odvésné, resp. o vysce.

28



Sestrojitelné veli¢iny Trocha algebry 28

Redlné veli€iny — reprezentované UseCkami — umime:

> scitat a od¢itat — pomoci prikladani a odebirani Useéek na ptimce,

> nasobit a délit — pomoci stejnoplochych rovnobézniki, resp. podobnych
trojuhelnikd,

» druhou odmochninu — pomoci Eukleidovy véty o odvésné, resp. o vysce.

Véta
Rediné Cislo je sestrojiteiné eukleidovskym pravitkem a kruzitkem [ | jej Ize
vyjadrit pomoci kone¢ného poctu

1+ -y ()



Sestrojitelné veli¢iny Trocha algebry 29

Véta
Readlné ¢islo je sestrojitelné eukleidovskym pravitkem a kruZitkem — jejlze
vyjadrit pomoci kone¢ného poctu

1+ -y ()

Ddkaz.
Zacéneme s Useckou predstavujici jednotku.

Dalsi sestrojitelné veli¢iny vznikaji konstrukcemi v roviné, a to vyhradné jako

(a) pranik dvou pfimek ~» soustava I:] rovnic,

(b) pranik pfimky s kruznici ~» soustava \ \ a \ \ rovnice,

(c) pranik dvou kruznic ~» soustava ‘ ‘ rovnic.

Eliminaci jedné proménné dostaneme , hebo

rovnici; vyfeSime, dosadime, ...

Kofen(y) lib. \ \ a \ \ rovnice umime vyjadfit z jejich koeficientd
pomoci pravé uvedenych operaci! O




Poznamka (viz s. 25)

Algebraické vyjadieni kofent kvadratické rovnice x? 4+ bx + ¢ = 0 se dél4 takto:

b)\? b\? b\? b\?
2 o o) _ ; o o) _
X +bx+(2) 7(2) ¢ neboli (x+2) 7(2) c,

coz po odmocnéni a Upravé vede k dobfe znamému vzore¢ku

-b+ Vb2 —4c

x——9+ 92—0 neboli x =
27 n 2

2

Trocha algebry 30



Slavné problémy starovéku Trocha algebry

(a) zdvojeni krychle ~» x = V2a,

(b) rozvinuti kruznice ~» x = 2xr,

(c) kvadratura kruhu ~> x = +/xr,

(d) roztfeténi dhlu ~» x3-3ax?-3x+4a =0,
(e) pravidelné mnohouhelniky ~» ...... (s. 54)

Problémy (b) a (c) jsou ekvivalentni; problémy (d) a (e) spolu Gzce souvisi.

Diky J.H. Lambertovi, resp. F. Lindemannovi vime, Ze & neni racionalni, resp.
algebraické Gislo.??

Z ptedchoziho (a trochu nasledujiciho) vime, ze

> problémy (a), (b) a (c) |:| Yesitelng,

> problémy (d) a (e) ‘ ‘ feSitelné.

22r 1767, resp. 1882

31



Mascheroniovské a steinerovské konstrukce Trocha algebry 32

Eukleidovské konstrukce = konstrukce s kruzitkem a pravitkem.
Mascheroniovské konstrukce = konstrukce pouze s kruzitkem.

Steinerovské konstrukce = konstrukce pouze s pravitkem a jednou kruznici.
Al

'

Priklad: Mascheroniovska a steinerovska konstrukce inverzniho bodu A’ k bodu A
vzhledem ke kruZznici se stredem O.

Véta
Konstrukce je proveditelna eukleidovsky [ | je proveditelna
mascheroniovsky [ | je proveditelnd steinerovsky.



Konstrukce neusis Trocha algebry 33

Konstrukce neusis = konstrukce s kruzitkem a pravitkem se znackami (které se
prikladaji k pfimkam, resp. kruznicim)

Ptiklad: Archimédova trisekce Uhlu s oznacenym pravitkem.

Poznamka
Takto Ize sestrojit (redlné) kofeny libovolné I:' rovnice, tedy vyfesit

problémy (a), (d) a nékteré dalsi (e) nas. 31...%

Bnttp://en.wikipedia.org/wiki/Neusis_construction



Uzitek

Konstrukce elipsy pomoci neusis udélatka.

34



