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Uvod

Tento textik je zcasti seznamem otazek k opakovani algebraickych predmétu na peda-
gogické fakulté MUNI, zcasti by mohl byt textem kratce uvadéjicim do pojmu Booleho
algebra, a také moznd nékdy (aspon v mirné formé prezentované v knize Pinter: The
Book of Abstract Algebra) pokusem o prezentaci dukazu, ze existuji polynomické rovnice
stupné patého a vyssiho, které nelze tesit presnym vzorcem.

Bretislav Fajmon,
verze textu tnor 2025, text bude béhem vyuky dopliovan



1 Otazka 01: Logika a teorie mnozin

e Uved'te negaci vyroku:
Vne N :(6ln < (2n A 3[n))

(pozor, kvantifikator patii k celé ekvivalenci, neni soucasti jen levé ¢ésti ekvivalence,
ale ndalezi celému vyroku a neguje se nejprve ... pak az pokracujeme a negujeme
danou ekvivalenci).

e Napiste vlastnost neutralniho prvku algebraické operace (vlastnost 3) a vlastnost
existence inverzi u algebraické operace (vlastnost 4) ... peclivé i s kvantifikatory; a
ve druhé fazi proved'te negaci téchto vyroki.

Pojdme dale na témata a oznaceni teorie mnozin:
e Pod pojmem vztahy mezi mnozinami si predstavte relaci C, nebo rovnost vyrazu

s mnozinami a mnozinovymi operacemi (bindrnimi a undrnimi). Typicky mnozinovy
vztah je distributivni zdkon:

VXY, Z €22 : XN(YUZ)=(XNY)U(XN2Z),
ktery dokazujeme Vennovymi diagramy nebo pomoci univerzalniho prvku z.

K mnozindm se vratime jesté u tématu Booleho algebry.
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2 Otazka 02: Relace, ekvivalence, usporadani, zobra-
zeni

e Co je to bindrni relace? Uvedte néjaké jeji vlastnosti a pifklad relace, kterd méa
danou vlastnost.

e Jak bindrni relace reprezentujeme? a) vyctem jejich prvka jako mnozinu
usporadanych dvojic; b) pomoci orientovaného diskrétniho grafu; ¢) pomoci matice;
d) pomoci kartézského grafu.

e Co je to relace reflexivni? Co je to relace antireflexivni? Co je to relace symetricka?
Co je to relace antisymetricka? Co je to relace tranzitivni? Co je to relace uplna?

e Co je to relace ekvivalence? Jak relaci ekvivalence reprezentujeme (pomoci urcitého
rozkladu mnoziny na podmnoziny, ktery vzdy existuje: v jedné podmnoziné rozkladu
jsou prave ty prvky, které jsou navzajem v relacnim vztahu.

e Co je to relace usporadani? Jak relaci usporddéani reprezentujeme? (specidlné po-
moci Hasseho diagramu — vysvétlete, jak v Hasseho diagramu znacime reflexivitu,
antisymetrii a tranzitivitu). Uved'te dvé nebo tii velmi typické relace usporadéni.

e Co je to zobrazeni? Jaké typy zobrazeni zname?! U kazdého typu uved'te né&jaky
piiklad nejlépe realné funkce, tj. zobrazeni R — R s danou vlastnosti.

e Neékteré zakladni funkce: u elementarnich funkei byste méli byt schopni fesit tlohy
nasledujicich typu:

a) nakreslete pro zadany vzorec graf (zakladni funkce linedrné lomené, mocninné-
odmocninné, exponencialni, logaritmické, goniometrické, cyklometrické), a
urcete jeji defini¢ni obor a obor hodnot;

b) vypoctéte vzorec funkce inverzni ze zadaného vzorce;

c) uved'te definici minima-maxima o funkce f(z); funkce f(z) klesajici-rostouct
na intervalu; funkce f(z) ohranic¢ené zdola, shora, zcela; funkce f(z) periodické;
funkce f(z) je suda-lich4.

A posledni piiklad z funkci, ktery byste méli zvladnout, se tyka nésledujici tabulky
nebo jeji ¢asti: Vyplite ji tak ze v kazdém sloupci je néjaky jiny uhel; tam, kde existuji
dvé moznosti, si vyberte jen jednu.

z(°) |0° —30°
z (rad)

sin x

tg o 1 neni def.

B

o
[
DO [

Opakovani typt zobrazeni, viz Zaklady matematiky, zaktualizovany text, str. 69-71 véetné obrazku



3 Otazka 03: Struktury s jednou a se dvéma opera-
cemi

o A ={1;2;3} je tiiprvkovd mnozina. Co za vlastnosti spliuje algebraicka struktura
s jednou operaci, a sice a) (24,U); b) (24,N); ¢) (24,\); d) (24, =). Nazvéte tyto
struktury z hlediska algebry. Uvedte u kazdé z nich, jaky konkrétné je neutralni
prvek. Jestlize neexistuji nékteré inverzni prvky, najdéte piiklad prvku, ktery nema
inverzi.

e Daldimi zajimavymi vlastnostmi jsou zdkon kraceni v grupé (vlastnost 7), zdkon
idempotence (vlastnost 8) a zdkon absorbce (vlastnost 9) ... zejména vlastnosti 8 a
9 jsou pak dulezitymi pii studiu Booleho algebry.

e Co je to polookruh (M,v7,*)? Uvedte typicky piiklad (tedy pifklad polookruhu,
ktery neni okruhem).

e Co je to okruh (M, 7,%)? Uved'te typicky pitklad (tedy pitklad okruhu, ktery nenf
oborem integrity).

e Co je to obor integrity (M, 57, *)? Uved'te typicky priklad (tj. piiklad oboru integrity,
ktery neni télesem). Jaky vztah spliuji netrividlni (¢i: nenulovi) délitelé nuly?

e Co je to teleso (M, 7, *)? Uvedte typicky ptiklad.

e Jakymi strukturami jsou z algebraického hlediska nésledujici mnoziny se dvéma

operacemi?
a) (No,+,-);
b) (Z,+,);
c) (Q,+,);
d) (R, +,);
e) (C,+,);
f) (Zs,+,);
g) (Zr,+,-);
h) (Zs,+,-);
i) (2A7 U,N) pro A = {1;2;3};
)

ENCAES

e Co je to homomorfismus grup? Co je to homomorfismus okruht? Uved'te piiklady
tohoto homomorfismu.

pro A = {1;2;3}.

e K ¢emu je ten homomorfismus dobry? a) surjektivni homomorfismus ... méli byste
znat; b) injektivni homomorfismus ... bude jesté vysvétlen v otdzce 7.
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4

Otazka 06: Polynomy

Co je to polynom? Jakou algebraickou strukturu tvori mnozina vsech polynomu s
realnymi koeficienty (R[x],+,-)?

Co je to kotfen polynomu? Co iik4 zakladni véta algebry?? Co je to ndsobnost kofene?
Formulujte pomoci rovnic Eukleiduv algoritmus hledani NSD dvou polynomi.

Uved'te vyznam Hornerova schématu na piikladu: a) najde kofen polynomu, a
soucasné provede déleni (Ceho ¢im? jaky je vysledek?); b) provede i déleni poly-
nomu se zbytkem ... napiste pfesné rovnici, ve které jsou obsazeny oba polynomy,
jejich podil i zbytek.?

Co tiké véta o racionélnich korenech polynomu z (Q[z], +,)?
Co fika véta o komplexné sdruzenych korenech polynomu z (R[z], +,-)?

Jak se odstrani z polynomu p(z) vicendsobné koreny? (nemusite piiklad, jen
vysvétleni pfi dobrém oznaceni)

Co je to algebraicky a goniometricky tvar komplexniho cisla? Vysvétlete véetné
oznaceni a obrazku.

Co rika Moivreho véta?

Jakym zpiisobem vypoéteme n—tou odmocninu z komplexniho é&fsla ¢ € C? Uved'te
vzorec, vyieste binomickou rovnici 28 = 64 a binomickou rovnici z* = —1 a vyznacte
vzdy vSechna feSeni dané rovnice v Gaussové roviné.

Uved'te, jakym zpiisobem fesime reciprokou rovnici
2® — 22" +32° + 32 =22+ 1=0

(nemusite vyfesit Uplné, jen popiste metodu feseni az do chvile, kdy ndm zbyva

vyresit rovnici kvadratickou ... tu uz fesit nemusite).

Metodou puleni intervalu najdéte fesenf rovnice 23 — x — 2 = 0 na intervalu (1;2).

Nemusite fesit moc podrobné, protoze nemate kalkulacku — proved'te jen dva kroky,
z nichz bude jasné, jak se postupuje.

Metodou Newtonovou (tecen) najdéte resen{ rovnice 22—z —2 = 0 na intervalu (1; 2).
Nemusite fesit moc podrobné, protoze nemate kalkulacku — jeden krok vypoctéte a
do druhého dosad’te, aby bylo jasné, jak se postupuje.

odvod'te podrobné vzorec Newtonovy metody.

27skladni véta algebry je jakousi obdobou rozkladu piirozeného nebo celého ¢isla na souéin prvoéisel.
3V otézkach a) i b) nestaci jen projet Hornerovo schéma — musite jesté v rovnici ukdzat, co je
dusledkem-vystupem Hornerova schématu.



5 Otazka 04: Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Jde ptevazné o zopakovani pojmu, piiklady téchto pojmu a jejich vyznam. Otézka sestava
ze dvou celku. Prvnim celkem je pojem vektorového prostoru a podprostoru.

e Co je to vektorovy prostor V nad télesem T'7

e Uved'te priklad vektorového prostoru (prostor aritmeticky, prostor polynomu stupné
nejvyse 4, prostor polynomu jakéhokoli stupné, prostor spojitych redlnych funkei):
jak se na daném VP definuje s¢itani vektoru a jak se definuje ndsobeni vektoru
skalarem?

e Co je to vektorovy podprostor vektorového prostoru?

e Uved'te piiklad vektorového podprostoru néjakého vektorového prostoru.

e Co je to linearni kombinace vektoru?

e Co je to linedrni zavisla mnozina vektoru?

e Co je to baze (dimenze) vektorového prostoru?

e Co jsou to soufadnice vektoru vzhledem k zadané bazi vektorového prostoru?
e Co je to soucet vektorovych podprostoru a jak se definuje?

e Co 1ika véta o dimenzi souc¢tu a pruniku vektorovych podprostoru?

Pravé uvedend c¢dst otazky smeéruje na zkoumani vlastnosti afinnich podprostoru a
studiu jejich vzajemné polohy (vlastnosti a vztahy afinnich podprostoru jsou uz ovsem
jinou statnicovou otdzkou z geometrie).

Druha polovina otazky se vénuje technické podpoie pojmu linedrni zobrazeni mezi vek-
torovymi prostory a podpore pojmu vlastni ¢isla a vlastni vektory linearni transformace:

e Co je to linedrni zobrazeni ¢ mezi vektorovymi prostory?
e Jak lze linedrni zobrazeni zadat (vysvétlete tii zpusoby zadani na piikladu)?

e Uved'te pifklad linedrniho zobrazeni geometricky, tj. naleznéte jeho matici, jestlize
se jedna o osovou soumeérnost v roviné nebo o rotaci v roviné se stiedem v pocatku
(napiiklad pro osovou soumérnost v roviné vzhledem k ose y = ).

e Co je to linearni transformace?
e Co jsou to vlastni ¢isla a vlastni vektory linearni transformace?

e Uved'te pifklad vlastnich éfsel a vlastnich vektorti geometricky, napiiklad u osové
soumeérnosti vzhledem k ose y = £.
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e Jak nalezneme vlastni ¢isla a vektory linedrni transformace zadané matici A?
Vysvétlete algebraickou metodu (staci postup bez piikladu, ale v postupu musi vie
byt dobfe oznaceno).

e Piiklad osové soumérnosti v roviné vzhledem k ose y = % ... naleznéte matici této

linedrni transformace a) vzhledem ke standardni bézi, b) vzhledem k ortonorméalni
bézi vlastnich vektoru.

e Jak se nazyvajl matice téze linedrni transformace (viz a,b v predchozi odrézce)
zadané pouze v ruznych béazich?

Tolik druhé cast otdzky — ta se tedy vénuje praci s linedrnimi zobrazenimi (s vyuzitim
vlastnich cisel, jestlize jsou vlastni ¢isla realna ruznd, pak totiz je zaruceno, ze prislusné
vlastni vektory jsou navzajem ortogondlni).
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6 Otazka 05: Soustavy linearnich rovnic, matice a de-
terminanty
Jde prevazné o otazku, ktera se vénuje riznym metodam feSeni systému linearnich rovnic

(dale zkratka: SLR), a pojmum které s tim souviseji, tj. zejména maticovym operacim a
vypoctu determinantu. Metody A,B,C lze vysvétlit na piikladu

x —z = 0,
3r+y = 1,
—r+y+z = 4.

A) Gaussova eliminaéni metoda: e Slovné struéné vysvétlete, v ¢em spociva
Gaussova metoda (popiipadé Gaussova-Jordanova metoda) ... muzete i bez
prikladu.

e Co jsou to elementarni radkové tpravy?
e Co je to schodovy tvar matice?
e Jak se lisi Gaussova a Gaussova-Jordanova metoda?

e Co tiké Frobeniova véta o feSitelnosti a poctu feseni SLR? (jaké jsou ruzné
pripady poctu feseni a ve kterych situacich nastanou?)

B) Maticovd metoda: e Kdy lze matice scitat a jaké algebraické vlastnosti ma ope-

race s¢itani matic? (neutralni prvek a inverzni prvky vysvétlete podrobné, na
piikladu)

e Kdy lze matice nasobit a jaké algebraické vlastnosti ma operace nasobeni ma-
tic? (neutralni prvek a inverzni prvky vysvétlete podrobné, na piikladu)

e Otéazka nenulovych deéliteli nuly v okruhu c¢tvercovych matic: vysvétlete po-
drobné na ptikladu.

e Co je to hodnost matice? Definujte a) pomoci schodového tvaru ziskaného
z matice A pomoci ERU; b) pomoci vektorového podprostoru generovaného
rfadky matice.

e Vysvétlete maticovou metodu feseni SLR — jen vysvétlete postup, nemusite
reSit konkrétni priklad. Pozor, tato metoda neni Gaussova eliminace, to byla
ta predchozi. Maticovd metoda souvisi s ndsobenim matic!!!

e Co je to matice singularni a matice reguldrni a jak souvisi a) s fesenim SLR,
b) s vypoctem determinantu, ¢) s vypoctem inverzni matice, d) s vypoctem
hodnosti matice?
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C) Cramerovo pravidlo: e Uvedte definici determinantu, vysvétlete oznacent,
které s tim souvisi.

e Vypoctéte determinant

1 2 0 2
2 4 10
0 0 -1 3
3 -1 1 4

a) z definice (aspon naznacte, vycislete jeden az dva cleny souétu); b) Laplaceho
rozvojem pomoci Fddku-sloupce (uvedeny rozvoj proved te, ale nemusite ho dale
vycislovat).
e Jaké jsou vlastnosti singularni-reguldarni matice vzhledem k pojmum a) deter-
minant; b) hodnost matice; c¢) pocet feseni SLR A - & = b; d) inverzni matice?
e Vysvétlete vyuziti determinatu v matodé Cramerovo pravidlo na piikladu z
uvodu této otazky.

e Jaké jsou vlastnosti determinantu? Zejména se soustfedte na rozdil mezi
rfadkovymi tdpravami matice a upravami determinantu — které upravy jsou
stejné a které se lisi a jak?

e Lze chapat determinant jako zobrazeni? Jestlize ano, tak mezi kterymi
mnozinami (,,odkud kam*)?

e Jestlize determinant lze chdpat jako linedrni zobrazeni (coz lze), tak z linea-
rity zobrazeni plyne i vlastnost linearity determinantu — vysvétlete vlastnost
linearity determinantu na matici rozméru 2 x 2.

D) Pripcip superpozice: e Ad nehomogenni SLR: Co fikd Frobeniova véta o
fesitelnosti a poctu feseni SLR? (jaké jsou ruzné piipady poctu feseni a ve
kterych situacich nastanou?)

e Ad homogenni SLR: Jaké jsou ruzné piipady poctu feseni a ve kterych situacich
nastanou?

e Vysvétlete na konkrétnim ptikladu metodu principu superpozice:

rT+y+2z—->5w = 1,
20 +5y —z—9%w = 4.
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7 Neékteré casti otazky c¢islo 4 z geometrie
Meli byste znat definici a piiklad skalarniho souc¢inu vektoru:

e Skalarni souc¢in na vektorovém prostoru V nad télesem 7' je symetricka pozitivné
definitni bilinearni forma ... vysvétlete kazdy z téchto ¢tyt termint presné matema-
ticky.

e Jak se definuje skalarni sou¢in na aritmetickém vektorovém prostoru (R"™,+)?

e Jak se definuje skalarni soucin na vektorovém prostoru spojitych funkei na intervalu
(0;1)7

Také musite znat definici velikosti vektoru a nékteré vlastnosti velikosti:

e Jak se definuje velikost vektoru pomoci skaldrniho souc¢inu vektoru? (obecné pomoct
vektorového soucinu)

Uved'te vlastnost pozitivni definitnosti velikosti.

Uved'te vlastnost homogenity velikosti.

Uved'te trojihelnikovou nerovnost.

Kazdy nenulovy vektor 1ze normovat ... co to znamena?

Jak se definuje velikost na vektorovém prostoru spojitych funkei na intervalu (0;1)?
Otédzku vektorového soucinu vam feknu (zopakuji) na zac¢dtku ¢tvrté vyuky jé sam:
e Jaky je geometricky vyznam skalarniho soucinu dvou vektoru?

e Jak se definuje vektorovy souc¢in vektoru (obecné, v dimenzi 2, v dimenzi 3)?
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8 K Otazkam 01, 02, 03 (logika a teorie mnozin, re-
lace na mnoziné, operace na mnoziné): Booleho al-
gebra

e Co je to svaz? Nakreslete svaz vSech délitelu ptirozeného ¢isla 60, usporadany relaci
délitelnosti.

e Nakreslete svaz vSech déliteli prirozeného ¢isla 72, usporadany relaci délitelnosti.

e Nakreslete svaz vSech podmnozin pétiprvkové mnoziny (uspordadany podle relace
Q).

e Uved'te vlastnosti operaci V, A ve svazu (nové: vlastnost idempotence, vlastnost
absorbce).

e Poznamka: vlastnost neutralniho prvku nemusi u danych operaci platit, protoze v
nekoneénych svazech nemusi nejveétsi (nejmensi) prvek existovat.

e Musi operace V, A splnovat distributivni zakon? Operace pruniku a sjednoceni dis-
tributivni zakon splnuji, ale obecné ve svazu nemusi platit — piikladem jsou svazy
M5 a N5.

o Nastésti plati krasnd matematickd véta: Svaz je distributivni, pravé kdyz neobsahuje
podsvaz My nebo Nj.

e Definice komplementu, definice komplementarniho svazu. Méli byste byt schopni
najit komplement prvku ve svazu, nebo tict, Ze neexistuje.

e Veéta: Jestlize je komplementarni svaz soucasné distributivni, tak vSechny komple-
menty jsou urceny jednoznacneé.

e Piiklad: Komplement v mnozinovém svazu (24,U,N) je doplnék mnoziny, jak jsme
zvykli na unarni operaci doplnku.

e Definice: Booleho algebra je kazdy komplementarni distributivni svaz.
e Pifklad: (24,U,N) je Booleho algebra.

e Vyuziti Booleho algebry: Zakonitosti v Booleho algebte dovoluji modelovat a zjed-
nodusovat logické vyrazy nebo mnozinové vyrazy.

e Co jsou to de Morganova pravidla a) v teorii mnozin, b) v logice, ¢) v Booleho
algebre?
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9

Otézka 07: Ciselné obory a jejich konstrukce

Tato otazka vysvétluje vlastnosti jednotlivych mnozin ¢isel ve Skolské matematice, ale
také uvadi algebraické konstrukce kazdé nésledné mnoziny v posloupnosti mnozin N, Z,
@, R, C pomoci mnoziny predchozi.

Peanova mnozina P, mnozina N pfirozenych ¢éisel.

uved'te nedtlezité ctyfi Peanovy axiomy, které se tykaji rovnosti;
uved'te dulezitych ¢tyfi az pét Peanovych axiomu, které se tykaji pojmu ndslednika;
uved'te definici pfedchudce, tiseku a uspoiadani na P;

uved'te Gtyii vlastnosti, které splituji operace séitani a ndsobeni, jez lze definovat na
mnoziné P;

uvedte, jak lze strukturu (Ny, +, -) vystihnout algebraicky.

Algebraicky popis, jak z N zkonstruujeme Z. Studenti by méli umét nakreslit
obrazek a celou konstrukeci popsat. Bude téz zkouseno na nésledujicich dil¢ich otazkach:

Co provedeme s mnozinou N nejdiive? Vytvoiime kartézsky soucin N x N.
Jak definujeme relaci ekvivalence ~?
Co je to N x N/.7 Popiste tuto strukturu — jaké jsou jeji prvky?

Jak na struktuie N x N/. definujeme operaci s¢itdni? Jaké ma tato operace vlast-
nosti? Uved'te minimdlné, ktery prvek je neutralni a jak se najde inverze pro néjaky
prvek ruzny od neutralniho.

Jak se definuje zobrazeni N — N x N/, jaké ma vlastnosti a co zarucuje?

Jakym pojmem lze vyslednou strukturu s operacemi s¢itdni a nasobeni vystihnout
algebraicky?

Algebraicky popis, jak ze Z zkonstruujeme Q. Studenti by méli umét nakreslit
obrazek a celou konstrukeci popsat. Bude téz zkouseno na nésledujicich dil¢ich otazkach:

Co provedeme s mnozinou Z nejdiive? Vytvorime kartézsky soucin Z x Z*.
Jak definujeme relaci ekvivalence ~7
Co je to Z x Z*/.7 Popiste tuto strukturu — jaké jsou jeji prvky?

Jak na strukture Z x Z*/. definujeme operaci sé¢iténi a operaci ndsobeni? Jaké
mé tato operace vlastnosti? Uved'te u obou operaci minimélné to, ktery prvek je
neutrdlni a jak se najde inverze pro néjaky prvek ruzny od neutralniho.
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e Jak se definuje zobrazeni Z — Z x Z* /., jaké ma vlastnosti a co zarucuje?

e Jakym pojmem lze vyslednou strukturu s operacemi scitani a nasobeni vystihnout
algebraicky?

Algebraicky popis, jak z Q zkonstruujeme R pomoci fezi mnoziny Q).
e Co je to fez mnoziny M?
o Jaké ¢tyfi typy fezu existuji (a na jakych mnozindch)? Vysvétlete i graficky;

e Jak se ,zkonstruuje“ R z mnoziny Q7 Cemu odpovidaji fezy @ prvniho druhu, ¢emu
odpovidaji fezy @ tretiho druhu?

Algebraicky popis, jak z R zkonstruujeme C. Studenti by méli umét nakreslit
obrazek a celou konstrukeci popsat. Bude téz zkouseno na nésledujicich dil¢ich otazkach:

e Co provedeme s mnozinou R nejdiive? Vytvorime kartézsky soucin R x R.

e Jak na struktufe R x R definujeme operaci s¢itani a operaci nasobeni? Jaké ma tato
operace vlastnosti? Uvedte u obou operaci minimélné to, ktery prvek je neutralni
a jak se najde inverze pro néjaky prvek ruzny od neutralniho (a ze tato inverze je
opét komplexnim ¢islem!!).

e Jak se definuje zobrazeni R — R x R, jaké ma vlastnosti a co zarucuje?

e Jakym pojmem lze vyslednou strukturu s operacemi sc¢itani a nasobeni vystihnout
algebraicky?
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