Kapitola 1

ZAKLADNT POIMY

§ 1 - OKRUHY, TELESA

V tomto paragrafu uvedeme zAklidn{ algebraicke pojmy a jejich vlastnosti v takovem
rgzsahu jaky bude pog{gblg)f v dal§fm textu. V pﬁ'padg, e pijde o vlastnost znamou

z uvodniho kurzu nl_gel)ry, budeme se odkazovat na skripta L. Skuly [9]

Okruhem budeme viude v dnl{fm vidy rozum_gt komutatival okruh s jednickou, coz

DT Y : : o )
je tedy mnozina s dvEina bindrnimi operacemi (s{&énfm, ndsobenim), obvykle oznacova-
nd v g

R = (R,+,.) nebo jen struén& R, pfi &emz :
. (R,#) je Komutativni (abelovsk) grupa
2: (R,) je komutatwnfpologrupn sjedmckou 1a

3 nasubemje distributivni vzhlédem k scftam, tj.a. (bte)=ad +ac,

prolib. a,b,c. € R.

Neuednodussnml pnklady okruhu jsou :
a) mnozmy Z,0, R K s operaccml obycejneho skitani a nasobem Sisel

b) mnoz.ina G= [a + [u | ab €Z ) s uperauemn obycejneho séitdni a nasobum Efsel.
Tento okruh nazyvame okruhem baussovych celych Gsel.

Q) okruhy Z = (Z ‘,+ )zhytkovych tnd mov.lulo m

d)jcdmprvkov‘y okruh R= (0 ) ktery se nazyva tnvlalm okruh V tomto pnpade obé

operace splyvajla}e 0, (jmak je vzdycky () #* I ") Téiito okmh budeme
vetSinou z naSich dvah vylucovat t zn. budeme uvazovat pouze nctnvnalm okruhy.

Péiklad 1.1 : Na mnosiné Z X Z_ definujeme operace +.a . takto:

(xp) + () = (ekx ) i
LR N ro lib. x &) yy' €
(ey) o 'y = (o x oy o ! .



s 6 b=

v e Ve 3 /.
Y y yCej é & { 4 { Clsel, .Dostav fm
kde s boly + na plave smme znacx obycejn scitania nasobeni s e
m )

kruh ZXZ = @ZXZ,*+.) jehozwdmckou je zre]me prvek 1,1
takto okru = » h

t(zsk
pffkiad 1.2: Nech{ R je okruha necht n je pevné plirozené § éfslo. Kart ¢

5, n (R I
ouém RXR X. . XR (n k[ﬁl) oznac,me R Déle symbolem R
8 .

" tj.
oznatme mno¥inu véech zobrazen{z R" do R, 1]

RIR") = (plp :R*~ R1.

Na mnofiné RIR") definujeme operace + 2 R
; (¢+\p)(r,,....',r")=”¢’(;",...,r.n)+, W(r‘,‘..

@ W rye-ln Y& w(rl,...,r Y W eeea Ty e
. na prave smme znacn scttam, 1€5p. nsfsobenfv okruhu R . ]e

ly -+, .
kde symboly -+, (") a déle, Fe jsou spmgny axiomy okmhu

ihned vidét, fe (p+ W) (0 ) € R ;
Tedy (R®"), +,.) je okrub, jeho¥ jednitkou je

_t(r‘,---,r”) = lp.

'rcjmc zobrazem (i defmoyane

.RR=/(RR, * _)'
ielnfm pipadé pro n = 1 dosthvime takto okruh R (RR,*+, . )
Ve specieln

3%
3 budeme nazyvat
jehoi’ prvky jsou tedy zobrazeni z R™ do R. Tento okmh e

okruh funkel (na R).

k r €R senazyva delitel nuly

0 tak, fe r.s = 0 Neleialn(okmh,

* Definice : Necht’ R je okruh, prve

7 r+ 0 a existuje SER, S%
v R, /eslhze

roi
ktery neobsahu}e délitele nuly, se mxzyva obo

Z Q. R, 'K, G, resp okruh

Ye m je prvomslo (viz [9] str. 58).“Naopak, trivi-
Nas\edujicx

ruh 4
l"r/fkladem oboru integrity jsou vyge zmmene okruhy

v
zbytkovych md z, Vv pnpnde,

- 4inf okruh, okruh ZXZ aokruh funkcx
: : ou charakterizaci oboru integrity.

RR nejsou obory integn

‘ b /5'-‘1" : Lo st ds.

véta pak udav .
v ‘ rave
Necht” R je netrividlni okrult. pak R je oborem ingegrity D!
Nech

véta 1.1 ¢ bceR,av*O: ab = q}{;»b:c)

kdyz'/v R platf zdkon 0 krdceni (). 4

[Du kaz 1. necht R je obor integrity; Jeh ab=ac, a7 0, P“k
alb - c¢)= 0, t.zn. podle \1edpokladu usi b t b—c= 0, neboli b=c.
) ) m 5/ y ]
( s

1. nechf v R plati zdkon o kr_(ccm(; nechf @, b € R , a#0, ab=0.

Pak ale Ize psit : a.b =0=40,t. zn. podle zikona o kricenije b=0 a tedy

R _je obor integrity.]

Definice : Necht” R je okruh. Prvek e € R; k némuf existuje prvek-inverznl
(vzhiedem k operaci nasobeni), se.nazyvd fednotka okru hu R..Mnofinu

viech jednotek okruhu R budeme oznadovat symbolem J (R) .

Z{ejmgj_ednié'ka IR je vidy jednotkou okruhu R, t.zn. J(R) je neprézdna’
mno¥ina, pli &em? obecné ma okruh vice Jjednotek. N&lpl{ okruh Z ma/'pr:fvé"Z

jednotky (a sice c{sla + 1), resp. okruh G celych Gaussovych Eisel m 4 jednotky

(cisla X1, % i), resp. v okruzich Q, R,K je kaidy nenulovy prvek je.dm.thou, atd.

Definice : Okruh R , jehof.mnofina nenulovych prokid R - (O} jegrupou

. LA v
vzhledem k operaci ndsobeni, se nazyvd teleso.

Poznamka : vzhledem k tomu, 7e operace nésobenf je .viude v tomto textu ko-
mutativm/Y nenf nutné pou{fvat (erm{nu komutativni téleso nebo polé, jak se n%kdy
z divoddt rozlifen dél4. Z definice dile vyplyvs, £ téleso musi byt vdy alespofi
dvouprykové (nebot’ R - {04 ) je stupa, t. zn, feprizdnd fiinoina) a fe k'a’i’d)"» ne-
nulovy prvek je jednotkou. Piikladem téles jsou napt. .Q, R, K, pfi &em#.to zdaleka
nejsou vgechny iselné mnoZiny, které jsou lglesem vzhledem k operacx’m obyé’ejného
s&itdni a _nasobenti, jak ukazeme déle. Na druhé strané, okruh Z oktuh funke{ RR

a okruh Z'X Z. zrejme nejscu talesa

Definice : Necht” R = (R, +, ) je okruh. Je-li podmnozma S CR vzhledem

k operactin +, . okruhem (resp. télesem), pak S se nazyvd podo k ru lz

‘(ré.\'p. podtéleso ) okruhu R a R se pak nazyvd nadokruh

okruliu (resp. t€lesa) 5. Jeli navic R tElesem; pak Hidme; te S:.je '
podokruhem (resp. p().(l{‘aylesem) télesa R, pfidemf R v tom-
10 ptipadé nazyvime nadtélesem okruhu (resp. télesa) S.

Je-li S podokruhem okruhu R a p(tlzlr’-li 1= lp o pak 8 ;,azy’va'me

uni»/u/rn(m podokruhem okruhu R.

Na pfiklad, okruh Z je unitdrnim podokruhem okruhu G , resp. okruh Z

je podokruhem té/lesn R,. resp. téleso Q je podtglesem t_élesa K. Jeldi R teleso



Bime-di ¢f RR. podmno
me-li v okruhu funk :
il pro’ kaZdé x €R, kde cER je p»vny prvek),

: ]
zinu I viech konstantnich zobrazeni

(t.j- zobrazen{ tvaru p(x)=¢>
odtdlesem okruhu funke RR . i
vt unitdrnim podokruhem daného okruhu. Napftikla

fejmé Nakonec si jesté ukabme, Ze
pak F jeziejmep

b
podokruh obecnd nemusi iyl
vokruhu ZXZ (viz priklad 1. 1) je §= {(x, 0 |x€ZY podokruhem ~
viak je:

- (1,0 # (LD = lzxz

. XZ.
a tedy padokruh S neni unitdrnim podokruhem ‘okruhu ZXZ

: I v -
“Pefinice : Nechf’ R je okruh (resp. t€leso); nechf existuje prirozen ks vias
Definice : L :

f.
nosti .
(1j k.x=_x+x+._...+x

k - krdt

= Oy . pro Kka¥de.x: €R

hu (resp
kteristika okru
Pak ne]mens"f takove’ k se nazyva chara

téle s a) R leame pak, Je okruh (resp. releso) R Je
4

y A (res)
Je Il 28 za ne pr!rozene s vlastnos ) je, m
S 1. id k viastnos Il (1 neexistuje pak nka E ze okruh resp.

charaklenstiky % k..

.teleso) R je Lharakterutiky 0. . : L

urdi kteristiku.. R pouze
V- na;em pi'/fpudc, kdy R ma _\edmcku las 1ze urcit chara] ¥
vy{etfovﬁ'm’m viastnosti 1. jak ukazuje nﬁsledu]lcx véta.

eta 1.2 (4 re. e T la OVE

V ta 1.2 Necht' R je okruh (resp. l'/leso) szlstule 213 ph ()zcne k k )

E k. 1 s O pﬂk ne/mensl 1akOV8 k je Chﬂ'ﬂkfe'l-‘”k()u Ok!uhu (resp feIESﬂ

R eextstu je-li zadne takave k, pak okruh (resp. releso R Je charalctensnkv 0.
]

ok
echf k je nejmensi pnrozené &slo s viastnosti : k.
n N

=15 r+l
. ek.r=r+r+...+r 4
gasicinly = i odkud ply-

= (k1)1 = Opr = Or

[D-:lkaz 2
Pak pro libovolny prvel
Y

(i U latisnt 1)

7
ne tvizeni.}

t-
harakteristiky 1 , okmh z, zby

% fe trividln{ h je ¢
. %e trivialni okruh J
s okruh funkei RR je stejnd cha-

ifiované okruhy nebo téle-

Vidime tedy

kovych tfid modulo m jo charakteristiky m

{se zmi
‘rakteristiky jako je okruh R 2 vseclmy ostatm %

j. Z, G. Q. R K Z X Z jsou charakteristiky 0.
sa, L ,

Definice : Nechf R = (R, +,.), R' = (R, ®,0) jsou okruhy (resp. 4

5 ;
lesa). Zobrazeni p: R -+ R' senazyvd homomorfizmus okruhu

3 ¥
(resp. télesa ) R do okruhu (resp. t&lesa ) R, jastlite pro

libovolné ab € R platf : :
¢ (a+b) = p(a) ® pb) , plab) = p(@©p(h).
Je-li navlc zobrazeni  injektivni, pak hovoffme o izomor fizmu R do
v R’ nebo té¥o vnoteni{ R do R'. Jeli ¢ bijektivnl, pak hovofime o iz o -

. Y4 Y. :
morfizmu R na R afikime, e R a R jsou izomorfni.

Poznémka : v dalfim budeme obvykle operace séftdni, resp: ndsobenf v R
a R’ oznalovat stejnfmi symboly. Nemi%e dojit k nedorozuméni, protofe ze zpi-
sobu zdpisu je'patrné, zda jié o operaci'v 'R’ nebo v R'.‘-Z#kiddn{ viastriosti

homomorfizm8 jsou probrdny v_[9); uvedme si nyn{ pouze tuto vétu :

V&ta 1.3 ;' Nech? R, R' jsou okruhy; he_clxt' 0 R=>R' je homomorfizmus

okruhu R do R'. .Pak. ¢ (R) je podokruhem v R' .

[Dikaz :je p(R) = {x'€R'I existujex €R tak, Ze W(,?‘).:x') &R’
Zl‘,ejrng je p(R) # ¢ ajeto mnqiina uza_v}'gna' vzhledem k odcéﬁén{_,g ndsobe-
nfv R'. Navic w(l,) je jedni¢kou ¢ (R). (Obggn§ véak nikoliy jedni&ko.u RN,
Tedy -p (R) je podokruhem okruhu R'.] .

Poznimka : jeli ¢ : R > R’ vnofenim R do R', pak z}’ejmg R a ¢ (R)
‘jsou z,algebiaického hlediska stejrie’(m_ajl/ stejné vlastnosti). M\'xiemc tedy ztoto{nit
prvky z .R s jim odpoyidajicimi prvky (tJ. jejich obrazy ‘p‘{i p).ve ¢ (R) ao-

kruh R mﬁ{cme pak ,p‘ovaz/uvat za.podokruh okruhu R'..

Definice : KaZdj podokruh (resp. podtéleso) télesa K komplexnich’ &fsel

AP V. Vv
nazjvame ¢{selnym okruhem (resp. Eiselnym telesem)

" Vidfme tedy, e Z, resp. G jsou &seind okruhy ; Q. resp. R, resp. K
jsou ¥selnd télesa. Dal¥f pHklady Gseinych okr'uhﬁ a téles jsou uvedeny ve cvifeni
1. Je z¥ejmé, e kai’d)f net_riviélm’ é’l’sehi; dkmh je oborem integrity a je charakte-
ristiky O . Zvlifﬁn(poStaVem’ mezi Sselngmi télesy md tdeso Q, kterdje mezi,

ORI T YR v Y. VY e v ¢
nimi “nejmensi”’, presnéji reCeno, je obsazeno v ka¥dém Eselném t&ese. Z obec-




S L

néjéiho hlediska tuto sitnaci popisuje nésledujict véta.

Véta 1.4: Nech! R je 1¥leso charakteristiky 0. Pak existuje podtbleso S

Hlesa R , které je izomorfni s télesem Q- rac iondnich isel.

[Dikaz : viz 1), dukaz V. 2.2.42.]

Na zéklad€ pozndmky za V. 1.3. mufeme tedy struén® ¥ikat, 78 ka¥dé téleso

charakteristiky O obsahuje téleso Q racionalnfch Eisel.

8§21 DﬁLlTELNobT \4 OKRUHU A V OBORU lNIEGRlTY:. ey MY

telnusn se mu’ieme setkat _ni na stfednf Skole ph vyletfovan

Gsel. Nyni ukn¥eme jak lze tyto otézky studovat obec-

S pojmem déli

délil’ch}osti v oboru celych
nEji v oboru integrity nebo dokonce v hbovolném okrihu.

- Definice : Nechf R je okrul, nechf ab € R le.vrllzc existuje prvek: ER
détia (nebo 185 1 prvek-a je

fakbl;ﬁ, fe b = a, pakfi Hdme, ze b
bla V npacm'm phpadé/ Hicdme, e

ddittelny prvkem b) apueme
b neddlifa (nebo téZ. Yo a nenl’dﬂlllélriy b)apleme: b¥a.

Relaci | nazyvime relact d&litelnosti nu R.

a= 0, pak emé b 10 pro kabdy prvek:b € R (stad{

Pozndmka 1 jeli
p=0,pak 0 la jedin€ v piipads,

“toli% polotit r=10). Na druhé strang, je-li

¥e a = 0. énsﬁo se budeme pfi studiu délitelnosti ‘omezovat pouze na nenulové

prvkyz R - : ; g i At

Véta 2.1 : Nechf' R je okruh; pak plaif

1. relace dEllrélr:ostl na R je rejlexivn{a transitivn{

2 jstﬁl_-li g U ¥ € R pevné ‘_pr‘vlvcy. pro uél b \a, (l 1, .‘_:i 0

w0 U ER libovolné, pak :

. :
bl E{‘uru,'—'n,u, + Ll

k) a jsou

w1 =

SIDbkaz : L zhimEproli
oL imé-pro libovolné
Pile, je-ll ¢ | b neraie R e

: cld = a, tozn ala

' i » . . N

, b la, pak podle definice existuif r5'€ R tak,%e :
s :

cr =b, bs =a sazenl je pa ¢ (rns) = m. ¢ la.
0. Po'do ‘J k : (r.s) , tozn.

2. jeli b la;, pak
: i existuje r, € R’
(i=1,...,katedy: tak, fe br, = ;'

K
2
Mu,u fbru~l; %r,u,,t.zn. bl%au ]

Pozndmka : . '
ey pomc;cf délitelnmh Ize rovn8% charakterizovat po_yem jednotk

®
% inovany v p ‘edchozim paragrafu Zi’ejmx prvek e e R je jednotk: .
okruhu R caspl)
prévé kdy$ e I»lR; navic soudin ¢

pravé kdyf kafdé e, (1= 1, .+¢, Je jednotkou.v- R,

++ » k) je jednotkou v R . Odtud pak jif lehoe-

yne, I/ )
plyn ¢ mnoZina: vsech jednotek vV R tVOli VZ]I edem. k operaci. na obe-
lyne, ¥ OZ n R ge ( 1 m. p S

. Definice.: Necht R je okruh. Jestli¥e pro a,h € R existuic; Jednotki
e /C—. J(R) tak, ¥e plati : a = b.e, pak. Fﬂcd_fmé, Ye prvek a je a s‘m'u‘q
vdan s prvkem b, apfs'{mw canb. Jelikof relace ~ /c; i t?-
(jak bude ukdzdno nlss), budeme obvykle i[kar, Ye prvkya, b iy;’ISIZICka .
L a -

sociovdny (vR)

V&(ﬂ 2.2 )VEC’II’ R Je Oklllh pak relace asociovanos. acl exvi-
] 12 S
clovanosti '\II(!"EI I ki
D.u.k re A2 =a.l,t.zm q a pro libovolne ¢ € R
[ uKaz flexivita : a . ) N
symetrie : "eCh.t a ~ b, tozn. existule e € J(R) tak, ze
he. Ale ¢! € J(R) p . :
a=} A apo vynﬁsobum tfmto prvkem dostavame
tezn, b ~Nva g

b=aet,

transitivita : nechf a v b, b~ ¢, istujf - )
ST ; ¢y tozns existujl e, € J(R)
.e, « b =ce, , tzn dosazenim

ee € J(R).Tedy a~c. }

. . N
ta=c (e,.¢), priAcum{ .

Pozndimka : z pfedch f /ne, ¢
pfedc ozl vety plyne, ze telace asociovanosti ~ vytvn/r?ne R

" Jisty r0zK it ¢ ¢
y 10zklad, TIFIdy tohoto rozkladu jsou tvo:"’eny v}fdy nuvz:‘jem asnciovunf:‘ni
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prvky. Prvek Op sam o sob& vidy vytvaif jednu takovou tfidu. Déle pak véechny

Jednotky ckruhu R tvon { datél tﬂdu tohoto rozkladu, nebof jsou asouova’ny s prv-

kem l L Jeddi <pccxeln§ R t:leﬁem, pak véechny nenulové prvky jSOu navzajem

asocxoviny (nebof jsou to jednotky) a tedy rozklad, pnslugny relaci v md pravg

avé vike zm\ﬁovane tndy {0} aR-{ gy 7 hiediska qﬁln_te\nostl je proto

» 4
jimavé a v dalgnch vgtach se omezime na situaci, s niz se budeme

tfleso pro nés nezaj

ne;éasté)x setkAvat, t. zn. na pnpad, Ye¢ R je oborem integrity.

vita 2.3: Nech.t' R ic obor integrity; ab ER. Pak plan’ = i
'_a’\dh | alb ., bla.

[D b k az e jeliuwevb pak existuje jednotka € & J(R): tak,

Yo'a= be. Odwdpik bi=lae’ Tedyje alb, b lat :
: "o necm' alb . bla. deli a=0,pak musf byt i+

Nechf tedy a 4= 0. Pak existuji prvky 7 r €R. tak,. Ye

=0 atedy avb.
= g =al . odkud podle

= p, br=a,t.n podusazem atrr)

ar' =
v.1.l.jerr=12a tedy rr €J (R). Potom vsak je an b.}

vita 24 Necht’ R je obor integrity ; nechr' qa b a, b € R Puk .
1. pro kakdou jednotku ¢ € JR) a ka¥dy prvek r €R platf : e Ir |

2 jeli d ~Vva, b~ b, pak alb pravé’ kdy[ alb' .

[D\"xkaz:adl plaur—lr-e(e“r)tzn e|r :
; ad 2 : nechf @' Vva, ' ~b, alb. Pakuznhm\’?.?:lze
psat: d' | a alb. b od

dosthvime : @'l : Opaéné implikac

kud vzhledem k transmvng relace d¥ritelnostiz

e se dokaze analogicky: ]

Pozﬂ:’nmkn Rz p?edchozfch dvou v'ét vidime, e kazdy prvek daneho oboru
mtegriiy R je v_'idy délitelny‘ véemi jednotkax_ni z R a vgeml s nfm asocnov:mymn
prvky. Zavedeme proto nasledujici definici.

necht r € R. Pak vSechny 1edri0(ky

Yvajl nevlastnfdé’lttelé
vlasrufde -

Definice : Necht' R je obor integrity,

2 .R a viechny prvky asoc iované s r se naz

prvku 1. ostatnf délitelé pr vkn T (pokud etislu/x) se ng;yl'all

“lifeld!

N' -
echt” p € R je nenul«)vy/ prvek, ktery nﬂﬂ’]‘ed'lﬂtkal.l v R . Pak prvek p
p 3 k k

o
se nazyva ibi
yva reducibilni (resp. ireducibilnl )v R, jestlize q
& . , Jestlize-ma

(resp. nema) viastni délitele v R.

Poznamka : jinymi f i
5 a : jinymi slovy fefeno, prvek PER je ireducibilni v R jes;liie
jej nelze napsat jako soufin dvou prvk@z R,z nichZ Zddny nenf jed ‘k ‘
! ‘ 3 ni jednotkou, ani
neni s prvkem p asociovdn. ‘Z definice déle vidime, Ze v télese (kd k 7dy 5
’ e kazdy ne-

nulovy prvek je j 4 .
prvek je jednotkou) nema vysetfovéni reducibility a ireducibility smysl

Veta 2.5 NEC’“ R je ObOI’ mtegrtty nechl’ D, q G R a p[ail p '\l q
. Pak : pri vek pJe lreduclbxln vy R prave kdyz pruek q je 1reduu lbu v R
J i/ T bi

[D Ukaz : ze symetrie relace ~ plyne, fe stadi dokaznt pouze jednu
me]lkacl Necht tedy p je 1reducxb11m v R a dale necht e€ J(R) d:
notka v R takovi, Ze p = qe © Odtud plyne, ze q #0, qéJ(R)J:)ja:e.
sporem ]e-h q reducxb:lm, pak q = ab, kde a,b¢ J(R)'; a, b nejsou aso-
:1:v;nyns q. Pak ale p —qe (aa)b pﬁ cemz ea, b fJ(R) a zre;mé/

(]
“edumbn:‘s:\; asoc1(jvany s p. Pak p je reducxbllm, oz je spor Tedy q je

Pfiklad 2.1 : Oksuh Z celych &fsel md dv€ jednotky, a sice Lt
k danému &slu c€Z jsoﬁ asociovany pouze t ¢ . Tedy ,Ex'slo cZ . .' i i
bilnfm prvkem v Z pravé tehdy, kdy{. p#+0,p #+L aj:ho je;;ge%u::_
liteli jsou &sla +1, +p . Struéné feleno, .p je ireducibi:m'm k i f-v
Kdy% absolutnf hodnota z ¢sla p je prvotislo. L

‘Definice : "R j i
inice : Necht” R je obor integrity, necht' M je nep’ra'zdn& po&imno;ina R
Pak prvek t € R se nazyvd spolecny délitel mnoZing M v R jestlize je tl

‘ s m'
pro ka¥dy prvek m € M. Pifeme pak : tIM

Prvek d € R se nazyva- jvétsd 4
e se nazyva I?e/lers{xpolecnyldc’/litelnino-
ziny M v R, jeli: ; :
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¢t dIM
(i) pro sER s vlastnost{ s\M je sld. )
V piipadé, e M- je Kkonecnd mnofina, napk. M = (a, a;, - . ,a,}, pak
hovotiie o spolacnem déliteli (resp. nejvétsin spolecnem ddliteli) prvkit a| ) 4,
.,a, VR

Poznamka : 2 prcdchozf definice obecné neplyne existence npjvﬁtffl\d sﬁ_oleé/ne/ho
. delitele mnozmy M (af vz konecne nebo nekonecné). Na druhé straneyi 0 jedno-

v
znacnosti ne}vet;xho spplecneho délitele lze zcela obecne.vysloyit tuto vétu -

[

Viéta 2.6 : Nech? R je obor Inlegrity a necht exmu/e nelvel.sfspolecny delltel
d mriofiny M v R. Pak D= {r ER \r~ d ) je mnokina vlech nejvétSich :spolelnych

ddlitels mnoZiny M v R..

{Dfkaz: L nechf g ER je nejvétﬂ spoleény ddlitel mnokiny. M . Prvek
d viak spliwje : d | M, t. 20, podle definice je dlq Annloglcky Je ql d nebot
d je podle predpokladu nejvets( spolecny dlitel M . Tedy: d|q,q Id a podle
V.2.3.Je q~vd, t.zn. €D .

IL. nech! g €D ; pak exlstu;e ’ednotka ¢ € JWR) tak, 1. q de .

Ale z toho, Ye d je nejv¥t§1 spolecny délitel M bezprostredné plyne, Ze d e =4q

je také nejvets1 spo\ecny délitel mno{my M v R.]




Kongruence, rozklad na zbytkové tiidy.
Véta: Necht' a, b jsou cela &isla takova, Ze b # 0. Potom existuji celd ¢isla g,  splitujici vztah:
a=bg+r 0= r< lol, pfi¢emz toto vyjadieni je jednoznacné.

Pozndmka: Je nutno si uvédomit, Ze zbytek r pii déleni je vzdy nezaporny, a to i pfi déleni
zapornym &islem. Napf. a =-26, b= 8, q =—4, r =6, protoze —26 = 8 . (-4) + 6.

Pozndmka: Celé &isla a, b jsou nesoud&lng, je-li jejich nejvétsi spoleény délitel roven jedné.
V opatném piipadé se nazyvaji soud&lna. Nejvétsi spoletny délitel &isel a, b budeme
ozna¢ovat NSD(a, b), nejmen3i kladny spoledny nasobek NSN(a, b).

Eulerova funkce ¢(n) vyjadiuje podet pfirozenych &isel mensich nebo rovnych ¢&islu n,

k
nesoud&lnych s n. Necht n = p,°t. .. p*, pak plati ¢mn) =n .H(I—L). Je-li n
i=1 b;
prvocislo, pak ¢m) =n — 1.

Kongruence: ¢, beZ,meN,m22.Plati a =b & m | (@ = b). Cteme: Cislo a je
kongruentni s &islem b podle modulu m. Dvé &isla kongruentni podle néjakého modulu m
dévaji pti déleni timto modulem m tyZ zbytek. Relace kongruence je ekvivalence na mnoZiné
viech celych &isel (je reflexivni, symetrickd a tranzitivni).

Vlastnosti kongruenct:
1) pprvodislo, pak a = b(modp") = a = b (mod p)

Plati-li kongruence podle modulu, ktery je mocninou prvodisla, plati i podle modulu rovného
tomuto prvoéislu.

2)a = b(modm),i=12..,.k = a= b(modNSN(my,...,my))

Plati-li kongruence podle n&kolika moduld, plati i podle modulu rovného nejmensimu
spoleénému nésc?bku t¢chto moduld.

k k k k
3)ai= bi(modm),i=1,..k = Za, = Zb, (mod m), Ha,- = Hb, (mod m).
i=1 i=1 i=l

i=1
Kongruence podle téhoZ modulu lze s¢itat i nasobit.
Necht’ v dalsim plati @ = b (mod m):
YHa+x=b+x(modm), a.y = b.y(modm)
K ob&ma strandm kongruence lze pficist stejné celé &islo a obé& strany kongruence Ize
vynésobit tymz celym &islem. Obecné ale nelze obé strany kongruence délit tymZz celym

&islem, napt. 24 = 40 (mod 8), ale po vydgleni ¢tyfmi 6 # 10 (mod 8).

5)m|z = a+z = b(modm)

Celé ¢islo, které je ndsobkem modulu, 1ze pFiéist pouze k jedné strané kongruence.
6)d" = b" (mod m)

Obé strany kongruence lze umocnit na libovolny pfirozeny exponent.

Tydla A dlb A NSD@E m)=1 = El = —S(modm)

Obé strany kongruence lze vydglit celym &islem nesoudélnym s modulem.
8) ac = bc (mod mc)
Obé strany kongruence i modul Ize vynasobit tymZ celym kladnym &islem.

= b (mod ﬂ)
e e

Nelan elb a ele =

Obé strany kongruence i modul lze vydélit tymZ celym kladnym &islem rtiznym od nuly.
10)a =b(modm) A dlm = a = b(modd)
Plati-li kongruence podle modulu m, plati i podle modulu rovného libovolnému kladnému

déliteli ¢isla m, v&t§imu nez jedna.

Eulerova véta: m € N, m> 1, a € Z, NSD(a, m) = 1, pak a®™ =1 (mod m).
Je-li specielné p prvotislo, které neni délitelem &isla a, pak plati @' =1 (mod p) (tzv. mald
Fermatova véta).



