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VII. LINEARNI ZOBRAZENI VEKTOROVYCH PROSTORU

§1. ZéklaAnt vlastnosti lineé’mfho zobrazeni

V' nasich predchozich tivahdch o vektorovych prostorech jsmé vidy vySetfovali vlastnosti

jednoho vektorového prostoru (pro tplnost pFipomefime, Ze vektorovym prostorem rozumime :

vidy pouze kone¥n¥dimenziondlnf vektorovy prostor). V této kapitole se naopak budeme zaby-
vat vzdjemnymi vztahy mezi dvéma (pfipadng i vice) vektorovymi prostory. Tyto “vzdjemné
vztahy” budeme studovat pomoc zobrazeni jednoho vektorového prostoru do dfuhého. Aby ‘
nafe tvahy mély prakticky smysl bude zFejm& nutné pracovat s takovymi zobrazenimi, kterd
néjakym zplsobem “zachovévajf” operace, s nimiZ se ve vektorovych prostorech setkévﬁme tj.
zachovdvajf jednak soudet vektorﬁ a Jednak ndsobek &isla s vektorem. PYi tom zfejm3 druhy po-
Zadavek bude moci by; splngn jen tehdy, kdy% uvaZované vektoroyé prostory- budou nad stej-

. nym C&iselnym télesem.

Definice: Necht' V, ¥’ jsou vektorové prostory nad tym? Elselnym télesem T. Zobra-
zeni Vi v’ spliiujfct

@) plutv) = pu) + (v)

(i) () = L)

se riazyvd linedrnf zobrazen{ vektorového prostoru ¥ do V-

i

pro w,yv € V; t € T libovolné

Je-li navic ¢ bijektivni, pak se nazyvd izomorfizmus vektorového prostoru ¥ na V',

Pozndmka: 1. je nutné si uvédomit, Ze vektorové prostory ¥ a ¥’ jsou obecn¥ riiznd,

a tedy i operace s&ftdn{ vektorl (resp. ndsobenf &fsla s vektorem) ve V- ave ¥’ jsou pak

. samozFejm¥ také rfizné. Pfesto viak, je budeme pro jednoduchost oznafovat stejnym symbo-
lem + (resp. -). Nebude moci dojit k nedorozum¥ni, pon&vad% ze souvislosti a z ostatni sym-
boliky bude vidy z¥ejmé, o kterou operaci se jednd.‘vPro uleh¥eni orientace budeme vektory
z V' obvykle oznaovat &drkovang, kde%to vektory z V' ne&drkovang. Specieln® tedy o’
bude znatit nulovy vektor z ¥’, kde¥to o bude znagit nulovy vektor z V.

2. lehce se ukd¥e, Ye podminky (i) a (ii) z pi‘edchozf definice jsou ekvi-
valentn{ jediné podmince:
(iii) p(tu+sv)=rp@) +sp(v) pro u,vEV; t s €T libovolné.

Ovéfujeme-li tedy, %e zobrazeni ¢ : ¥V = ¥’ je linedrn{ zobrazenf, pak ov&fujeme bud’ pod-
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minky (i) a (ii) nebo jedinou podmin’ku (iii).
Dile, matematickou indukci Ize (m) roz§ifit na libovolny kone&ny podet s&ftancd, tzn.
pro linedrn{ zobrazeni ¢ plati:

’ V’(’n""|+ co Rt )=t o )+ tk.tp(ii;).. :
P¥{klad 1.1.: Necht V, V' jsou vektorové prostory nad T, necht’ ¢t € T. Pak:
1. zobrazeni p: V=V, dcfinovéné g

p(u) = t.u, pro kazdé u €V .
je linedrnf zobrazenf. Je-li ¢ # 0, pak ¢ je dokonce izomorfizmus (ov&fte si oboji rozepsdnfm!).
Speclelné pro ¢ =1 dostdvdme identickd zobrazeni id,,, kterd je tedy izomorfizmem vekto-
rového prostoru ¥ na V.

2. zobrazeni w : V > V' definované:

w(u) =o', prokatdé ue€V

ie linedrnf zobrazeni, které budeme nazyvat nulové linedrnf zobrazeni. .

Piiklad 1.2.: Zobrazeni ¢ : R? - R?, definované:
c((x, x;, %)) = (2x, +x,, x,~ X, — X;) pro ¥ (%0 %5, %) € R3
je linedrni zobrazeni, které nenf izomorfizmem.
Dile, napt. zobrazeni § : R® - R?, definované:
xp(_(xl, Xan xa)) = (V2x1 + l,xl— 522 xat) pro\f (xl, Xy, xa) € R?

nenf linedrnf zobrazen{ (zfejm& neplatf (i) ani (ii))

Ptiklad 1.3.: Zobrazeni § : R,[x] =R, [x], definované:

8(f(x)) = f'x), prof flx) ER, [x],
tj. zobrazenf pfifazujic{ polynomu f(x) jeho derivaci f(x), je linedrn{ zobrazen{ (p¥i ov&fo-
vin{ podminek (iy a (ii) se vyuZije n¥kterych v&t o derivovdni funkcf, zndmych z analyzy).

Zfejm& & neni bijektivni zobrazeni, a tedy nenf izomorfizmem.

Véta 1.1.: Necht’ ¢: V>V’ je linedrni zobrazenf, Pak plat:

1. (o) = o', ti. nulovy vektor se musi zobrazit na nulovy vektor
2 p(—u) = —p(u), pro ‘\7L u€evV . ‘
3. U, ...,u €V jsou linedrnd zdvisié vektory = ¢(u), .. ., ¢(u,) jsou linedrné

zdvislé vektory (ve V).
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[Dhkaz: 1. zfeiméje o= 0.0, tzn. pak (o) = p(0.0) = 0.¢(0) = o’

2. p(-u) = ((—-1).u) = (=1).p(u) = —p(u), podle V.1.1.4,, kap. Iil.

_.3. U, .o., u jsou linedrnd zdvislé = existujf Li Lot €T % nichy
alespoii jedno je rfizné od nuly tak, e tiud o obfu, = o, Pak ale plrut. )=
= (o), tzn. Lp(u) +. 4t 0(u,) = 0;, atedy p(u), ..., w(u,) jsou linedrn¥ zdvis-
. ] ‘ ’

Dalsf v&ta si v8im4 toho, jak se linedrn{ zobrazenf chovd v podprostorfim. P¥ipomeiime,
Zejeli w: V=V zobrazent a W je podmnozlina ve V, pak symbolem @(W) oznatujeme

mnoZinu obrazfl v¥ech prvki z W tj.: i

pM) = (X EV'| I wEW tak, e o(w) = x'}

Véta:1.2.: Necht’ ¢ : V = V' je linedrnf zobrazenf: W je podprosior ve V. Pak:

1, w(W) je podprostor ve V’ y

2. Ugooo ) uy, fsou generdtory podprostoru W = (p(ul), o & 5 zp(uk) Jsou generd-
tory podprostoru (W)

3. dim W= dim (W)

D& l%a z:- 1. provede se pfimym ov&fen{m definice podprostoru
'2. necht’ x’ € (W) libovolny, tzn. exiétuje wEW tak, 76 o(w) = x',
Ale podle pfed?okladu wEhut. oot L, atedy XT=g(f ut. L+ rou )=
=fau )+ A 1, 9(u,), odkud plyne, %e 'p(uli, <+, p(u,) jsou generdtory w(IW).
3, jedli W= {0}, pak tvrzenf zfejm& platf;.necht’ tedy W # (o} ;a
necht’ w,,...,u, jebdze W. Pak podle 2. jsou véktory wu,), ..., p(u, ). generdtory

(W), atedy dim (W) <m =dim W ]

Véta 1.3.: SloZenim linedrnich zobrazeni dostaneme opét linedrnl zobrazen,
. jsouli @ : V=V "y V >y 'lz'nea’rt;{ zobrazenl, pak Yo p: V > V" je linedmi
zobrazent,

[Dikaz: ovéflrr;e podminku (iii); pro u,vE V1, sE€T je

(¥ o )(tu+ sv) = Plp(ru + 5v)] = Plr.p(u) + 5.0V = LIWY o P)W)] + s (o T,

atedy (Y o o) je linedrnf zobrazen!. |
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Ndsledujict dilezita v&ta ukd¥e, %e k Gplnému zaddni linedrniho zobrazeni ¥V — V* stati

" zadat pouze obrazy vektorli pevné bézevprostoru V a obrazy zbyvajicich vektorl z V' jsou

pak ji% jednoznatng vynuceny. Na druhé strang, takovyto vysledek se dd celkem ocekdvat, uvé-
domime-li si, %e kazdy vektorz V je jistdu linedrnf kombinacf vektord bdze a Ze linedrn{

zobrazenf “zachovévd linedrnf kombinace vektorl”.

Véta 1.4.: (Zdkladn{ véta o linedrnich zobrazenich)
Necht® V, V'’ jsou vektorové prostory nad T necht’ Wi osoms g By JE bdze prostoru V a
necht” v\, ..., v, jsou libovolné vektory z V. o ’
Pak existuje jediné linedml zobrazenl ¢ : V >V’ takové, fe o(u,) = vy, ..., p(u,) =v,.

[D8kaz I existence: necht’ x € V' libovolny, pfidem? x =x u+...+x u .
Polozme: ¢(x) =x,.v] +...+x,.v,. Potom ¢ je zobrazeni ¥ do V’, které je linedrn

zobrazen{ (obojf si podrobn& rozmyslete, resp. dokaZte!l). Dile, zfejmé p(up).= v;, pro

i=1, N
II. jednoznatnost: necht’ v je vy§e zkonstruované linedrnf zobrazeni a
necht’ ddle y : ¥V'= ¥’ je linedrni zobrazen{ takové, te Yu)=vy, ... . Yu,) =v,.
Pak pro libovolny vektor x € V' (pro n&jZ x =x u +...+xu ) je
U(x) = Yleyut. . tx )= X Y ) ot x P =x, vyt ohx v = e(x),

cof viak znamend, Je ¥ = ¢. ]

Definice: Necht ¢ : V = V' je linedrni zobrazen{. Pak y
(i) mno¥ina Ker 0= {U€E V| u)=0"} senazyvd jddro linedrniho zobrazeni 'y

(i) mno¥ina Im ¢ = o(¥) se nazyvd obraz linedrnfho zobrazeni ¢

Pozndmka: Oznaleni Ker ¢, resp. Im ¢ jsou v literatufe b¥%n¥ poutivané zkratky pro

anglické ndzvy “kernel” = jddro, resp. “image” = obraz.

Nisledyjfcf tvizenf ukéx{, e ob® podmno¥iny jsou podprostory a popf¥f jejich zakladnf

vlastnosti.

Véta 1.5.: Necht’ @: V>V’ je linedrnl zobrazenl, Pak
L jddro Kery je podprostorem ve V

2 obraz Im¢ je podprostorem ve V’

[D ﬁ Kaz: 1. zfejmE o EKer ¢, a tedy- Ker p # ¢. Dile, ﬁecht’ u,v €Ker v, tzn.
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je w(u) = 0", ¢(v)=o0'. Pak o(u +v) = p(u) + V) =0 +o"=0", a tedy u+vEKer o,
Podobn& pro u€Kerp a tE€T je tau E Ker . Dohromady fedy Ker'y je podprostor
ve V. 5 i g

2. jde o specieln{ p¥ipad V.1.2.1. ] %

v

Véta 1.6.: Linedrni zobrazeni ¢ je injektivnl + Ker 0= {o}. )

[D8kaz “s” necht’ x € Ker ¢ liboyolny; pak .‘p(x) =0" = y(0), uZitim V.1.1.1,
YA injektivnoéti zobrazeni  pak dostdvdme x = o, tzn. Ker p= {o}.

“<=""necht’ y(u) = @(v); potom @(u — v) = 0'\,_ neboli u —v e Ker ¢ =
= {o}. Tedy u —vs= o, neboli u=v, cofznantend, %e ‘¢ " je injektivni zobrazeni. |
Definice: Necht ¢ : V= V7 je linedrn{ zobrazeni. Pak dimenze jddra Ker p se nazy-
vd defekt linedrniho zobrazenf. ¢ a dimenze. obrazu Im y se nazyvd hodnost linefrniho

V2
zobrazeni .

3 o » . :
Véta 1.7.: Necht’ ¢ V =V’ je linedrnf zobrazenf. Pak soucet defektu a hodnosti

linedrntho zobrazeni ¢ je.roven dimenzi prostoru 'V, tj.
dim Ker p) + dim (Im ¢) = dim ¥

[Dikaz jeli Imyp= {0}, pak Kerp=V a vta zfejmd platf. Necht je tedy

Im p# {0’} anecht w),..., w, je bdze Im p. Pak existujf vektory Wisao s JULE TV
tak, Ze p(u ) =wj, ..., p(u,) =w . Zvéty 1.1.3. plyne, Ze U, ..., u, jsou linedrn¥
nezdvislé, tzn. je pak: o : ‘ o e
) dim L(u,, .. ., ) =r = dim (Im ) X
Dile: ‘ b ,

1. ukdZeme, ¥e Ker ¢ + L(u'x, ety ) BV, :
Ale inkluse “C” je ziejmd a naopak, je-li x € V' libovolny, pak ‘¢(x) € Im ¢, tzn.
ox) =c wy +.. .+ c,w,, kde ¢, €T. UvaZme nyn{ vektor u = cut.. . teu. Ziejmg
je u €L(uy, ..., u,) addle: :

e(u) = p(c,u+. .. +eu,) = eyp(uy) . tep(u)=cow +... +.c~wr’ = p(x)

odkud w(x —u) = o’, neboli x — u €Ker p. Potom viak:
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X=(x —u)+u€EKerp+ Lu,, ... ¢, u,), co’ jsme pot¥ebovali dokdzat.
Il ukdfeme, ze Ker ¢ N L, .o, u)= {o}. i
Necht x € Ker ¢ NL(u, ..., u,). Pak p(x) =0’ a soutasng x = fiut. o+t
odkud: '
0= p(x) = fhp(u )+ ..+ t.p(u) = bywy t.w,
Ale z linedrni nezdvislosti vektorfi Wi, . ... w Dplyne, te by = 0T L, = 0, a tedy po do-

sazeni dostévdme x = o.

Nynd, z 1. a 1., ufitim véty o souttu a prliniku podprostorf a vztahu (1) dostdvdme:

dim V = dim [Ker ¢ + Llug .., u,)] = dimKer ¢ + dim Lu,, ..., u) -
== dim [Ker ¢ N V2 (1 IR u )] = dimKér v + dim Im ¢ — 0 =dimKer ¢ + dim Im . ]

Definice: Necht' V, ¥’ jsou vektorové prostory nad 7', necht’ existuje izomorfizmus
vektorového prostoru ¥ na V' Pak fikdme, %¢ ¥ a V' jsou izomorfn{ vektorové prosto-

ty a pffeme V= P,

V&ta 1.8.: Relace = je relaci ekvivalence na mno¥ing viech (koneénédimenziondinich)

vektorovych prostorfi nad télesem T,

[D Gk az: reflexivita: je zfejmd (nebot’ idy je izomorfizmus V' na V)
symetrie:  necht’ V= ¥, tzn. existuje izomorfizmus ¢ : V - V", Pak
zobrazeni ¢! : ¥’ > V je bijektivni a ukdfeme, Ze je linedrnim zobrazenim. Necht' w’, v'€ V"
4 s €T libovolné a oznadme o~ !(u’) = u; v~ '(v) =v. Potom je p(u) =u’; o) =v.

Nyni:
e’ +5v) = o (Lp(u) + 5.0(v) = o7 (p(fu + sv)) = fu + sy = Lo~ (W) + 5.7t (V)

Je tedy V' = V.

tranzitivita: plyne z vlastnost{ bijekce a z V.1.3. ]

Véta 1.9.: Necht’ ¢ : V - V' je izomorfizmus. Pak plati:

1. u, U, €V jsou linedrné za’vl‘slér < o(u,), ..., pu,) fsou linedrmé zdvisié~

2 u,, v u, €V jsou linedrné nezdvisié <« wuy), ..., 0(u) jsou linedrné
nezdvislé

3. u,., vu, je bdze 'V w(u), ..., () je bdze -V’
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4. dim V = dim V’

[DGkaz: podle I;)Feclpo}(ladu je w: V=V bijektivni linedrni zobrazeni a podle
dlikazu pfedchozi vity je =1 : V' = | ‘také bijektivni linedrni zobrazeni. Potom:

ad 1: plyne z V.1.1.3. aplikované na ¢, resp. na !

ad 2: je logickym d@sledkem 1. V

ad 3; -plyne 2 2. a z V.1.2.2,, uvédomime-li si, f¢ @(V) = V' a o' (JF) =V

ad 4. jelli V nulovym prostorem, pak je tvizen{ z¥ejmé; v osiat‘n(ch pHpadech plyne

ze 3. ] : Fe

Pozndmka: utvoFime-ﬁ na mnoZing viech (konetn¥dimenzionalnich) vektorovych prosto-
i nad T rozklad p¥isluiny ekvivalenci =, pak v ka¥dé t¥d§ tohoto rozkladu budou vidy
wechny navzdjem izomorfni vektorové prostory. Z véty 1.9. pak plyne, %¢ tyto izomorfn{
vektorové prostory majf z algebraického hlediska naprosto stejné vlastnosti (jédna' se tedy o
pouze formdlng rizné exempldie shodnych vlastnosti). V matematice se obvykle o takovychto
objektech ¥kd, e jsou “stejné, aZ na izomorfizmus” a Sasto se dokonce ztotoZfiuji.

Ndsledujfc{ v&ta pak pod4 velmi jedrnioduchou charakterizaci izomorfnich vektorovych

- prostorfl, tj. vektorovych prostoril patficich do jedné t¥idy zmin&ného rozkladu.

Veta 1.10. (V&ta o izomorfizmu vektorovych prostorl)

“Necht” V, V' jsou vektorové prostory nad T. Pak:
V=V <« dimV=dim ¥V’

[Dikaz “=” plyne pfimo z V.1.9.4.
“e=” jelli dim ¥V =dim V=0, pak zlejmd V = V. Necht tedy dim V =

y
n

u, je bdze V¥, resp u),...,w, je bize V.

=dim V" =n (1) anecht’ Wig- 07 Fng

Necht' déle x € V' libovolny, pfitemz x =x u, +...+x, u, (vime, Ze toto vyjddieni existu-

nin
je, a to jediné). PoloZme:
w(x) = x,up +.0 Lt x, w)
Pak zfejm& ¢ : V = V’ je zobrazenf a rozepsinim se ukdZe, Ze ¢ je lzijektivn[ (proved'te si
podrobn& sami!) DokaZme, ¥e ¢ je linedrnf zobrazeni: necht x,y € ¥V, 1, s €T, ptitemZ

XEX P Gy S gnd g L L P00 Potoii:
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wltx tay) = ollx, +sy ) om0, +sy) ou, ] = (0, t5y).u)

et (e, tsy )W =g (x u) +. ., tx ow) s, b+ Ty ) = Le(x) tse(y).

Dohromady pa.k.v @ je.izomorfizmus prostoru V na V’, atedy V= V" |

Poznamka:: z v“edchozi véty plyne, Ze pli zadaném &iselném télese T ‘je kaZdy vektorovy
prostor. jednoznaén¥ (aX na izomorfizmus) urden svoji dimenzi. PHi tem nap¥. zfejmg kaZdy newu-~
lovy n—dim‘enzionzihi vektorovy prostor nad T je izomorfni s prostorem 77, Vidin;c tedy, Ze
vektorové prostory 7", pro n=1,2,3,..., vylerpivaji (a% na izo1110rfizxﬂus) viechny
nenulové vektoroveé prostory nad 7. Mohlo by se tedy na prvni pohled zddt, Ze pli budovini
obecné téorie vektorovych prostord by viastnd statilo omezit se pouze na prostory T". Je
vak ihned vidgt, Ze bychom timto nedoséhli Z4dného zjednodu§eni,vne'bot‘ z dbkazu pfed-
chozi v8ty plyne, Ze pouZity izomorfizmus zévist na volb& bze. Pokud. bychom tedy chtéli n&-

jaké tvrzenf o prostoru 7™ pFenést na libovolny n-dimenziondlni vektorovy -prostor, znamenalo

by to vidi/\{dok'ézat jeho nezdvislost na volb& bdze.

§2. Linedrnf transformace a jej{ matice

Definice: Necht V' je vektorovy prostor nad 7. Linedrnf zobrazeni ¢ : V = V
se nazyvd linedrni transformace vektorového prostoru V,

Je-li navic ¢ bijcktivn{, pak se nazyvd automorfizmus vektorového prostoru V..

Poznimka: vidime, Ze linedrn! transformace je pouze spe'cielnim pfipadern linedrniho
zobrazenf, a sice pro V= V. Znamend to tedy, Ze viechny Gvahy a tvrzen{ z pfedchoziho
paragrafu zlistdvaji v platnosti i pro linedm{ transformace, pfi¢emy bude zfejms platit jestd
n¥co navic. )

Specieln¥ zdfirazn&me, Ze podle zékladni v¥ty o linedrnfch zobrazenich je linedrni trans-
formace nenulového prostoru ¥ jednoznatn® urtena zaddnim obrazli pevné bdze prostoru
V.

Dile si v§imll1éme toho, Ye je-li V. = {0}, pak existuje pouze jedind, a to identickd
linedrnf -transformace prostoru ¥ a viechny tvahy o ni jsou-vice mén& trividni. Proto se
v dal¥im budeme zabyvat pouze linedrnimi transformacemi nenulovych vektorovych prostori.

Nejprve uvedeme v8tu,. kterd ndm podd fadu ekvivallentnich podminel_c pro to, aby linedr-

nf transformace byla automorfizmem, tj. aby byla bijektivni.
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Vé&ta 2.1.: Necht' o je linedrn{ transformace prostoru V. Pak ndsledujic{ vyroky jsou
ekvivalentni:

(i) ¢ je automorfizmus i

{ii) ¢ Je injektival zobrazenl

(iii) ¢ je surjektivn{ zobrazeni

(iv) p zobrazuje libovolnou bdzi prostoru™ V na bdzi prostoru  V

i p obrazuje libovolné linedrné nezdvisld vektory -opét na linedrné nezdvislé vektory,

[DOkaz: “G) = (i) Az'r'ejmé X

“(ii) = (iii)” necht’ ¢ je injektivni zobrazeni; pak podle V.1.6. je.

Ker ¢ = {o}, a tedy podle V.1.7. musf byt dim Im ¢ =dim V, neboli ¢(V)= V. To viak
znamend, Ze ¢ je surjektivni zobrazenf.

“(i) = >v)” jeli o SL_lrjektivni, pak (V)= V. Nécht’ nynf U,...,u,
je bdze prostoru V. Podle V.1.2.2. w(u), ..., e(u,) jsou generzﬁory w(V)="V. Ale z generd-
torll prostoru ¥ lze vybrat bdzi ¥, kterd v¥ak v nafem pFipad® musi sestdvat z n vektord,
coz znamend, Ze (u,), . .., e(u,) je bdze V. :

: “(iv) = (v)” necht’ U, ...,u €V jsou linedrn¥ nezdvislé vektory. ‘Ale
linedrn& nezdvislé vektory z 'V lze doplnik na bdzi ¥, odkud uZitim (iv) dosta'neme, Ze
@u), ..., p(u,) jsou linedrn& nezdvislé vektory.

‘ “f(v) = ()" z (v) plyne, Ze Ker ¢ = {0} (nebot’, je-li x # o libovolny,
pak x je linedrn& nezéviély, a tedy podle (v) je go(x-) také linedrng nézz(visly, neboli
@(x) # 0). Ale, je-li Ker ¢ = {o}, pak 7 V.1.6. plyne, %e ¢ je injektivnf a uZitim V.1.7.

dostaneme, Ze ¢ je surjektivni. Dohromady tedy ¢ je automorfizmus. ]
Definice: Necht' ¢ je linedrn{ transformace prostoru ¥, necht’
(@D) i,

je pevnd béze prostoru ¥ a plati;

w(u,) =a, v ta,u, +... ta u
up(uz) =a;,u +zznu2 Fig g +a"2un
(p(un) 5 lnul +a2nu’l t +armun
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P,gik matice

se nazyvd matice linedrnl transformace ¢ v bdzi (1).

Pozndmka: 1. vidime, %e matice A4 je Stvercovd, ¥ddu n (kde n =dim V), aje
utvolena tak, Ze soufdadnice vektoru sp(u,) v bézi, (1) jsou napsdny do j- tého sloupce mati-
ce A (G=1,...,n). Tyto soufadnice jsou lurEeny jednoznadng, a tedy i matice 4 je
jednozna&ng uréena.

. Uv&domme si ddle, Ze pojem matice linezirpbi:transfovrmace je vdzdn podstatnym zpliso-
bem na pevnou bdzi prostoru V Zfejmé matice té¥e linedrni traﬂsformace @ v rliznych
bdzich prostoru ¥ budou obecnd rzné.

2. viimn&me si jeﬁié vzdjemného vztahu mezi pojmem “matice pFechodu”
(definovanym v §5, kapitoly IV) a pojmem “matice linedrn{ transformace”. Jsou-li
aV,...,v, dv bdze prdstoru ¥ a oznadime-li symbolem ¢ linedrnf

l...’.,ll

n X
transformaci prostoru ¥ zadanou ur&enfm obrazfl bdze tak, Ze vektory prvni bdze se postup-

n& zobrazuji na vektory druhé bdze, tzn.:

) =v e =Y,
pak ihned vidime, Ze matice pfechodu od bize u,...,u k bdzi PRI je rovna

matici linedrn{ transformace ¢ v bdzi u,, ..., u, .

Oznalenf: mnoZinu viech linedrnich transformaci{ prostoru ¥ budeme oznalovat symbo-

lem L(V).

Pivky mnoZiny £L(¥) jsou tedy linedmf transformade vektbrového prosforu v, _’_'tj.

jistd zobrazeni ¥ — V. Ziejm& je L(V) # ¢,nebot’ napiklhd identické zobrazenf id, € L( V): :
Na mnoZin& L(V) nynf urditym pfirozenym zplisobem definujeme soutet a soutin, resp. ndso-

bek Cislem a popf¥eme zdkladn{ vlastnosti takto vzniklych algebraickych struktur.

Definice: Necht' ¢, ¢ € L(V), t € T libovolné. Pak zobrazeni:
1]
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(i) ety V=V, definovand: (o + ¢)(u) = p(u) + Y(u), pro V ueEvy

se nazyvd soudet linedrnfch transformaci g ay

() @o Y : V=V, definovand: (po Y)(u) = e(Y(u)), pro Vu eV

se nazyvd soudin linedrnich transformaci ¢ a i

(i) rp: V=V, definované: (ry)(u)=1. (pw)), pro ¥ u gy

se nazyvd soudin &isla ¢ s linedrnf transformacf .

Véta 2.2.: Necht” o,  jsou linedrnf transformace prostoru V; t € T libovoiné. Pak.
il ") +'_\1/, o Y, Ly jsou linedrnl transformace prostoru V

2 (L(V), +) je komutativnf grupa

g (£ V), +,0) je okrun s jedni¢kou

4. L(V) je vektorovy prostor nad télesem T (vzhledem k. +, resp. - ).

[Dikaz: 1. zieim& o+ ¢, po Q/, L.y jsou zobrazen{ V = V. Rozepsdnim se

bezprostfedng ovéfi, ¥e jsou to linedrnf zobrazent. -

2. dokdZe se rozepsdn{m; pfi tom roli nulového prvku hraje nulovd linedrni

transformace w : ¥ = V- (definovand: w(u) = o, -pro 4 u € V), resp. opadnym prvkem

k ¢ € L(V) je linedrnf transformace p : V -> V, definovand: p(u) = — g(u), pro Y u&/V,

3. dokdZe se opdt rozepsinim, s vyuZitim 2. Jednitkou okruhu je zfejmé

identickd linedrni transformace idV.

4, dokdZe se uZitim 2. a bezprostfednim ov&fenim axiomfl vektorového

prostoru. ]

Véta 2.3.: Necht’ ¢, ¥ jsou linedrn{ tl'aﬂSfo)‘mace prostoru V, dim V=n2>=>1 a

necht” matict ¢ (resp. ) v bdzi (1) je matice A (resp. B). Potom:

Pak,

P matici linedrnf transformace ¢+ v bdzi (1) je matice A + B
( ; )
2. matici linedrn{ transformace o W v bdzi (1) je matice A.13
3 matici linedrni transformace t.p v bdzi (1) je matice t.A
[Dhkaz: necht 4= (a,) =), Li=1...,n Pfi tomto oznadeni pak plati;

r/r’ T

n
np(u/) Ea u J/(u/) = r{)lbr,u,‘ pro j=1,...,n

n n n
I () = lu) + Y@) = E g+ Thu = (@, b,),
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pro j=1,... n; a tedy matici linedrnf transformace v+ ¥ vbdzi (1) je matice
)= A+ B, '
2: oznatme A.B = (c,’), tzn. L‘” = Xa,b pro i, j=1,...,n Ale:
k=1 :

«,o(u)—Zb Eau=£?( a b).u = Ecu

s 5]

(0o W)w) = ol £b,u) = &

odkud plyne, %e matici linedrni transformace v o ¥ v bdzi (1) je matice A.5.

) ' n "
3: (r.«p)(ui) = L.,a(ul) =¢. Z au, = Z(t.a ,. a tedy matici linedrn{ transformdce
r=1 r=1

Ly v bizi (1) je 111:;|tice (t.a,,/) =14 ]

Véta 2.4.7) Néch[’ V je vektorovy prostor nad T, dim V =n > 1. Pak vektorov$

prostor  L(V) je izomorful vektorovému prostoru Mat””(T).
1

>

[D &k az necht (1) je pevna bdze V Definujme zobrazem F:Lv)—> Matn“(T)
takto: pro hhovolne p € ,C(V) poloZme ;

F(p) = A, kdé A je matice linedrn{ transforrhace ¢ v bdzi (1).
Nynf dokdZeme, %€ :

I. F je bijektivni zobrazenf:
necht’” A4 € Mat (7) llbovolni oznaéme Wy, ..., W, vektory z V, jejichZ soutadhicemi

nn
v bdzi (1) (tj. v béu u,, . u,) jsoupo fad¥ sloupce matice 4. Podle zdkladnf véty o
linedrnich zobrazenich existuje jedind linedrn{ transformace ¢ prostoru ¥V s vlastnosti:
wlug ) =wp, oo, b(u) = w,. Ale matici ¢ v bdzi (1) je pak prdv& matice 4. Tedy éxistu-
je prdvé jedno ¢ € L(V) tak, Ye F(p) = A, neboli matice A md pfi zobrazenf I prdvd
jeden vzor, coZ znamend, Ze¢ F je bijektivn{ zobrazen{.

II. F je Iine;'imi zobrazeni:
necht ¢,y € L(V), t €T libovolné, ptitemZ F(p) = A, F(y)=B. Pak:
podle V.2.3.1. je ;F(xp-+ W=A+B=F) +FyY), .
podle V.2.3.3. je F(t.p) = t.A = t.F(p),
a tedy F je linedrnf zobrazen{.
Dohromady dostdvdme, Je F je izomorfizmus, neboli £L(V) = Mat, (T). ]

Poznamenejn;e, fez pfedbhozi véty a z v8ty b izomorfizmu vektorovych prostorll plyne,

Ye dim L(V) =n? (ponévadf, jak vime, dim Mat (T) = n?).
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Na zav&r paragrafu si je$t strung v§imneme toho, jak vypadaj{ matice téZe linedrni

transformace v rfiznych bdzich prostoru ¥ a jaké jsou n&které jejich zdkladni vlastnosti.

V&ta 2.5.: Necht’ A,B € Mat (T), necht’ dim V=n (>1). Pak platf:
A4, B jsou maticemi téfe linedrnl transformace prostoru V (ve vhodnych bdz{ch) ﬁ‘

existuje reguldrn{ matice S tak, Ye: B =S5-'.4.§ | d

[(Dika z: “=" necht 4 = (al/), resp. B = (b,/) je matice linedrni transformace ¢

v bdzi (1), resp. v bdzi (1°) (kde (1‘-)'jé bdze u, ..., u, , resp. (1') je bdze uhe s 1),
g : n

Déle, necht’ S = (sﬁ) je matice. pfechodu od bédze (1) k bdzi (1%), tzn. S je reguldrni mati- -
ce a plati: Y
n

u;=‘;}33,,.ul, pro j=1,...,n.

i=1 . "

Potoin v¥ak:

s g s n n
p(u)) = k:‘_?lbk/uk = kE=l ‘Zslk , = Z’( le,k b))y
a take: y
N e g iz n n n
p(u) = o k=15k,uk) = kislls (i) = E skI‘Elalku{ El(kfi ) Y

odkud porovndnim p_raV)?ch stran (na zdklad¥ jednoznadnosti vyjaddfeni vektoru o) pomoci

béze (1)) dostdvdme, %e

Es,k.bki= Ea,k xy Dro L=k aswsn

co¥ viak znamena, ¥e¢ S.B = A.S, neboli B =S"'.4.§

) e e nechi‘ B =S8"1A4.5 anecht' (1) je pevnd bdze prostoru V., Pak
(podle diikazu V.2.4.) existuje jedind linedrn{ transformace ¢ prostoru V takovd, Ze A
je matici y v bdzi (1). Ddle, S je réguldin{ matice, tzn. existujel(jediné) bdze (1) prostb—
m V takovi, ¥e S je matici pfechodu od bdze (1) k (1°). Kone&ng, podle pfedpokladu je
S.8 = A.S, neboli k%);s,k.bk 22 a,k X pro #,j=1,...,n Potom stejnymi Gprava-

mi jako v prvni &dsti dﬁkazu»dostévame.
n o n ' :

w(u)—E(Ea E(kZ b )ul=2bku;‘, pro j=1,...,n
fa1 - K= 1

Sk = 1%k

co¥ viak znamend, e B je maticf linedrni transformace ¢ v bdzi (1°). Tedy matice 4, B
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jsou maticemi téZe linedrni transformace prostoru V. 1

Definice: Necht' A, B € Mat (T) a necht’ existuje reguldrn{ matice S . takové, Ze
B =81 AS8. Pak Iikdme, e matice 4, B jsou ﬁodobné matice a-piseme A~DB -

’

Viéta 2.6. Relace ~ podobnosti matic je relaci ekvivalence na anu‘iiné Mat_ (7).
5
D& kaz: a) reflexivita: pro libovolnou matici‘ AE Matm1 (1) je z¥ejmd A =
=L 1AE,, kdg .L"',l je jednotkovd matice fddu n. Je tedy 4 ~ 4. ' : . ;
) ‘ b) symetrie: nechf’ A~ B, tzn. j:xistujc reguldrni matice § tak, Ze '
B=5S"1.4.5 Pakale 4 =885 =("1)"A4.(5 "), kde §7' je zlejmg reguldrni.
Tedy je B ~ A. AN T ik ;
¢) transitivita: necht’ A4 ~ B a B~ C, tzn. existuji reguldrn{ matice
S, Q 'Lak, %¢ B=5'.A4.8 a C=Q '.B.Q. Po dosazen{ dostdvime: C = QLS hA80=
= (SQ)“.A.(SQ);. pficem? matice S.Q je ziejmé reguldrn{. Tad); je A~C ]

Definice: Necht' 4 = (a”.) je ¢tvercovd matice i",ﬁdu n (mad T) anecht A\ je pro-

ménnd. Pak determinant !

se nazyvd charakteristicky polynom matice. 4.

Pozndmka: provedeme-li vypodet pi‘edchoziho determinantu (nap¥. uitim V.2.2., kap.1V),
dostaneme: '

14 = NE, | = (=1 .\ + (=1)"" "G, ta,t.. . ta,) NI (4]

a

Je tedy’ okamiité vidgt, Ze se skutetng jednd o polynom proménné A, ktery je stupng n
jeho koeficienty jsou z §iselného télesa 7.

Konkretné, napflklad pro n = 3 dostaneme rozepsdnim:




v I78 5
a5, =N a, ag,
|4~ NE, | = %31 =N 4y, =
a3, 43, ‘133_x
B a, a a  a a
ol T & gt ))\1_( ST I L PR I 2 93
1179, ‘ A+ 14
33 -\ [%1 9 a31 35 d3; 433 4]

Veta 2.7.: Necht” A, B jsou podobné matice: Pak matice A, B majf
-k stejné determinanty, tj. |A| = |B) v

2, stejnou hodnost, tj. h(A) = h(B)
) stejné charakteristic..¢ polynomy, t/ |4 —-AE, | = IB =AE, |

[D Gkaz necht 4, B € Mat  (T) jsou podobne matice, tzh. existuje reguldrni mati-
ce S tak ¥e B=38"'.4.5. Potom! !

1. uZitfm Cauchyovy véty a V.3.9.3,, kap. 1V, dostdvdme:

181 =15"1.4.51 ——S—I-JAI-ISI =14

2. uZitim V.4.5.2,, kap. 1V. je: h(B) = h(S“‘.A.S) = h(A.'lS‘) =h(A)
3. utitim Cauchyovy vty a zrejmého faktu, %e \NE, = S“‘.(?\.En) .S, dostdvdme:

|B—N\E, | =|S_-1AS—S—'1()\E")S| =|S:1(A_)\E")S|=l_1§i.|A_.)\En| NE
= 1A-2E, | ]

Pozndmka; pfipomemne, Ze pfedchozf vétu nelze obrdtit, tzn. rovnost determinantfi,
rovnost hodnost{ a rovnost charakteristickych polynoml dvou matic jsou pouze nutné,

nikoliv v8ak dostate¢né podminky pro podobnost téchto matic. Vezmeme-li napf. matice

pak zfejm& 1E, | = |B], h(E,) =h(B) a |E,—NE, | = |B - AE, |, ale matice E, a
B nejsou podobné (nebot’ pro kazdou reguldrni matici S ddu 2 je S"‘.E,.S =E,, cot

znamend, Ze matice E, je podobnéd pouze sama sobg).

(A

Jak jiZ bylo feleno, v8echny matice dané linedrni transformace ¢ jsou navzdjem po-

dobné. Z piedchozi v&ty potom plyne, %e determinant (resp. hodnost, resp. charakteristicky
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polynom) viech matic dané linedrnf transformacé ¢ je vidy stejny. Vidime tedy, Ze tyto
pojmy zdvist pouze na linedrnf transformaci samotné, nikoliv na jej{ konkretnf matici v jisté

bdzi. Z tohoto zjist&ni pak plyne korektnost ndsledujictho.pojmu a véty.‘

Definice: Necht' ¢ je linedrni transformace‘vektorového prostoru V; necht'. 4 je
matice linedrnf transformace ¢ (v jisté bdzi prostoru V), Pak charakteristicky polynom ma-

tice 4, tj. |A — WE, |, se nazyvd cl‘mraktebristick)" polynom linedrn{ transformace . -

Véta 2.8.: Nech'  je linedrl transformace vektorového prostoru V a necht’ A je

matice linedrni transformace ¢ (v jisté bdzi prostoru V). Pak:’ :
dim Im ¢ = h(4) . /

05 g gt it 3 A0, .
neboli: hodnost linedint transformace - je rovna hodnosti jejl matice A.

Dk az necht" A je matice linedrn{ transformape ¢ v bdzi u,.:.,u,, kterou
oznaéme (1). l;bdle V.1.2.2. vektory ¢(u) ,. .., w(u’;) jsou generdtory podprostoru (V)=
=1Imy, ptitems soutadnice t&chto vektorfl v bizi (1) tvoff po Yadg Fidky matice 4’ tj.
transponované matice k matici A. ! ;

Prifadime-li nyni kaZdému vektoru z . V' uspofédanbu n-tici jeho soufadnic v bdzi (l),
dostaneme.izomorfizmus prostoru ¥ na prostor T", pomoci n¥hoZ jiZ lehce ukéZem.e, e
h(4’) = dim Im ¢ (rozmyslete si podrobn¥ samil). Ale h(4") = h(4), a te_dS/ din{ Imyp =
=h(4). ]

§3. Viastni vektory a viastni hodnoty linedenf transformace

Definice: Necht ¢ je linedrnf transformace vektorového prostoru V. Podprostor W

vekforového prostoru ¥ se nazyvd invariantni podprostor vzhledem k ¢, je-li:

w(W) € W, tzn. pro libovolny vektor x € W. plati ¢(x) € W.

Ptiklad 3.1.: Necht' ¥ je libovolny pevny vektorovy p,rosto-r nad T, UvaZme

1: identickou linedrn{ transformaci id, : V' - V; pak zfejmg kazdf podprostor W
ve V je invariantnf vzhledem k id,, . ’

2: nulovou linedrn{ transformaci- w : ¥ = ¥ (definovanou: w(x) = o, pro ¥ xew;
pak opé&t kazdy podprostor W ve K je invariantnf vzhledem k w .

3: libovolnowlinedrn{ transformaci ¢ : ¥ = V; pak trividlnf podprostory ve V (tzn.

podprostory {o} a V) jsou invariantni vzhledem k ¢ . :
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Prikiad 3.2.:Ve vektorovém prostoru R* uvaZme podprostor W = {(x,0)| x € R}

a ddle uvaZme dv& linedrn{ transformace ¢ a  prostoru RZ?, det’inov,aflé:

wllx,, x,)) = (x,;+x,, 0)

\P((-\’l'xz))'_‘(xpxl) i ka2l (Xl‘xz)ERz

Lehce se ov&il, Ze W je invariantn{ pddprostor vzhledem k y, zatimco tenty% podprostor
W neni invariantnim podprostorem vzhledem k ¢ (nebot’ naptiklad (1,0) € W, ale
¥(1,0) = (0,1) € W). :

Pozndmka: v pfikladu 3.1. jsou uvedeny specuilm trividlni piipady; uvédomnie si, e
obecn® podprostor W mﬁie ale nemusi byt mvananmi vzhlt,dem k o a ddle, e podpros-
tor, ktery je invariantni vzhledem k Jedng -lmeémi transformaci, nemusi byt invariantn{ vzhle-
dem kjiné linedrni transformaci (viz piiklad 32) Vidime tedy, Ze pojem invariantniho
podprostoru je vidy vdzdn na pevnou linedrni transformacl ‘

? Dal¥i priklady obecnych konstrukel invariantnich podprostoxﬁ (vzhledem k ¢) ndm

471 ndsledujici dv& v&ty.

Vita 3.1.: Necht ¢ je linedrnf transformace prostoru V. Pak jddro Ker ¢ a obraz

Im ¢ jsou invariantnimi podprostory vzhledem k .

[D % kaz podle V.1.5. jsou Ker ¢ i Imyp podprostory ve V. UkdZeme jejvich
invariantnost vzhledem k y: necht’ u € Ker ¢ libovolny; pak ¢(u) = 0 € Ker ¢ 2 tedy
Ker ¢ je invariantni vzhledem k y. Déle, necht u €1Im y libovolny, tzn. zfejm& u€ V.

Pak ale p(u) €p(M)=1Im ¢ a Imy je tedy invariantn{ vzhledem k ¢. ]

Véta 3.2.: Necht' ¢ je linedini transformace prostoru. V; necht W, ..., W,_ jsou
podprostory ve V, kterd jsou invariantni vzhledem k .
Pak prinile (W, N ... 0O W) asoucet (W, + ...+ W) jsou invariantn{ podprostory

vzhledem k .

[D8 kaz: vime, Ze (W, N...NW), resp. (W, + ...+ W) jsou podprostory
ve V. Dile:
a) nechtt u€W, N...NW, libovolny; pak u € W, a podle piedpokladu @(u) €W,

pro 151, ...k Tedy @) €W, N...NW,, cofznamond, e W, 0. OW je

invariantn{ podprostor vzhledem k .
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b) oznatme W =W +...+ W, Necht u€& W, tan, u=uq+. . +{ u,, kde
w e W, l’ak ale p(u) = plu,+. ..+ uk) pu)+ ... tpu) € W, nebot podle pfed-

pokladu gp(u JE W, Tedy W je mvanantni podprostor Vthedem k . ]

DéleZitou roli pfi studiu linedrnich transformac{ hraji jednodimenziondlni invariantn{
podprostory. Z kapitoly o vektorovych prostorech vime, %e jednodirazuziondlni podprostor
W ve vektorovém prostoru ¥ (nad T) je generovdn jednim nenulovym vektorem w €V, .

tzn. je pak:
W= L(u) = {tu] £ €T} ' . 3

Méme-li navic ddnu linedrn{ transformaci ¢ prostoru V, pak zfejiné podprostor W = L{u)
je invariantnf vzhledem k ¢ prdv& kdyZ existuje gislo € T tak, Ze q)(u) =\ u tzn prd-
vé kdy? se generdtor u podprostoru W zobrazi na jisty svflj ndsobek (rozeplite si podrobné

samil). A pravé vektory tohoto typu se budeme v dal¥im zabyvat. -

Definice: Necht' o je linedrnf transformace vektorového prostoru ¥ (nad I°). Necht'

weEV, \NE T splituji:

u#to A ¢u)=2A\u

Pak &slo A se nazyvd vlastuf hodnota linedrni transformace ¢ a vektor u se nazyvd viastuf

vektor linedrnf transformace ¢, piisluiny vlastnf hodnoté A.

Pozndmka: z pfedchozi definice ihned plyne, Ye je-li u vlastnim vektorem o, pifslug-
nym vlastn{ hodnot® A, pak také kazdy nenulovy vektor w€ L(u), tj. kazdy nenulovy ndso-

bek vektoru u, je rovné% vlastnim vektorem ¢, pfislusnym téZe viastni hodnoté A.

Piklad 3.3.: Necht V je vektorovy prostor nad T. Dile:

1. necht' id, . ¥V -V je identickd linedrn{ transformace prostoru V. Pak zfejm8 kaZdy
penulovy vektor z ¥ je viastnim vektorem id,,, pHislu¥nym vlastni hodnoté A =1 (cof je
jedind vlastnf hodnota id,,).

2. necht w : ¥V = V je nulovd linedrnf transformace prostoru V. Pak podobn¥ kaidy
nenulovy vektor z ¥ je vlastnim vektorem transformace w, pHslugnym vlastni hodnotg
A=0 (co? je opst jedind vlastni hodnota ).

3. necht @ : ¥ = ¥V je libovolnd linedrn{ transformace. Pak viechny nenulové vektoty 1

Ker ¢ (pokud existuj) jsou vlastnimi vektory o, pFisludnymi vlastni hodnot& A = 0. Fiitom
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samo;i‘ejmé v mi¥e obecnd mit dal3f viastn hodnoty a jim odpovidajic{ vlastn{ vektory.

v /1 ¥ k] .

Priklad 3.4.: Necht § : R, [x] = R, [x] je linedrn{ transformace derivovdn{ (viz pH-
klad 1.3.). Bevprostredné je vidst; Ze polynomy- stupn& nula (ti. nenulové redlné konstantnf
polynomy) jsou vlastnimi vektory transformace &, piislu¥nymi viastn{ hodnoté A =0 4

Ze Z4dné jiné vlastn{ hodnotya vlastni vektory § neexlstuu

Predchozf pfklady vlastnich hodnot avektorh byly viceméns trividinf. Uplny popis vlastnich ‘

Ibdnot a viastn{ch vek torfi linedrnf transformace v obecném piipadg poddvd nébledujlcl v8ta,

Véta 3.3.: Necht, ¢ je linedrnt transformace vekrorového prostoru V. nad T. Pak: |
1. viastnimi hodnotami © jsou pravé viechny koreny (pat¥icf do T) charakteristické-
ho pol}nomu transformace ; |
2. je-dli X\ € T vlastnf hodnota ¢ pak viastnf vektory o, pifslusné A, /SO:;I prave -
Vj‘ec/z{zy nenulové vektory z podprostoru Ker (p — Aid,,). .

[Dlkaz ad2: necht A& T je vlastni hodnota . Pak ue y je vlastn{ vektor
», piisludny vlastni hodnots N, prévé kdyz

(1) u#o A @)= 2\u CHRATA
Ale \u= Aidy (u), a tedy po dosazenf a tpravé (1) dostdvdme "él&iyalentnf podminku:
2) L uFo A (p— MdV Yu)=o

Ale mnoima vektord splifujfcich (2) je rovna mnoZing v¥ech nenulovych vektorfi .Z podprosto-
ru Ker (p — Aid ») vektorového prostoru ¥,

¢ ad 1 :z pravé dokdzaného, z V.2.8. a z V.1.7. plyne: X je vlastn{ hodno-
ta ¢ ® NET a Ker(p — \id )# {0} # MET amatice linedrn! transformace  — Aid,,

(v pevné bdzi prostoru V) je singuldrni. Ale, je-li A matici linedrnf transformace ¢ (v pevné -

bdzi V), pak (4 — N.E) je matic{ linedrnf transformace ¢ — Nid,, (v té¥e bdzi). Tedy pak:

A je vlastnf hodnota ¢ # AET a l4-XE, | =0, neboli A\ € T je koFenem charakte-

ristického polynomu linedrn{ transformace o ]

Disledek: Nechr 9 je lmeam{ transformace prostoru V, necht’ A = (a”) 1<ij<n,
Je matice ¢ (v dané bdzi prostoru V) a necht’ A Je viastnf hodnota . Pak: viastnl

vektory transformace ¢, pHslusné A\ ( vyjddfené v dané bdzi) jsou prdveé viechna nenulovd
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YeSenl soustavy linedrnfch rovnic:
@, = Nx; ta,x, + ¥y =0
a'll xl -+(azz )\)X2+’ 2 (12”3(” 0
(3)
(.lnl xl + an2 X2 toot (ann_-)\)XrI:O
[D &k az: necht Wy 570 “'i ‘je dand béze V a necht vektor u md v této bézi
soufadnice (xl, oo X)), toous= E 0 I SO X, u,. Pak po dosazen{ a dpravs dost(wé-
me:
(o ~ Add, )() = pu) -~ Au = ((a,, - )\)xl+a”\'2+ e ). u, +
+ (a“x‘,_+(an» N SR azn'x") ‘Wt (@ X ta L x,t L (a""--»?\)xn).un ;

Podle pfedchozi véty je viak u vlastnim vektorem transformace ¢, plislusnym viastni

hodnotg X\ prdvé kdy? u+# o0 a u.€ Ker (p — Addy, ). Ale to, vzhledem k pYedchozimu

* vyjddfeni, nastane prdvé kdyZ u je nenulovy a jeho soui‘édnice splituji (3). ]

; Poznﬁmka': 1. s problémem nalezeni vlastnich hodnot a viastnich vektorft se velmi Zasto
aetkévéme pti fefeni praknckych tloh, a to nejen v matematice, ale i v rlznych technickych
aplikacich. Uv&domme si v¥ak fZe predchoz{ véta nim ddvd odpov&d’ pouze na teoretické drov-
ni, nebot’ hledani viastnich hodnot pfevddf na hleddnf koi‘enu polynomu n-tého stupng; co
je uloha, kterd obecné nenf algoritmicky resitelnd. Samozfejmg existuje pro hledédni vlastnich
hodnot a vlastnich vektorfi ¥fada numerickych metod, které viak zde nebudeme uvddgt, nebot’
pfesahujf rémec tohoto. kurzu. . v v

2. Poznamenejme je§t8, Ze z hlediska aplikact byvd vyhodné sestavit z viast-
nich vektorll bdzi prostoru V¥ (pokud samozi‘ejmé ta;kové bédze vlibec existuje), nebot’ potom
se celd situace podetn& velmi zjednodu$i. Dfivodem je, Ye dand linedrn{ tmnsfo‘rrﬁacc md pak
v takové bdzi diagonélni maticl. (Diagondinf matice je Stvercovd matice, v ni% vSude mimo
hlavni diagondlu stojf samé nuly; pfi tom v hlavni-d{agonéle nuly byt mohou, ale nemusi.)

Skute®nd, je-li u,, ..., u, bdze prostoru V, sestdvajici z vlastnich vektord linedrn
v.transformace v, pifslusnych vlastnim hodnotdim Ajrwoiny A, pakje ) =2

(u, )=\ .u,, atedy matice linedrn{ transformace ¢ vbdziu,,... u, mé tvar
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(4

Naopak, md-li linedrni transformace ¢ v néjakhé bdzi w,, ..., u, diagondln{ matici
n

tvaru (4), pak u,, ..., u, jsou zfejm& viastnimi vcktory‘fineérni transformace ¢, -

n
piisluinyni vlastnim hodnotdm Ao - A, (ak plyne ihned z definice matice linedrnf
transformace). ]

Ndsledujici dvahy nds pfivedou k jedné dostate&né podmince pro existenci vy¥e po-

'psané bdze, tj. bdze sestdvajicl z vlastnich ~ektorfi dané linedrnf transformace.

Véta 3.4.: Necht’  je linedrnl transformace prostoru V. Pak viastn{ vektory linedrn{

transformace pFislusné navzdjem riznym viastnfm hodnotdm, jsou linedrné nezdvislé.

a S B ’ .
[DGkaz: necht u,..., u, jsou vlastri vektory linedrn{ transformace g, pifslug-
né navzdjem rfiznym vlastnim hodnotdm A» - - A Z posloupnosti vektorfi u , ..., u,
vyberemeé libovolnou maximaéln{ linedrng nezdvislou posloupnost. Bez Ujmy na obecnosti Ize

predpoklddat, Ze ji tvoli napifklad prvych r vektord, tj. u .ou,. Zfejmd je 1 <r<k.

S
Ddle pokradujeme sporem; pfedpoklddejme, ¥e r < k. Pak lze ale psdt:

._ r
(5): Wi s .E tu,, t € T .

M~

N

odkud po vyndsobenf &islem: A, dostdvdme: N, u
=1

rri Uy fuy

r+1
% : r r

Soucasn& vSak je: A\, u,, =, )= ¢ 12 fu) = Zt\u,

z ¥ =1 i=1"
Porovninim pravych stran pak dostdvdme:

A

i=1 kl)ul =o

r+ 1 re1

AT lglt,)\,ui , odkud: élt,(?\

Z predpoklddané linedmi nezdvislosti vektorﬁ. u,,...,u viak plyne,Ze £,. (A, —A)=

=0, pro i=1,...,r Podle ptedpokladu véty je v8ak A, —A7*0, a tedy mus{ byt
t, =0, proy f =y ey B Po dosazeni do (5) pak dostdvdme, Ze u.,, =o, cofje ale
spor s definicf vlastniho vektoru. Je tedy r =k, tzn. vektory u,, ..., u, jsou linedrnd

nezdvislé. ]
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Dfisledek: Necht® ¢ fe linedrnd transformace n-dimenziondIntho vektorovéha prostoru
V. kterd md n navadjem réiznych viastnfch hodnot, Pak matice linedm{ transformace

v bdai sestdvajlel z viasinich vektorf, piislugnych témto viastnim hodnotdm, je-diagondini,

“bikaz: necht w,..., u"> jsou vlastni vektory, piisluiné navzdjem riznym vlast-
nim hodnotdém A, . ...\, linedrnf transformace . Pak podle predetiozf vBty vektory
e T M tvo¥i bdzi prostoru V 4 tvizeni diisledku ihned plyne z 2. Cdsii posledni po-

zndmky. |

§4. Ortogonaln{ zobrazent, ortogondini matice

V tomto paragrafu se vrdtime k euklidoyskym vektorovym p\roétorﬁm (tj. k vektorovym
prostorim nad R, v nichZ je defi.novén skaldrni souéin) a budeme studovat vz:ijempé vztahy
mezi nimi. PouZijeme k tomu linedrnich zobrazeni (po_éobné jéko u vektproy:}ch prostor{y
< §) a §2), kterd v¥ak navic budou “zachovdvat skaldrni soudin".A ! '

Definice: Necht' V, V' jsou euklidovské vektorové prostory; ngcht’  : N T

tinedrn{ zobrazent, pro n&% plati:
wy = p(u) . e(v), pro katdé w, N ev

Pak ¢ se nazyvd ortogondlnf zobrazeni euklidovského prostoru ¥ do V.
Je-li navic zobrazeni ¢ bijektivni, pak sel‘ nazyvéd izomorfizmus euklidovského prostdru
¥ na ¥V’ a euklidovské prostory V; ¥’ se nazyvajl izomorfni.
Je-li specielns ¥’ = V, pak se ortogondinf zobrazeni ¢ nazyvd ortogondini transformace

euklidovského prostoru V.

Podminku “zachovdni skaldrniho soudinu” 2 ptedchozi definice je moZné vyjadfit ndkoli-

ka ekvivalentnimi zpiisoby, jak ukdzuje nésledujict véta.

Véta 4.1.: Necht’ 'V, V’ jsou eulglldavské prostory a :(p .V =V je linedrni zobrazeni,

Puk ndsledujict vyroky jsou ekvivalentnl:
pro kaidé u,vE€V
pro kafdé n €V

(i) wy.=g) . @V)
(i) Tl = lp@)l

(iii) jsou-li w , ..., W ortonomdini vektory ve V, pak @), . . ., o(w,) jsou

ortonormdind vekrory ve V.
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D& kaz “G) = (i)”: necht plati (i) a necht’ u € V. Pak (uZitim (1)) dostdvdme:
lul? = wn = @u) . pu) = lp(u)I?, odkud pak Mull= lip(u)l.
“(ii) = (iii)”: necht platf (ii) a necht" U, ..., u  jsou ortonormélni:
vektory ve V. Necht' i,j=1,...,k Pak (uZitim (ii)):
~ pro i =j platl:" p(u,) . g(u,) = lllga(ul)lll =lu, I? =1
<oopro i ¥ plati: 2.4pu,) . p(u) = o(u, + w) ey, +u) — eu) . sp(u,)f—"
= o) - p(u) = lio(u, + u/)ll’— lo(u,) IP- ll«,a(u/)ll’ = lu, + u, 12— T, - Ilui I? =
= 2.u,.u/ =0, odkud tedy w(u,) . ap(u;) =0,

Dohromady dostdvdme, ze vektory o), ..., ¢(u, ) jsou ortonormdlni.

’
)

“(iii) = (i)": necht platf (iii) a u,vE€ V. Jeli u=o, pak ziejmg plati
(i). Necht’ tedy u #* o. Mohou nastat dva Apf[pady: '
«) vektory wu, v jsou linedrn& nezdvislé; )

tak, e u'=

pak podle pozndmky za V.2.3., kap. VI. existuj{ ortonormdln{ vektory € ¢,

Sue tuye,, v=ye +ve,. Podle (iii) viak w(e,), ¢(e,) jsou ortonormélnf vektory

a platf:
p(u) . o(v) = p(u e, + uye;) . \p(v’le1 trye =u v fu,v, =wy

B) vektory -u, v jsou linedrng zdvislé;
pak opét podle pozndmky za V.2.3:, kap. VI. existuje normovany vektor e tak, ¥e u =

=te, v=se Podle (iii) je vektor y(e) nc‘)rm‘(_)van)7 a platf;
R

w(u) . p(v) = p(t.e) . p(s.e) = t.s = (t.e) . (s.e) = uy

Dohromady tak dostdvdme, Ze plati (i). ]

Véta 4.2.: (Véta o izomorfizmu euklidovskych prostord)

Dva euklidovské prostory jsou izomorfnl prdvé kdy¥ majf stejnou dimenzi.

[DGkaz: necht V, ¥’ jsoh euklidov‘ské‘prostory.. Potom:

“=": necht’ ¥, ¥’ jsou izomorfni (ve smyslu izomorfizmu euklidoyskych prostorfi).
Pak jsou V, V’ “izomorfnf jz'xko vektorové prostory a podle v8ty o izomorfizmu vektorovych
prostortl je dim ¥ = dim V",

“«=": necht’ dim V =dim V' =n, Jeli n =0, pak zfejmé V a:V jsou izomorfnf.

Necht' tedy 7 > 1 a necht’ déle
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) eeeie

v je ortonormdln{ bdze V, resp.

n

(1)) €,...,e, jeortonormdlnf bdze V"

. " i
Necht” u € V je libovolny vektor, pfitem? u = 'Z u.e,. Poloime:
. =1
v n
e(u) = T uge;
i=1

Pak ¢ je ziejm& zobrazeni prostoru ¥ do V’, o ndm? se rozepsdnim lehce ovéH, %e je

bijektivni a Ze je linedrnim zobrazenim. Navic je:
2 . n = n 5 2
lo() I = @(u) . p(u) = ( E!u,e,) ; (Elule/) =wut. e =uu= lul

tzn. lp(u)l= llul, a tedy ¢ je podle V.4.1. ortogondlnim zobrazenfm. Dohromady pak

@ je izomorfizmem euklidovského prostoru V na V. ]

V&ta 4.3.: Necht’ V, V' jsou euklidovské prostory, ¢ : V = V' je ortogondini

zobrazeni, Pak ¢ je injektival zobrazent,

[D&kaz: necht x €Kery, tzn.. p(x) = o’. Pak podle V.4.1. je: Ixll = lo(x) =
= lo’ll = 0, a tedy (podle V.1.4.1., kap. VL) je x = 0. Dostdvdme, Ze Ker ¢ = {0}, od-

kud podle V.1.6. plyne, Ze ¢ je injektivni zobrazeni. ]

~ Ve zbyvajici &dsti tohoto paragrafu se budeme zabg?vatl drtogomilm’nii transformacemi
daného euklidovského prostoru V. Je-li specieln& ¥V = {0} nulovy euklidovsky prostor,
pak ziejmé jedinou mo¥nou ortogondln{ transformacf prostoru ¥ je identické zobrazeni.
Tento trividlhi pfipad nebudeme v daldfm uvaZovat a budeme $e zabyvat pouze ortogondlni-
mi transformacemi nenulového euklidovského prostoru V. Nékterd zakladni vlastnosti -

ortogondinf transformace nenulového euklidovského prostoru popisuje ndsledujici véta.

Véta 4.4.: Necht’ ¢ : V>V jeortogondinf tra.nsformaée euklidovského prostoru V.

Pak platl:
1. ¢ je bijektivnl zobrazen{ _
2. inverznf zobrazeni ' je ortogondinf transformact prostoru V

3. je-li N viastnf hodnota ortogondinl transformace , pak \ =t |

[D&kaz: 1: plyne pfimoz V.4.3. az V.2.1.
2: ziejm& ¢~' : V> V apodle dikazu V.1.8. je ¢~! linedrnim zobra-

zenim. Déle, necht’ u, v € ¥ libovolné; oznatme ¢ '(u) =x, ¢ '(v) =y. Potom
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v(x) =, \p(y) =vy aplati: wv=gx). tp(y) x.y = ¢ )y l(v), tzn. dostdvdme, e
o' e ortogonalni transformace euklidovského prostoru V. {

3: necht’ A je vlastn{ hodnota ¢ (tj. musf byt A € R) a necht’ u je
vlasini’.Vektor -0, pHslugny vlastni hodnoté_ )\. Pak je y(u) =Au.a u# o, odkud:
wu = p(u) . pu) = Au) . Aw) = A% (wu). Ale uu # 0 (pondvadZ u # 0), a tedy musf

byt A% =1 neboli = L

KaZdd ortogonélnf transformace (euklidovského) prostoru ¥V je ziejm¥ lineénﬁ trans-

formaci tohoto (vektorového) prostoru V, a tedy méZeme sestrojit jeji matici v n8jaké dané

bdzi prostoru V, specieln® napf. v dané ortonormdin{ bdzi prostoru V. UkdZeme, ¥e v tako-

vém pfipadg bude pak mit tato matice jisty specielnf tvar.

Definice: Necht' A4 je &tvercovd matice nad R takovd, Ze A je reguldrnf a plati:
A™' = A’ (4. inverzni matice je rovna matici transponované). Pak matice 4 se nazyvd

ortogondln{ matice.

Véta 4.5.: Necht” A je dtvercovd matice fddu n nad R. Pak ndsledujicl vyroky
jsou ekvivalentni:

(i) A je ortogondini matice

(i) AA=E,

(i) A4 =E,

IDGkaz véta plyne bezprostfedn® z definice ortogondln{ matice, definice inverzni

matice a pozndmky za V.3.10, kapitoly IV. ]

Véta 4.6.: Necht’ A, B jsou ortogondIn{ matice iddu n. Pak plati:
1. .A.B je ortogondin{ matice
2, Azt e Orvtogona'lm’ matice

3 1Al =¢%1

(D&kaz: 1. (A4B).(ABY=A4.@BB). A" =AE A =A4 =L, atedy podle
V.4.5. je A.B ortogondln{ matici
2. plyne z V.4.5., uvdtime-li, 2e (4’)’' =4
3. vime,%e |A]| = |A’|, tzn. pak z V.4.5. a z Cauchyovy véty dostdvd-
+1.]

1]

me: 1= |E, | = |AA"| = |A].14’] = |A]?, odkud 4]
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Disledek:: Mno¥ina viech ortogondinich matic fddu n, s operact ndsoben! matic, je

grupou.
{

[D 6k az: tvrzeni plyne z predchozi vity, uvédomime-li si, Ze nésobeni matic je

asociativni a %e jednotkovd matice E, je ortogondlnf. ] .

Vita 4.7.: Necht V je euklidovsky prostora ¢ : V =V je linedrnf transformace.
N, :
Pak: ¢ je ortogondini transformace < matice transformace @ v ortonormdini bdzi.

prostoru V. je ortogondind,
[D &k az: necht
(1) 8,5 % @

je ortonormalnf béze prostoru ¥ anecht’ 4 =(a /) je matice lmeéml transformace . v bd-

zi (1). Déle:

“=”: necht ¢ je ortogondlni transformace prostoru V. Pak podle V.}4’.1. vekfory
we), . b wle,) tvo¥ ortonormdlnf bdzi prostoru V. Oznalme 4.4’ =8B = (b”). Potom:
b!/ = k"‘é l”ik'alk = (a,e,* .. a,e,) . (a et i b alnen:) = yple) - w(e,), od,‘kud plyne, Ze
b.,=1 pro i.=], resp. b” =0 pro i #j Tedy A.4°=E, apodle V.4.5. je matice A4
ortogonalni.

“e”. necht matice A4 je ortogondlni, tzn. plati (dle V.4.5., &4st (iii)):

) il) B 1l pro i=j
) D a1y, 0 pra Iy

n
Necht’ dile u € V' libovolny, pfitemZz u = E}u,e,. Potom:

n
lul? = uu = X u?
=1

n
Dile: o(w) = Zuple) = 2y, Zlak,ek =Z(Za,u). ¢,
. i=1 =
odkud rozepsdnim a tipravou dostdvdme:

lpu)I? = ) . pu) = EX I)_Jl( k): a,a k/)“l_“/ , tzn. po dosazen{ (2) je pak
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=
fe ¢ je ortogondlni transformace. ]

n
lo(u)IF = % ul. Dohromady tedy lul? = lp(u)l2, neboli lull = lo(u)l, co znamend,

Na zdv&r jelt& ukdZeme, Ze maticemi p¥echodu od ortonormadlnf bdze k ortonorméini bizi

cuklidovského prostoru jsou prdvé ortogondln{ matice.

Véta 4.8.: Necht’ : “
{3) u, S
(4) Vio- Y,

jsou bdze euklidovského prostoru V a necht’ bdze (3) je ortonormdini, Pak plati: matice

plechodu od bdze (3) k bdzi (4) je ortogondinf bdze (4) je ortonormdint,

[D 8 kaz: necht 4= (a:,/) je rﬁatige pfechodu od bédze (3) k bdzi (4), tzn, plati:

n
LAS D B A TR o] o T A0 e

: el , 1. Potom v3ak:
k=1

o n n
vy, = (kglakl.uk) s Elauu,) = a”u”+ ih a2,

odkud jiz-(uzitim V.4.5.) bezprostfedn® plyne celé tvrzen{ véty. ]




