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Kapitola 1

Uvod do diskrétni
matematiky

Toto je pracovni verze studijntho textu pro predmét Diskrétni matema-
tika 1 pro studenty matematiky Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity
v Brné.

Obtiznéjsi piiklady jsou oznaceny hvézdickou (*).

Ptipominky vitam. Piste, prosim, na adresu hdurnova@ped.muni.cz

1.1 Staré kombinatorické tilohy

Ve Rhindové papyru (mateamtika ve starém Egypté)
Ve Fibonacciho Liber abaci

1.2 Zakladni pojmy a pravidla

V tomto odstavci jsou uvedeny nékteré definice, véty a pravidla, které se
probiraji na stiedni skole. Latka bude procvi¢ena na piikladech v predmétu
Kombinatorika.

Pravidlo souc¢tu #iké, ze pro pocet prvku sjednoceni mnozin A, B, jejichz
prunik je prazdny, je roven souctu poc¢tu prvku téchto mnozin; symbolicky
zapisujeme takto:

|AUB| = |A| + |B|

Toto pravidlo pouzivame v kombinatorickych vypoctech vzdy, kdyz dokdzeme
mnozinu objektu rozdélit na disjunktni ¢dsti (napf. pocitame-li pocet vsech
podmnozin ¢tyfprvkové mnoziny, rozdélime se vSechny podmnoziny podle
poctu prvki na prazdnou podmnozinu a jedno- az ¢tyiprvkové podmnoziny).



Pravidlo souc¢inu nabizi vyuziti pravidla o po¢tu prvki kartézského souc¢inu

|Ax B| = [A]---|B]

v kombinatorice: pokud muzeme 1. prvek vybrat libovolné z mnoziny A
a 2. prvek nezavisle na prvnim z mnoziny B, potom v8echny takové dvojice
jsou prvky kartézského soucinu. Toto pravidlo se d& pochopitelné rozsitit
pro vybirani uspoiddanych k-tic prvka z mnozin po rfadé A4, ..., Ag.

Faktorial je funkce, ktera kazdému pfirozenému ¢islu pritadi soucin vSech
¢isel od 1 do n. Toto ¢&islo znac¢ime n!, ¢teme ,n faktoridl* a zapisujeme takto:

Plati

N=121=2;31=6,41=24;...;nl=(n—1)! - n.
Definitoricky klademe 0! = 1.

Kombinaéni é&islo (Z) je vlastné zkracenym zapisem zlomku

n!
El(n — k)!

Permutace (bez opakovani) zn prvku (tj. vSéechny moznosti pro poradi
n-prvkové mnoziny)
Jejich pocet vypocteme takto:

P(n) =n!

Variace (bez opakovani) k-prvkové z n (ruznych) prvka (tj. vSechny
moznosti vybéru usporddanych k-tic z n-prvkové mnoziny)
Jejich pocet vypocteme takto:

V(k,n)=n-(n—1)- - (k1=

Kombinace (bez opakovani) k-prvkové z n (ruznych) prvku (tj. vSechny
moznosti vybéru neuspoirddanych k-tic z n-prvkové mnoziny)
Jejich pocet vypocteme takto:

C(k,n) = <Z> ”'<"_1)"é'!'(”—k+1)




Permutace (s opakovdnim) z n; prvkua 1. druhu, ..

druhu (tj. vSechny moznosti pro poradi téchto prvku)
Jejich pocet vypocteme takto:

(nl“"‘nk)!

Polm, - omi) = =4 !

., ng prvka k-tého

Variace (s opakovanim) k-prvkové z prvku n druhu (tj. vSéechny moznosti

vybéru uspotrddanych k-tic z prvka n-druht)
Jejich pocet vypocteme takto:

Vo(k,n) = n"

Kombinace (s opakovanim) k-prvkové z prvka n druhu (tj. vSechny

moznosti vybéru neuspoirddanych k-tic z prvka n-druhu)

)

Jejich pocet vypocteme takto:

Cy(k,n) = <k+Z_1> _ (k—l—n—l

n—1



Kapitola 2
Opakovani algebry

Pro dalsi vyklad je doporuceno si zopakovat nasledujici pojmy z algebry:
e Relace

e Vlastnosti relace:

Reflexivni

Symetricka

Antisymetrickd

- Transitivni
e Usporadani (hasseovsky diagram)

e Ekvivalence na mnoziné a rozklad mnoziny



Kapitola 3

Rozklady koneénych mnozin

3.1 Urc¢eni poctu rozkladi na mnoziné

Rozklad mnoziny A na tiidy: tfidy jsou podmnoziny mnoziny A, kazdy
prvek mnoziny A je obsaZen v pravé jedné této podmnoziné
Rozklady 4-prvkové mnoziny jsou tyto systémy podmnozin:

{{1,2,3,4}} {{1.21,{34}}  {{1}.{4}.{23}}

{1.230{4}}  {{1.35{24}}  {{21.{3},{1.4} }

{{1.241.43}}  {{145.{23};  {{2}{4}{1.3} }

{1.341,{2 3} {{1}3.{2},{34}} {{3}.{4},{1,2} }

{{2340{1} {1143} {24} {{11{21.{3}.{4}}

3.2 Bellova cisla

Bellovo ¢islo B,, urcuje pocet vsech rozkladu na n—prvkové mnoziné. Reku-
rentni formule pro vypocet Bellovych ¢&isel:

n n n
o G (o ()

Pritom By =1 Tedy: By =1,By =2, B3 =5, By = 15, atd.



Kapitola 4

Princip inkluze a exkluze

Priklad 4.1 Ve tiidé je 30 zak. Z toho 18 chce navstévovat krouzek kosikové,
20 krouzek atletiky, 5 zaku nechce navstévovat ani jeden z krouzku. Kolik
zaku chce navstévovat oba krouzky, atletiky i kosikové?

Reseni: Necht A ozna¢uje mnozinu zaki, ktef{ chtéji navstévovat krouzek
atletiky a K mnozinu zaku, ktefi chtéji navstévovat krouzek kosikové. Vime,
7e

|A| =20, |K| = 18,|AU K| = 25(= 30 — 5)

Déle vime, ze plati

AU K] = |A] + K| - |AN K],

oba krouzky, atletiky i kosikové, chce nav§tévovat

IANK|=|Al+ |K|-|AUK| =20+ 18 — 25 =13

zéku. Protoze |A|—|ANK | = 20—13, jen krouzek atletiky chce navstévovat
7 zéku, analogicky |K|— |AN K| = 18 — 13, tedy jen krouzek kosikové chce
navstévovat 5 zaku.

Poznamka / zkouska: 745+ 13 +5 = 30

Piiklad 4.2 Kolik je prvocisel < 1007
Eratosthenovo sito: vysSkrtavame ¢isla slozend, zbydou prvocisla
Mezi ¢isly 2 az 100 je cisel sloZengjch

deélitelnych 2: 50 (-1) delitelnych 3: 33 (-1)
deélitelnych 5: 20 (-1) delitelnych 7: 14 (-1)
délitelnych 2 i 3: 16 délitelnych 3 i 5:

6
délitelnych 2 i 5: 10 délitelnych 31 7: 4
délitelnych 2 i 7: délitelnych 51 7: 2
délitelnych 2, 31 5: délitelnych 2, 31 7: 2
délitelnych 3, 51 7: délitelnych 2,51 7: 1

7
3
0
délitelnych 2, 3,51 7: 0



(tj. prvocisla neodecitdme).
Ziejmé tedy mezi prvnimi 100 ¢isly je prvocisel

9-49-32-19-134+16+10+74+6+44+2-3-2-1-04+0=25
Trosku jinak: pocitame, kolik ¢isel od 2 do 100 neni délitelné ani 2, ani

3, ani 5, ani 7, tj.

9-50-33-20—-144+16+10+7+6+44+2-3-2—-1-04+0=21,

ale mezi témito prvocisly chybi pravé ¢tyfi prvocisla: 2, 3, 5 a 7.

4.1 Princip inkluze a exkluze pro 2 a 3 mnoziny

Pro tyto pfipady se da s vyhodou vyuzit Vennovych diagramu.

|MyUM,| = |My|+ | M| — | My N M|
My UMyUMs| = |My|+ M|+ |Ms| — |M; UMy U Ms|
= [My|+ M| + |[Ms| —
—| My N M| — | My N Ms| — | My N Ms| + | My N My N Ms)|

Obecny princip inkluze a exkluze. Necht M (a},...,al,) ozna¢uje mnozinu
prvku mnoziny M, které nemaji zddnou vlastnost af, . .., al,, M(a;) oznacuje
mnozinu prvkd mnoziny M s vlastnosti a; proi = 1,...n, M(a;, a;) oznacuje

mnozinu prvki mnoziny M s vlastnostmi a;,a; proi,j = 1,...n,1 # j a ddle
analogicky. Pak plati:

n n
IM(dy,..oa)| = M=) |M(ai)| + ) [M(ai, a5)| —
i=1 ij=1

= > IM(asa5,a8)] + -+ (—1)"[M(as, ... an)]
i,7,k=1

Specidlni princip inkluze a exkluze. Pokud pocet prvku s danymi
vlastnostmi nezavisi na konkrétni vlastnosti, ale pouze na jejich poctu,
vypocteme pocet prvku mnoziny M, které nemaji zédnou z vlastnosti af, . . ., al,

takto:



B N W LR (Y YET

_<g> IM(3)| + -+ (—=1)" <n> | M (n)|

4.2 Cviceni

Cviceni 4.1 Mame pét obdlek s péti ruznymi adresami (ruznych lidi) a pét
ruznych dopisti pro né. Kolika zpusoby muzeme vlozit dopisy do pfipravenych
obélek (do kazdé obélky jeden dopis) tak, aby ani jeden adresat nedostal sviij
dopis?

[44]
Cviceni 4.2 V pousti kraéi karavana deviti velbloudu. Cesta trvd mnoho
dni a vSem velbloudum se protivi vidét pfed sebou stéle téhoz velblouda.

Kolika zpusoby lze velbloudy pfemistit tak, aby pfed kazdym velbloudem
Sel jiny nez doposud?

[148329]

Cviceni 4.3 * Urcete pocet permutaci z n ¢isel 1,2,3,...,n takovych,
v nichz se nevyskytuje zadnd z dvojic (1,2),(2,3),...(n—1,n).

Cviceni 4.4 Na kolotoci sedi n déti. Pfed druhou jizdou se rozhodly, Ze si
presednou tak, aby ptred kazdym z nich sedél nékdo jiny nez doposud. Kolika
zpusoby to mohou provést?

Cviceni 4.5 Urcete pocet surjekei (zobrazeni “na”) mnoziny A na mnozinu

B, je-li |A| = 5,|B| = 4.

10



Kapitola 5

Rozklady a kompozice
prirozenych cisel

5.1 Kombinatoricky pohled

Otéazka: Kolik existuje rozkladu pfirozeného ¢isla na piirozené séitance (ne
nulu)? Odpovéd z4visi na tom, jaké rozklady bereme v tivahu: je-li ddn pocet
séitancu ¢i zda je pocet séitancu libovolny a zda zalezi ¢i nezalezi na poradi
séitancu. Je napiiklad zfejmé, ze ¢islo n muzeme rozlozit na n prirozenych
séitancu jedinym zpusobem:

n o= 1+41+---+1
—_—

n

5.2 Rozklad ¢isla na séitance

Definice 5.1 Rozkladem ¢cisla na s¢éitance rozumime vyjadieni prirozeného
¢isla jako souctu prirozenych ¢isel. Na poradi séitancu nezélezi. (Jinymi
slovy, rozkladem ¢isla n na k séitancu rozumime kazdou neuspotradanou k-
tici pfirozenych ¢isel, pro niz plati, ze soucet vsech jejich ¢isel je n).

Piiklad 5.2 Uvedme napiiklad rozklady éisla 10:

e viechny rozklady ¢isla 10 na 2 s¢itance (5):
10 =545 =446 =347 =2+8 = 149;

e vsechny rozklady ¢isla 10 na 3 s¢itance (8):
10 =841+1 =74+241 =6+3+1 =06+2+2
=5+4+1 =5434+2 =44+442 = 4+3+3;

e vSechny rozklady ¢isla 10 na 4 s¢itance (9):

10 =7+1+1+1 = 6+2+14+1 = 5+3+1+1 = 5+2+42+41 = 4+4+1+1

=44+3+2+1 = 4424242 = 3434+24+2 = 3+3+3+1;

11



e vsechny rozklady ¢isla 10 na 5 séitancu (7):
10 = 6+1+1+1+1 = 54+241414+1 =4+3+1+14+1 = 4+2+2+1+1
= 3+3+2+1+1 = 342424241 = 2424242425

e vsechny rozklady ¢isla 10 na 6 séitancu (5):
10 = 242424+24+1+1 = 34+2+2+14+14+1 = 3+3+1+1+14+1
=44+24+1+14+141 = 5+1+1+1+1+1;

e vsechny rozklady ¢isla 10 na 7 séitancu (3):
10 = 3+2+1+14+14+14+1 = 2424241414141 = 4+1+1+1+1+141;

e viechny rozklady ¢isla 10 na 8 séitancu (2):
10 = 242+1+1414+14+1+1 = 34+14+1+1+1414141;

e viechny rozklady ¢isla 10 na 9 séitancu (1):
10 = 24+1+1+14+14+1414-14-1;

e vsechny rozklady ¢isla 10 na 10 séitancu (1):
10 = 1+1+14+1+14+14+1+14+1+1;

e vsechny rozklady ¢isla 10 na 11 (a vice) s¢itancu: neexistuje

V nasledujicim odvodime pocet rozkladu ¢isla n na k séitanci a na libo-
volny pocet s¢itancii. Pocet rozkladu ¢isla n na k séitanci budeme oznacovat
p(n, k). Nejprve uvedeme piiklad.

Priiklad 5.3 Kolik existuje rozkladu ¢isla 11 na 4 séitance?

Predpokladejme, ze zname pocet rozkladu ¢isel 1 az 10 na 1 az 4 scitance
(muzeme jisté odvodit stejnym zpusobem jako viechny rozklady ¢isla 10, viz
vyse). Rozklady ¢isla 11 muzeme odvodit z rozkladu éisla 10 a mensich tak,ze
rozlozime:

- cislo 10 na 3 scitance, ¢tvrty scitanec je 1
- ¢islo 10 na 4 séitance, k jednomu ze séitancu pticteme 1

V prvnim ptipadeé je situace jednoznacéna: z rozkladu ¢isla 10 na 3 séitance
dostavame nasledujici rozklady 11 na 4 sc¢itance:
10 =841+41 = 11 =8+1+1+1

= T+2+1 = 7+2+1+41
= 6+3+1 = 6+3+1+1
= 6+2+2 = 6+2+2+1
= 5+4+1 = 5+4+1+1
= 5+3+2 = 5+3+2+1
= 4+4+42 = 44+4+2+1
= 4+3+3 = 4+3+3+1

12



Ve druhém piipadé vsak z rozkladu ¢isla 10 dostavame toto (s¢itance
zapisujeme od nejvétsitho po nejmensi):
10 =7+1+141 — 11 =8+1+4+14+1 = T74+24+1+1

= 6+2+1+1 — =74+2+1+1 = 6+3+1+1
= 5+3+1+1 — =6+3+1+1 =5+4+1+1
=54+3+2+1 =5+3+142
= 5+2+2+1 — =64+24+2+1 =5+3+2+1
=54+2+3+1 =5+2+242
=4+4+1+1 — =5+4+1+1 =4+5+1+1

=5+4+1+1 =4+5+1+1
=44+44+2+1 =4+4+142

= 443+2+1 — =5+3+2+1 =4+4+2+1
=44-3+3+1 =44+3+242
= 4424242 — =54+2+42+2 =4+3+2+2
=442+4+3+2 =4+2+42+43
= 3+3+2+2 — =443+2+2 =3+4+2+2
=34+3+3+2 =3+3+243
= 3+3+3+1 — =443+3+1 =3+4+3+1

=3+3+4+1 =3+3+3+2
Je vidét, ze nékteré z rozkladu se opakuji. Bude tedy vhodné podivat se,
z ¢eho vznikly jednotlivé rozklady — totiz z rozklada ¢isel mensich nez 10
na méné nez 4 scitance.
Necht

n=x1+xy+- -+ Tk

je rozklad ¢isla n na k s¢itancu, v némz jsou s¢itance sefazeny dle velikosti
(1 je nejvetsi). Odecteme-li od kazdého séitance 1, dostdvame

n—k=(@x —1)+(x2—1)+--+ (z — 1),

coz je rozklad ¢isla (n — k) na nejvyse k scitancu.
V naSem piipadé tedy pocet rozkladu ¢isla 11 vypocteme rekurentné
takto:

p(1L,4) = p(7,4) +p(7,3) + p(7,2) +p(7,1)
p(3,3)+p(3,2)+p3,1)+4+3+1
= 1+1+1+8=11
Vsech 11 rozkladu ¢isla 11 na 4 séitance je uvedeno v néasledujici tabulce:
11 =84+1+1+1 = T74+2+1+1 =6+3+1+1 = 6424241

= o+44+141 = 5+3+2+1 = 5424242 =4+44+2+1
= 443+34+1 = 4+3+242 = 3+3+342

13



Véta 5.4 Pocet vsech rozkladu ¢&isla n na k s¢itanci vypocteme podle re-

kurentniho vzorce
k

p(”? k) - Zp(n - k7i)a

=1

pricemz ziejmé p(n,1) =1 = p(n,n).

Veéta 5.5 Pocet vsech rozkladu ¢isla n na libovolny pocet séitanci vypocteme
podle rekurentniho vzorce

p(n) = Z p(n, Z)
=1

5.3 Kompozice ¢isla ze séitanci

Zatimco u rozkladu nezalezi na potadi s¢itancu, u kompozice ano. Napiiklad
rozkladu ¢&isla 4 je 5:
4=4=2+2=34+1=24+1+1=14+1+4+1+1;

pritom kompozic ¢isla 4 (z libovolného poctu séitancu) je 8:
4=4=24+2=3+1=1+3=
=24+14+1=142+1=14+142=1+1+1+1

Definice 5.6 Kompozici ¢islan z k séitancu rozumime kazdou uspoiadanou
k-tici ptirozenych ¢isel, pro niz plati, Ze soucet vSech jejich ¢cisel je n.

Véta 5.7 Pro libovolna pfirozena cisla n a k plati, ze pocet kompozic ¢isla
n z (pravé) k cisel je roven poctu kombinaci Cp—1 -1

Zajimavosti
e Ferrersovy diagramy

e Adjungovany rozklad

Samoadjungovany rozklad

Usporadani rozkladu

e Zndazornéni usporadani rozkladi pomoci hasseovského diagramu

14



Kapitola 6

Rozdélovani do prihradek

V této kapitole se budeme zabyvat ptiklady, v jejichz zadani dokdzeme roz-
poznat rozdélovani n predmétt do k prihradek. Piihradky i predméty mo-
hou byt navzijem stejné nebo navzijem ruzné a my si odvodime vzorce
pro vypocet vSech ¢tyt pripada vzniklych kombinovanim rozliSitelnych a
nerozlisitelnych predmétu a rozliitelnych a nerozlisitelnych piihradek:

rozliSitelné | nerozlisitelné
prihradky prihradky
rozlisitelné ? ?
predméty
nerozlisitelné ? ?
predmeéty

V této kapitole nahradime postupné otazniky na vSech Ctyfech mistech
tabulky pfislusnymi vztahy. Nejprve uvedeme vétu, jejiz dukaz je ziejmy,
ale ktera se da elegantné pouzit:

Véta 6.1 (Dirichletav princip) Pii kazdém rozdéleni n predmétu do k
prihradek, kde k < n, existuje alespon jedna prihradka obsahujici alespon
dva predmeéty.

Piiklad 6.2 Na étvercové miiZzce zvolime libovolné 5 bodu. Dokazte, zZe
mezi témito body existuji dva body takové, ze na usecce, kterad je spojuje,
lezi alespon jeden miizovy bod (tj. prusecik piimek, které vytvareji danou
miizku).

Rozdélovani rozlisitelnych predmétti do rozlisitelnych piihradek

Véta 6.3 Necht n, k jsou libovolnd piirozend ¢isla. Pak lze n rozligitelnych
predmétu rozdélit do k rozlisitelnych prihradek rozdeélit prave

kn

zpusoby.

15



Rozdélovani rozliSitelnych pfedméta do rozliSitelnych pfihradek,
pricemz zadny prihradka neztstane prazdna

Véta 6.4 Necht n, k jsou libovolnd pfirozend éfsla, n > k. Pak lze n rozlisitelnych
predmétu do k rozligitelnych piihrddek tak, aby zadné piihrddka nezustala
prazdna, rozdélit prave

zpusoby (princip inkluze a exkluze).

Rozdélovani nerozliSitelnych predmeéta do rozlisitelnych pfrihradek

Véta 6.5 Necht n, k jsou libovolnd pfirozend éfsla,. Pak lze n nerozlisitelnych
predmétu do k rozlisitelnych piihradek rozdélit prave

n+k—1
k—1

Rozdélovani nerozlisitelnych pfedmétt do rozlisitelnych piihradek,
pricemz zadna pirihradka nezustane prazdna

zZpusoby.

Véta 6.6 Necht n, k jsou libovolnd pfirozend éisla,. Pak lze n nerozlisitelnych
predmétu do k rozliSitelnych piihradek tak, aby v kazdé prihrdadce bylo aspon
r predmett, rozdélit prave
n—kr+k-—1
kE—1

zpusoby. Pro r = 1 je tento pocet ziejmé
n—1
k—1)
Rozdélovani rozlisitelnych predméta do nerozlisitelnych piihradek

Véta 6.7 Necht n, k jsou libovolnd piirozend &isla,. Pak lze n rozligitelnych
predmétu do k nerozlisitelnych piihradek rozdélit pravé

S(n,1)+Sn,2)+ -+ S(n,k)
zZpusoby.

Poznamenejme, ze S(n, k) jsou Stirlingova ¢isla 2. druhu (viz dfive).
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Rozdélovani nerozlisitelnych predmétt do nerozlisitelnych piihradek

Véta 6.8 Necht n, k jsou libovolnd pfirozend ¢isla,. Pak lze n nerozliSitelnych
predmétu do k nerozlisitelnych piihradek rozdélit pravé

zpusoby; chceme-li, aby vSechny piihradky byly neprazdné, je tento pocet

p(n, k).

6.1 Cviceni

Cviceni 6.1 Dokazte, ze kdyz v obdélniku 5 cm X 3 cm vybereme libo-
volnych 25 bodu, najdeme mezi nimi dva takové, jejichz vzdalenost je mensi
nez 1,5 cm.

[Navod: Vyuzijte toho, ze ihlopficka ve ¢tverci o hrané délky 1 ma velikost
V2, coz je méné nez 1,5.]

Cviceni 6.2 Dokazte, ze mezi sedmi ruznymi pfirozenymi ¢isly jsou alespon
dvé takova, jejichz soucet nebo rozdil je délitelny 10.

[Ndavod: Rozdélte ¢isla do tfid podle délitelnosti 10.]

Cviceni 6.3 Na hiisti bylo 23 chlapct z jedné pétitfidni zakladni skoly bez
paralelnich tiid. VS8ichni si béhem odpoledne zahrali kosikovou, vybijenou,
nebo oboji. Kosikovou hralo 13 chlapcu, vybijenou 16. Ukazte, ze mezi
chlapci, ktefi hrali kosikovou i vybijenou, byli alespon 2 spoluzici.
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Kapitola 7

Rekurentni formule

Rekurentni formule, s nimiz jsme se jiz setkali

e Faktoridl:
(n+1)!=(Mn+1)-n!

e Bellova ¢isla pro vypocet poctu rozkladu koneéné mnoziny:
e
Bni1 = kZO <k>Bk,Bo =1

e Stirlingova ¢isla 1. druhu, neboli koeficienty u z* v polynomu (z),, =
z-(x—=1)-(x—=2) - (x—n+1):

s(n+1,k)=s(n,k—1) —n-s(n,k);s(n,0) =0,5(n,n) =1

o Stirlingova ¢isla 2. druhu pro urceni poctu rozkladu n-prvkové mnoziny
na k t¥id (1 < k <n):

Sn+1,k)=S(n,k—1)+k-S(n,k);S(n,n)=5n,1)=1
Cim se uvedené formule lisi?
e Faktoridl: pro vypocet dalstho staci znat predchozi ¢len
e Stirlingova ¢isla 1. i 2. druhu: potfebujeme znat dva piredchozi ¢leny
e Bellova ¢isla: pro vypocet dalsiho ¢lene potiebujeme zndt vSechny

Definice 7.1 [Rad rekurentni formule] Cislo k nazveme #ddem formule f(n),
pokud lze pro kazé n € N ur¢it f(n+k) pomoci f(n), f(n+1),... f(n+k—1)
a k je nejmensi pfirozené ¢islo s touto vlastnosti.

Piiklad 7.2 o rekurentni formule 3. fadu: f(n+3) = f(n+2) —5f(n)

e rekurentni formule 1. fadu: f(n + 1) = log f(n)
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7.1 Reseni linearnich rekurentnich formuli s kon-
statnimi koeficienty

Nyni si ukdzeme feSeni rekurentnich formuli pro jednu specialni t¥idu reku-
rentnich formuli, pro niz je feSeni relativné jednoduché.

Definice 7.3 Linedrni rekurentni formule s konstantnimi koeficienty je re-
kurentni formule tvaru

fin+k)=ar fln+k—1)+az- f(n+k—2)+ +a- f(n)
Pozniamka 7.4 Resenim rekurentni formule je posloupnost.

Véta 7.5 Jsou-li néjaké posloupnosti fesenim dané rekurentni formule, pak
je jejicm TeSenim také jejich libovolnd linedrni kombinace.

(Vsimnéte si, ze se nabizi analogie s linedrni algebrou.)

Piiklad 7.6 Najdéte vzorec pro vypocet n—tého ¢lene posloupnosti v zavislosti
pouze na n, znatel-li rekurentni vzorec

An+t2 = Tapy1 — 12a,
a vite, ze
a] = 7, as = 25

Charakteristickd rovnice je (zde pouze intuitivneé):

N —TA+12=0,

jeji kofeny A\; = 3, Ao = 4.
Obecné feSeni je tvaru

n n
Gn = 1A + 2y,

Dosazenim n=1 a n= 2 dostavame soustavu
7 = ¢1-3+cy-4
12 = ¢1-3%+ ¢y 42

a jejim vyTeSenim a dosazenim vypoctenych hodnot ¢; = 1 a ¢co = do
obecného vzorce pro n-ty ¢len dostavame

an = 3" +4".
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Kapitola 8

Magické a latinské ¢tverce

8.1 Magické ctverce

Definice 8.1 (jen nase) Polomagickym ¢tvercem oznacujeme ¢tvercové schéma
(tabulku) vytvofené z navzajem ruznych ¢isel tak, ze soucet ¢isel ve vSech
fadcich a sloupcich je stejny (na thlopfickach mohou byt soucty jiné).

Definice 8.2 (jen naSe) Magickym ctvercem oznatujeme polomagicky ¢tverec
takovy, v némz jsou soucty ve vSech fadcich a sloupcich i v thloptickach
stejné.

8.2 Grupy a télesa — strucné opakovani
e grupoid: mnozina uzaviena vzhledem k operaci
e asociativni zdkon
e pologrupa: plati asociativni zakon
e neutrdlni prvek: axe=a=exa,at+te=a=e+a
o komutativni zdkon
e grupa: pologrupa, neutralni prvek, opa¢né/inverzni prvky
e mnoziny se dvéma operacemi: aditivni, multiplikativni

e okruh: (R,+,:) — (R,+) je komutativni grupa, (R,-) je pologrupa,
plati distributivni zdkony

o distributivni zdkony: a- (b+c¢)=a-b+a-¢, (b+c¢c)-a=b-a+c-a

o téleso: (T,+,-) — (T,+) i (T,-) jsou komutativni grupy, plati distri-
butivni zédkony
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Piiklady okruhu a téles
° - neni okruh
° - je okruh, neni téleso

° - je téleso

(N, +,-)
(Z,+,")

e (Q,+,) - je téleso
(R, +,-)

8.3 Konecné okruhy a télesa

e zbytkové tiidy modulo m
e prvociselné modulo

e modulo je ¢islo slozené

8.4 Latinské ¢tverce

Definice 8.3 emphLatinsky ¢tverec je ¢tvercové schema n x n ¢isel mezi 1
a n takové, ze kazdy Fadek a kazdy sloupec obsahuje vSechna ¢isla od 1 do
n.

(Tedy ¢isla v libovolném fadku/sloupci jsou navzajem ruzna.)

1 2 3 4

oy N . o [ e 1 2 1 4 3
Priklad 8.4 Latinsky ¢tverec je napiiklad nasledujici schéma: 3 4 1 9
4 3 2 1
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Kapitola 9

Konecné roviny

9.1 Konec¢né afinni roviny

Definice 9.1 (Koneé¢nd afinni rovina) Necht A je neprdzdnd mnozina a
R C P(A) a necht plat:

(A1) Pro kazdé z,y € A,z # y, existuje pravé jedna podmnozina P € R
rakova, ze x,y C P.

(A2) Pro kazdou mnozinu P € R a pro kazdy prvek x € A,z ¢ P existuje
pravé jedna mnozina @ € R takovd, ze z € Q a PN Q = (.

(A3) Existuji tii navzdjem ruzné prvky z,y,z € A takové, ze x,y, z neni
podmnozinou zadné mnoziny P € R.

Pak dvojice (A, R) se nazyvéa konecénd afinni rovina. Prvky mnoziny A se
nazyvaji body a prvky mnoziny R primky této roviny.

Polozky (A1), (A2), (A3) z predchozi definice nazyvame aziomy. Tyto
axiomy lze pro geometrickou predstavu kone¢né afinni roviny preformulovat
takto:

(Al) Kazdymi dvéma body lze vést pravé jednu piimku.
(A2) Kazdym bodem lze s danou piimkou vést pravé jednu rovnobézku.
(A3) Existuji tii body, které nelezi na jedné piimce.

Podobné budeme nazyvat dvé piimky kone¢né afinni roviny rovnobézkami,
pokud dané dvé piimky (pomnoziny ze systému R) nemaji zadny prunik (t;j.
jsou disjunktni). Smérem v afinni roviné nazveme systém vsech rovnobézek
s danou primkou (podmnozin ze systému R, které s danou podmnozinou ne-
maji zaddny prunik). Podobnym zpusobem lze pfenést i v geometrii pouzivané
oznaceni. I pro koneéné afinni roviny plati, Zze rovnobéznost pfimek je tran-
zitivni relace:
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Véta 9.2 Necht P, Q, R jsou piimky v koneéné afinni roviné. Necht ptimky
P a @ jsou rovnobézné a soucasné piimky @ a R jsou rovnobézné. Pak jsou
rovnobézné i piimky P a R.

Dale plati nésledujici véta:

Véta 9.3 V konecné afinné roviné maji vSechny pfimky stejny pocet bodu.

Dukaz viz napi. [1, str. 87-88].

Vzhledem k tomu, Ze vSechny pfimky dané kone¢né afinni roviny maji
stejny pocet bodu, mé smysl pojmenovat tuto charakteristiku koneéné afinni
roviny:

Definice 9.4 (Rad koneéné afinni roviny) Rddem konecné afinni roviny
nazveme pocet bodu lezicich na piimkéach v této roviné.

RAd koneéné afinni roviny ur¢uje pocet jejich bodi a pifmek:

Véta 9.5 Koneénd afinni rovina fddu n ma n? bodi a n? 4+ n pifmek, na
kazdé piimce lezi n bodu a kazdym bodem prochdzi n + 1 pfimek. Vechny
piimky lze rozdélit do n + 1 sméra, z nichz kazdy obsahuje n rovnobézek.

Piiklad 9.6 Koneénd afinni rovina 3. fadu md 9 = 32 bodit a 12 = 32 + 3
piimek. Piimky lze rozdeélit do ¢ty ruznych sméru a dle pfedchozi véty
obsahuje tato rovina tii pfimky kazdého z téchto smeéra. Ocisluyjme body
¢isly 1 az 9. Pak dostavame nésledujicich dvanact piimek étyf sméru:

1.smeér {1,2,3} {4,5,6} {7,8,9}

2.smér {1,4,7} {2,5,8} {3,6,9}

3.smer {1,5,9} {2,6,7} {3,4,8}

4. smeér {1,6,8} {2,4,9} {3,5,7}

9.2 Konecné afinni roviny a latinské ctverce

Zkusme ve Ctverci

1 2 3
4 5 6
7 8 9

nahradit ¢isly 1,2, 3 ¢isla bodu na primkach 3. a 4. sméru, a to takto:
body primky obsahujici bod 1 nahradime ¢islem 1, atd., ¢imz dostdvame
nasledujici ¢tverce:

1 2 3 1 2 3
31 2 a 2 3 1
2 3 1 3 1 2

Tyto ¢tverce jsou latinské a jsou navzidjem ortogondlni, jak je vidét z
nasledujiciho schématu:
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11 22 33
32 13 21
23 31 12

Postup, kterym jsme piimky prevedli na latinské ¢tverce, obratit. Obracenym
postupem lze ze 2 ortogonalnich latinskych étverct fadu 3 ziskat afinni ro-
vinu fddu 3, obecné pak z (n — 1) ortogondlnich latinskych étvercu Fadu n
ziskat afinni rovinu fadu n. Plati véta:

Véta 9.7 (Souvislost existence afinni roviny a ortogondlnich latinskych étvercu)
Konec¢na afinni rovina fadu n > 3 existuje pravé tehdy, kdyz existuje (n—1)
latinskych étvercu fadu n, z nichz kazdé dva jsou ortogondalni.

Vratme se k existenci ortogonalnich latinskych étvercti. Vime, Ze neexis-
tuji ortogonalni latinské ¢tverce rddu 2 a ve vysSe uvedeném piikladu jsme
nasli dva ortogondlni ¢tverce fadu 3. Existuji také t¥i navzdjem ortogonalni
latinské ctverce fadu 4:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 3 4 1 2 4 3 2 1
3 4 1 2 ’ 4 3 2 1 ’ 2 1 4 3
4 3 2 1 2 1 4 3 3 4 1 2
Pro dalsi piipady odkazeme na platnost nésledujici véty (zde bez dukazu):

Véta 9.8 Pro kazdé pfirozené n > 2 kromé n = 6 existuji ortogonalni
latinské ¢tverce fadu n.

Piipad n=6 studoval Euler, vice viz [1, str. 85].

9.3 Konecné projektivni roviny

Definice 9.9 (Koneé&nd projektivni rovina) Necht A je neprdzdnd mnozina
a R C P(A) a necht plati:

(P1) Pro kazdé x,y € A, x # y, existuje pravé jedna podmnozina P € R
takova, ze x,y C P.

(P2) Kazdé dvé ruzné piimky se protinaji v jediném bodé.

(P3) Existuji ¢ty navzajem ruzné prvky, z nichz zddné tii nelezi na téze
primce.

Pak dvojice (A, R) se nazyva konecnd projektivni rovina. Prvky mnoziny A
se nazyvaji body a prvky mnoziny R primky této roviny.
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Kapitola 10
Zajimavé tulohy

10.1 Uloha o fronté u pokladny

Cviceni 10.1 U pokladny stoji m+ k& lidi, pricemz m lidi ma (pouze) dvou-
setkorunu a k lidi m4 (pouze) stokorunu. Listek do kina stoji 100 Ké. Kolika
zpusoby se mohou postavit do fronty tak, aby prodej listki probihal bez
zastaveni?
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