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INTUICIONISMUS, PRVNI SETKANT
KATERINA BRABCOVA

KdyZ na sklonku roku 1873 némecky matematik Georg Cantor pokladal zéa-
klady nové matematické discipliny, v jejimZ jadru stilo pfipusténi aktudlniho
nekoneéna do matematickych Gvah, jist& netusil, jak horké chvile tim pro sebe a
spoustu svych kolegl sou¢asnosti i budoucnosti pfipravuje. Nové& vzniklé ,teorie
mnoZin® znamenala zdsadni pfevrat v celém matematickém mysSleni. Pfesto, Ze
nebyla zpoc¢atku pFijiména jednozna¢né, koncem 19. stoleti ,,pfichdzi do médy“
a jeji metody jsou stéle vice a vice pfijimdny v nejrizné&jsich oblastech mate-
matiky. Na po&atku 20. stoleti pak teorie mnoZin tvofila bazi celé matematiky.

Jiz na samém konci stoleti 19. v§ak byla objevena v této teorii antinomie.
Spocivala v tom, Ze ordindlni &islo dobfe uspofddané mnoZiny vSech ordinalnich
Cisel je vétsi nez vSechna ordindlni &isla; Ze tedy existuje ordinélni ¢islo, které je
vét$i nez ono samo. Byla to prvni antinomie teorie mnozin. Jeji objev ale divé-
rou matematiki v teorii mnozin nikterak neotfasl. Prevladal totiz nazor, Ze je
mozné ji snadno odstranit. A kdyby to pfece jen moZné nebylo, nedotykala se
pfece podstaty teorie a tak by bylo moZné v pfipadé nutnosti poskozenou &ast
matematiky prosté odfiznout ... . Zdhy po ni se v8ak zacaly objevovat antino-
mie dal$i a dali, aZ ani nejzaryté&jSim optimistim nezbylo nez pfiznat, Ze nejen
teorie mnozZin, ale i cel4 matematika na ni vystavénd, je zpochybnéna. Tento
okamzik znamenal podatek 3. krize matematiky a sili védci se tehdy nutné
muselo zalit orientovat jedinym smérem - k analyze vzniklé situace, zji§téni
pfi€in krize a k navrhnuti zpisobu jejich odstranéni. Nastalo obdobi zvy$eného
zédjmu o fundamentdlni problémy matematiky, jakymi jsou: charakter mate-
matickych dikazl, vztahy mezi matematickym jazykem a matematickym mys-
lenim, ptivod matematickych objektd, tloha logiky v matematickém poznéni,
vztah logiky a intuice, vyznam intuice pro ziskdvani nového matematického
poznani a jiné. Podle toho, jaky byl pfistup jednotlivych matematiki, ¢ sku-
pin matematiki, k témto problémim a nasledna, z néj vyplyvajici, feSeni krize
v matematice, pozorujeme zvlasté od té doby v matematice nékolik vyraznych
sméri ¢i hnuti.

Mym zamérem je pojednat na tomto misté kratce o jednom z tehdy nové se
formujicich sméri, o intuicionismu. Chtéla bych pfipomenout okolnosti, za kte-
rych se ustavil, zasadit jej do doby a prostfedi, ve kterém se rozvijel, formulovat
jeho zdkladni rysy a stanoviska a konstatovat nékteré vyznamné momenty jeho
Zivota. Upozoriuji pfitom hned tvodem, Ze intuicionismus zdsadn& vychézi
z filozofickych a psychologickych tezi a tudiz se misty jeho fe& podobé spise
nez obvyklym matematickym Sifram jakémusi romantickému vypravéni. Pevné
v§ak doufam, Ze dne$ni hloubavy étendf-matematik kvili tomu neodlozi toto
pojednani nespokojen ... .

Bezesporu nejzndméjsi z hnuti formujicich se v matematice na pfelomu sto-
leti bylo hnuti formalistl, pfedstavované zejména svym zakladatelem, némec-
kym matematikem Davidem Hilbertem, ale i fadou dalgich skvélych osobnosti,
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jakymi byli napfiklad Paul Bernays, Wilhelm Ackermann nebo John von Neu-
mann.

Formalisté véfili ve spravnost jiz zbudované matematiky. Antinomie se v ni,
podle nich, objevily jen kvili nepfesnému vyjadfovani se matematickym jazy-
kem. Proto véfili i ve snadné odstranéni krize za pomoci logiky a formalnich
metod. Hilbert v této souvislosti prohlésil, ze logické vztahy existujici mezi
soudy, pojmy atd., jsou vyjiddfeny ve formulich a pravé diky zapisu prostied-
nictvim logickych znaki a formuli jsou zbaveny nejrizn&jsich nejasnosti, které
by mohly vzniknout pfi jejich slovnim vyjadfeni. Formalismus jako smér tedy
predstavuje v matematice a logice jisty kalkul, ktery umoZziiuje operace s ob-
jekty nahradit operacemi se znaky. Je pro n&j charakteristicky pozadavek axi-
omatické vystavby matematiky, resp. formalizované axiomatiky. Pracuje tedy
metodou ¢isté syntaktickou.

Cile formalistd dostaly diky Hilbertovi i programovy tvar ve formulaci tzv.
hilbertovského programu na ozdravéni matematiky. Roku 1930 v8ak rakousky
matematik a logik Kurt Gddel svou vétou o netliplnosti ukazal, Ze ispéch po-
dobnych ambici je principidlné nemozny. Ponékud méné vyznamnym vzhledem
k formalismu, aviak neméné zajimavym, je logicismus. Jeho ideje byly vyslo-
veny jiz v 17. stoleti Leibnizem, ktery se domnival, Ze ideje a principy logiky lezi
v zdkladech vSech ostatnich véd. Nejzndmé&jsim predstavitelem logicismu je né-
mecky matematik a logik Gottlob Frege, jenZ se snazil formalizovat aritmetiku
na zéklad& rozpracovaného predikitového kalkulu.

Usili logicisti je moZno charakterizovat takto: definovat vychozi pojmy ma-
tematiky pouze logickymi terminy a poté dokazat zdkony matematiky pouze
na zakladé zakont logiky. Snahy odvodit matematiku z logiky v8ak vétsi ohlas
mezi matematiky nenasly, i kdyZz ve své dobé mél logicismus zna¢ny vyznam
pfi vystavbé& matematické logiky.

Logicismus byvé Casto a nespravné zaméhovan s jinym logicistickym smé-
rem, totiZz s teorii typu. Jeho hlavnim predstavitelem je Bertrand Russell, ktery
usiloval o vyfeSeni antinomii logiky a teorie mnoZin vznikajicich v disledku ne-
omezeného uZivani predikdtovych funkci jakoZto proménnych. Hlavni mySlenka
Russellova pfistupu spodiva v pfesném rozdéleni viech objekti logickych avah
do rtiznych skupin, tzv. typd, a v udani piesnych pravidel pro jejich pouzivani.

Teorie typi byla pfi odstrafiovini antinomii (isp&$nd, oviem jen éistecné.
Podafilo se ji totiZ odstranit pouze antinomie uréitého, tzv. Russellova, typu.

Hnuti intuicionisti, rodici se v téZe dobé&, miZeme, ba musime, na tomto
pozadi chapat jako tendence zcela opaéné.

Intuicionismus pfedstaveval opozici formalismu a jeho koncepci lze povazo-
vat za reakci na snahy formalistii a logicisth odstranit z matematiky intuici.

Piibuznym smérem je konstruktivismus. Jeho zdklady spoéivaji v pracich
Hermanna Weyla a Jana Brouwera, za hlavni pfedstavitele miizeme povaZovat
Andreje Andrejevi¢e Markova a Andreje Nikolajevi¢e Kolmogorova. Konstruk-
tivisté definuji konstruktivistickou matematiku jako abstraktni v&édu o kon-
struktivnich procesech a jejich vysledcich — konstruktivnich objektech. Za z4-
konné pfitom povaZuji pouze ty procesy, které jsou uréeny né&jakym predpisem,
algoritmem.
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Bez zavdhani miizeme konstatovat, Ze intuicionismus se zrodil 19. Gnora
1907. Tehdy byla totiZ poprvé publikovana diserta&ni price nizozemského ma-
tematika Luitzena Egbertuse Jana Brouwera, nazvana Over de grondslagen der
wiskunde (O zékladech matematiky). Brouwer byl jedinym, kdo se pfi zrodu
intuicionismu zasadil o rozpracovani jeho filosofické baze a vétSina z jeho bu-
doucich nazorti je, i kdyZ &asto Gtrzkovité, formulovana zde. Tato préice se stala
zdkladnim dilem intuicionismu.

Zakladatelem intuicionismu je tedy Luitzen Egbertus Jan Brouwer. Kromé
né&j se na rozvoji tohoto hnuti vyrazné podileli zejména Arend Heyting a Her-
mann Weyl, dile pak Kleene, Troelstra, Kripke, Maichill, van Dalen, Belinfante
aj.

Na rozdil od formalist intuicionisté nevéfili ve spradvnost teorie mnozin a
matematiky na ni budované. Byli pfesvédeni, Ze jak samotnd vychodiska, tak
uZivané metody jsou nespravné. Jejich snaha o ozdravéni existujici matematiky
tedy nutné vyustila v sili o jeji zcela zdsadni pfebudovani, reorganizaci.

Oznadeni tohoto sméru, jak se d4 tusit, je odvozeno od pojmu ,intuice“,
ktery je fundamentalnim pojmem celého intuicionistického udeni. V prvnich
desetiletich své existence pfedstavoval intuicionismus, vzhledem k tomu, Ze in-
tuicionistickd matematika v té dobé jesté nebyla dostateéné rozpracovana, pre-
devsim filosofické hnuti. V tomto faktu pak miZeme spatfovat diivod, pro¢ se i
v dnesni dobé& setkdvame s ndzorem, Ze intuicionismus je filosofické hnuti, Ze je
vyluéné, nebo téméf vyluéné, smérem ve filosofii matematiky. Postupem ¢asu
v8ak filosoficky aspekt intuicionistickych praci, ktery vystupoval do popfredi
v prvni etapé rozvoje tohoto hnuti, ustoupil pod tlakem redlnych v&deckych
uloh do pozadi, a proto zminé&ny nazor neni spravny.

Intuicionisticky program se soustfedoval na t¥i zdkladni pozadavky:

1. Nahradit aktudlni nekoneéno nekoneénem potenciilnim.

2. Pojem ,existence® ztotoznit s pojmem ,byt sestrojen“.

3. Vyloucdit zdkon vyloueného tfetiho z operaci s nekoneinymi mnozi-
nami.

Jak jsem jiz uvedla, byl fundamentdlnim pojmem intuicionismu pojem ,,in-
tuice“. Intuicionisté byli presvédleni, Ze zdkladnim zdrojem a principem ves-
kerého matematického poznani, kritériem pravdivosti matematickych teorii, je
intuice, intuitivni zfejmost. Na tomto pozadi se pak zdaji poZadavky intuici-
onistd zcela pfirozené. Matematika podle nich méla byt pf¥irozenou &innosti
¢lovéka, coZ je pro vétSinu z nés pfedstava nejen Ze nepfijatelnd, ale dokonce
myslim, Ze nepredstavitelna.

Piijiméni aktudlniho nekonedna v matematice povaZovali intuicionisté za
vnaSeni metafyziky do matematiky stejné tak jako jiné neZ konstruktivni poji-
mani matematickych objektd. Odmitani principu vyloueného t¥etiho z operaci
s nekone¢nymi mnoZinami pak vysvétlovali velice jednoduse. Tvrdili totiZ, Ze
zdkony klasické logiky byly vyvozeny z vyzkumu koneénych mnozin, byly po-
tvrzovany praktickou éinnosti lidi, ¢ehoZ vysledkem bylo, Ze se vira v jejich uni-
verzélni platnost stala axiomem. Avsak, zdiraziuji, axiomem pouze v oblasti
operaci nad kone¢nymi mnozinami. Poté byla logice pfipsdna nezvisli exis-
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tence, apriorni existence a na zdkladé této apriornosti byla logika nezdiivodné-
nym zpusobem pouZita v matematice nekoneénych mnozin, coz byl krok podle
intuicionisti neopravnény. Intuicionisté srovnavaji viru v univerzilni platnost
zdkona vyloudeného tfetiho s virou v racionalitu ¢&isla 7 nebo s virou v otaceni
oblohy kolem Zemaé.

Jmenujme nyni né€které pojmy &i principy, kterymi se intuicionistickd mate-
matika zdsadné 1i8i od matematiky formalistické.

V prvé fadé rozpracovival Brouwer celou svoji koncepci nové matematiky
jakozto vnit¥ni nejazykové ¢innosti ¢lov&ka, zaloZené na prvotni intuici, na jas-
nozieni kazdého z nds. Tento piedpoklad musime brat jako neotfesitelné vy-
chodisko, které s sebou oviem hned na prvni pohled nese viditelné a té&Zko
prekonatelné problémy. Napfiklad pfeduréuje matematiku, jako nejazykovou
¢innost mysli, byt jakousi nesdé&lnou osobni zilezitosti ¢lovéka, o niZ by se ni-
kdo jiny nemohl dozvédét.

Jinou zvladtnosti byl napiiklad ‘pojem volné & svobodné se stanovujici po-
sloupnosti (freely proceeding sequence), ktery pfedstavoval zédkladni konstruk-
tivni objekt celé intuicionistické matematiky. Posloupnost zde pfedstavovala
néco, co vznika postupné, krok za krokem, jako vysledek svobodnych vybéri
tviréiho individua, jinymi slovy pojem posloupnosti pfedpoklada, Ze:

a) postaveni libovolného €lenu posloupnosti, uréeného svobodnym vybé-
rem, se neméni v disledku nasledujicich vybéry;
b) v libovolném kroku je moZné vybér pferusit.

Jako pfiklad vznikani nekoneéné posloupnosti volnych vybéri miiZeme uvést
nasledujici proces:

Pr8i. Pod okap postavime otevienou nddobu a vidy po né&jaké chvili tuto
nadobu s naprdenou vodou zvaZime. Vysledky vaZeni pak tvofi posloupnost
aktd vybéru: pfitom plati, Ze tato posloupnost vznika krok za krokem, doba
vaZeni je vybirana svobodné, konkrétni vysledky nejsou ovliviiovany vysledky
nésledujicimi a tuto ¢innost miZeme v libovolném okamziku ukondéit.

Prostfednictvim pfedchoziho pojmu jsme se dostali k fenoménu tvoficiho
subjektu (creating subject). Jeho funkci opé&t ilustrujme na pfikladu.

Necht je ddno tvrzeni ¢. V névaznosti na tvrzeni ¢ rozviiime néisleduji-
cim zptsobem konstrukci uréité volné€ jdouci posloupnosti a. Pevné stanovme
né&jakou diskrétni posloupnost ¢asovych momenti 0,1,2,..., kterd miZe ubi-
hat neomezené do budoucna. MiZe to byt napfiklad odpodet dni zadinajici
od néjakého pevné stanoveného dne. Hodnotu a(n) budeme uréovat postupné
podle nasledujiciho pravidla. Jestlize bylo do okamZiku n dokazano tvrzeni o,
poloZime a(n) = 1. V opa¢ném pfipadé poloZime a(n) = 0. Bude-li v uréitém
okamziku n dokazano tvrzeni -, pak budeme automaticky pro viechnam > n
klast a(m) = 0. Hodnota a(n) bude tedy uréovana vidy v momenté n. Takto
vytvoiend volné jdouci posloupnost a pak bude posloupnosti hledanou. Vi-
dime, Ze konstrukce posloupnosti a zavisi na tviréi ¢innosti néjakého subjektu
(¢i néjakych subjektli). Tento tvofici subjekt se zabyva dokazovanim tvrzeni.
Pfedpoklada se pfitom, Ze je nesmrtelny a Ze pracuje v libovolném okamZiku.
Tvofici subjekt je podle Brouwera ,jideilnim matematikem®.

Nutno podotknout, Ze uvedena specifika, zavedend do matematiky vyhradné
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Brouwerem, byla pfikfe odmitidna ze strany odpircti hnuti, oviem &asto i ze
strany jeho stoupenci. At uZ se jednalo o vytky ohledné nevé&deckosti, nesmy-
slnosti nebo viilbec nemoznosti jim porozumét. Proto se Brouwerovi néaslednici
vrhli v prvé fadé na zprihlednéni a zformalizovani vychodisek intuicionismu
tak, aby jim mohly porozumét kazdy, coZ se jim postupem &asu opravdu po-
dafilo.

V prvé fadé byla vytvofena specifickd intuicionistickd logika, coZ vyvraci
nézor, ze intuicionismus je smér zcela alogicky. Zabyva se vyhradné matematic-
kymi tvrzenimi, obsahuje nejobecn&j$i matematickd tvrzeni. Vzhledem k tomu,
Ze intuicionisté chtéli budovat matematiku pro nas$ rozum zcela bezprostiedni
a pochopitelnou, nemohla byt jejich logika jind, neZ na matematice zavisla.
Brouwer chépal logiku pouze jako vérnou, mechanickou, stenografickou imitaci
matematického jazyka, kterd nemiZze zddnym zplisobem zpfesnit (piivodné ne-
pfesny) matematicky jazyk, ani ndm Fici o matematice néco nového.

Hlavni rozdil mezi ni a logikou klasickou se tyka negace a principu vylou-
&eného tfetiho (zde rovnéZ nazyvaného principle of judgeability). Intuicionisté
napfiklad definuji negaci takto:

Negace —~A uréitého turzeni A predstavuje uskutecnéni konstrukce B, kterd
vede ke sporu s tvrzenim, Ze je moiné uskuteénit konstrukci A.

V intuicionistické logice pojem negace souvisi s konstruktivnim chapanim
matematickych objektil a je vyklddan jako proces odraZejici proces konstrukee.
Uvedme priklad:

Dikaz nemozZnosti néjaké vlastnosti nemusi byt vzdy dikazem této vlast-
nosti. Vysvétleni: zapisujme desetinny rozvoj €¢isla m a pod nim desetinny roz-
voj &isla ¢ = 0,333..., ktery pferusime v okamziku, kdy se posloupnost &islic
0123456789 poprvé objevi v desetinném rozvoji w. Bude-li cifra 9 z prvniho
vyskytu posloupnosti 0123456789 v desetinném rozvoji m k-tym znakem za
desetinnou €arkou, pak poloZime

10F —1

0= 3108

Nyni pfedpoklidejme, Ze ¢ nemiZe byt &islo raciondlni. Z toho vyplyva, ze
nemuze nastat rovnost
10 -1
=310
a zaroven, Ze se posloupnost 0123456789 v desetinném rozvoji 7 nikdy neobjevi.
Pak ale musi byt o — %—, coz také neni mozné. Pfedpoklad, Ze g neni racionalni,
nas tedy privedl ke sporu.

Piesto vSak nemiZeme tvrdit, Ze g je raciondlni. To by totiZ znamenalo, Ze
mizeme vycislit Citatele i jmenovatele néjakého zlomku 5» ktery je roven g. Ale
k tomu, jak je vidét, musime mit moznost bud ukizat umisténi posloupnosti
0123456789 v 7, nebo dokézat, Ze toto neexistuje.

Zaveér: v klasické matematice bychom v popsané situaci konstatovali, Ze g je
racionalni éislo, Ze se rovna nékterému z racionalnich &isel %; 0,3; 0,33; 0,333;
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atd. V intuicionistické matematice fekneme, Ze ¢ nemuZe byt rtizné od vSech
éisel %; 0,3; 0,33; 0,333; atd.

Dalsi rozpracovavani konkrétnich matematickych problémi se rozbihalo po
obdobi dvodnich filozofickych disputaci a komentaii pfevazné od 20. let tohoto
stoleti. O tom, Ze vyuZiti nékterych, a pro vétinu z nas neobvyklych, pfistupi
vede v matematice k platnym zavéram, sv&d¢i i kratky prehled intuicionistic-
kych vysledki:

e teorie mnozin — Brouwer (1924, 1925, 1926, 1942)
topologie — Brouwer (1925, 1926, 1952, 1954), Freudenthal (1936)
projektivni geometrie — Heyting (1925)
algebra — Heyting (1927, 1941)
teorie hilbertovského prostoru — Heyting (1951)
formalizace intuicionistické logiky — Heyting (1930)
nekoneéné progrese — Belinfante (1929, 1930, 1938), Deikman (1946,
1948)
e funkce redlné proménné — Brouwer (1923, 1926), van Dantzig (1942),
van Rootselaar (1954)
o funkce komplexni proménné — Belinfante (1938, 1941)
e n zdkladni véta algebry — de Loor (1924, 1925), Weyl (1924), van der

Corput (1946)

V Sedesatych a sedmdesatych letech se v pracich Kleeneho, Kripkeho, Tro-
elstry, Maichilla a jinych objevily pro ostatni matematiky prijatelné teorie,
charakterizujici nékteré druhy volné se stanovujici posloupnosti.

Na zkoumani vzajemnych vztahi mezi klasickou a intuicionistickou matema-
tikou se Gspé8né podileli takovi védci jakymi byli Kurt Gédel, Alfred Tarski,
E .W. Beth, S. C. Kleene nebo A. N. Kolmogorov. Mezi mimofiddné zajimavé
Godelovy vysledky v této souvislostipatii napfiklad diikaz, Ze intuicionistickd
aritmetika a teorie Cisel, prestoZe se na prvni pohled zdaji ,,uz§i“ nez odpovi-
dajici klasické systémy, ve skuteCnosti tyto systémy obsahuji.
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