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KAPITOLA |

Uvod

1 Zaklady

Zéaklady eukleidovské geometrie 1ze najit — vedle dalsich véci — v Eukleidovych Zakladech
[Eu] (cca 300 p¥. K.). Toto dilo pfedstavuje uceleny deduktivni vyklad tehdejsi matematiky
odvozeny z nékolika axiému a postulatu. Axiomy se tykaji obecnych veli¢in, postulaty jsou ryze
geometrického charakteru a vymezuji zakladni vztahy mezi zdkladnimi geometrickymi objekty.
V této ¢asti pripomindme nékolik podstatnych pojmu a vztahu, ke kterym se budeme casto
vracet. Vétsinu z téchto poznatkil jsme diskutovali uz vloni [Za].

1.1

Definice

Definice vétSiny geometrickych pojmi, které zname ze §koly, 1ze najit v téméf stejném znéni
v Zékladech; jedna se iivodni definice zejména ke kniham I a XI. Nékteré z téchto definic budeme
mirné zobechovat, proto si je tady pfipomeneme.

Pokud jsou vedlejsi thly vymezené dvéma protinajicimi se piimkami shodné, pak kazdy
z téchto hla se nazyva pravy a piimky se nazyvaji kolmé.

Kruznice je rovinny utvar tvoreny koncovymi body vSech tsecek, které jsou navzajem
shodné a jejichz opacné koncové body splyvaji (a to ve stfedu kruZnice).

Ptimky jsou rovnobézné, pokud leZi v téze roviné a nemaji zaddny spoleény bod.
Primka je kolmd k roviné, pokud je kolma ke vSem piimkam, které v ni lezi.

Dvé roviny jsou kolmé, pokud piimky, které lezi v jedné z téchto rovin a jsou kolmé k pru-
se€nici rovin, jsou také kolmé ke druhé roviné.

Roviny jsou rovnobézné, pokud se neprotinaji.

Apod.

Neékteré definice v Zakladech jsou ponékud vagni. Ty zde neuvadime a dame jim pfesny vyznam
pozdéji — postupné muzete odhadovat, které to jsou.
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8 I. Uvod

1.2 Postulaty
(i) Kazdé dva rizné body spojuje pFimka.
Kazdou primku lze na kaZdé strané libovolné prodlouzit.
Lze vytvorit kruznici s libovolnym danym stredem prochdzejici libovolngm jinym bodem.
Vsechny pravé uhly jsou shodné.
Kdyz primka protinagici dvé jiné piimky tvori vnitini ihly na jedné strané mensi nez dva

pravé, pak tyto dvé piimky (dostateéné prodlouZeny) setkaji se na té strané, kde jsou uhly
mensi dvou pravijch.

Obrézek 1.1: Eukleiduv dodate¢ny postulat: a« + < 2R = a a b se protinaji, a to
vlevo.

V (i) a (ii) je pfimkou zfejmé myslena tsecka, a to jedina. Postulaty (i)—(iii) pfedstavuji pfipustné
konstrukéni nastroje, tzv. eukleidovské pravitko a kruZzitko.

Postulat (i) se tyka incidence, postulat (iv) nam #ikd néco o zékladni relaci shodnosti.
Uvédomte si, ze v Eukleidové pojeti je shodnost docela abstraktni koncept: z pochopitelnych
divodi nemiize zahrnovat zadné Ciselné vyjadiovani délek usecek, velikosti ahla apod., jak to
bézné chapeme dnes!

Ponékud komplikovany postulat (v) byva nahrazovan tzv. postuldtem o rovnobé&zkach, se
kterym je ekvivalentni:

o Kazdym bodem ke kaZdé piimce prochdzi pravé jedna rovnobézka.

Postulat (v) je poprvé pouzit ve vété I.29E| coZ je znama véta o stiidavych thlech.

1.3 Axiémy nevyslovené

V Zakladech se pouziva nékolik pifedpokladi, aniz by byly jakkoli formulovany. Piesny axioma-
ticky popis, zaloZeny na tom Eukleidové, pochéazi od D. Hilberta [Hi| (kolem 1900), viz p¥ilohu na
str. V tomto systému jsou primitivnimi (nedefinovanymi) pojmy bod, pfimka a rovina; pri-
mitivni relace jsou relace incidence (naleZeni), usporadani (,,byt mezi“) a shodnosti. Pro kazdou
z téchto relaci je formulovano nékolik axiomi, déale pak axiémy rovnobé&Znosti a spojitosti.

Eukleidovy nevyslovené axiémy se tykaji hlavné usporadani a spojitosti. Typicky axiém uspo-
fadani je napf.:

e Pro tri rizné body leZici na jedné piimce plati, Ze pravé jeden z nich je mezi zbylymi dvéma.

Tento pozadavek ndm mj. Fiké, Ze pfimka neni uzaviena kiivka, coz ze samotného postulatu
(ii) nevyplyva. V disledku je mozné body na p¥imce uspotrddat (a sice dvojim zptisobem) a toto
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uspoiradani je uplné. Uvédomte si, Ze teprve po této piipravé je mozné uspokojivé definovat pojem
usecky.
Axiémy spojitosti je mozné nahradit jedinym, tzv. Dedekindovym axiémem:

e Pro libovolny rozklad bodi na primce do dvou neprdizdngch podmnozin takovijch, Ze Zadng
bod jedné podmmnoZiny neleZi mezi Zddnymi dvéma body druhé podmnoZiny, plati: existuje
bod v jedné z téchto podmmnoZin, ktery leZi mezi kaZdiym bodem této podmnoZiny a kaZdym
bodem druhé podmnoZiny.

V feci uspoiddani a tzv. Dedekindovych fezi 1ze predchozi formulaci zjednodusit takto:

e Body na piimce neobsahuji (vzhledem k vygse zminénému uspoidddni) Dedekindovy fezy
typu ,,skok“ a ,mezera“.

2 Shrnuti a vyhledy

2.1 Shrnuti

Eukleidovskd geometrie je axiomatické teorie vyhovujici vy$e zminénym skupinam axiomu. Axi-
6my eukleidovské geometrie mohou byt zvoleny razné, my se odkazujeme vyhradné na systém
Hilbertuv. Nésledujici formulace jsou pomérné volné a tudiz nepfesné; rozumnd upiesnéni lze
najit napf. v [Col, [Hal [Sek].

Pokud se pozorné probirame zaklady eukleidovské geometrie, zjistujeme, Ze nékteré definice
a tvrzeni jsou nezévislé na nékterych axiémech nebo skupinach axiému. Napt. prvnich 28 tvrzeni
v L. knize |[Eu] nezavisi na axiému rovnobéznosti — o téchto ¥ikdme, Ze patii do tzv. absolutni
(nebo neutrdlni) geometrie. Typickym piikladem je nap¥. véta o vngj§im thlu v trojuhelniku.

Na druhé strané, podstatna skupina poznatkii a pojmu na axiému rovnobéznosti zavisi, ale
je mozné je vyvodit bez axiému shodnosti — o téchto fikame, ze patii do geometrie afinni. Napf.
pojem stiedu tusecky je kupodivu afinni. Mezi znama tvrzeni elementarni geometrie, ktera jsou
ve skute¢nosti afinni, pat¥i napt. Menelaova véta.

Dalsi studovanou geometrii je geometrie projektivni. Ta je vymezena téméf vyhradné axidomy
incidence — z lofiska p¥ipominame, Ze v projektivni geometrii neplati axiém rovnobéZznosti (kazdé
dvé piimky, které lezi v jedné roving, se protinaji), ani axiémy uspofadani (projektivni pfimka
je uzaviend). Znama véta projektivni geometrie je napf¥. véta Desarguesova.

Letos se budeme vénovat predev§im geometriim eukleidovskym, afinnim a projektivnim. Mu-
sime v8ak aspon zminit geometrie neeukleidovské, jeZ jsou zndmé tim, Ze v nich neplati axiém
rovnob&Znosti. To znamend, %e k dané piimce danym bodem prochéazi bud vice rovnobéZzek
(hyperbolickd geometrie) nebo zadné rovnobézka (eliptickd geometrie). Axiémy popisujici hyper-
bolickou geometrii jsou stejné jako pro eukleidovskou geometrii, akorat axiém rovnobéznosti je
nahrazen jeho negaci. V eliptické geometrii neplati axiémy uspoiadani.

Bereme-li eukleidovskou geometrii jako vychozi, miazeme piedchozi diskuzi ve velkych uvo-
zovkach shrnout takto:

e absolutni geometrie je eukleidovskd geometrie bez rovnobéznosti,
e afinni geometrie je eukleidovski geometrie bez shodnosti,
e projektivni geometrie je eukleidovska geometrie bez shodnosti, rovnobé&znosti a usporadani,

e cliptickd geometrie je eukleidovskd geometrie bez rovnobéznosti a usporddani,

11.29 = 29. v&ta v I. knize [Eul
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e hyperbolickd geometrie je eukleidovska geometrie s vice rovnobézkami.
Kromé toho muzeme v podobné zkratce Fict, ze

e absolutni geometrie je prinikem eukleidovské a hyperbolické geometrie,

e cukleidovskad geometrie je afinni geometrie se shodnosti,

e cliptickd geometrie je projektivni geometrie se shodnosti,

e apod.

Ke v8em témto reformulacim mame nékolik dobrych divodi. Jednak chceme naznaéit, Ze jedna
a taz véc lze nahlizet riznymi zpusoby, jednak si pfipravujeme ptdu pro nasledujici vyklad.

2.2  Vyhledy

V tomto kurzu budeme geometrii studovat tzv. analyticky, lépe feceno algebraicko-analyticky.
Pocatky této metody jsou spojovany se jménem R. Descarta (kolem 1637), jehoz hlavnim p¥ino-
sem byla aplikace algebry k feSeni geometrickych tloh. Mélo by vSak byt ziejmé, Ze se nemohlo
jednat o analytickou geometrii, jak ji chdpeme dnesﬂ

S prameérnou znalosti linearni (vektorové) algebry budeme umét velmi pohodlné interpretovat
viemozné geometrické definice a vztahy:

e Struktura afinniho prostoru na jakékoli mnoziné je uréena zobrazenim, které dvéma bodim
prifazuje vektor. Viechny tyto vektory tvoii vektorovy prostor, kterému budeme piezdivat
zaméfeni afinniho prostoru. Takto se rychle dostaneme ke vSem zakladnim pojmum afinni
geometrie, zejména k pojmu rovnobéznosti.

e Projektivni prostor lze vidy chapat jako afinni prostor rozgifeny o ,,body v nekonec¢nu®.
Body projektivniho prostoru budeme reprezentovat vektory z tzv. zastupujiciho vektoro-
vého prostoru, ktery obsahuje zaméteni afinniho prostoru (a je o jednu dimenzi vétsi).

e Obecny eukleidovsky prostor je afinni prostor vybaveny eukleidovskou metrikou, coz je
metrika kompatibilni s afinni strukturou — ta nam definuje relaci shodnosti. Eukleidovska
metrika je urena skaldrnim soucinem na zaméteni.

Vyhodou této algebraizace geometrie je zejména to, ze vétsinu véci budeme umét formulovat
jednotné pro prostory libovolné dimenze. Z pochopitelnych divodid budeme postupovat induk-
tivné (geometrie na pifmce, v roving, v prostoru), finlni definice, véty a jejich zdivodnéni viak
budou zpravidla univerzalni.

Dalsi vyhody algebraického pfistupu bychom méli pozorovat pii klasifikaci geometrickych
zobrazeni. V8echny shodnosti eukleidovského prostoru tvoii grupu, tato je podgrupou grupy
(bijektivnich) afinnich transformaci, jeZ je zase podgrupou grupy (bijektivnich) projektivnich
transformaci, apod. Kazdou z t&chto grup budeme umét interpretovat jako jistou maticovou grupu
tak, ze pravé zminéné inkluze se stanou vic nez nazornymi. Pravé pojem transformacni grupy
a jeji role pii organizaci geometrickych informaci velmi ovlivnil pohled na geometrii a jeji dalsi
vyvoj. Hlavnimi propagatory tohoto pfistupu byli F. Klein a S. Lie (kolem 1872). V tomto duchu
je ta ¢i ona geometrie zcela charakterizovana grupou odpovidajicich geometrickych transformaci.

2V té dobé stale nebyla vynalezena redln4 &isla. ..
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2.3 Poznamky

Objev vyznamu afinni geometrie (véetné tohoto pojmenovéni) je pfisuzovan L. Eulerovi (kolem
1748). Jako samostatna disciplina se zacala afinni geometrie utvafet az po akceptovani vyse
zminéného Kleinova programu a tplné zdoméacnéla zejména diky vlivu H. Weyla (kolem 1923).

Uplné pochopeni absolutni a neeukleidovské geometrie (kolem 1830) piedstavuje jedno z nej-
zajimavéjsich dobrodruzstvi v historii matematiky a je zasluhou J. Bolyaie, N.I. Lobacevského
a C.F. Gausse.

Nékolik poznatkt projektivni geometrie bylo znadmo jiz ve starovéku, napi. Pappova véta
(kolem 400). Dalsi postfehy pifidavali malifi béhem renesance diky studiu perspektivy a tato
etapa byla zavrSena pracemi G. Desarguese a B. Pascala (kolem 1640). K dalsimu, tentokrat
bouflivému, rozvoji projektivni geometrie doslo v 19. stoleti diky pracim V. Ponceleta, J.D.
Gergonna, J. Steinera a dal§ich.

Ve stejném stoleti se vyvinuly algebraické techniky, které se ukazaly byt pro geometrii velmi
pfinosné a které budeme pouZivat i my (soustavy linearnich rovnic, determinanty a matice).
Prvni vicerozmérné geometrické objekty byly studovany A.F. Mobiusem, J. Pliickerem a W.R.
Hamiltonem (kolem 1830). Pozdgji se také zrodil pojem obecné grupy, jez F. Kleinovy dovolil
klasifikovat geometrie podle odpovidajicich grup transformaci.

Je zajimavé, ze ve stejné dobé (kolem 1872) se objevuji prvni pfesné definice realnych ¢isel,
a to diky G. Cantorovi (pomoci posloupnosti racionélnich ¢isel) a R. Dedekindovi (pomoci jiz
zminovanych Fezi).

V uvedeném piehledu vyvoje geometrie jsme zdtraznili pouze nékolik proudi, které se tykaji
tohoto kurzu. Ucelen&jsi vyklad lze najit nap¥. v posledni kapitole II. dilu [Sek|. Viz téZ strucné,
ale vystizné, pojednani [Hao].

3 Predpoklady a cile

3.1 Predpoklady

Piedpokladame rozumny piehled skolské a konstrukéni geometrie zahrnujici zejména nésledujici
témata:

o klasickd konstrukéni geometrie v roviné a v prostoru,
e priniky a vzajemné polohy piimek a rovin v prostoru,
e konstrukce kolmice, uréeni vzdalenosti a odchylek,

e piehled geometrickych zobrazeni a jejich vlastnosti.

Kromé toho potfebujeme uspokojivé dovednosti z algebry, hlavné té linedrni. To mj. znamena,
7e ovladame néasledujici tématické okruhy:

e grupy, podgrupy a jejich homomorfizmy,

e vektorové prostory a podprostory, linedrni zobrazeni,
e soustavy linearnich rovnic,

e matice a determinanty,

e skalarni souciny apod.

Pokud vyslovné neuvadime néco jiného, vSechny vektorové prostory jsou uvazovany nad télesem
redlnych ¢isel R.
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3.2 Cile

Chceme co nejvic zuzitkovat nabyté algebraické znalosti na pokud mozno zajimavé skupiné geo-
metrickych problémii. Typické tlohy, které chceme umét (algebraicky) fesit, zahrnuji napf.:

e pro dva podprostory v obecném afinnim prostoru urcit jejich vzajemnou polohu,

e pro dva podprostory v obecném eukleidovském prostoru rozhodnout, zda jsou kolmé,

e déle urcit jejich vzdélenost véetné néjaké dvojice bodii, v nichz se tato vzdélenost realizuje,
e podobné pro odchylku...,

e aspon trojim zpiisobem urcit objem daného mnohosténu,

e urcit bod, ktery je soumérny k danému bodu podle daného podprostoru,

e urcit transformacni rovnice soumérnosti podle daného podprostoru,

e 7 danych transformag¢nich rovnic rozpoznat typ a urcujici prvky odpovidajiciho zobrazeni,
e slozit dvé geometrickd zobrazeni a urcit typ vysledného zobrazeni,

e urcit spole¢nou piicku ¢ty mimobézek,

e apod.

Kromé teSeni téchto konkrétnich problému bychom se také méli umét zorientovat v geo-
metrickych zobrazenich a klasifikovat geometrie v Kleinové duchu. Jistou ndpovédu lze najit
v nasledujicim schématu (8ipky naznacuji inkluze odpovidajicich transformacnich grup).

Guejebbir
s
J %WWW %/[;M%md \\\
EC J ]&/wm oo W@&Wm/@/
MWUUO(MWWL

Obrazek 3.2: Hierarchie geometrii, o nichz se zminujeme v tomto textu.
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Afinni a projektivni geometrie

Afinni struktura na mnoziné je zobrazeni, které dvéma prvkim dané mnozZiny pfifazuje vektor
a spliuje néjaké prirozené pozadavky. Toto je klicovy trik, ktery ndm umoziuje prekladat mnoho
geometrickych problému do vektorové (linearni) algebry. Typickymi tlohami afinni geometrie je
urcovani vzajemné polohy podprostorta v afinnim prostoru nebo konstrukce pii¢ek. Do hajemstvi
afinni geometrie patii také konvexni geometrie, barycentrické souradnice apod.

Projektivni geometrie je rozsifenim té afinni o nevlastni prvky, tzn. ,body v nekonec¢nu®.
Projektivni popis mé své vyhody i specifika, kterym se vénujeme na konci této kapitoly. Vyhod
projektivniho rozsifeni si budeme uzivat zejména v kapitole [[V]

4 Afinni prostory a podprostory

4.1 Postiehy

Ustfednim pojmem afinni geometrie je rovnob&znost. Prvni kritérium rovnobéznosti piimek je
znézornéno na obr. [.1j(a). To je piimym disledkem tvrzeni 1.27 a 1.29 v [Eu] a rovnobéznost je
zde charakterizovana pomoci shodnosti thla.

s\ -

& y) ‘B 2
b [

Obrézek 4.1: Kritérium rovnob&znosti piimek: (a) a | b<= a =5, (b)a||b<=uav
jsou kolineéarni.

V uvodu jsme slibovali, Ze afinni geometrii vybudujeme zcela bez pojmu shodnosti, a to
algebraicky pomoci vektori. V tomto duchu je rovnobéznost piimek ekvivalentni s tim, Ze jejich
odpovidajici smérové vektory jsou linearné zavislé, viz obr. [L.I[b). P¥itom si zejména v&imame,

13



14 II. Afinni a projektivni geometrie

7e kazdé dva body A a B jednoznac¢né urcuji néjaky vektor, ktery znacime 1@ Toto prifazeni
neni jen tak ledajaké, ale ma nasledujici vlastnosti:

(a) li%)volny bod A a libovolny vektor u jednozna¢né ur¢uje (koncovy) bod B tak, Ze plati
AB =u,

(b) pro libovolné body A, B a C plati: AB + BC = AC.

4.2 Obecna definice afinniho prostoru

Ptedchozi pozorovani jsou zékladem k obecné definici abstraktni afinni struktury.

Definice. Afinni prostor je neprazdna mnozina A spolu se zobrazenim A4 x A do n&jakého

vektorového prostoru V' (dvéma bodim A a B se pfifazuje vektor E), které ma vyse
uvedené vlastnosti (&) a (b).

Vektorovy prostor V' se nazyva zaméreni afinniho prostoru A a znadi se X

A
N\ T
A A
A= 8=C
A

Obrézek 4.2: Axiomy obecné afinni struktury A x .4 — V: (a) pro libovolné A € A u €
V existuje jediny B € A takovy, ze /@ = u, (b) pro libovolné A, B,C € A plati:
AB + BC = AC.

Vlastnost (ED nam asociuje zobrazeni A x V. — A, které lze interpretovat jako ,,umisténi
volného vektoru“. Koncovy bod B symbolicky piSeme

B=A+u.
Odtud vektor u = 1@ ¢asto formalné zapisujeme jako
u=DB-—A.
Vsimnéte si, Ze pro libovolny bod A € A je piedpisem
u— A+u

@=> urceno zobrazeni V. — A, které je bijektivniﬂ Proto dimenzi afinniho prostoru A rozumime
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dimenzi jeho zamé¥eni V. Afinni prostor dimenze 0 se nazyva trividlni, afinni prostor dimenze 1,
resp. 2, se prezdiva afinni pfimka, resp. rovina.

Zobrazeni AxV — A muZzeme také interpretovat jako akci (komutativni grupy) V na mnoziné
A: pro libovolny vektor u € V je odpovidajici transformace A — A pravé ,posunuti o vektor
u“. Vzhledem k terminologii v podkap. 24 mizeme nasi ptuvodni definici zestru¢nit takto:

Definice (ekvivalentni). Afinni prostor se zaméfenim V je neprazdna mnozina A, na niz V'
pusobi efektivné a tranzitivné; pfitom V je vektorovy prostor uvazovany jakozto komutativni

grupa.

4.3 Dalsi priklady

(1) Tzv. kanonicky afinni prostor se zamé&fenim V je pravé V, akorat zapomeneme na vyznacny
prvek (kterym je nulovy vektor). Pfesné&ji, uvazujeme A := V spolu se zobrazenim VxV — V
danym rozdilem vektorii: avi=v-—u

(2) Prostor FeSeni soustavy linearnich rovnic je bud prazdna mnozina nebo afinni prostor. (Jaka
muZe byt jeho dimenze, mame-li r rovnic a n neznamych?)

(3) Dalsi pfirozené netrividlni piiklady zname z matematické analyzy, viz nap¥. prostory feSeni
linearnich diferenciélnich rovnic.

(4) Ruzné podivné vyhliZejici konstrukce nechavame na cviceni.
V dal§im textu standardnim afinnim prostorem dimenze n minime pravé kanonicky afinni

prostor se zamérenim V = R".

4.4 Afinni podprostory, priniky, soucty a obaly

Body, pfimky a roviny jsou afinni podprostory v trojrozmérném afinnim prostoru. Obecné:

Definice. Neprazdna podmnozina afinniho prostoru A, kterd je sama afinnim prostorem,
se nazyva afinni podprostor.

Jak je dobrym zvykem u podobnych definic, ve vedlejsi piivlastkové vété nevyslovujeme
dodatek ,,vzhledem ke zdédéné afinni struktuie”. Uvédomte si, co to pfesné znamena.

Afinni podprostory dimenze 0, 1, resp. 2, nazyvame pfirozené body, pfimky, resp. roviny v A;
podprostory kodimenze 1 nazyvime nadroviny v AE| (Nadrovinou v trojrozmérném prostoru je
rovina, nadrovinou v roviné je piimka apod.)

Je-li B afinni podprostor v A, potom zamé&ieni ? je vektorovym podprostorem v zaméieni

. Pro dva afinni podprostory B a C v A plati:

ccB— C CB,

I Bijektivnost plyne piimo z definice afinni struktury; inverzni zobrazeni A — V je dano pfedpisem B
AB. Tato pozorovani stoji za jinymi (ekvivalentnimi) definicemi afinntho prostoru, jez lze najit v literatufe, viz
napf. [Sekl str. 19 v 1. dile].

2Dimenze nadroviny v A je o 1 mensf ne# dimenze A.
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ale urc¢ité ne obracené! Nejjednodussi protipfiklad muZzeme vydedukovat z obr. rovnobhézné
piimky maji stejnd zaméfeni. Toto pozorovani motivuje obecnou definici rovnobéZnosti, viz
podkap. [7]

Afinni podprostor je jednozna¢né urcen svym zaméienim a néjakym bodem, jimZ prochazi;
piSeme

B=B+U:={B+u:uecU}, (4.1)

kde B je né&jaky bod a U = E je vektorovy podprostor v Z Ke zpusobum vyjadieni afinnich
podprostort se vratime v podkap. [6]
Pokud je prinik afinnich podprostori B a C neprazdny, pak je to opét afinni podprostor

a ziejmé plati
(Bnci=BnC.

Sjednoceni afinnich podprostora vSak nemusi byt podprostorem. Nejmensi afinni podprostor,
ktery obsahuje B U C, se nazyva souctem a znaci se B + C. Pfitom plati

B1C)=B+C +(BO), (4.2)

kde B € B a C € C jsou libovolné body a soucet na pravé strané je sou¢tem vektorovych pod-
prostort. Pozor: Séitanec <B—C>’> v (4.2)) nelze obecné vynechévat! Rozmyslete si na konkrétnich

@&> priikladech, kdy je naopak nadbytetny (tzn. kdy je BC € g + ?)
Definice sou¢tu podprostort je specidlnim p¥ipadem tzv. afinniho obalu:

Definice. Afinni obal neprazdné podmnoziny X C A je nejmensi afinni podprostor v A,
ktery obsahuje X.

O bodech Ay, ..., A € A fikdme, Ze jsou v obecné poloze, pokud ma afinni obal mnoziny
{4y,..., Ay} dimenzi k — 1.

Na body v obecné poloze se budeme celkem ¢asto odvolavat; uvedena definice je ziejmé
ekvivalentni tomu, Ze vektory AjAs,... Ay, Ax_1 jsou linedrné nezavislé.

Obrézek 4.3: Prunik a soucet afinnich podprostori: aNnb=C,C+ D =b,a+ C = a,
a+D=p,at+p=p,anNp=a, ...

(O=)2 7 definici, predchozich pozorovani a §petky samostatného uvazovani vyplyva:

Véta. UvaZme neprdazdnou podmnoZinu B v afinnim prostoru A. Ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

e podmnoZina B C A je afinnim podprostorem,
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—
e podmnozina {XY : XY € B} C j je vektorovym podprostorem,
o czistuje bod B € A a vektorovy podprostor U C j tak, Ze B= B+ U,

o pro libovolné rizné body B,C € B plati, Ze také celd primka B + C patii do B.

4.5 Cviéeni

=
Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny jsou afinni podprostory; pokud nejsou, urcete jejich
afinni obaly:
(1) n&jaky interval v R!, dva body v R?, kolobé&zka v R?, dvé mimobé&zné piimky v R*, sjednoceni
viech pficek dvou mimobézek v R* apod.,

(2) celociselna FeSeni rovnice  +y + z = 5 (o tfech neznamych) v prostoru vsech jejich feSeni,
(3) konstantni funkce v prostoru feseni diferencialni rovnice " — 4y’ + 5y = 10.
5 Afinni zobrazeni a afinni geometrie
5.1 Uvod
Dobfe znamé (a v jistém smyslu zakladni) afinni zobrazeni je rovnob&zné promitani nebo osova
afinita. Obecné definice afinniho zobrazeni, kterou zndme z konstrukéni geometrie, vypada takto:

Definice. Zobrazeni mezi afinnimi prostory se nazyva afinni, pokud

(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,

(b) zachovava rovnobéznost piimek,

(c) zachovava délici pomér bodu na piimce.

Bijektivni afinni zobrazeni se jmenuje afinita.

Kolinearni body jsou body, které lezi na jedné piimce, tedy také body splyvajici. Podminka
(b), resp. (c) tedy méa smysl pouze v ptipadé, kdy se rtizné koline4rni body nezobrazi do jednoho
bodu. Z (a) a (c) plyne, Ze afinni zobrazeni zobrazuje pfimky na piimky, resp. na body (tedy
nikoli napf. na usecky). Pfedchozi t¥i podminky nejsou tplné nezavislé:

e za predpokladu (a) jsou vlastnosti (b) a (c) ekvivalentni. =0}

Odtud plyne, Ze zobrazeni mezi afinnimi prostory dimenze aspoii 2 je afinni pravé tehdy, kdyz
e zobrazuje piimky na p¥imky nebo body,

e zachovava rovnobéznost piimek.
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Obrazek 5.4: Osovéa afinita.

Pro afinni zobrazeni na pfimce je podminka (a), resp. (b) splnéna automaticky, resp. trivialng;
afinni transformace p¥imky jsou zcela charakterizovany podminkou (c).

Uvédomte si, ze vSechny pojmy zmihované v definici jsou srozumitelné v jakémkoli afinnim
prostoru A:

(a) primka je jednorozmérny afinni podprostor v A,
(b) piimky jsou rovnobézné, pokud jejich zaméfeni splyvaji,

(¢c) délici pomeér trojice ruznych kolinearnich bodu (A4, B, C) (v tomto poradi) je realné ¢islo
d takové, ze plati 1@ =d- B?, coz vétsinou zapisujeme symbolicky jako

d=(ABC) = %. (5.3)

5.2 Algebraicka definice afinniho zobrazeni

Nyni chceme slou¢it nase dosavadni predstavy s abstraktnimi definicemi z odst. [£:2] V kazdém
konkrétnim piiklade afinniho zobrazeni f : A — A’, ktery zname, si miZzeme pov§imnout, ze f
indukuje zobrazeni mezi zaméfenimi f : A — A’, a to tak, Ze

T () = F(A) (B}, kde u = AB. (5.4)

Uvédomte si, ze vektor u muze byt reprezentovan nekonetné mnoha dvojicemi bodu. To, Ze
je timto predpisem vibec dobie definovano zobrazeni, je pfimym dusledkem vlastnosti @f

= z deﬁnice Odtud také plyne, Ze indukované zobrazeni 7 neni jen tak ledajaké, ale je linearni.
Praveé tato pozorovani vysvétluji, pro¢ je néasledujici definice ekvivalentni s definici
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Obréazek 5.5: Afinni zobrazeni indukuje linedrni zobrazeni mezi zamétenimi.

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi afinnimi prostory f : A — A’ se nazyva afinni,

pokud existuje linedrni zobrazeni mezi zamérenimi f : j — Z’ tak, ze pro libovolné body
A, B € A plati (5.4). Bijektivni afinni zobrazeni se jmenuje afinita.

Jako je linearni zobrazeni homomorfizmem vektorovych prostori, je afinni zobrazeni homo-
morfizmem afinnich prostori. Jinymi slovy muzeme afinni zobrazeni definovat jako zobrazeni
mezi afinnimi prostory, které zachovava afinni strukturu. Tato, piip. pfedchozi definice pouze
vysvétluje, co to presné znamena.

&xQ iiq,‘x@

Ll

- -,
& -5 &

F
Obrézek 5.6: Zobrazeni f je afinni, pokud ? existuje, je linearni a diagram komutuje.

Afinni zobrazeni f jednozna¢né urcuje linearni zobrazeni ?, avsak tato korespondence neni
vzajemneé jednoznacna — staci si uvédomit, ze indukované linearni zobrazeni ke kazdému posunuti

A— A+u

je identické zobrazeni. Obecnéji dvé afinni zobrazeni indukuji jedno a to samé linedrni zobrazeni <&
pravé tehdy, kdyz se lisi o n&jaké posunuti. Afinni zobrazeni f je tedy zcela uréeno indukovanym
linedrnim zobrazenim f a obrazem jednoho (libovolného) bodu. Z uvedeného mimo jiné vyplyva
nésledujici poznatek:

Dusledek. Afinni zobrazeni afinniho prostoru dimenze n je urcéeno obrazem m + 1 bodi
v obecné poloze.

5.3 Afinni geometrie

V Kleinové duchu je afinni geometrie studiem vlastnosti, které jsou invariantni vicéi afinnim
zobrazenim. V definici [5.1] jsme vyjmenovali ti takové invarianty. Soucasné jsme si uvédomili, Ze
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tyto nejsou tplné nezavislé. Ve skutecnosti jsou vlastnosti (a)—(c) navzdjem svézény vic, nez by
jeden cekal:

Véta (Zakladni véta afinni geometrie). Bijektivni zobrazeni mezi afinnimi prostory dimenze
alespon 2, které zobrazuje primky na piimky, je nutné afinni zobrazent.

Toto je skute¢né zajimavy vysledek, jehoZ dikaz rozhodné neni trividlni (hlavni myslenky
tohoto dukazu jsou predstaveny napf. v [Bel, ¢ast 2.6]). Vsimnéte si, Ze o zobrazeni nepiedpo-
kladame Zadnou spojitost ani nic podobného. Podstatna je pravé a jenom jeho bijektivnost.
Jinymi slovy:

e bijektivni zobrazeni spliwjici () v definici [5.1] splituje také (b)) a (d)-

5.4 Cviceni

Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni jsou afinni:

(1) stfedové promiténi mezi rovinami A a A’, pfip. A" a A” naznacenymi na obr.
(2) kruhova inverze, stejnolehlost, p¥ip. osova kolineace v roving,

(3) transformace afinni p¥imky A = R zadana predpisem f(z) =z" 4+ 1, kde n=0,1,2,...

Obréazek 5.7: Stfedové promitani mezi rovinami.

6 Afinni souradnice a vyjadreni afinnich podprostori

6.1 Afinni repér a soutradnice

Soufadnicové vyjadieni bodu v afinnim prostoru je relativni — zavisi na soufadné soustaveé.
Obvyklou soufadnou soustavu v afinnim prostoru je tzv. afinni soufadna soustava, jez je ur-
¢ena soufadnymi osami a ,jednotkami“ na osich. Spole¢ny bod soufadnych os je tzv. pocatek
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a ,jednotkové“ vektory na osach tvori bazi X Afinni soufadna soustava je urcena tzv. afinnim
repérem a naopak:

Definice. Afinni repér v A je urlen pocitkem O € A a bazi (e1,es,...) zaméfeni j
Souradné osy jsou p¥imky x; = O + (e;).

Afinni souiadnice bodu A vzhledem k afinnimu repéru (O;eq,es, ... ) jsou pravé soufad-
nice vektoru u = OA v bézi (e1,ez,...).

Soufadnice bodu A v uvedeném repéru obvykle piSeme
A=la1,ag,...],
kde a; jsou jednozna¢né urcené redlné cisla takova, ze plati
A=0+aje; +azeq + ...

Pokud potfebujeme rozlisovat mezi body (prvky A) a soufadnicemi (prvky R™), budeme tyto

rozlisovat tloustkou pisma. Uvédomte si, Ze pro libovolny afinni repér v A, je pfifazenim
bod A~ A = soufadnice bodu A vzhledem k danému repéru

definovano bijektivni afinni zobrazeni mezi afinnim prostorem A a standardnim afinnim prosto-
rem R”.

e Vsechny afinni prostory stejné dimenze jsou tedy navzajem izomorfni (nikoli v§ak kano-

nicky).

|

1
%

1 34 . .
R AR A
Y VR A
Obrazek 6.8: Souradnice vzhledem k afinnimu repéru (O e, e5): A =[3, 1] <= A =

O+ %el — €q.

Jeden bod miize (ale nemusi) mit v raznych afinnich repérech razné soufadnice. Pokud zname
soufadnicové vyjadieni bodu A vzhledem k jednomu repéru a soucasné zname vyjadieni tohoto
repéru vzhledem k jinému repéru, pak by mélo byt jednoduchym cvicenim vyjadfit soufadnice
bodu A vzhledem k onomu jinému repéru. Konkrétni piiklad tohoto prechodu je na obr.

Zobecnéni téchto pozorovani je nasledujici:
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-l 1,43 i
Az0+%2,72,2 042 +T0,

Obréazek 6.9: Pfechod mezi dvéma afinnimi repéry: A = O + %el — eq a soucasné O =
O’ +3e| +4e}, e; = —€}, 3 = €| + 1e}. Odtud po dosazeni plyne A = O’ +2e} + L3¢,

Véta. Uvazme dva afinng repéry (O;eq,eq,...) a (O';€],€,,...) v A. Souiadnice libovol-
ného bodu A € A vzhledem k pronimu repéru oznacime [ay,as9,...] = A, vzhledem ke dru-
hému [a},d),...] = A’. Souradnice O vzhledem k druhému repéru oznacime [q1,qz,...] = Q
a matici piechodu od bdze (e1,es,...) k bdzi (€],€h,...) oznacime P. Potom plati, Ze

A'=Q+P A,
neboli

a} = q +piiar +p2as+ ...,
a’2 = q2 + p21a1 + p22az + ...,

kde p;; je koeficient v matici P na i-tém vddku a j-tém sloupci.

6.2 Cviceni

V jisté afinni soufadné soustavé na mapé jistého mésta jsou jistd vyznafna mista uréena soufad-
nicemi A = [1,-1],B = [1,1],C = [3,0],D = [5,2], E = [4,4]. Jisti dva kolegové sleduji déni ve
mésté tak, ze kolega K. zaznamenava tdaje vzhledem k soutfadné soustavé s pocatkem v misté
A, kde mé zékladnu, a bézi (E,ﬁ), kolega L. pracuje se soufadnou soustavou s pocatkem

v D a béazi (D?, lﬁ) Pfesné v poledne za¢ind K. zaznamenavat rovnomérny pi¥imocary pohyb
podezielé tramvaje a jeho zapis (v zavislosti na Case t) vypada takto:

501,11
4 472 27|

V tomtéz case také L. zaznamenava pohyb tramvaje jako:

1 1tl lt
4" 4|

Rozhodnéte, zda oba kolegové pozoruji tutéz tramvaj a zda je ndhodou tramvaj neohrozuje.
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6.3 Parametrické vyjadieni podprostoru

Draha tramvaje v pfedchozim cvi¢eni je parametrizovina parametrem ¢ € R. Obecnéji, pfimku
p = K + L urfenou dvéma body v obecném afinnim prostoru mizeme podle (4.1) zapsat jako

p=K+<ﬁ>:{K+tﬁ;teR}.

Jesté obecnéji, afinni podprostor B C A urfeny bodem B a zamé&fenim U = (uj,us,...) je
parametrizovan nasledovné:

B:B+<u1,u27...>:{B+t1u1—|—t2u2+~--:t17t2,~-~€R}.

Bod X € A lezi v podprostoru B pravé tehdy, kdyz

X:B+t1u1 +t21]2+... (65)
pro né&jaka realna ¢isla tq,to,.... Toto je tzv. parametrické vyjddieni podprostoru B C A. Ob-
vykle, nikoli v§ak samoziejmé, jsou vektory uy, us, ... linedrné nezavislé. Je jasné, Ze jeden a tyz

podprostor muze byt parametrizovan tisicerym zpusobem.

Obrézek 6.10: Dvoji vyjadieni téze roviny: p = A + (uy,us) = B + (v, va).

6.4 Vyjadreni podprostoru rovnicemi

Kazdy si odeddvna umi poradit s vyjadfenim piimky v roviné, roviny v prostoru apod. Chceme
zjistit, jak je to s rovnicovym vyjadienim obecného afinniho podprostoru v obecném afinnim
prostoru — my§leno vzhledem k né&jakému vybranému afinnimu repéru.

Uzv pfikladu jsme si uvédomili, Ze pokud m4 soustava linearnich rovnic feSeni, pak tato
vzdy tvori afinni prostor, jehoZz dimenze zavisi na po¢tu (nezéavislych) rovnic a po¢tu neznamych.
Méame-li soustavu s n nezndmymi, feSeni soustavy jsou usporadané n-tice Cisel a prostor vSech
feSeni je podprostorem v afinnim prostoru v8ech moznych uspoiradanych n-tic, tj. ve standardnim
R™. Radi bychom se ujistili, ze kazdy afinni podprostor lze vyjadrit timto zptisobem, tj. pomoci
soustavy linedrnich rovnic vzhledem k vybranému afinnimu repéru. Tady pfedstavime rychlé
a abstraktni feSeni tohoto problému, konkrétni navody najdete v odst. [6.5] a ve cviceni.

UvaZzujme libovolny afinni podprostor B C A, ur¢eny bodem B a zaméfenim U = E C 2,
B=B+U.

Z linearni algebry vime, Ze soutadnice vektora patficich do libovolného vektorového podprostoru
U tvoii pravé feSeni néjaké soustavy homogennich linearnich rovnic:
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Obrézek 6.11: Piimka p ma vzhledem k naznacené soufadné soustavé parametrické vy-
jadreni [3t,—1 + 1.5¢] a obecnou rovnici z — 2y = 2.

U={xeR":M-x =0},

kde matice soustavy M je typu r X n, p¥icemZ r je poc¢et rovnic a n = dim A je po¢et neznamych.
Méame-li takto vyjadieno zameéfeni U = B, potom rovnicové (pfip. obecné nebo neparamet-
rické) vyjdadieni podprostoru B vypada nésledovné:

B={xeR":M x=n},
kde sloupec n dostaneme dosazenim soufadnic libovolného bodu B € B, tj.
n=M:-B.

Tak mame garantovano, ze B je feSenim této soustavy, a proto taky kazdy jiny bod B + u €
B+ U = B je jejim feSenim. Tato soustava rozepsand podrobnéji vypada néjak takto:

m11x1 + -+ MipXp = N1

M1 X1+ + My, = Ny

kde m;; jsou koeficienty v matici M.

Je jasné, Ze jeden a tyz podprostor muze byt vyjadfen mnoha raznymi (vidy vsak ekviva-
lentnimi) soustavami rovnic. Obvykle, nikoli v§ak samoziejmé, jsou rovnice linedrné nezavislé.
V takovém piipadé potiebujeme k explicitnimu vyjadieni v8ech feSeni soustavy n — r volnych
parametru, tzn. dimB =n — r.

Véta. PodmnoZina B v afinnim podprostoru A dimenze n je afinnim podprostorem dimenze
k prdvé tehdy, kdyz soutadnice vsech bodi patiicich do B tvori mnoZinu vSech TeSeni néjaké
soustavy n — k linearné nezdvislych linedarnich rovnic o n nezndmgch.

Specidlné, k vyjadfeni bodu je potieba n nezavislych rovnic a jednou rovnici je popsana
nadrovina. Podprostor dimenze k lze vidy chapat jako prinik n — k nadrovin.

6.5 Jak urcit rovnicové vyjadieni z parametrického?

Nejrychlejsi je samoziejmé vysledek uhodnout:
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Obrazek 6.12: Podprostor dimenze k je prunikem n — k nadrovin (av8ak pranikem n —k
nadrovin nemusi byt podprostor dimenze k).

Obrézek 6.13: Nékolikeré vyjadieni téze piimky: p=pNo=pN7=7Nw...

(1) Je dano parametrické vyjadreni néjakého podprostoru B. Hledame takovou linearni kombinaci
neznamych z;, kterd by soucdasné eliminovala vSechny parametry t¢;. Vysledkem takové
kombinace je jen néjaka konstanta a mame prvni rovnici.

Pokud je dim B = k, potfebujeme tento krok opakovat (n — k)-krat, oviem nezavisle na
predchozich krocich! Tato metoda se d& povazovat za pouZitelnou pouze pro malorozmérné
podprostory, zejména pro piimky: eliminovat jeden parametr n — 1 nezavislymi zpusoby je
vzdy mozné a snadné. ..
Pokud piedchozi postup selhavé, existuji univerzalni metody, jak rovnicové vyjadieni vzdy najit;
zminime nékolik osvéd¢enych napadu.

(2) Podle zdivodnéni Vétystaéi najit homogenni soustavu rovnic popisujici zaméfeni U = g
Staci si tedy vzpomenout, jak se tento problém v algebfe (algoritmicky) Fesil. . .

Koeficienty na pravé strané soustavy se pak snadno ur¢i dosazenim soufadnic libovol-
ného bodu z B.

Parametrické vyjad¥eni (6.5) podprostoru B, mizeme psat také jako
ﬁk =tiu; + -+ fpuy,

kde predpokladame, Ze smérové vektory uy, ..., uy jsou linedrné nezavislé. To, ze bod X patii
do podprostoru B 1ze potom vyjadfit mnoha raznymi zpusoby:
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X € B < vektor B*XZ je linearni kombinaci vektori uy, ..., u; <= vektory B*XZ, ug,...,Ug
jsou linedrné zavislé <= mezi vektory _BT)? ,uy, ..., u, je pravé k nezdvislych <= hodnost matice
tvorené soufadnicemi vektora BX, uy, ..., u, vzhledem k n&jaké (libovolné) bazi je pravé k <—
v8echny subdeterminanty fadu k£ + 1 vybrané z této matice jsou nulové.

Tyto ekvivalence motivuji nasledujici dva navody:

(3) Vytvoiime po sloupcich matici ze souradnic vektora BX ,ui,...,u; vzhledem k né&jaké bazi
(matice ma n Fadka a k+1 sloupct, jenom v prvnim sloupci se objevuji nezndmé). Radkovymi
Upravami upravime matici do schodovitého tvaru, kde hodnost matice interpretujeme jako
pocet nenulovych radki, a ten ma byt k. Pravé n—k poslednich fadki ma tedy byt nulovych,
coz dava soustavu n — k linearnich rovnic, které by automaticky mély byt nezévislé.

(4) Z matice tvofené soufadnicemi vektori B—Xz,ul,..wuk vybirdme submatice fadu k£ + 1,
spoCitame determinanty a tyto polozime rovny 0. Dostavidme soustavu linearnich rovnic,
z nichZz muzeme podle libosti vybrat n — k nezavislych.

V uéebnici [HoJa] je na stranach 26-27 pfedstavena jesté jind univerzalni metoda. Tato je
v podstaté ekvivalentni vySe uvedenému navodu (3), nicméné doporu¢ujeme porovnat.

Postup zmihovany v (4) je vhodny zejména v piipadech podprostorti malé kodimenze. Zejména,
je-li popisovany podprostor nadrovina, tj. K = n — 1, je matice zmifiovana v (4) ¢tvercova fadu
n = k + 1. Rovnice nadroviny je tedy uréena determinantem celé této matice.

6.6 Rizna dalsi vyjadieni

Casto lze potkat vyjadreni afinnich podprostorii, jez vypadaji odlisng od vyse uvedenych. At uz
vypadaji jakkoli, vZdy jsou ekvivalentni nékterému z dfive diskutovanych popisa. Rizna vyja-
dfeni maji rizné vyhody, pro pfedstavu uvadime bé&zné pouzivana rovnicova vyjadieni piimky

v roving (viz obr. [6.14]):

e obecné rovnice: ax + by + ¢ =0,

e smérnicova rovnice: y = kx + ¢,

e usekova rovnice: % + % = 1.

Smérnicovou ani tisekovou rovnici nelze popsat viechny piimky v roviné; konkretizujte tato ome-
zeni. Uvedend vyjadieni a jejich interpretace maji zfejmé analogie pro roviny v prostoru, piip.
nadroviny v prostoru obecné dimenze. . .

akx+
ax+by-0\\ 4 , ? i

&0, q

Obrézek 6.14: [Rek| Interpretace konstant z raznych rovnicovych vyjadieni pfimky v ro-
viné; ke druhému obrazku je tieba doplnit k = tan ¢.
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6.7 Cvideni

(1) Vzhledem k n&jakému afinnimu repéru v ndjakém trojrozmérném afinnim prostoru jsou dany
body:
A=[1,1,0], B=[4,1,3], C =[1,0,1].

Urcete dimenzi a rovnicové vyjadfeni afinniho obalu mnoziny {A}, {A, B}, resp. {A, B, C}.
(2) Je dano parametrické vyjadieni afinniho podprostoru B C R*:
x1 =3t — bty — 2t3, xo =141ty +t3, xt3=4—t1 +t3, x4 =5,

kde t1,t2,t3 € R. UrCete dimenzi B a najdéte néjaké jiné parametrické vyjadieni tohoto
podprostoru. Dale ukaZzte, Ze soustavou linedrnich rovnic

{.131 4+ 2x9 4+ 323 =0, 4 = 0}

je popsano zaméteni g a najdéte aspon tii rizna rovnicova vyjadieni podprostoru B.

(3) VyzkousSejte vSechny nédvody urceni rovnicového vyjadieni, jez jsou uvedeny v odst. napf.
na podprostorech z predchozich tloh. Porovnejte vysledna vyjadieni.

(4) Vsimnéte si, ze nikde neklademe otazku
e Jak najit parametrické vyjadieni z rovnicového?“
Zformulujte n&jakou vlastni odpovéd a doplitte vhodny piiklad.

(5) Ukazte, Ze piimka v prostoru obecné dimenze prochazejici body A = [a1,a2,...] a B =
[b1, b, . ..] mé rovnicové vyjadieni

Tl — a1 T2 — a2

b1—a1 - b2—a2 -
7 Vzajemné polohy podprostorii a nékteré polohové tlohy

7.1 Vzajemné polohy podprostori

Incidence a raznobé&znost jsou mnozinové pojmy, afinni strukturu potiebujeme zejména k pojmu
rovnobé&znosti. Prvni postiehy k abstraktni definici rovnobéznosti jsme méli jiz v odst. 4]

Definice. Afinni podprostory B a C v afinnim prostoru A4 jsou:
o incidentni, pokud B C C nebo C C B,
e riznobéZné, pokud nejsou incidentni a maji neprazdny prinik,
e rovnobézné, pokud jejich zaméfeni jsou incidentni, tj. g - ? nebo ? C g,

e mimobéZné, pokud nejsou incidentni, ani riznobé&zné, ani rovnobézné.

Takto definované pojmy vymezujici vzajemnou polohu podprostoru jsou téméf komplemen-
tarni; jedinou vyjimkou je
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o incidentni => rovnobézné.
Chceme-li tento piipad vyloucit, mizeme doplnit
e rovnobéziné rizné, coz znamend rovnobézné, ale ne incidentni.

Mimobézné podprostory, jejichz zaméfeni maji netrividlni prunik, se nékdy nazyvaji cdstecné
rovnobézné. V trojrozmérném afinnim prostoru ¢astecné rovnobézné prostory nejsou. VSimnéte
si, Ze pfimo z definice plyne nasledujici podivnost, ktera nas zpravidla moc zajimat nebude, ale
méli bychom si ji byt védomi:

e Pokud je B bod nebo A, pak B je rovnobézny s libovolnym jinym podprostorem C C A.

L A-8 A +Bb 3(3 X:
e

Y Ko
‘HI'ﬁ

Obréazek 7.15: Vzajemné polohy afinnich podprostort.

Jesté zformulujeme jedno pomocné tvrzeni, které jiz mame ¢astecné rozmysleno v souvislosti

s rovnosti (4.2)).

Véta. Uvazme afinni podprostory B,C C A a libovolné body B € B a C € C. Potom plati:
B a C maji neprdazdny prinik prdvé tehdy, kdyz B? € E +

Pokud je prunik nepréazdny a D € BNC je néjaky spole¢ny bod, pak B=D+4+uaC=D+v
pro néjaké vektory u € E ave ? Odtud BC=v—-—ue C + b.

Naopak, je-li ﬁ € l? + ?, 1ze vektor B? napsat jako B? = v — u pro néjaké u € g
av € C. Odtud plyne C — v = B — u, tzn. bod B — u € B je roven bodu C — v € C, tudiz
BNC # 0. O

Vsichni dobfe vime, Ze mimobé&zné podprostory v R? mohou byt jediné piimky. Analogické
pozorovani umime dokizat v mnohem obecnéj$i podobé, viz disledek nize. Odtud plyne,
7e nadroviny v obecném afinnim prostoru nejsou nikdy mimobézné s zddnym jinym podprosto-
rem; pokud jsou zrovna ruznobézné, okamzité vime, jaki musi byt dimenze pruniku, viz (3). Do
série jeSté zafazujeme poznatek ; afinni podprostory, jejichz zaméfeni jsou komplementéarni
nazyvame taky komplementdrni, piip. fikdme, Ze jeden je dopliikem druhého. Vsechna tii nésle-
dujici tvrzeni plynou pfimo z definic, rovnosti a predchozi véty — najdéte si néjaka jejich

= zduvodnéni!
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Boe

Obrézek 7.16: BQC#Q)(:)BY'EK—F?.

Daisledky. Pro libovolné afinni podprostory B,C C A plati:

(1) Pokud jsou vektorové podprostory g, ? - X komplementdrni, pak B a C se protinaji
v bodé.

(2) Pokud jsou podprostory B a C mimobéiné, pak kazdy z nich md dimenzi mensi nebo
rovnu dim A — 2 (a vét$i nebo rovnu 1).

(8) Pokud je C nadrovina a B a C jsou riznobézné, pak dim(BNC) =dimB — 1.

7.2 Jak urcit vzijemnou polohu podprostora?

nim spole¢nych bodi, resp. smért danych podprostori, tzn. s vyjadienim priniku, resp. pruniku
zaméfeni. Odtud lze vzdy rozhodnout, jaka je jejich vzajemné poloha. Déle si vSimneme, Ze k ur-
Ceni vzajemné polohy stadi znit pouze dimenze vhodnych podprostori a nikoli podprostory
jako takové. Pro uplnost jesté doplnime charakterizaci pomoci souctii.

Na zahtati uvddime celkem ziejmou charakterizaci incidence pomoci priniku, resp. souctu:

BCC<+=BNC=B+<=B+C=C.

Stejné ekvivalence samoziejmé plati také pro zaméfeni. Z linearni algebry si v této souvislosti
potiebujeme pfipomenout, Ze dimenze priniku a sou¢tu vektorovych podprostora jsou spolu tzce
svazény, a to nésledujicim zptsobem:

dim(g N ?) + dim(E> + ?) — dim B + dim C. (7.7)
Prinik
Vzajemnou polohu podprostori B,C C A je vidy mozné jednoznacné urcit podle jejich priniku

B%C a %ﬁniku saméteni BN (uvédomte si, ze pokud BNC # (), pak napi. B C C je ekvivalentni
s b CC):

e BNC #
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- E N ? = g nebo 7 <= incidentni,
- g N ? # g ani ? <= rliznobézné,

e BNC =1
- g N ? = g nebo ? <=> rovnobézné rizné,
- ﬁ N ? # ? ani ? <= mimobézné.

Bez ohledu na zpusob vyjadfeni danych podprostort (parametricky/rovnicemi) vétsinou potie-
bujeme k urceni jejich priniku, reps. pruniku jejich zaméreni, fe§it soustavu linedrnich rovnic.
Po obvyklych apravach (myslime ekvivalentni apravy vedouci ke schodovitému tvaru) postupné
pozorujeme:

(1) zda je soustava feSitelna nebo ne (tj. zda je prunik neprazdny nebo prazdny),

(2) pokud je fesitelna, tak podle poctu nezavislych rovnic a po¢tu neznamych usuzujeme, kolik
budeme potiebovat volnych parametri k explicitnimu vyjadfeni feSeni (tj. jaka bude dimenze
pruniku),

(3) pokud je soustava Fesitelna, tak ji dofesime a vyjadiime TeSeni (tj. popiSeme explicitné pra-

nik).

Uvédomte si, ze poc¢itani praniku BNC a pruniku zaméfeni g ﬂ? lze vzdy realizovat soucasné:
méame-li soustavu linearnich rovnic odpovidajici B N C, pak soustava popisujici B N C je pravé
predchozi soustava, akorat homogenizovana (tzn. na pravé strané jsou nuly)!

Z uvedeného je také patrné, Ze k urceni vzajemné polohy podprostora uplné staci absolvovat
krok (2), kdy zname dimenzi priniku, resp. priuniku zamé&feni. Krok (3) je nutné dopoditat v pii-
padé, Ze nas kromé vzajemné polohy zajimaji také spole¢né body/sméry danych podprostori.

Soucdet

Vzhledem k tvodnim rozvahdm muze byt pfedchozi charakterizace vzajemnych poloh podpro-
storti pfepsana také nasledovné:

o ]%Eng?:

- E> + ? = ﬁ nebo E <= incidentni,
- g + ? #+ ﬁ ani B <> raznobéziné,

. B_(ng?—F?

— g + 7 = ? nebo g <=> rovnobézné rizné,
- g + ? # 7 ani g <= mimobé&zné.

Odtud plyne nasledujici zptusob urfeni vzdjemné polohy podprostorii, ktery je vhodny asi
hlavné v pripadé, kdy jsou oba podprostory zadany parametricky:

B=B+(uy,...)aC=C+ (vy,...).

Sestavime matici ze soufadnic generujicich vektora uy,...,vy,..., kterou jesté rozsifime o vek-
tor BC. Po obvyklych upravach (pozor: nesmime michat se sloupcem /fadkem, ktery puvodné
obsahoval B?) postupné uréime:
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(1) jaka je hodnost matice sestavené z generujicich vektoru (tj. jakd je dimenze souctu g + 7),

(2) zda je hodnost matice rozsifené stejna nebo vétsi (tj. zda se afinni podprostory protinaji ¢
nikoli).

Poznamky

Uvédomte si, ze pravé uvedeny navod je pouze jinou interpretaci ndvodu piedchoziho: Matice,
se kterou tady pracujeme, je (aZ na formu zapisu a né&jaka znaménka) totoZné s matici soustavy
pro pocitani priniku, jiz jsme zminovali vySe. Pfitom pojem hodnosti matice nezavisi na tom,
zda matici ¢teme po sloupcich nebo po fadcich! Navic, porovname-li krok (2) u tohoto navodu
7 krokem (1) navodu p¥edchoziho, nemiZeme si nevzpomenout na Frobeniovu vétu o Fesitelnosti
soustavy linearnich rovnic. Tato nase pozorovani predstavuji alternativni (soufadnicovy) dikaz
véty [71]

Na rozdil od predchoziho navodu, nemusi byt na prvni pohled patrné, jaké jsou spole¢né
body/sméry danych podprostori. Tyto lze sice vzdycky z jednotlivych uprav zrekonstruovat, ale
nemusi se jednat o nejpiijemnéjsi pocitani. V p¥ipadg, 7e se ptame na spoletné body/sméry, je
proto asi vhodné&jsi rovnou zacit pocitat pruniky.

V obou uvedenych metodach jsme si v8imli, Ze k urceni vzajemné polohy nam staci pracovat
toliko s dimenzemi (piip. hodnostmi odpovidajicich matic) a nikoli podprostory jako takovymi.
Obecné plati

dim(lm) = dim(? + e+ B?) > dim(g + ?) > max(dim g, dim ?)

Pokud kvuli stru¢nosti oznacime tato tii C¢isla tak, ze o > n > m, pak predchozi klasifikace
vzdjemnych poloh vypada néasledovné:

Dusledek. Podprostory B a C jsou
e incidentni <= o=n=m,
® riznobéiné < o=n>m,
® rounobéiné rizné <= o >n=m,

o mimobéiné <= o >n > m.

7.3 Pricky

Pokud jsme kdy mluvili o pfickach, pak vyhradné o pfickich mimobéznych pfimek. Obecné se
piickou dvou afinnich podprostori B,C C A mysli jakdkoli pfimka, ktera je s B i C ruznobé&zna.
Pro netrividlni podprostory existuje vzdy nekoneéné hodné piicek, viz obr. [7.17

Pricka byva (ale nemusi byt!) jednozna¢né urc¢ena n&jakou dodatecnou podminkou, nap¥. aby
prochéazela danym bodem nebo aby méla dany smér. V eukleidovskych prostorech budeme casto
hledat piicky, které jsou nejkratsi mozné (takové pricky se jmenuji osy, viz odst. [12.1)).

Uméni konstrukce pii¢ek k mimobé&zkam (nebo jinym kiivkam) ma velmi podstatna uplatnéni
v technické praxi, viz nap¥. [Mal].



32 II. Afinni a projektivni geometrie

Obrazek 7.17: [LiSch] Ke dvéma mimobé&zkam existuje oo? riiznych piicek.

7.4 Cvideni

(1) Uréete vzajemnou polohu afinnich podprostori B,C C R*,
B=1{[1,2,0,0] +¢(0,0,1,1)}, C ={[-1,0,2,0] + s1(—1,0,2,1) + s2(1,0,—1,0)},
kde t, s1,s2 € R, pfip. urCete jejich spoleéné body a sméry.

(2) Pozméite vhodné zadéni v predchozich dlohach tak, abyste vycerpali zbyvajici mozné vzé-
jemné polohy.

(3) Uvaite tii pifmky v R3:
pr={[1+t, L]}, p2={[1+t2,—1,—t2]}, ps = {[0, 25,25}
Ukazte, ze tyto pfimky jsou navzajem mimobézné, a feste nasledujici tlohy:

e urcete piicku p; a pa, kterd prochazi bodem B = [0,0,0],
e urcete pricku p; a po, kterd prochazi obecnym bodem na ps,

e piedstavte si v8echny spole¢né piicky téchto t¥i mimobézek.
(4) Pro tutéz trojici piimek FeSte nasledujici:

e urcete pricku p; a po, kterd ma smér u = (1,1,0),
e urcete n&jakou jinou pficku p; a pe, kterad je rovnobézna s rovinou p = {z — y = 0},

e predstavte si v8echny pficky p; a po, které jsou rovnobézné s touto rovinou.
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8 Usporadani na primce, konvexni mnoziny, barycentrické
souradnice a dalsi

8.1 Relace usporadani, asecka

Body na afinni pfimce p = A + B (mysleno na libovolné piimce v libovolném afinnim prostoru)
jsou jednozna¢né urceny hodnotami ¢ € R z parametrického vyjadieni X = A + tﬁ. Toto
ztotoZnéni jsme v odst. interpretovali jako soufadnice bodu X € p vzhledem k afinnimu repéru
(A;u) na p, kde u = AB. Pfirozené uspofadéani realnych ¢isel nyni indukuje relaci uspotradani
na piimce p:

Pro C, D € p miZzeme definovat

o C' < D% pokud c<d,

kde ¢,d € R jsou soufadnice t&chto bodu vzhledem k repéru (A4;u). Uvédomte si, Ze toto uspo-
Fadani zavisi pouze na orientaci bazového vektoru u a nikoli na vektoru jako takovém.

Nezéavisle na jakychkoli volbach muzeme definovat relaci ,,mezi“ a teprve s touto relaci rozu-
mime pojmu usecky:

Definice. Bod F lezi mezi body C a D, pokud F lezi na pfimce p =C+D a ,C < E < D“
vzhledem k néjakému afinnimu repéru na p.
Usecka C'D je mnozina v8ech bodu, které lezi mezi C' a D, doplnéné o krajni body C a D.

Je ziejmé, ze
asetka CD = {X = C +t0D : t € [0, 1]}. (8.8)

Pojem tisecky hraje kli¢ovou roli v definicich mnoha dalsich geometrickych objekti, viz nasledujici
odstavce.

Relaci ,,mezi“, stejné jako pojem tusecky a dal§i odvozené pojmy, lze samoziejmé definovat
raznymi zpusoby. Uvedenymi formulacemi zejména chceme zduraznit, Ze v8echny tyto pojmy
jsou vysostné afinni, tzn. k jejich definici nepotiebujeme vzdélenosti bodu ani nic podobného.

Pro porovnani uvadime nékolik ekvivalentnich (afinnich) tvrzeni:

e bod FE lezi mezi body C' a D,

e vektory C@ a ﬁ jsou opacné orientované,

o délici pomélﬂ trojice bodu (C, D, E) je zaporny.
Charakterizace téhoz pomoci vzdélenosti bodu je nasledujici:

e |CE|+ |ED| =|CD|,

viz tvodni odstavce néasledujici kapitoly.

3podle definice na, str.
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8.2 Poloprostory, tihly, konvexni mnoZiny

Dalsim dilezitym souvisejicim pojmem je pojem poloprostoru: Bod rozdéluje piimku na dvé
polopiimky, pfimka rozdéluje rovinu na dvé poloroviny a rovina rozdéluje trojrozmérny prostor
na dva poloprostory. Podobné&, nadrovina rozdéluje obecny afinni prostor na dva poloprostory:

Definice. Dva body A a B v afinnim prostoru A jsou oddélovdny nadrovinou C, pokud A
ani B nelezi v C a usecka AB ma s nadrovinou C spole¢ny pravé jeden vnitini bod.

(Afinni) poloprostor v A vymezeny nadrovinou C je charakterizovan tim, ze zadné dva
jeho body nejsou nadrovinou C oddélovéany.

Poloprostory vymezené nadrovinou C jsou dva a jejich prinikem je pravé C.

Prinikem dvou polorovin v afinni roviné (takovych, Ze jejich hrani¢ni pfimky jsou razno-
bé&zné), je whel. Pokud uvaZujeme vice polorovin, pak jejich prinikem muZe vzniknout ledacos
(napf. mnohouhelnik), v kazdém piipadé to vsak bude konvexni mnozina. V8imnéte si, ze obecny
pojem konvexnosti je také veskrze afinni:

Definice. Podmnozina Y v afinnim prostoru A4 je konvezn, pokud pro libovolné rizné body
B,C €Y plati, 7e také celd use¢ka BC patii do Y.

Konvexni mnoziny v A jisté jsou: celé A, vSechny afinni podprostory (tzn. i body), tsecky,
poloprostory a mnoho dalgich. Mimo jiné také prazdna mnoZina je podle definice konvexni!

Pranik libovolnych konvexnich podmnozin v A je opét konvexni, sjednoceni samoziejmé ni-
koli. Nejmensi konvexni mnozina, kterd obsahuje podmnozinu X C A se nazyva konvezni obal X.
Konvexnim obalem kone¢né mnoziny bodu je konvexni mnohostén (p¥ip. konvexni mnohothelnik,
usecka nebo bod); jsou-li body v obecné poloze, pak se jejich konvexni obal jmenuje simplez. . .

8.3 Barycentrické soutradnice, téziste

V (8.8) je analytické vyjadieni usecky, tj. konvexniho obalu dvojice boda. Pokud pfemyslime

nad tim, jak v podobném stylu popsat konvexni obal tii a vice bodi, pak si nelze nevéiin>nout

nésledujiciho. Stied tsetky AB muZeme vyjadiit jako S = A + %ﬁ nebo S = B + $BA, ale
——

taky jako S = O + 104 + %O?, kde O je tuplné libovolny bod v okolnim afinnim prostoru!

Obecnéji, kazdy bod X na piimce AB lze vyjadfit pomoci jednoho a téhoz parametru ¢ € R
riznymi zpusoby:

X=A+iAB=B+(1—-t)BA=0+ (1—1)OA +t0B.
Pritom body na tsecce AB jsou charakterizovany pozadavkem ¢ € [O%

Analogicky napt. tézi§té trojihelniku ABC je bod T' = A + %A + %ﬁ, ktery muzeme
vyjadiit taktéz jako T' = O+ L0A+ 1O + 1OC. Obecngii, kazdy bod v roving ABC vyjadifme
pomoci t, s € R jako

X=A+tAB+sAC =--- =0+ (1 —t — s)OA + tOB + sOC, (8.9)

kde O je opét libovolny bod v A. Pfitom body uvniti trojihelniku ABC' jsou charakterizovany
pozadavkem t,s € [0,1]. Protoze jsou body A, B a C' v obecné poloze, jsou koeficienty u jed-
notlivych vektoru uréeny jednoznac¢né. Navic bychom neméli piehlédnout, Ze soucet koeficientu
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/'/ B

Obrézek 8.18: X = A+ 2AB = O+ OA + 2(0B — OA) = 0+ 104 + 20B.

u vektori na pravé strané je roven 1. VSechny body v roviné ABC' tedy muZeme popsat jako
X = O+ tH0A + t20B + 1500, kde t1 +ts +t5 = 1.

ProtoZe poloha bodu X nezévisi na volbé bodu O € A (pouze na koeficientech ¢, ¢, t3), piSeme
totéz strucnéji jako
X =t1A+t3B +t3C, kde t; +to +t3 = 1. (810)
Pfitom body uvnitf trojihelniku ABC' jsou charakterizovany pozadavkem t1,to,t3 > 0.
Tato pozoroviani muzeme déle zobechovat:

Véta. Afinnim obalem mnoZiny bodi Ay, As,--- € A je mnoZina
{t141 +t2As+ - ity +ta+--- =1}
Konvexnim obalem mnoZiny bodi Ay, As,--- € A je mnoZina
{t1A1 +taAs+ -ty +tao+---=1a t; >0}

Uvédomte si, Ze v uvedeném popisu je zcela lhostejné, zda urcujici body A; jsou ¢ nejsou
v obecné poloze. Pokud v obecné poloze jsou, pak koeficienty (¢1,to,...) jsou ke kazdému bodu
X z afinniho obalu bodu Ay, As, ... uréeny jednoznadné a nazyvaji se barycentrické souradnice
bodu X vzhledem k (A;, Ao, ...).

vvvvvvvv

ABC ma barycentrické souradnice vzhledem k trojici (4, B,C) rovny %, tj. T = $A+ B+ 1iC,
t8zisté ctyrsténu ABCD je
1 1 1 1
T=3A+B+C+ D (8.11)

sestavajici ze stejné t&zkych hmot soustiedénych ve vrcholech. Pozor: pokud body A, B,C, D
nejsou v obecné poloze, pak bod (8.11) neni t&zistém étyfﬁhelnikuﬂ ABCD, ale je to tézisté
bodové hmotné soustavy se stejnymi vahami soustfedénymi v bodech A, B, C, D!

Obecné, tézisté bodové hmotné soustavy s vdhami mq, ma, ... soustfedénymi postupné v bo-

dech A]_,A27 e je bod
m1A1 +7TL2A2 —+ ...

mi+mo+ ...
Pokud jsou v8echny véhy kladné, lezi tézisté v konvexnim obalu bodu A;.

4Tady predpokladame, 7e body nejsou kolinearnf; uvedené zévéry viak platf zcela obecné.
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Centroid
of the plate

Obrazek 8.19: [Be] Tézisté mnohouhelniku obecné neni totéz, co tézisté bodové hmotné
soustavy s rovnymi hmotami ve vrcholech.

8.4 Cvideni

(1) V afinnim prostoru R? jsou dény body
A=][1,1,0], B=[4,1,3], C =[1,0,1], D =[0,-1,1], E=[3,0,0].
Rozhodnéte, zda:
e jsou bodu D a F oddéloviany nadrovinou p = ABC,
e useCky AB a CD maji néjaky spole¢ny bod.
(2) Pro totéz zadani dokazte, Ze body A, B, D, E jsou v obecné poloze, a:

e urcete barycentrické soufadnice bodu C vzhledem k této ¢tvetici bodi,

e rozhodnéte, zda bod C patii do konvexniho obalu bodi A, B, resp. A, B, D, resp.
A7 B7 D7 E7

e urcete afinni soufadnice tézisté ¢tyirsténu ABDE.

(3) Rozhodnéte, zda podmnoZiny ze cviceni jsou konvexni; pokud nejsou, popiste jejich kon-
vexni obaly.

(4) Rozhodnéte, zda obraz konvexni mnoZiny pii afinnim zobrazeni mtze byt nekonvexni.

(5) Na obrazku jsou stopy stojici osoby; vyznaceny bod piedstavuje plidorys jejtho t&ziste.
Rozhodnéte, zda je tato osoba bez jakékoli dalsi opory stabilni.

(6) K obrazku

e ukazte, Ze umite sestrojit bod i(ml + x3 + 3 + 24), a uvédomte si, 7e uréovani t&7isté
bodové hmotné soustavy je asociativni,

e vzpomente, jak byste urcovali tézisté ¢tyithelniku, a rozhodnéte, zda tento tkol ndho-
dou nepatii do jiné kapitoly.

(7) Pomoci vektorové algebry dokazte n&jaké tvrzeni elementéarni afinni geometrie, napf. Mene-
laovu vétu.
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Obrézek 8.20: Stopy.

9 Projektivni geometrie

9.1 Postiehy

Obcas zjistujeme, ze je vyhodné pracovat s nevlastnimi body, tj. s body v nekoneénu. Napf.
ve cviceni [5.4] uvaZzujeme stiedovou projekci mezi rtiznob&znymi rovinami A a A’. Ta je ve
skutecnosti dobie definovana pouze jako zobrazeni A\ p — A"\ p/, kde p je piimka v A, ktera
nemé obraz v roviné A’, a p’ je piimka v A’, kterd nemé4 vzor v A.

Obrazek 9.21: P1i perspektiveé mezi rovinami A a A’ nemaji body na p C A obraz v A'.

Pokud roz3iiime afinni rovinu A, resp. A’ pravé o jeji nevlastni body, mluvime o projektivnim
rozsireni A, resp. A’. Diskutovana stfedova projekce je tak zobrazenim A — A’ mezi rozsire-
nymi projektivnimi rovinami a jedna se o velmi typické projektivni zobrazeni (kterému se ¥ikéa
perspektiva).

Vsimnéte si, Ze nevlastni body v afinni roviné reprezentujeme p¥imkami (pfip. t¥idou rovno-
béznych p¥imek) a nikoli polopfimkami. V tomto duchu méa p¥imka pravé jeden nevlastni bod
a nikoli dva. Projektivni piimka R=RU {o0} je tedy néco jiného nez rozsifena realna osa
(—00,00) = RU {—00, 00}, jak ji zndme z analyzy!
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Libovolné dva body v A (vlastni nebo nevlastni) uréuji p¥imku a kazdé dvé primky v projek-
tivni roving se protinaji v jednom bodé (vlastnim nebo nevlastnim). V projektivnich prostorech
obecné mluvime o piimkach, rovinach apod., jejich prinicich a incidencich, nikoli v8ak o rov-
nobéznosti, usporddani a odvozenych pojmech. Napi#. v projektivni geometrii nemame usecky,
projektivni piimka nerozdéluje projektivni rovinu na dvé ¢asti apod.

oo

R

Obrézek 9.22: Na afinni piimce je bod E mezi body C a D. Na projektivni piimce nema
relace ,,mezi“ valného smyslu.

9.2 Projektivni rozsiifeni a projektivni prostor

Definice. Projektivni rozsireni afinniho prostoru A je mnozina A:=AUc A, kde ooy je
mnozina vSech jednorozmérnych podprostora v zaméieni j Prvky z A, resp. co 4 nazyvame
vlastni, resp. nevlastni body rozsifeného projektivniho prostoru .A.

V posledni vété predchozi definice skryté Fikdme, Ze projektivni rozsiteni afinntho prostoru je
projektivnim prostorem. ME&li bychom tedy vysvétlit, co se mysli projektivnim prostorem obecné.
Ten lze definovat pomoci nékolika mélo axiomu (jez se tykaji vyhradné pojmu incidence), my
se vSak spokojime s nasledujicim vysvétlenim.

Uvazme, Ze afinni prostor A je podprostorem v né&jakém vétsim afinnim prostoru a podivejme
se na A a jeho projektivni rozsiteni A z n&jakého (libovolného) bodu S ¢ A, viz obr. Kazdy
bod A € A urcuje pitmku A+.S C A+ S a, naopak, kazda pfimka a C A+ S prochazejici bodem
S urcuje bod A € A.

e Piitom bod A je nevlastni, pravé kdyZ piimka a = A + S je rovnob&zné s A.

Tato korespondence je vzidjemné jednoznacnd, navic kazda piimka prochazejici bodem S je jedno-
znacné urcena svym zameéifenim. Celkem tedy ztotoziujeme prvky As jednorozmérnymi vektoro-
vymi podprostory v zaméfeni A + 5. Sou¢asné si mizeme vSimnout, Ze projektivnimu rozsiteni
B C A afinniho podprostoru B C A odpovida néjaky vektorovy podprostor v zaméieni A + 3,
jehoz dimenze je dim B + 1.

Definice. Projektivni prostor s vektorovym zastupcem W je mnoZina vSech jednorozmér-
nych podprostorii ve vektorovém prostoru W; znacime P(W).

Podmnozina vech jednorozmérnych podprostorii ve W, které patii do vektorového pod-
prostoru U C W, tvoii projektivni podprostor P(U) C P(W); dimenze P(U) je dimU — 1.

Takto tedy chapeme projektivni rozsfieni A jakozto projektivni prostor P(A + §) a hlavni
vyhodou tohoto popisu je, Ze na rozdil od pFedchoziho reprezentujeme prvky A = A U ooy
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Obrazek 9.23: Prvky A= AUooy ztotozitujeme s piimkami v A + 5, jez prochazeji
bodem S; pfitom D € co4 < d || A.

krasné homogennim zpiisobem. Jesté si viimnéme, ze prvky z coyq C A vzdycky tvoii nadrovinu
P(A) c P(A T 9).

Naopak, pokud v obecném projektivnim prostoru P(W) prohlasime n&jakou projektivni
nadrovinu P (V) za mnozinu ,nevlastnich bodu“, pak dopliikkovd podmnozina P(W) \ P(V) ma
pfirozenou afinni strukturu (se zaméfenim V). Proto lze kazdy projektivni prostor chépat jako
projektivni rozgifeni n&jakého afinniho prostoru. . .

9.3 Homogenni soufadnice

Kazdy bod X projektivniho prostoru P(W) reprezentujeme n&jakym nenulovym vektorem x €
W. Samoziejmé jak x, tak jakykoli jeho nenulovy nasobek reprezentuji jeden a tyz bod X.

Definice. Homogenni soufadnice bodu X € P(W) vzhledem k bazi (eg,e1,es,...) jsou
soufadnice libovolného reprezentujiciho vektoru x € W vzhledem k této bazi.

Homogenni soufadnice nejsou urceny jednoznaéné, ale podle volby reprezentujictho vektoru
se muzou li§it pouze o nasobek nenulovym redlnym ¢islem. Tuto nejednoznacnost bychom méli
mit pofad na paméti, ¢emuz by mélo napomahat nésledujici znaceni:

X:(.’E02LE12$21...) (912)

predstavuje bod X € P(W) reprezentovany vektorem x = xzoep + z1€1 + -+ € WE|

Vzhledem k tomu, Ze pracujeme vyhradné s projektivnimi rozsifenimi afinnich prostori, je
vhodné si volbu baze chytie pFfizpasobit. To udélame jednou provzdy nasledujicim zptusobem:

UvaZme afinni prostor 4 s afinni soufadnou soustavou uréenou afinnim repérem (O; eq, e, ... ).
Zastupujici vektorovy prostor projektivniho rozsiteni A=AUcx A znacime jako obvykle W.
Chytie prizpusobena béze prostoru W je baze (eg, e, es, ... ) takova, Ze vektory e, e, ... €
jsou pravé vektory z afinniho repéru vyse a vektor eg ¢ A je pravé vektor reprezentujici poc¢a-
tek O. Vzhledem k takto zvolené bazi umime velmi snadno rozlisovat vlastni body od nevlastnich:

e Bod X je nevlastni, pravé kdyz xy = 0. Jinymi slovy, x € X a afinni soufadnice tohoto
vektoru jsou

(1‘1,1‘2, N )

5Pro libovolné a # 0 je tedy X = (z0 : @1 : @2 :...) = (axg : awy : ax2 : ... ).
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e Bod X je vlastni, pravé kdyz xo # 0. V tomto piipadé plati

To Xo

Jinymi slovy, afinni soufadnice tohoto bodu jsou
r1 T2
w0 |

Vzhledem k takto prizpisobené bazi W je afinni prostor A (jakozto podmnozina A = P(W))
interpretovan jako podmnozina ve W popsané rovnici zg = 1.

Obrazek 9.24: Vlastni bod X = O+3e;+ey = S+ep+3e;+e; mé homogenni soufadnice
(1:3:1). Nevlastni bod zastoupeny piimkou se smérovym vektorem x = e; — ey ma
homogenni soufadnice (0:1: —1).

9.4 Projektivni zobrazeni

Modelové projektivni zobrazeni je stfedové promitédni mezi projektivnimi rovinami Aa JZ’, viz
obr. [0:21] a okolni diskuzi. Toto zobrazeni zobrazuje pfimky na piimky a projektivni zobrazeni
je obecné charakterizovdno pravé touto vlastnosti. Pokud uvazujeme stfedové promitani jako
zobrazeni z okolniho projektivntho prostoru do projektivni roviny A’, pak nékteré piimky se
samoziejmé zobrazuji jako body, viz obr.

Definice. Zobrazeni mezi projektivnimi prostory dimenze aspon 2 se nazyva projektivni,
pokud zobrazuje projektivni pfimky na projektivni pfimky nebo body. Bijektivni projektivni
zobrazeni se nazyvé projektivita nebo kolineace.

Kdyby v definici nebyl dodatek o dimenzi aspon 2, pak napi. kazda bijekce na projektivni
piimce by byla kolineaci, coz nemuzeme nepotiebovat. Jak ale rozsitit definici projektivniho
zobrazeni pro dimenzi 1?7 Nejprve ukaZeme, jak krasné jsou kolineace charakterizovany, poté
bude vSe jasné.

Uvazme vektorové prostory W a W’ stejné dimenze a néjaky linearni izomorfismus F : W —
W'. Zobrazeni F zobrazuje jakykoli vektorovy podprostor ve W na vektorovy podprostor ve W',
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Obrazek 9.25: [Be] Ukazka z Lambertovy Perspektivy (1759)

jez mé stejnou dimenzi. Zejména, aplikujeme-li tento poznatek na podprostory dimenze 1, vidime,
ze F urcuje n&jaké zobrazeni mezi projektivnimi prostory f : P(W) — P(W’'). Tataz tvaha
pro podprostory dimenze 2 ukazuje, Zze f zobrazuje piimky na piimky, tudiz je f projektivni.
Z bijektivnosti F' navic plyne bijektivnost f. Celkem tedy lineérni izomorfismus F' ur¢uje néjakou
kolineaci f. Nasledujici véta ¥ika, Ze plati také opa¢né tvrzeni (dikaz a dalsi podrobnosti lze najit
napf. v [Be, ¢ast 5.4)):

Véta (Zakladni véta projektivni geometrie). KaZdd kolineace mezi projektivnimi prostory
P(W) — P(W') dimenze alespoti 2 je uréena néjakym linedrnim izomorfismem W — W’'.

Linearni zobrazeni F' jednozna¢né urcuje projektivni zobrazeni f, avSak tato korespondence
neni vzajemné jednoznacné. Uvédomte si, jak se mohou li§it linearni zobrazeni F', jez indukuji <=
totéz projektivni zobrazeni f.

F |
W o----9 W

V |

P(w) — @(w')
$
Obrazek 9.26: Zobrazeni f je projektivni, pravé kdyz F existuje, je linearni a diagram
komutuje.

Piedchozi véta lze formulovat obecnéji také pro zobrazeni mezi prostory ruznych dimenzi.
Projektivni zobrazeni f : P(W) — P(W’) urfené linedrnim zobrazenim F : W — W' je zcela
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definoviano pozadavkem, aby

| f(a(x) = ¢ (F(x),] (9.13)

kde ¢ : W — P(W) (resp. ¢’ : W — P(W’)) je tzv. kanonicka projekce, ktera vektoru x € W
pfifazuje bod X € P(W). Diky této charakterizaci je nyni jasné, jak piirozené rozgitit definici
projektivnich zobrazeni i v pfipadech, kdy néktery z prostori mé dimenzi mensi nez 2:

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi projektivnimi prostory f : P(W) — P(W’) (libo-
volnych dimenzi) se nazyva projektivni, pokud existuje linearni zobrazeni mezi zastupujicimi
vektorovymi prostory F': W — W' tak, Ze pro libovolny x € W plati (9.13).

Odtud Ize také vyvodit nasledujici poznatek (sr. s dusledkem [5.2):

Dusledek. Projektivni zobrazeni projektivniho prostoru dimenze n je urceno obrazem n + 2
bodi, z nichz Zadnd (n + 1)-tice nelezi v jedné nadroviné.

Specidlné, pokud je n = 1, pak n + 2 = 3. Tzn., ze obraz libovolného bodu X na projektivni
piimce je jednozna¢né urcéen obrazem 3 navzajem ruaznych boda A, B, C, i kdyZ nemusi byt na
prvni pohled jasné jak. Polohu X vzhledem k trojici A, B,C je mozné charakterizovat readlnym
Cislem, které je nutné (velice dulezitym!) projektivnim invariantem. Timto invariantem je tzv.
dvojpomér ¢tyi bodi.

9.5 Dvojpomér

Dvojpomeér lze popsat celkem raznorodé, viz napi. [Bel, kapitola 6]. Pro ¢tvefici (A4, B, C, D) vlast-
nich (kolinearnich, navzajem raznych) boda v projektivnim rozsifeni n&jakého afinniho prostoru
je dvojpomeér této Ctverice roven podilu délicich poméra:

(ABC) AC AD

(ABCD) = gy = =5 == (9.14)

Definice dvojpoméru samoziejmé zavisi na poradi bodi ve ¢tverici, viz cvifeni [0.7] Pokud je
nahodou (AB CD) = —1, fikAme o ¢tvefici bodu, Ze je v tzv. harmonickém poméru. V meznich
pripadech vychazi dvojpomér nasledovné: pro A = B je (ABCD) =1,pro A=C je (ABCD) =
0, pro B=C je (ABCD) = +00 apod.

Je-li bod D nevlastni, pak (AB Dy,) = (AB D) =1, a proto plati

lim
D— oo
(ABCD.) = (ABC).

Podobny vztah plati, i kdyz je jiny bod z dané ¢tvetice nevlastni. .. Pokud je ndhodou C' stfedem
usecky AB, potom (ABCDy,) = (ABC) = —1, &ili ¢tvefice A, B, stied usecky AB a nevlastni
bod piimky AB je vidy v harmonickém poméru.
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Homogenni formulace

Vzhledem k néjakému afinnimu repéru na piimce obsahujici body A, B,C a D oznacime jejich
soufadnice a, b, ¢ a d. Potom definice (9.14) pro ¢tvefici vlastnich bodua vypada v téchto souiad-
nicich takto:

_c—a d—a (c—a)(d-Db)

c—b d—b (c—b)(d—a)
Uvédomte si, Ze toto ¢islo nezavisi na volbé afinniho repéru!

Uvazme homogenni soufadnice na projektivnim roz§ifeni pfimky, jez jsou pfizptisobeny afin-
nim soufadnicim stejné jako v odst. Tzn., Ze homogenni soufadnice bodu A jsou (1 : a) apod.
Potom ziejmé plati

(ABCD)

1 1

b-a= a b

a tento zapis ma tu vyhodu, ze ndm umozni vyjadrit piedchozi limitni ivahy s nevlastnimi body
krasné homogennim zpisobem. V homogennich soufadnicich je totiz Do, = dlim (1:d)=1(0:1),
— 0

takze napt. (AB D) = Dlim (ABD) = dlim 9=4 =1 je v homogennich soutadnicich vyjadieno
—00 —00

jako
1 0‘
1
(ABD.)= & 1 _q,
10
b1

Tato pozorovani vedou k néasledujici jednotné definici dvojpoméru, v niz nerozliSujeme mezi body
vlastnimi a nevlastnimi.

Definice. Dvojpomeér Ctvefice navzajem ruznych bodi na projektivni pfimce s homogennimi
soufadnicemi A = (ag : a1), B = (by : b1), C = (¢ : ¢1), D = (dp : dy) je reélné &islo

Co Qo . do bo
dy b
(ABCp) = 1 @l 1% il (9.15)
co bo . do ao
C1 b1 d1 aq

Uvédomte si, 7e stejné jako vySe toto ¢islo nezavisi na volbé soutadné soustavy! Pokud dva <&
body splyvaji, znamen4 to, Ze jejich reprezentujici vektory jsou linedrné zavislé, coz je ekvivalentni
s tim, Ze odpovidajici determinant v predchozim vyjadieni je nulovy. V takovych piipadech
nemusi byt dvojpomér definovén, sr. s ivodni diskuzi. ..

9.6 Uizitek

Nékteré afinné—projektivni vztahy

Fundamentalni relaci v projektivni geometrii je incidence. Vzajemné polohy projektivnich pod-
prostoru v projektivnim prostoru muzeme rozliSovat pouze tii — podprostory jsou:

e incidentni, pokud jeden je podmnozinou druhého,

e riznobézné, pokud nejsou incidentni a maji neprazdny prunik,
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e mimobézné, pokud nejsou incidentni, ani riznobéZné (tzn. maji prazdny prinik)

Fundamentélni relaci v afinni geometrii je rovnobé&znost. V rdmci projektivnich rozsiteni
B,C C A afinnich podprostora B,C C A je rovnobéznost B || C pouze specialnim piipadem
ruznobéznosti, kdy prunik B N C sestava vyhradné z nevlastnich boda. Jinymi slovy muzeme
rovnobéznost charakterizovat takto

B || C <= oo C oo¢ nebo cog D ooc
V tomto duchu lze zakladni vétu afinni geometrie (odst. [5.3)) vyslovit nasledovné

e Kolineace mezi projektivnimi roz§itenimi afinnich prostoru, kterd zobrazuje vlastni body
na vlastni (ekvivalentné, nevlastni body na nevlastni), je nutné afinni zobrazeni

Rovnice nadroviny

Piimka v roviné ur¢end body A = [ay, as] a B = [by, by] méa rovnici
1 1 1
1 aip bl = 0.
To QA9 bg
Piimka uréend bodem A = [a1, as] a smérem b = [by, by] méa rovnici
1 1 0
r1 a1 b1 =0.
Ty az by

Obecnéji, piimka uréend dvéma body v projektivnim rozgiteni roviny s homogennimi soutradni-
cemi A= (ap:a;:az)aB=

(bo : b1 : b2) ma rovnicové vyjadieni

zo ap by
r1 aip b1 =0.
Ty az by

Zduvodnéni téchto tvrzeni je velmi prosté, viz obr. [0.27 Tyto poznat

ky lze déle zobechovat pro
@=> nadroviny v R” ale i jinak. Srovnejte vysledky s navodem ( h

) v odst. .
(S

_)
Obrazek 9.27: Body A, B, X jsou kolinearni pravé tehdy, kdyz vektory S A 5@ S.X2 jsou
linearné zavislé.
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Perspektiva pro maliie

Se znalosti dvojpoméru ¢ty bodit umime piesvédciveé dokazat, kterd ¢tvefice bodi na obr. je
a kterd naopak neni projektivnim primétem ¢tyf ekvidistantnich bodi. Viimnéte si, ze vysledek
umite celkem bezpetné uhodnout jesté pied tim, nez zacnete cokoli mé¥it /pocitat!

Obrazek 9.28: [St] Ktera ¢tvefice bodi je projektivnim obrazem stejné vzdéalenych bodu?

Piedchozi dloha souvisi s problémem vérného zobrazeni ¢tvercové dlazby a podobnych béz-
nych véci. Na obr. je naznacena uziteénd pomiicka — horizont, coz je prumét nevlastni
piimky zobrazované roviny (sr. s obr. [9.21)).

Obrazek 9.29: [St] Perspektivni prumét ¢tvercového dlazdéni roviny.

Téchto par postiehit ve skutecnosti stac¢i k tomu, abychom korektné sestrojili perspektivni
pramét libovolného bodu v roviné, resp. v prostoru, jsou-li dany praméty 4, resp. 5 bodu v dosta-
te¢né obecné poloze (ve smyslu dusledku . Tyto dovednosti jsme procvic¢ovali v konstrukéni
geometrii s pravitkem a kruzitkem, v kapitole [[V|naznacime, jak fesit podobné problémy analy-
ticky.

Porovnani perspektivnich snimki

Potiebujeme-li sestavit vétsi snimek z nékolika dil¢ich, pracujeme s nékolika referen¢nimi body,
které se snazime na sebe ,né&jak napasovat a zbytek ,né&jak transformovat®. Se zakladnimi
znalostmi projektivni geometrie vSechny neurcitosti v predchozim popisu mizi:
Predpokladejme, Ze snimame rovinu jako na obr. Korespondence mezi snimkem 1 a snim-
kem 2 je slozenim dvou perspektiv, je to tedy projektivni zobrazeni. Podle dusledku je toto

zobrazeni jednoznacéné uréeno obrazem 4 bodi, z nichz zadné 3 nelezi na jedné piimce. V kapitole
se nauc¢ime, jak toto zobrazeni vyjadiit analyticky. ..

9.7 Cvideni

(1) Reste nekterou z pfedchozich tuloh v homogennich soufadnicich, viz napt. tlohy ze cviceni

6.7 aC4
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Photo No. 1 Photo No, 2

Aound

Obrazek 9.30: [Be] Pro porovnani dvou perspektivnich obrazu téZe roviny nam staci
obrazy 4 bodi, z nichz zadné 3 nejsou kolinearni.

(2) Dokazte, ze pro libovolnou Etvefici kolinearnich bodu plati

(ABCD) = (BADC) = (CDAB)=(DC BA).
(3) Dokazte, ze vzhledem k oznaceni (AB CD) = k plati

(ACBD)=1—k, (ABDC) = %

(4) Obecna projektivni transformace projektivni pfimky ma v homogennich soufadnicich néasle-
dujici vyjadieni:
fzo : 21) = (kxo + lz1 : mzo + nay),

kde k,l,m,n € R. Dokazte, ze f zachovava dvojpoméry.
(5) Pripomente si nékteré konstrukce zmihované v predchozim textu, viz napi. obr.

(6) Pomoci vektorové algebry dokaZzte n&jaké tvrzeni elementarni projektivni geometrie, napi.
Pappovu vétu.



KAPITOLA |11

Eukleidovska geometrie

Algebraicka definice eukleidovského prostoru je takova, Ze je to afinni prostor s eukleidovskou me-
trikou, coZ je metrika kompatibilni s afinni strukturou. Eukleidovska metrika je ur¢ené skalarnim
souinem na zaméfeni.

Pomoci skalarniho souc¢inu se definuje velikost vektoru — odtud velikost tsecky neboli vzda-
lenost dvou bodu. Déale pak kolmost a odchylka dvou vektori — odtud velikost thlu. Pojem
kolmosti, vzdalenosti a odchylky poté pfirozené rozsifime na libovolné podprostory v obecném
eukleidovském prostoru. Geometricka charakterizace dvojic bodu (resp. vektorii), v nichZ se vzda-
lenost (resp. odchylka) realizuje, zobechuje nase poznatky z konstrukéni geometrie a je zaloZzena
na kolmosti, resp. kolmém pramétu. Cela kapitola konéi diskuzi nad obsahy rovnobéznikiu, resp.
objemy obecnych rovnobéznostént s nékolika uziteCnymi algebraickymi konstrukcemi jako je
vnéjsi a vektorovy soudin.

10 Eukleidovské prostory, shodna a podobna zobrazeni

10.1 Uvod

V eukleidovské geometrii dominuje — vedle rovnobé&znosti — pojem shodnosti. Chceme tedy
analyticky interpretovat shodnost, coz v prvé fadé znamena shodnost tsecek a thli. Vzhledem
k tomu, s jakou oblibou pouzivame redlna ¢isla, budeme pfifazovat tseckdm a thlum jejich
velikosti a prohlasime, ze

e tlsecky, resp. ihly jsou shodné, pokud maji stejnou velikost.

Je jasné, Ze ne kazda funkce, kterd useckam pfirazuje jejich velikosti, urc¢uje shodnost jak ji
chiapeme v eukleidovském prostoru. Pfirozené pozadavky jsou:

(a) |AB| =0,
(b) |AB|=0<= A =B,
(c) [AB| = |BA],

47
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(d) [AC| < |AB| +|BC],

kde A, B, C jsou libovolné body a |AB| zna&i velikost usetky AB, neboli vzdalenost bodu A a B.
Pozadavky (a)—(b) jsou pravé axiomy obecného metrického prostoru, tudiz kazdy eukleidovsky
prostor je metrickym prostorem. Tyto predpoklady vsak urcité nestaci — bylo by napft. velmi
podivné, kdyby protilehlé strany v rovnobézniku mély mit jinou velikost. Jinymi slovy, aby
metricky prostor byl eukleidovskym prostorem, musi byt metrika kompatibilni s rovnobéZnosti,
tj. s afinni strukturou:

(e) AB = CD = |AB| = |CD|.

Eukleidovskid metrika tedy musi byt urcena néjakou funkci na zaméieni, kterd vektortum
prifazuje jejich velikost, a to tak, ze velikost tseCky bude urcena velikosti odpovidajiciho vektoru.
Takto se pomalu dostavame k pojmu skalarniho soucinu. ..

10.2 Skalarni soucin
Standardni skalarni souc¢in v R™ pfifazuje dvéma vektorim u = (uy, uz,...) a v = (v1,v2,...)
realné ¢islo

U.V =uv +ugvg +.... (10.1)

Toto pfifazeni ma nasledujici vlastnosti, jez jsou pravé definujicimi vlastnostmi pro obecny ska-
larni souéin na obecném vektorovém prostoru V:

(a) u.v=v.u,
(b) (u+v).w=u.w+v.w,
(
(

c) (ru).v=r(u.v),

)
)
)
d) uZo=u.u>0,

kde u, v, w jsou libovolné vektory a r je libovolné redlné ¢islo. Struc¢né a jasné mizeme fict, Ze:

Definice. Skaldrni soucin na vektorovém prostoru V je symetrickd (), bilinearni (a)—(c),
pozitivné definitni @ forma V x V — R.

Velikost vektoru u je (diky pozitivni definitnosti dobfe definované!) realné ¢islo
lul] ;== vu.u.
Atkoli je to vice nez z¥ejmé, pro jistotou pfipominame, 7e ||o|| = 0, resp. ||u]| =0 <= u =o.
Piimo z definujicich vlastnosti, hlavné tedy z @, se v linearni algebfe odvodilo nékolik
uzite¢nych nerovnosti. Nejprve tzv. Cauchyova—Schwartzova nerovnost,
[u.v| < al- v, (10.2)
odkud pak plyne tzv. trojihelnikovd nerovnost,

u+ v < uf +[v] (10.3)

Pritom v obou ptipadech plati rovnost pravé tehdy, kdyz vektory u a v jsou linedrné zavislé.
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Vektory u a v jsou kolmé, pokud u.v = 0; zna¢ime u L v.
Z nerovnosti (10.2) plyne, Ze podil m mé vzdy hodnoty v intervalu [—1,1]. Odchylka
nenulovych vektori u a v se definuje jako

u.v

<(u,v) := arccos (10.4)

[all - Iv]”
coZ je realné ¢islo z intervalu [0, 7]. Motivace k této definici jisté neni na prvni pohled ziejma,
proto se k ni jesté vratime, a to hned v néasledujicim odstavci. V kazdém piipadé plati:

™

e vektory jsou kolmé pravé tehdy, kdyZ maji odchylku 7.

K dalsim algebraickym zélezitostem odvozenym ze skalarniho soucinu se vratime v podkap. [I3]

Baze vektorového prostoru je ortonormdlni, pokud vSechny bazové vektory jsou navzajem
kolmé a maji velikost 1. Z (10.1)) plyne, Ze standardni baze R™ je vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu ortonormaélni. Naopak, z bilinearity plyne, ze

e soufadnicové vyjadieni jakéhokoli skalarniho soucinu vzhledem k libovolné ortonormélni
bazi méa tvar ((10.1)).
Skalarni sou¢in na V je tedy jednozna¢né urcen tim, ze néjakou bazi V prohlasime za ortonor-
malni.

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V kanonicky ztotoziiuje V s jeho dudlnim prostorem
V*, coz je vektorovy prostor vSech linedrnich zobrazeni V — R. Toto ztotoznéni vypadé tak, ze
vektoru v € V odpovida forma v : V — R takova, ze

v(x):=v.x (10.5)
pro libovolny x € V. Specidlné — pro standardni skalarni soucin na R"™ — vektoru v =
(a1,as,...) odpovida linearni forma v(x) = ajx1 + asxy + .... Tento jednoduchy poznatek

pouzivame pii rovnicovém vyjadfovani podprostori a jejich kolmych dopliakii. . .

10.3 Eukleidovsky prostor

Vektorovy prostor se skalarnim soucinem se obvykle nazyva eukleidovsky vektorovy prostor.
Pokud mluvime jenom o eukleidovském prostoru, méme na mysli eukleidovsky bodovy (afinni)
prostor:

Definice. FEukleidovsky prostor je afinni prostor £ se skalarnim soucinem na zaméfeni ?

Velikost usecky AB je rovna vzddlenosti jejich krajnich boda A a B, jez je rovna velikosti
odpovidajiciho vektoru AB; znaime

|AB| == v(A, B) := | 4B]. (10.6)

Odtud a z definujicich vlastnosti skalarniho souc¢inu plyne, Ze jsou splnény vSechny axiémy
metrického prostoru vyjmenované na str. Axiom (d) ziejmé odkazuje na nerovnost (10.3),
pricemz

e |AC| = |AB| + |BC| pravé tehdy, kdy7 bod B je mezi A a C.
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Uhel v afinnim roviné je definovén jako primik dvou polorovin, viz Je-li bod A vrcholem
uhlu a body B a C jsou libovolné body, z nichz kazdy lezi na jedné hrani¢ni polopiimce (a Zadny
nesplyva s A), pak wvelikosti ihlu rozumime odchylku vektori /TB> a AC; znacime

4BAC = <(AB, AC). (10.7)

Uvédomte si, ze definice skute¢né nezavisi na vybéru boda B a C na ramenech thlu.

Poznamky k definici odchylky vektora

Nyni se je§té stru¢né vratime k motivacim pfedchozich definici kolmos_ti> a odchylky vektoru
v odst. V trojuhelniku ABC oznacime postupné vektory C@ =a, CA=b, AB = c, jejich
velikosti ||a]| = a, ||b]| = b, ||c|| = ¢ a velikost thlu <ACB = .

Obréazek 10.1: V obecném trojihelniku v eukleidovskeé roving plati ¢? = a?+b?—2ab cos .

Zakladni véta eukleidovské geometrie, ktera vyjadiuje vztah mezi stranami trojihelniku a jeho
vnitfnimi ihly — kosinova Vétﬂ — tika:
2 =a% +b* — 2abcosn.
Na druhé strané, pro dané vektory plati ¢ = a — b a z obecnych vlastnosti skaldrniho soucinu

snadno odvodime:
Icl? = |la]|® + [|b]|*> — 2a. b.

Porovnanim téchto dvou vyjadieni dostavame
a.b = [al - |b]| - cos, (10.8)

kde v = <(a, b), coz je akorat jinak napsané rovnost .

Odtud vidime, ze rovnost je ekvivalentni kosinové vété, coz zdlirazihujeme proto, aby
bylo jasné, ze tato véta — stejné jako jeji specidlni pfipady a vSechny dusledky — plati v libo-
volném eukleidovském prostoru! Ve specidlnim p#ipadé, kdyz je trojuhelnik pravodhly s pravym
thlem u vrcholu C, dostavame Pythagorovu vétu. V pravoihlém trojihelniku s pravym thlem
u vrcholu A dostavame cosy = IBlL iz, obr.

= lall

10.4 Shodna a podobna zobrazeni

Shodné zobrazeni je takové zobrazeni, které zobrazuje shodné véci na shodné. Shodnymi vécmi
primarné myslime shodné tsecky a thly, pficemz shodnost thli je zarucena shodnosti tsecek
(viz pfedchozi rozbor nebo vétu SSS). Shodnost tsecek charakterizujeme pomoci jejich velikosti,
tudiz shodné zobrazeni je takové zobrazeni, které zachovava eukleidovskou metriku:

1viz 11.12-13 v [Eul.



10. Eukleidovské prostory, shodné a podobna zobrazeni 51

-

>
A

A o b

Obrazek 10.2: Protoze c = a—b, je ¢ 1 b ekvivalentni s a.b = b.b. V takovém piipadé
. _ _ab _ _bb _ b
plati cosy = e = TalTel = Tal*

Definice. Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : £ — £’ se nazyva shodné, pokud pro
libovolné body A, B € £ plati
|f(A)f(B)| = |AB|.

Bijektivni shodné zobrazeni se jmenuje shodnost.

Velikost usecky je definovana jako velikost odpovidajiciho vektoru a ta je odvozena ze skalar-
niho sou€inu. Ziejmé tedy pokud je f takové afinni zobrazeni, Zze indukované linedrni zobrazeni

zachovéava skaldrni soucin, pak f je nutné shodné. UkaZzeme, Ze plati také opacné implikace:

Piedpokladejme, Zze f zachovava vzdalenosti bodua a uvazme libovolnou trojici kolinearnich
bodu, kde B je mezi body A a C'. Tato vlastnost je charakterizovana rovnosti |AC| = |AB|+|BC]|.
Abychom se neupsali, budeme znacit obrazy jednotlivych boda f(A) =: A" apod. Podle naseho
predpokladu miizeme doplnit

|AC| = |AB| + |BC| = |A'B'| + |B'C'| = |A'C|,
odkud piimo vyplyva, Ze:
e bod B’ je mezi body A’ a C’, tzn. f zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,
o délici pomér trojice (A, B, C) je stejny jako délici pomér trojice (A’, B’,C").

To znamené, Ze f je afinni zobrazeni a z pfedpokladu nyni plyne, Ze indukované linearni zobrazeni

zachovava velikosti vektori. Radi bychom ukazali, ze odtud také plyne, ze ? zachovéava skalarni
souc¢in. K tomu sta¢i umét vyjadfit jakykoli skalarni soucin u.v pomoci velikosti vektori: stejné
jako v piedchozim odstavci, rozepsdnim a tipravou ||u + v||? snadno odvodime

1
w.v = o ([futv|* = [Jul* v

Celkem tedy muzeme piedchozi definici vyslovit nasledovné:

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : & — & je shodné,
pokud f je afinni zobrazeni takové, Ze indukované linedrni zobrazeni f : £ — £’ zachovava
skalarni souéin, tzn. pro libovolné u,v € ? plati

7(u) . ?(v) =u.v.
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Dalsim fundamentilnim pojmem eukleidovské geometrie je podobnost. Trojuhelniky jsou
podobné, kdyz maji po dvou shodné vnitini thly, ekvivalentné, kdyz pomér velikosti odpovi-
dajicich stran je konstantni; tento pomér se nazyva koeficient podobnosti. Shodné trojuhelniky
jsou tedy podobné s koeficientem 1. Ackoli se to nezda, pravé existence podobnych a neshodnych
trojuhelniki je jednou z kliGovych vlastnosti eukleidovskych prostorii.

Obecné podobné zobrazeni je takové zobrazeni, které zachovava eukleidovskou metriku az na
néjaky konstantni nenulovy nasobek:

Definice. Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : &€ — &£’ se nazyva podobné zobrazent,
pokud pro libovolné body A, B € £ plati

[f(A)f(B)| = k- |AB,

kde k > 0 je tzv. koeficient podobného zobrazeni f. Bijektivni podobné zobrazeni se jmenuje

podobnost.
Ekvivalentné, f je podobné zobrazeni s koeficientem k, pokud f je afinni zobrazeni takové,
7e indukované lineérni zobrazeni f : ? — ?’ zachovava skalarni sou¢in a7 na nasobek k2,

tzn. pro libovolné u,v € ? plati

Tw. Fv) =K.

Dalsim studovanym typem zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory jsou tzv. ekviafinni zob-
razeni, coZ jsou afinni zobrazeni zachovavajici obsahy, resp. objemy. K tomuto typu zatim ne-
umime nabidnout ekvivalentni algebraickou definici, ale s odkazem na podkap. [I3] se k témto
(stejné jako ke vSem ostatnim dosud jmenovanym) zobrazenim vratime v kapitole Prozatim

@=> si aspon muZzeme uvédomit, ze:

e shodnd zobrazeni jsou podobné zobrazeni s koeficientem 1,

e shodnd zobrazeni jsou zobrazeni, ktera jsou podobna a soucasné ekviafinni.

10.5 Cyviceni
=
(1) Pripomeite si z algebry ditkaz Cauchyovy—Schwartzovy nerovnosti (10.2).

(2) UkaZte, Ze nize uvedend zobrazeni V x V — R definuji skalarni sou¢in a najdéte n&jakou
ortonormélni bazi V.

e Na vektorovém prostoru V = R,,[z] v8ech polynomii v proménné z stupné nejvyse n:

52
feg= [ f@) - glo)ds

—52

e Na vektorovém prostoru V vSech symetrickych (resp. antisymetrickych) ¢tvercovych
matic Fadu n (tr znadi stopu matice, tj. soucet ¢isel na hlavni diagonéle):

A.B:=tr(A-B).

(3) Pomoci vektorové algebry dokazte néjaké tvrzeni elementarni eukleidovské geometrie, napi.
Thaletovu vétu a vétu opacnou.
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11 Kolmost a kolmy primét vektoru

11.1 Kolmost

Pomoci skalarniho souc¢inu jsme definovali kolmost dvou vektort. Odtud je jasné, jak rozpoznat
kolmost dvou pfimek v libovolném eukleidovském prostoru. K dal§imu zobeciiovani pojmu kol-
mosti by nas mély navadét elementérni definice, které jsme pifipomnéli v odst. Piimka je
kolma k roving, pokud je smér piimky kolmy ke vSem vektoriun roviny (ekvivalentné, ke dvéma
nezavislym vektorim). Dvé roviny jsou kolmé, pokud je normaéla jedné roviny obsaZena ve druhé
roving (viz obr. . Zejména si v8§imnéte, ze pro uréeni kolmosti pracujeme vyhradné se sméry,
tzn. je uplné& lhostejné, zda se diskutované podprostory protinaji, ¢i nikoli. Kolmost (stejné jako
posléze odchylka) je zcela urfena zaméfenimi danych podprostor.
Inspirovani predchozimi priklady vyslovime nésledujici obecnou definici:

Definice. Podprostory B a C v eukleidovském prostoru £ jsou kolmé, pokud jsou kolmé
jejich zaméteni g a C v &;znacime B L C.

1 1

Ptitom vektorové podprostory ? a ? v ? jsou kolmé, pokud ? C ? nebo g 2 ? ,

kde N
c ::{xe?:xj_?}

znadi tzv. kolmy doplnék podprostoru ? v ?
1L
Pokud dokonce plati g = ? , fikime, Ze g a 7 (ptip. B a C) jsou kolmé totdlneé.

Obra_>zek 11.3:§olmé podprostory v eukleidovském prostoru: (1) 7L 7z, (2) 7L 7,
3V LCablcB=BL1C,...

7 duvodu, které jsou vysvétleny v odst.[11.2] obcas zduraziujeme, Ze podprostory 5 a C jsou
kolmé v £ (misto podprostory B a C v £ jsou kolmé).

- l J_ .
Pojmenovani ? kolmym doplitkem mé své opodstatnéni — ? a ? v obecném eukleidov-
ském prostoru jsou vzdy doplitkové (komplementérni):
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Véta. Pro libovolnyg vektorovy podprostor 7 C ? plati, Ze ?l je komplementdrni k ?, tzn.
el =¢
neboli?—l—?l s a?ﬂ?L = {o}.

Toto pozorovani mé nésledujici sice trividlni, ale uzitecné dusledky:
(1) Libovolny vektor v € ? lze vyjadiit jednoznaénym zptsobem ve tvaru
v=u-+w, (11.9)
pro néjaké vektory u € ? awe ?L.
(2) Totalné kolmé afinni podprostory B,C C & se protinaji v bodé.

Vektor u, resp. w z rozkladu (11.9)) se jmenuje kolmij primét vektoru v do podprostoru ?, resp.
1L
. Disledek je bezprostiednim disledkem disledku H

Jesté viimneme nékolika jednoduchosti — kazdé tvrzeni ilustrujte vhodnym obrazkem, poté
@=> dokazte obecné.

Véta. Pro libovolné podprostory Uy a Us v eukleidovském vektorovém prostoru V = ? plati:
(1) (Uf)* =Un,

(2) (Ui +Us)* = Ui NUs,

(3) (Ui NUs)*= = Ut + Uy,

(4) Uy C Uy <= Uit DU

Odtud kone¢né plyne, Ze vySe uvedend definice kolmosti je skutec¢né symetricka:

BLC@(?Q?LnebogQﬁL)@(EAQﬁnebogLg?)<:>CJ_B.

Na zavér jesté jedno technické pozorovini: Uvedomte si, Ze diky identifikaci V=2 V* v
muZeme kazdou linedrni rovnici s nezndmymi (x1, o, ... ) = x psét jako v.x = ¢, kde i-ta soutrad-
nice vektoru v je pravé koeficient u neznamé xz;. Kolmy doplnék podprostoru U = (uj, ua,...)
mé rovnicové vyjadient

Ut={xeV:u.x=0,u.x=0,...}

a opacné. . .
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11.2 Speciilni a podivné pripady

Ackoli je nage definice kolmosti celkem pfirozend, zahrnuje nékolik zvlastnosti, které nemusi byt
na prvni pohled patrné. Tak napi. z {o}+ = & plyne, Ze jakykoli podprostor B C € je kolmy ke
v8em trividlnim podprostorim v £ (to jsou pravé body a cely £). Toto je jen specilni a docela
degenerovany piipad kolmosti, ktery nas pfili§ nezajima. Ponékud podivnéjsim se miize zdat
nésledujici postieh.

Kolmost je definovana pomoci kolmych dopliiki. Kolmy doplnék k ? C ? je uren nejen
podprostorem C, ale dost podstatné také okolnim prostorem & . Pokud uvazujeme podprostory
B,C v &, které ve skutecnosti patii do néjakého meziprostoru B,C C F C £, muze se klidné stéat,
ze

e B aC jsou kolmé v F, ale nejsou kolmé v &!

Uvédomte si, Ze tento fenomén lze pozorovat pouze v piipadé, kdy E a ? maji netrivialni prunik,
a najdéte vhodny piiklad. Z uvedeného je jasné, pro¢ jsme si této zvlastnosti zatim asi nikdy <&
nevsimli — v trojrozmérném eukleidovském prostoru takovy piiklad nenajdeme. ..

11.3 Jak urcit kolmy primét vektoru?

Uvazujme vektor v v zaméfeni eukleidovského prostoru V = ? a né&jaky podprostor U C V (ty-
picky zaméFeni n&jakého afinniho podprostoru), do kterého chceme v kolmo promitnout. Kolmy
prumét vektoru budeme potiebovat zejména k urcovani odchylek podprostori, viz nésledujici
odstavce.

Obrézek 11.4: Kolmy pramét vektoru v do podprostoru U.

Pfirozeny navod plynouci z rozkladu (11.9) by mohl vypadat nasledovné:

(1) Vybereme né&akou bazi (ui,us,...) podprostoru U a néjakou bazi (wq,wa,...) kolmého
doplitku U+. Vektory (up,us,..., Wi, Wo,...) tvoii bazi V = U @ U+, tudiz existuji jedno-
znacné urcend c¢isla a;, b; € R takova, ze platiﬂ

V=aiuy + asus + - +bywy +bowsy +....
Kolmy primét u vektoru v do U je pak roven
u=aiu; + aguzs +....

K urceni koeficientu a;, b; potiebujeme fesit soustavu linedrnich rovnic, jejiz rozmeér je roven
dimenzi prostoru V = £, coz muze byt zbyte¢né velké ¢islo.

27j. soufadnice vektoru v vzhledem k popsané bazi.
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Pocetné vyhodnéjsi je zpravidla nasledujici uvaha:

(2) Kolmy prumét u vektoru v do U je charakterizovan dvéma vlastnostmi:

(a) ueUl,
(b) w=v-ucUt.

Pokud mame vybranu néjakou bézi (u, us, ... ) podprostoru U, pak piedchozi dvé podminky
jsou ekvivalentni s:

(a’) u=aju; +asus + ..., pro ngjaki a; € R,
(b)) w Lu,w Lug,....

S piredchozim vyjadienim vektoru w a pomoci skaldrniho sou¢inu mizeme vyjadiit w L u;
jako u.u; = v.u;. Dosadime-li nyni (a’), potom (b’) je ekvivalentni se soustavou linearnich
rovnic:

aiuy .Uy +agug.ug + ... =V.uj,

alul.UQ+QQUQ.UQ+...:V.UQ,

Jednd se o soustavu, jez ma pravé tolik rovnic jako neznamych, a;, a téch je pravé tolik,
kolik je dimenze U (tzn. nezavisle na dimenzi okolniho prostoru V). Z podstaty véci ma tato
soustava jednozna¢né urcené feseni; po vyfeSeni a dosazeni do (a’) dostavame hledany kolmy
primeét u.

V nejjednodussim piipads, kdy U = (uy), uvedena soustava sestavd z jediné rovnice — po
vyfeSeni a dosazeni vidime, Ze kolma projekce vektoru v do podprostoru U = (u;) je vektor:

u= My (11.10)
u; « U

Obréazek 11.5: Kolmy pramét vektoru do jednorozmérného podprostoru.

11.4 Cviceni
(1) Rozhodnéte, zda podprostory ze cvifeni jsou kolmeé.

(2) Ve standardnim eukleidovském prostoru & = R3 uréete viechny mozné podprostory, které

prochazi bodem B = [0, 3, 2] a jsou kolmé k piimce

g={[1+7t 2t, -3—1t]:t € R}.
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(3) Udejte priklad dvou rovin ve vhodném eukleidovském prostoru, které jsou kolmé a soucasné
mimobézné.

(4) V & = R* urcete kolmy primét vektoru v do podprostoru U = (uy, us), kde

v=(1,2,0,1), u; = (—=1,0,2,1), uy = (1,0, —1,0).

12 Vzdalenosti a odchylky podprostort

12.1 Vzdalenosti

Vzdalenost dvou bodi A, B € £ je urcena vztahem ((10.6)). Vzdélenost libovolnych dvou podmno-
zin B a C v libovolném metrickém prostoru je definovina jako

v(B,C) == inf{|XY|: X € B,Y € C}.

Pokud maji podmnoziny B a C néjaky spolecny bod, je zfejmé v(B,C) = 0.

Zpravidla se zajimame o podmnoziny, které jsou afinnimi podprostory v £. V takovém pii-
padé se vzdalenost vzdy realizuje v néjakych konkrétnich bodech, tzn. mnozina na pravé strané
predchoziho vyrazu mé vzdy minimum:

Definice. Vzddlenost podprostoru B a C v eukleidovském prostoru £ je

o(B,C) := min{|XY|: X € B,Y € C}. (12.11)

Geometrické urceni vzdalenosti spociva v charakterizaci takové dvojice bodi, v nichz se tato
vzdalenost realizuje. Tak jsme to délali uz v konstrukéni geometrii, nyni nase dosavadni zkusenosti
zobecnime. Diky tomu budeme vZdycky umét pomérné jednoduse urc¢it body B € Ba C € C
takové, ze

v(B,C) = |BC|,

aniz bychom museli minimalizovat né&jakou funkci vice proménnych.

Vzdalenost bodu od podprostoru

Pokud je néktery z podprostori bodem, napi. B = B, pak miZeme uvazovat nasledovné (viz

obr. [12.6):

1
(1) ,,spustime kolmici“ K z bodu B na podprostor C, tj. totalné kolmy podprostor K = B+ ? ,
(2) uréime ,patu kolmice®, tj. C =CNK,
(3) prohlasime, ze v(B,C) = |BC|.

To, ze tato tivaha je spravna a obecné platna v libovolném eukleidovském prostoru plyne jednak
z diisledku véty (bod C je ur€en jednozna¢né) a jednak z Pythagorovy véty: pro jakykoli
jing bod Y € C je |BY|? = |BC|? + |CY |2, p¥itom |CY| > 0, tudiz |BY| > |BC/.

Tim jsme zduvodnili nasledujici tvrzeni:
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Véta. Pro libovolngj podprostor C v eukleidovském prostoru £ a libovolnij bod B & C plati, Ze
v(B,C) = |BC| prdvé tehdy, kdyz piimka BC je kolmd k C.

Piimku BC nazyvame kolmici (bez uvozovek) z bodu B k podprostoru C.

Obrazek 12.6: Vzdélenost bodu B od podprostoru C je rovna vzdalenosti B od paty C
kolmice k.

Vzdalenost obecné

Véta. Pro libovolné podprostory B a C v eukleidovském prostoru &€ plati:
(1) v(B,C) = 0 pravé tehdy, kdyz B a C magi spolecny bod.

(2) Pokud v(B,C) # 0, pak v(B,C) = |BC| pro néjaké B € B a C € C privé tehdy, kdyz
1 1
piimka BC je kolmd k B a soucasné k C, tj. B? € g N ? .

Navic dvojice B,C' je urcéena jednoznacné prdvé tehdy, kdyz podprostory B a C nemaji
spolecné smeéry, tj. b N C = {o}.

Primka BC' je prickou podprostori B a C, kterd je nejkratsi mozné; kazdou takovou pficku
nazyvame osou B a C. Zdtuvodnéni véty je nasledujici:

(1) Toto tvrzeni plati v obecném metrickém prostoru, a to diky ekvivalenci |[XY|=0<«= X =Y

(axiom (b) na str. [47).

I i
(2) To, ze podminka B? € g ﬂ? je nutna k tomu, aby v(B,C) = |BC|, plyne z pfedchozich
uvah okolo obr. Pokud je v(B,C) = |BC|, pak taky |BC| = v(B,C) a soucasné |BC| =
(B, C). Pritom |BC| = v(B,C) — BC L C a soutasné |BC| = v(B,C) — BC L B.
Ukazeme, Ze je tato podminka také dostatetna (viz obr.[12.7): Uvazme libovolné body X € B,
Y € C a pomocny bod

Z—Y +CB.
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Vektor Z*XZ je souCtem ﬁ + B—Xk = ﬁ + B—Xk, tudiz patii do 7 + g Protoze ZT} = B?,

je podle pfedpokladu Z—Y> L Z? . Nyni z Pythagorovy véty v trojihelniku XZY plyne

| XY|>|ZY| = |BC|.

Body X € B, Y € C byly libovolné, skute¢né tedy plati |BC| = min{|XY|: X € B,Y € C}.
Dovétek tykajici se jednoznac¢nosti plyne z pravé dokazané ekvivalence: Je-li B € Ba C € C
I 1
dvojice takova, 7e v(B,C) = |BC|, pak BCeB n7C . Podobus pro jakoukoli dalsi dvojici
— 1 i —
B’ ' eBaC eCplati B'C' € B N . 0dtud zejména plyne B'C’ = B?, co7 znamena,
7e BB' = C(’, coZ je evidentné vektor z BN 7C. Celkem tedy B = B’ a C = C' pravé tehdy,
kdyz B C = {o}. O

. i

Obrazek 12.7: Vzdalenost bodi B € B a C' € C je minimalni, pravé kdyz piimka BC
je kolmé jak na B, tak na C. Navic dvojice B,C je urCena jednoznacné, pravé kdyz
podprostory B a C nemaji spoletné sméry.

12.2 Jak uréit vzdalenost podprostori?
Vzdalenost bodu od podprostoru

Jisty navod v piipadé, Ze jeden z podprostori je bod, jsme predstavili vySe. Pro porovnani rychle
zopakujeme, piedp. B = B:

(1) Ur¢ime totéalné kolmy podprostor K = B + ?J-, ur¢ime prusecik C' = CNK, vyjadiime |BC)|
a podtrhneme v(B,C) = |BC|.

Pti uréovani bodu C FeSime prinik dvou komplementarnich podprostoria v £, coz muze pied-
stavovat zbytecné velkou soustavu rovnic. Pocetné vyhodnéjsi je zpravidla nasledujici postup,
ktery navic budeme schopni okamzité zobecnit pro libovolné podprostory B,C C £. Ignorujeme
dopliikovy podprostor K a hleddme piimo patu kolmice, tj. bod C:

(2) Pata C kolmice je charakterizovana dvéma vlastnostmi:
(a) Cec,

(b) BCe T .
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Piedpokladejme, 7e C je zadan parametricky C = Y4 (uy, ua, ... ) a vektory (u;) jsou linedrné
nezavislé. Potom ptedchozi dvé podminky jsou ekvivalentni s:

(a’) C =Y 4+aju; +asus + ..., pro néjaki a; € R,

(b’) ﬁJ_ul,B?J_ug,....

—
Nyni B? = BY 4+ aju; + asus + . ... Vyjadiime-li B? 1 u; pomoci skaldrniho souéinu, je
(b”) ekvivalentni se soustavou linearnich rovnic:
alul.ul—i—aqu.ul—&—...:ﬁ.ul,
allll.ll2+a21,I2.lI2+...:ﬁ.u%

Jedn4 se o soustavu, jez mé pravé tolik rovnic jako neznamych, a téch je pravé tolik, kolik
je dimenze C. ReSeni je urceno jednoznaéné, po dosazeni do (a’) dostavame hledanou patu
kolmice C' a zbytek je jasny.

Neni ndhodou, ze nam tento popis néco pripomind. Ve skute¢nosti nejde o nic jiného nez o vypocet
kolmé projekce u vektoru v =Y B do podprostoru U = C a nasledné dosazeni C' =Y + u, viz
obr. [12.6] pfip.

Vzdalenost bodu od nadroviny

Ve specialnim piipadé, kdy C je nadrovinou v £ muzeme pozorovat zajimavé zjednoduseni, které
se hodi zejména v piipadé, kdy C je dana rovnici

C={Xec&:YX.n=0},

kde Y je ngjaky (libovolny) bod v C a n je normalovy vektor.

1
Nesoustiedime se na primét u € ?, ale radéji na primét w € ? = (n). Podle (11.10)
vime, Ze tento primét je
YEB.n

n.n

W =

n. (12.12)

Odtud umime vyjadfit patu kolmice C' = B — w. Vzdalenost je rovna velikosti vektoru w:

|ﬁ.n|.

VB0 =

(12.13)
@&> (V ucebnicich byva tato rovnost formulovéna riznymi zptisoby — porovnejte viechna vyjadient,
ktera najdete.)
Rovnost (12.13]) lze alternativné odvodit z pravouhlého trojihelniku Y C'B jako na obr.
Znagi-li a velikost uhlu C'Y B, pak ziejmé plati

v(B,C) = ||V B| - sina.

Odchylky diskutujeme hned v nasledujicich odstavcich, takze pokud nahlédneme na str. [65] a do-
@=> sadime (|12.15)) do piedchoziho vyjadieni, zjistime, Ze vSechno krasné souhlasi. . .
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Obrazek 12.8: Vzdalenost bodu od nadroviny.

Vzdalenost obecné

Slibované zobecnéni (2) pro obecné podprostory B,C C £ zni:

(2”) Dvojice boda B a C, pro niz plati v(B,C) = |BC]|, je podle véty charakterizovana
nésledujicimi vlastnostmi:

(a) BeB, CeCc,

b)) BCeB nC .

Predpokladejme, Ze oba podprostory jsou dany parametricky B = X + (ui,...,ug), C =
Y + (ugy1, ..., us). Potom pfedchozi podminky jsou ekvivalentni s:

(@) B=X+au + - +apug, C =Y +app1upy1 + -+ + apuy, pro n&jaki a; € R,
(b) BC L u;, pro vechna ¢ =1,... ¢
Nyni

B?:)ﬁz—alul — ... — AU t+ Qg41Ug41 + 0 T apuy

a (b’) je ekvivalentni se soustavou linearnich rovnic:

—alul.ul—--~+agug.u1:YX . uy,

—aiui .Uz — -+ apuy .U Zﬁ-uz, (12.14)

Po vyieseni soustavy a dosazeni do (a’) dostavame hledanou dvojici bodi B a C...

Vsimnéte si, Ze tentokrat nemuzeme jen tak predpokladat linedrni nezavislost vektora (u;),
nicméné mizeme aspon piedpokladat, 7e kazda skupina (ug,...,u;) a (Wgt1,-..,us) je tvo-
Fena nezavislymi vektory. Pfesto zmifiovana soustava nemusi byt jednoznacné fesitelné, coz nam
fika néco o vzajemné poloze B a C!

Vzajemna poloha alternativné

Pokud jsou podprostory B a C incidentni nebo riznobézné, pak v(B,C) = 0. Tyto dva pfipady
jsou rozliSeny tim, ze v prvnim piipadé je dimenze prostoru feseni soustavy ((12.14]) rovna dimenzi
mensiho z podprostort B a C. Stejnym zpusobem umime rozlisit rovnobéznost od mimobéZznosti,
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kdy v(B,C) # 0. Celkem tedy vidime, 7e vzajemnou polohu a vzdalenost podprostori lze uréit
soucasné z jednoho pocitani.

Pokud kviili struénosti oznaéime v := v(B,C), d := dimenzi prostoru fefeni soustavy
a m := min(dim B, dim C), potom pifedchozi klasifikace vzajemnych poloh vypada nasledovné:

Daisledek. Podprostory B a C jsou
o incidentni <= v=0ad=m,
e riznobéZné <= v =0 ad < m,
o 10vnobéiné rizné <= v # 0 a d=m,

o mimobéiné <= v #0 a d < m.

Vzdalenost alternativné

V podkap. se budeme zabyvat obsahy a objemy, zejména rovnobézniki a rovnobé&znosténi.
Objem rovnobéznosténu je roven obsahu zakladny nasobenému velikosti vysky. Odtud je mozné
vyjadrit vysku rovnobéznosténu, kterd casto reprezentuje vzdalenost néjakych podprostori, viz
motivacéni obr. [[2.9] Vtip je v tom, Ze tento postieh lze zobecnit pro libovolné podprostory
v libovolném eukleidovském prostoru. Timto zptisobem pak budeme umét vyjadifovat vzdalenosti,
aniz bychom fesili jakoukoli soustavu rovnic, viz vétu na str. Uvédomte si, ze takto nikdy
neur¢ime dvojici boda, v nichz se vzdélenost realizuje, natoz pak vzajemnou polohu podprostora.

Obrézek 12.9: Velikost vysky naznaceného rovnobéznosténu je rovna vzdélenosti bodu
B od roviny C = C + (v, va).

12.3 Odchylky

Odchylka dvou nenulovych vektori je definovana rovnosti (10.4), piip. (10.8). Podobné jako
u kolmosti, odchylka dvou afinnich podprostori je zcela urcena jejich zaméfenimi.

Pokud maji zaméfeni trividlni prinik, pak je definice jasnd — sta¢i uvazovat minimum ze
v8ech moznych odchylek mezi vektory, z nichz jeden patii do jednoho a druhy do druhého pod-
prostoru. V opa¢ném piipadé by tato definice automaticky davala 0, coz jisté nekoresponduje
s nagimi predstavami o odchylce. Modelovy piiklad tohoto typu predstavuji dvé roviny jako na
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obr. — odchylka rovin je odchylkou pifmek, z nichz kazd4 je obsaZena v jedné z danych
rovin a obé maji tu vlastnost, ze jsou kolmé k pruniku rovin. V pfipadé, kdy zaméreni maji ne-
trividlni prunik, musime navic rozliovat pfipad, kdy jeden podprostor je obsazen ve druhém —
v tomto p¥ipadé je odchylka rovna 0 (skute¢né musime deklarovat samostatné, nebot piedchozi
konstrukee je v této situaci jaksi degenerovana).

Definice. Odchylka netrividlnich afinnich §odprostorﬁ B a C v eukleidovském prostoru &€ je
rovna odchylce jejich zaméfeni b a C v

(B,¢) = <(B,C).

Ptitom odchylka netrividlnich vektorovych podprostori g a ? v zaméreni ? je defino-
vana nasledovné:

(a) pokud g N ? = {o}, pak
4(3,?) = min{<(u,v):u e g,v € ?},

(b) pokud B C C, pak

<i(§, ?) =0,
(c) pokud B ¢z CaBnd # {o}, pak
«(B,0)=«(B", 0,

kde B’ resp. ?’ jsou podprostory obsazené v g, resp. ?, jez jsou kolmé k priniku

?m?jtj. ?’:?m(?m?)ia?’:?m(t?m?)%

Uvédomte si, ze v piipadé (c) se odkazujeme na definici podle (a), tzn. podprostory g’ a 7’
maji vzdy trividlni prinik (a souasné jsou oba netrivialni).

é’l
oo
) -)
B

Obrazek 12.10: K definici odchylky g a ?: (a) odchylka je minimem ze vSech moZnych
odchylek, (b) odchylka je 0, (c¢) odchylka je odchylkou mensich podprostori g/ a ?/,
jez jsou kolmé k priniku.
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Odchylka dvou pfimek

Jsou-li oba podprostory pfimky se zaméfenimi ? = (u) a @ = (v), pak je podle definici jasné,
7e
<(b, ¢) = arccos M
[[all - fIvll
Pravé strana rovnosti skute¢né nezavisi na vybéru smérovych vektoru a absolutni hodnota v ¢i-
tateli zarucuje, Ze ze dvou moznych odchylek vybirdme pravé tu mensi (cosa > 0 <= a < 7).

-
b

./

Obréazek 12.11: Odchylka piimek.

Odchylka p¥imky od podprostoru

Pokud neni pfimka kolmé k podprostoru, pak zdravy nézor veli pfimku kolmo promitnout do
podprostoru a méfit odchylku téchto dvou pirimek. Nasledujici véta ukazuje, ze tento napad je
platny v libovolném eukleidovském prostoru:

Véta. Pro libovolnou primku b a libovolnij podprostor C v eukleidovském prostoru € plati:

(1) pokud b 1 C, potom <(b,C) = 7,

(2) pokud b L C, potom <(b,C) = <(u,uc), kde u € T je libovolny smér primky a uc € ?
je jeho kolmy primét do C.

Prvni pfipad je jasny. Druhy pfipad zahrnuje také moznost b || C, tj. ? C ?, kdy podle definice
vychézi <((b,C) = 0: kolmy primét je v tomto p¥ipadé ue = u, tedy <((u,uc) = 0 a rovnost plati.

Zduavodnéni generického pfipadu, tj. b £ C a b |f C, je odvozeno z Cauchyovy—Schwartzovy
nerovnosti (10.2): Uvazme libovolny vektor v € C a oznatme o = <(u,uc), o = <(u,v).
Chceme dokazat, ze a < o' nebo ekvivalentné cosa > cosa’. Nejprve si viimneme kli¢ového
predpokladu, tj. (u —u¢) L C, coz v dasledku znamena, 7e u.v = uc . v. Celkem tedy

dostavame:
u.v uc.v _ luel[- vl _ [juc]] cosa. [
ul| '

cosal = < = =
[all - [vI = fhall- vl - (vl l

Uvédomte si, Ze z uvedeného také piimo vyplyva, ze

<(b,C) + <(b,Ct) = g
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Obréazek 12.12: Odchylka pfimky a obecného podprostoru.

Tento postieh 1ze dal zobecihovat pro obecnéjsi situace, viz nasledujici odstavce.

Odchylka pfimky od nadroviny

Jak uz jsme zvykli, kdyZz je C nadrovinou, pozorujeme jistd zjednodusSeni: Z posledni pozndmky
a znamého faktu cos( — a) = sina odvozujeme

<(b,C) = arcsin Ju. c (12.15)

[l flell

L —
kde ¢ € ? znad¢i normélu nadroviny (a u € b smér piimky stejné jako vyse).

Obrazek 12.13: Odchylka pfimky a nadroviny: cos 8 = cos(§ — a) = sin .

Odchylka dvou nadrovin

Jsou-li oba podprostory nadrovinami s norméalovymi vektory b a c, pak ve vSech ptipadech, které
si umime predstavit plati

|b.c|

<(B,C) = <({b), (c)) = arccos ol - Tl

Tato rovnost samoziejmé plati pro libovolné nadroviny v jakémkoli eukleidovském prostoru;
obecné zduvodnéni 1ze najit v [HoJal, véta 16.5].
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Obréazek 12.14: Odchylka nadrovin.

Odchylky obecné

Obecné staci diskutovat pouze takové podprostory, jejichz zaméfeni maji trividlni pranik. Nej-
jednodussi dalsi ptipad, ktery neni zahrnut mezi predchozimi, mize byt reprezentovan dvéma
rovinami ve &tyfrozmérném prostoru. Geometrické FeSeni této (stejné jako jakékoli jiné) ulohy
spoCiva v nalezeni takové dvojice vektort u e B av € C, ze

4(B,C) = <(u,v).

Dosud jsme vystaéili s kolmym promitanim vektoru do podprostoru, nejinak tomu bude i nyni.
Pro vyse jmenované vektory totiz plati

<(u,v) = <X(u,?) = Q(B,V),
coz podle véty na str. [64] znamend, Ze tato odchylka je rovna bud 7 nebo odchylce
<(u,ue) = <(vp,v),

kde uc¢ znaci kolmy pramét vektoru u do ? a vg znadi kolmy prumét vektoru v do E Odtud
zejména vyplyva, 7e uc € (v) a soucasné vp € (u). Pokud znovu kolmo promitneme uc do E,
resp. vg do C dostaneme

Ucp = bu, resp. vge = cv

pro né&jaka b,c € R. Jinymi slovy, vektor u € g je charakteristickym vektorem (odpovidaji-
cim charakteristickému ¢islu b) transformace g — slozené ze dvou zmihovanych kolmych
projekci, které oznacime pc : 5 — C a pg: 7 — ? Podobné pro vektor v € ? ..

Odtud by mélo byt jasné, jak urcit odchylku B a C v pfipadé, Zze nemuzeme pouZzit zadny
z predchozich specidlnich postiehii:
= e popiSeme né&jak kolmé projekce pe : g — 7 apgp: ? — g,

e uvazujeme slozené zobrazeni pg o pc : ? — E,

e urcime charakteristické vektory transformace pp o pe (muZe jich byt vic!),

3P#ipomenuti pojmi charakteristickych &isel a vektorti najdete na
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e odchylka <¢(B,C) je pak urcena takovou dvojici vektort u a uc = pe(u), pro néz je <(u, uc)
nejmensi,

e nasledujici véta dodéava, ze takové u odpovidé nejvétsimu charakteristickému ¢islu b.

(Podobné miZzeme uvazovat sloZeni pc o pg : ? — ?; vysledek je samoziejmé stejny.)

Poznamka ke tfetimu kroku: transformace tohoto typu jsou docela specidlni a obecné pro
né plati, ze z jejich charakteristickych vektori lze vidy sestrojit bézi prostoru ? Pokud ma
transformace aspont dvé ruzné charakteristicka ¢isla, je tfeba v nasledujicim kroku vybirat. Pokud
by ndhodou byla vSechna stejné, tak to znamena, ze transformace je nasobkem identity a je jedno,
ktery vektor vybereme. ..

Vé&ta. Pro libovolné podprostory B,C C &, jeZ nemaji Zadné spolecné sméry, plati:
(1) pokud B L C, potom <(B,C) = 7,

(2) pokud B [ C, potom <(B,C) = <(u,uc) = <(vg,v), kde u € g, resp. v € 7 je
charakteristickyj vektor odpovidajici mejvétsimu charakteristickému ¢islu transformace

pBopC:g% , resp. pco pp: L —

V kaZdém pripadé miZeme dodat:

s xo

(8) pokud b a c jsou nejvétsi charakteristickd cisla zmifiovangch transformaci, potom je
0<b=c<1 a<(B,C)=arccos Vb = arccos \/c.

Prvni ¢ast tvrzeni je jasna a uvadime ji hlavné pro zdiraznéni podobnosti s vétou na str. [64]
(tuto v&tu nyni chapeme jako dusledek véty pravé formulované). V piedchazejici diskuzi jsme
zduvodnili téméf vSechno. Potiebujeme si uvédomit uz jen néasledujicich par drobnosti:
Odchylka o := <((u, u¢) je minimalni pravé tehdy, kdyZ cos « je maximéalni. Navic pro vektory
u,uc a ucy plati
_luell _ fucs|
lall flucll

cos «
Piitom uci = bu, coz po dosazeni a upravé dava

[[uc|® 2
= TE = cos” a.

Piitom 0 < [Juc|| < [Jul|, tudiz 0 < b < 1 a cosa = Vb. Podobné muzeme argumentovat s vek-
torem v, coz pochopitelné preskakujeme. Uvédomte si, Ze tvrzeni (3) skutec¢né plati i v pfipadg,
kdy B L C. O

Zavér

Tim diskuzi o odchylkich konéime, coz vSak neznamend, Ze jsme téma zcela vycerpali. Na zavér
znovu upozoriujeme na zvlastni fenomén, ktery v obecnych eukleidovskych prostorech musime
mit na zieteli:

4Jedna se o tzv. symetrické linearni transformace a zdivodnéni uvedeného faktu najdete v jakékoli u¢ebnici
linearni algebry, ktera se o t&chto transformacich zmifiuje; viz nap¥. [Z1, ¢ast 23.3].
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-y
®

Obréazek 12.15: K obecné diskuzi o odchylce. . .

e Odchylka 7 neni totéz co kolmost!

Pokud maji zaméfeni podprostora trividlni prinik, pak tyto dva vztahy splyvaji; v opac¢ném
piipadé miZeme fict nanejvys, ze

™

BLC—<(B,C)= 3

Opacna implikace obecné neplati, av§ak nejmensi protipiiklad lze vymyslet az v prostoru di-
@&> menze 4 (viz odst. pro napovédu).

12.4 Cviceni

(1) Pro vSechny mozné dvojice podprostoru z pfedchozich cviceni urcete jejich vzdalenosti a od-
chylky.

(2) Neopomeiite zejména podprostory ze cviceni a zamyslete se znovu nad jejich vzajem-
nou polohou.

(3) Pro ngjaké jednoduché, ale netrivialni, pfipady zkuste urcit jejich vzdélenost a odchylku
podle definice.

(4) Ve vhodném eukleidovském prostoru udejte piiklad dvou nadrovin, které maji vzdéalenost 2.

(5) Ve vhodném eukleidovském prostoru udejte piiklad dvou podprostora, které maji odchylku
5 a pritom nejsou kolmé.

13 Obsahy, objemy a dalsi

13.1 Uvod a prvni definice

V |Eu] neni pojem obsahu, resp. objemu nijak vymezen, aviak naklada se s nim jako s kaz-
dou jinou veli¢inou podle vyslovenych axiému. Série tvrzeni v I., resp. XI. knize velmi nazorné
zduvodiuje, ze rovnobézniky, resp. rovnobé&znostény se stejnou zakladnou a vyskou maji stejny
obsah, viz obr.
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B C

Obrazek 13.16: [Eu;] Rovnobézniky, resp. rovnobé&znostény se stejnou zakladnou a vys-
kou maji stejny obsah, resp. objem.

V VI. knize se dokazuje, ze pomér obsahti rovnobéznikt se stejnou vyskou je stejny jako
pomeér jejich zakladen. K ¢iselnému vyjadfovani obsaht rovnobézniki tedy staci definovat ob-
sah jednotkového ¢tverce jako 1. Pomoci infinitezimélniho poctu je pak mozné urcovat obsahy
obecngjsich rovinnych oblasti. Analogické diskuze plati pro objemy v prostoru.

V celé této ¢asti bereme piedchozi poznatky jako vychozi a soustfedime se hlavné na alge-
braické moznosti urcovani objemiu obecnych rovnobéznostént. Objem rovnobéznosténu uréeného
vektory vi,va,... v obecném eukleidovském prostoru £ budeme znacit V(vq, va,. .. )Fj] Objem
k-rozmérného rovnobéznosténu chipeme jako zobrazeni V', které pfitazuje k-tici vektoru nezéa-
porné realné ¢islo. Definice kopirujici pfedchozi pozorovani vypadaji nasledovné:

e jsou-li urcujici vektory ortonormalni, pak V(vq,va,...) =1,
e jsou-li tyto vektory ortogonalni, pak V(vy,va,...) = |[vi] - ||va] - --,

obecnd induktivni definice je tato:

Definice. Objem V(vq,va,...) rovnobé&Znosténu uréeného vektory vy, va,... je nezdporné
realné Cislo takoveé, ze

V(vi) = [lvall,

V(vi,va) := V(vi,wa) = ||vi] - ||[w2|, kde wo kolmy pramét vektoru vy do vi,

V(vi,va,v3) =V (vy,va, w3) = V (v, va).||wsl|, kde ws je kolmy pramét vektoru vs
do (vi,va)t,

e atd...

Vektor wa, resp. ws piedstavuje vysku rovnobé&zniku, resp. rovnobé&znosténu; ¢islo | ws]|, resp.
|lws|| je velikost této vysky.
Ptimo z definice vidime, Ze

V(Vl,V27V3,...) = V(Vl,VQ,Wg,...) = V(Vl,W27W3,...) = ||V1|| . ||W2|| . HW3H ey,

5Pro jednoduchost mluvime v obecnych formulacich pouze o rovnobé&znosténech, pfitemz mame na mysli, Ze
rovhobéZnostén uréeny dvéma vektory je rovnobé&znik a rovnobéznostén urceny jednim vektorem je tsecka.
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kde vektory w; jsou navzajem kolmé vektory postupné sestrojené podle névodu vySe. Tento
nakolmovaci algoritmus jste v algebfe jmenovali jako tzv. Gramuv—Schmidtav proces. Odtud
také vyvozujeme, Ze objem V(vy,va,...) miZe vyjit 0, coZ se stane pravé tehdy, kdyZz vektory
V1, Va,... jsou linedrné zavislé.

Vyjadiit obsah rovnobézniku podle definice je snadné:

V(vi,va) = i - Ive - sina, (13.16)

kde oo = <t(v1, v2). Pocitani vicerozmérného objemu podle definice v§ak muZe byt docela otravné,
proto se poohlédneme po néjakych zjednodusenich.

Wy Ve

v Y1

Obrazek 13.17: K objemu rovnobéznosténu. . .

13.2 Gramiiv determinant

Zafneme s malym experimentem: vybereme nidhodné vektory v néjakém eukleidovském vektoro-
vém prostoru a zjistujeme, Ze plati:

Vv(Vl7 VQ) = \/

Na prvni pohled je jasné, Ze rovnost plati pro libovolné kolmé vektory v; L vs. Pokud vyjadiite
obecné wo (viz (11.10)) a dosadite p¥imo do definujici rovnosti V' (vy,va) := V(vy, wa), uvidite,
ze tato rovnost je skutecné obecné platna.

Matice pod odmocninou se jmenuje Gramova matice. Determinant z Gramovy matice je
Gramiv determinant; znalime G(vy,vs). Definice pro libovolnou k-tici vektort je analogicka.
Pravé diskutovana rovnost ma néasledujici pfirozené zobecnéni:

V1i«V] Vi3i.Vy

V2.V] V2.Vy

Véta. Pro libovolnou k-tici vektori v eukleidovském prostoru plati

V(vi,va,...) =+/G(v1,va,...).

Sledovat piedchozi zduvodnéni pro vice nez dva vektory muze byt trochu problém, proto nabizime
alternativni zduvodnéni, které je odvozeno ze zdkladnich vlastnosti kazdého determinantu. Pro
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prehlednost formulujeme pouze pro trojici vektori, nasledné zobecnéni by mélo byt ziejmé:

Vi«V] Vi3i.Vy V3.V3
G(Vl,Vg,Vg) = |V2.V] V2.Vy V2.V3
V3.«V] V3.Vy V3.V3

Vi1i.Vy V1.V V1.V3
= |W2.V] W2.Vy W3.V3
W3.V] W3.Vy W3.V3
VisV] Vi.W3 V].W3
= |W2.V] W2.W3 W32.W3|l = HV1||2 . HW2H2 . ||W3H2
W3.V] W3.W3 W3.W3

Na vysvétlenou dodavame, 7e determinant se nezméni, kdyZ k libovolnému fadku/sloupci pii-
¢teme libovolnou lineadrni kombinaci ostatnich. To je pfesné dprava, kterou jsme postupné délali
nejdiiv s fadky, poté se sloupci: wo = vy — avy, Wy = vz — bvy —cva, ...

Posledni rovnost plyne z toho, ze vektory w; nejsou jen tak néjaké vektory uvedeného tvaru,
ale pravé kolmé priaméty v; do (vy,...v;_1)*. Viechny skalarni sou¢iny v Gramové matici mimo
hlavni ahlopficku jsou tedy nutné nulové. O

13.3 Vnéjsi soucin a orientovany objem

To, ze pti urcovani objemu diive nebo pozdé&ji narazime na determinant by nemélo byt zadnym
prekvapenim. Objem totiz miZzeme chapat jako zobrazeni ? X ? X+ — R, které ma velice stejné
vlastnosti jako pravé determinant — je multilinearni a pro linedrné zavislé vektory dava nulu,
viz obr. (Nejuzite¢n&jsi disledek téchto dvou vlastnosti jsme pouzili v dikazu piedchozi

véty.) Jediny rozdil je ten, Ze hodnota objemu je nezédporna, kdezto hodnota determinantu muze
byt jakakoli (determinant je antisymetricky).

V.‘_: AV4 V4

Obrazek 13.18: Vlastnosti obsahu/objemu jakozto multilinedrniho zobrazeni se napadné
podobaji vlastnostem determinantu: V(vy,avy) = 0, V(vi,ve + avy) = V(vy,va),
‘/'(Vl7 bVQ) = b . V(Vl, V2).

Abychom v8ak mohli mluvit o determinantu, potifebujeme ¢tvercovou matici — uvazme tedy
pravé n vektoru v prostoru dimenze n:
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Definice. Vnéjsi soucin n-tice vektoru (vi,...,v,) v eukleidovském prostoru dimenze n
) )

je determinant matice tvofené po sloupcich soufadnicemi téchto vektora (v tomto poradi)

vzhledem k néjaké ortonormalni bazi; znacime

[Vi,...,vy] :i=det(vy,...,vp).

@™ Uvédomte si, ze definice nezavisi na volbé ortonormalni béze! Vnéjsimu soucinu se téz prezdiva
orientovany objem, coz je vic nez pochopitelné:

Véta. Pro n-tici vektori v n-rozmérném eukleidovském prostoru plati
G(vi,. ., V) = [Vi, ..., via]?,

tudiz
V(vi,oova) = |[vi,... vl |-

Zduvodnéni plyne z Cauchyovy véty o soucinu determinanti:

[Vi,..,ve]? = det(ve, ..., vp)? = det(vy,...,v,)T - det(vy,...,v,) =
ViVl ... Vi.V,
=det ((vi,...,v)" - (v1,...,Vy)) = =G(Vv1,...,Vy).
Vp eVl ... ViV,
Zbytek plyne z véty [[3.2] O

13.4 Vektorovy soucin

Pojem vektorového soucinu bezpecné zndme pro dva vektory v trojrozmérném eukleidovském
prostoru. Ze soufadnicového vyjad¥eni u = (u1,us,u3) a v .= (v1,v9,v3) vzhledem k né&jaké
ortonormalni bazi jsou odvozeny soufadnice vektorového soucinu takto:

Uy Vg Uy V1| (U1 U1
uxv= , — , .
us U3 uz  v3| |u2 U2
Pii pocitani jsme zvykli si poméhat nasledovné:
u;y vV I
V2 U1 up v
U2 V2 To| = Tr1 — 2+ xIs, (1317)
U3 us U3 Uz V2

usz vz I3

nacez koeficienty u x; bereme jako souifadnice vektorového soucinu u x VE| Koncepcéni interpretace
tohoto postupu je takova, ze vektorovy soucin u x v je jednozna¢né uréeny vektor spliujici

[u,v,x] = (uxv).x

pro libovolny vektor x. Tento postieh zobeciiujeme pro libovolnou (n — 1)-tici vektoriu v n-
rozmeérném prostoru:

Sptitom je celkem jedno, zda jsou soufadnice vektorfi v matici na levé strané psany po sloupcich nebo po
fadcich.
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Definice. Vektorovy soucin (n — 1)-tice vektort (vq,...,vp—_1) v eukleidovském prostoru
dimenze n je jednoznacné urceny vektor w spliujici

[Vi,e ) Vi1, X| = WX

pro vSechna x € ?; znatime w = vy X ... X Vp,_1.

Soufadnicové vyjadieni vektorového soucinu se obecné da délat uplné stejné jako v uvod-
nim piikladu; rovnost totiz neni nic jiného ne? Laplaceliv rozvoj determinantu podle
posledniho sloupce. ..

Vektorovy soucin ma spoustu uziteénych vlastnosti:

Véta. Pro (n — 1)-tici vektori v n-rozmérném eukleidovském prostoru plati:

(1) pritazeni (Vi,...,Vp_1) — Vi X ... X V1 definuje antisymetrické multilinedrni zobra-
zeni £ X ... x & = &,

(2) vi X ...Xvy_1=0<= vektory vi,...,Va_1 jsou linedrné zdvislé,
(8) vi X ...Xvy_1 je kolmy ke vSem vektorim vq,...,V,_1,
(4) pokud jsou vektory vi,...,v,_1 linedrné nezdvislé, pak posloupnost (vi,...,vp_1, W)

tvoFi kladnou bdzi prostoru V,

(5) ||V1 X ... X Vn—l” = V(Vl,...,Vn_l).

Tvrzeni (1)—(3) plynou pifmo z definujici rovnosti a vlastnosti vngjsiho soucinu, tzn. determi-
nantu. Tvrzeni (4) v podstaté takeé:

det(vi,..., Vo1, W) =[V1,...,Vu_1, W] =wW.w > 0.
Tvrzeni (5) zdivodnime tak, Ze jesté trochu rozepiSeme pfedchozi vztah:
[w|? = det(vi,..., Vo1, W) =V(vi,..., Vo 1, W) = V(Vi,..., V1) - |W],

kde odkazujeme postupné na vétu piedchozi nerovnost (v8echno je kladné, takze nepiseme
absolutni hodnoty) a pfed chvili zdivodnéné tvrzeni (3). Po déleni ||w|| mame hledanou rovnost.
O

Ve specidlnim piipadé, kdy dim & = 3, je podle tvrzeni (1) vektorovy sou€in bilinearni an-
tisymetrické zobrazeni ? X — ? Jakozto binarni operace na mnoziné ? viak vektorovy
sou¢in neni asociativni. Neasociativita plyne z nasledujici rovnosti (kterou lze dokazat velice
pfimo v soufadnicich): =0)

(uxv)xw=(u.w)v—(v.w)u. (13.18)

Odtud také vyplyva platnost tzv. Jacobiho identity:

(uxv)Xxw+(vxw)xu+(wxu)xv=0. (13.19)
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Trojrozmérny eukleidovsky prostor s operaci vektorového soucinu je tedy piikladem velice uzi-
tecné struktury, které se rika Lieova algebra. ..

Ve tomto specidlnim piipadé (dim& = 3) je podle tvrzeni (5) velikost vektorového soucinu
V1 X Vo rovna obsahu rovnobézniku uréeného vektory vi a vo. V tomto piipadé viak navic umime
obsah vyjadrit podle (13.16)). Celkem tedy plati

[vi x val| = [lval[ - [[v2] - sina, (13.20)

kde « je odchylka vektora vi a vs.

13.5 Shrnuti a uZitek

Struéné shrnuti

7 ptedchozich odstavci vidime nékolik zpusobu, jak urcovat objem obecného rovnobéznosténu,
které jsou zpravidla mnohem efektivngjsi nez po¢itani podle definice [I3.1}

e Véta je univerzélni a pracuje s Gramovym determinantem, jez méa pravé takovy fad,
jaky je pocet vektort ve hie (tedy naprosto nezavisle na dimenzi okolniho prostoru).

e Objem n-rozmérného rovnobéznosténu v n-rozmérném prostoru mizeme uréit pomoci vnéj-
§tho souc¢inu vektort podle véty

e Objem (n — 1)-rozmérného rovnobéznosténu v n-rozmérném prostoru muzeme vyjadiit
pomoci vektorového sou¢inu vektora podle véty [13.4(5).

Objem simplexu a mnohosténu

Obecné (mysleno i sikmé) hranoly, pfip. libovolné mnohostény lze vidy rozloZit na jednodussi
objekty, u nichz umime objemy vyjadfit. Tady zpravidla nardZzime na jehlany, resp. simplexy,
o kterych jsme se zatim nezminovali, proto prikladdme nékolik poznamek.

k-rozmérnym simplexem se mysli konvexni obal £+ 1 bodu v obecné poloze. Dvourozmérnym
simplexem je samoziejmé trojuhelnik, trojrozmérny simplex je trojboky jehlan neboli étyistén.
Obsah trojihelniku je roven poloviné obsahu opsaného rovnobézniku; objem ¢tyif'sténu je roven
tfetiné objemu opsaného hranolu, tzn. Sestiné objemu opsaného rovnobéznosténu. Zobecnéni
téchto faktu je nésledujici:

Véta. Objem k-rozmérného simplexu je roven % objemu opsaného rovnobéZnosténu.

Zduvodnéni tohoto tvrzeni pro obecné k je iplné analogické tém, které zname pro k = 2 a 3,
zejména pokud bereme jako fakt, Ze dva simplexy se stejnou zakladnou a stejnou vySkou maji
také stejny objem. To je sice v duchu nasich tavodnich pozorovani v odst. avSak elementérni
zduvodnéni tohoto faktu kupodivu neexistuje uz pro k = 3. Pro podrobnosti odkazujeme na
Dodatek [26] kde jsou pripomenuta také nékterd relevantni tvrzeni z [Eul.

Vzdalenosti podprostori

V odst. pobliz obr. jsme formulovali napad, jak interpretovat vzdalenost podprostora
jakozto vysku vhodného rovnobéznosténu. Zobecnéni uvedeného napadu vypadé néasledovné:
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Véta. Pro afinni podprostory B a C v eukleidovském prostoru € uvazme libovolné body X € B

aY € C a néjakou bdzi ui,us, ... souctu zamereni B + C. Potom vzddlenost podprostori
je rovna velikosti vijsky rovnobéZnosténu uréeného vektory XY ,ui,ug,... na sténu uréenou
vektory uy, U, . ... Krdtce:

o V(ﬁ,ul,ug,...)

v(B,€) V(ug,ug,...)

Vgimnéte si, Ze nestaci tupé dosazovat vektory z parametrického vyjadieni podprostora — v tako-
vém piipadé by se mohlo stat, Ze mé¥ite nulovou vzdalenost, piestoze je ve skute¢nosti nenulovéa!
Umite si predstavit néjaky takovy piiklad?

Normala nadroviny

7 véty 3) vime, jak je mozné najit vektor, ktery je kolmy k n — 1 vektorim v n-rozmérném
prostoru, aniZz bychom fegili soustavu rovnic! Tato dovednost se d& pouZit napf. p¥i urcovani
rovnicového vyjadieni libovolné nadroviny v libovolném eukleidovském prostoru.

13.6 Cviceni
(1) Ve standardni eukleidovské roviné jsou dany body
K =11,3], L=[0,5], M =1,4].
Alespon ¢tyfmi riznymi zpusoby uréete obsah trojuhelniku K LM.
(2) Reste tutéz ulohu v prostoru € = R3:

K= [1a37_5}7 L= [075a _3]? M = [1747 _3]

(3) Pro pétici bodu A, B,C, D, E ze cvifeni urcete:

e obsah trojuhelniku ABD, objem ¢tyisténu ABDE, objem mnohosténu ABCDE,
e vzdalenost bodu E od roviny ABD, vzdalenost piimek AD a BE,

e rovnicové vyjadieni roviny ABC.
(4) V eukleidovském prostoru & = R* jsou dany vektory:
v =(3,2,0,1), vo =(1,0,0,0), v3 = (1,0,2,0).
Urcete vektorovy sou€in vi X vo X v3 a objem rovnobéznosténu uréeného vektory vi,vs, vs.

(5) Pro vektorovy souéin v prostoru dimenze 3 dokazte (13.18)), pfip. (13.19).

(6) Uvédomte si, Ze vektorovy soucin je formalné definovan také pro jeden vektor v eukleidovském
prostoru dimenze 2. Uréete vysledek napi. pro v; = (—1,2).
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KAPITOLA |V

Geometrickd zobrazeni

O raznych geometrickych zobrazenich jsme se pomérné zevrubné bavili jiz v kurzu konstrukéni
geometrie, viz [Zé, zejména kap. IIT]. V tomto kurzu odkazujeme pravé na tyto znalosti, procez
jsme si mohli dovolit za¢it rovnou s obecnymi pojmy. Zatim jsme si postupné pripomnéli definice
afinnich (podkap. [5)), projektivnich (odst. , shodnych a podobnych zobrazeni (odst.
a soucasné jsme zformulovali jejich ekvivalentni (algebraické) definice.

V této kapitole doplnime analyticka vyjadieni viech zminovanych typu zobrazeni a nauc¢ime
se je podle toho rozeznavat. Zejména se budeme soustiedit na transformace, tj. zobrazeni néja-
kého prostoru do sebe, a jejich charakterizace pomoci samodruznych prvki. Zvlagtni pozornost
vénujeme tzv. zakladnim transformacim a jejich skladani. Na zavér uvadime jemnéjsi klasifikace
shodnosti v roviné a v prostoru a nékolik dalsich poznamek.

14 Opakovani

Ptehled dosavadnich poznatkt véetné typickych piiklada z kazdé skupiny shrnujeme v tabulce
tab. [[4.1] Jediny sloupec, ktery v této tabulce zatim nemusi byt srozumitelny, se tyka prave
analytického vyjadieni. Jako piiklad u kazdého typu zobrazeni je v tabulce uvedena tzv. zdkladni
transformace v roviné. K tomuto pojmu se budeme vracet a zobecnime pro libovolnou dimenzi.
Jesté pripomindme, Ze projektivni, afinni, podobné, resp. shodné zobrazeni, které je bijektivni,
nazyvame kolineace (nebo projektivita), afinita, podobnost, resp. shodnost.

Vsechny diskutované typy zobrazeni spadaji do tiidy projektivnich zobrazeni a takto je
také budeme od zacatku interpretovat.

14.1 Projektivni

Projektivni zobrazeni je zobrazeni mezi projektivnimi prostory, které zobrazuje pfimky na piimky
nebo body. Zakladni véta projektivni geometrie ndm tika, ze kazdé projektivni zobrazeni f :
P(W) — P(W’) je urteno n&jakym linearnim zobrazenim

F:W—-Ww

7
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mezi zastupujicimi vektorovymi prostory, a to tak, 7e obraz X’ = f(X) je reprezentovan vektorem
x' = F(x), kde x € W je libovolny vektor reprezentujici bod X € P(W) (viz definice [9.4]). Dva
ruzné vektory xi,Xs reprezentuji jeden a ten samy bod X pravé tehdy, kdyz se lisi o néjaky
nenulovy nasobek. Proto dvé riizné linearni zobrazeni Fi, F» zadavaji jedno a to samé projektivni
zobrazeni f pravé tehdy, kdyz F} = k- Fy pro ngjaké k # 0. Z uvedeného mimo jiné vyplyva,
7e projektivni zobrazeni je jednoznac¢né uréeno obrazem n + 2 bodi v dostatecné obecné poloze,
pfitemz n = dim P(W) = dim W — 1 (viz dusledek [9.4).

Obrazek 14.1: [Ku|] Zakladni kolineace v roviné je osova kolineace.

V tomto kurzu nepracujeme s obecnymi projektivnimi prostory, ale vyhradné s projektivnimi
rozsifenimi afinnich prostori, P(W) = A = AN ooy. Baze ve W proto vzdycky volime stejné
jako v odst.[0.3] tzn. tak, abychom snadno rozpoznali body vlastni od nevlastnich. Nage konvence
je takova, Ze tyto rozlisujeme podle prvni (1épe feceno nulté) soufadnice. To znamena, Ze afinni
prostor A C Asi predstavujeme jakozto nadrovinu ve W urcenou rovnici zy = 1.

14.2 Afinni

Afinni zobrazeni je zobrazeni mezi afinnimi prostory, které zobrazuje pfimky na pFimky nebo
body a zachovava rovnobéznost piimek (ekvivalentné, zachovava délici poméry trojic kolinearnich
bodi). Zakladni véta afinni geometrie nas dovedla k charakterizaci afinnich zobrazeni f : A — A’
v ramci vSech projektivnich zobrazeni mezi projektivnimi rozsifenimi A A jako takovych
zobrazeni, kterd zobrazuji vlastni body na vlastni, coz je totéz jako nevlastni na nevlastni
(viz odst. . To je ekvivalentni pozadavku, aby zastupujici linearni zobrazeni F : W — W’

zobrazovalo podprostor C W do podprostoru A’ ¢ W’'. Zuzeni F\j : X — j’ je potom

pravé indukované linearni zobrazeni ? k afinnimu zobrazeni f, o kterém se mluvi v definici
Z této definice také plyne, Ze obraz libovolného bodu X € A lze vyjadfit ve tvaru

f(X) = F(OX) + (0), (14.1)

kde O € A je jeden vybrany referen¢ni bod (obvykle pocatek souradné soustavy). Tzn., Ze obecné
afinni zobrazeni f : A — A’ je jednozna¢né urceno linedrnim zobrazenim ? mezi zaméfenimi
a obrazem jednoho vybraného bodu. To v dasledku znamenad, Ze afinni zobrazeni je jednozna¢né
urceno obrazem n + 1 bodua v obecné poloze, kde n = dim A.
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Obrazek 14.2: [Ku] Zakladni afinita v roving je osova afinita.

Pokud jsou afinni prostory, mezi kterymi zobrazujeme, navic eukleidovské, rozliSujeme dalsi
typy zobrazeni:

14.3 Ekviafinni

Ekviafinni zobrazeni jsou takova afinni zobrazeni, kterd zachovavaji obsahy, resp. objemy. Ob-
jemova forma v eukleidovském prostoru je ur¢ena vné&j§im souinem vektoru (viz odst. [13.3)).
Vnéjsim soucinem vektori muze byt libovolné ¢&islo, objem je vidy nezaporny, proto

e zobrazeni [ : £ — &’ je ekviafinni pravé tehdy, kdyZz indukované linearni zobrazeni ? :

— &' zachovava vnéjsi soudin aZ na znaménko.

Protoze vnéjsi soucin je multilinedrni operace, je tato podminka ekvivalentni s pozadavkem,
aby se néktery (nasledné potom kazdy) rovnobéznostén s jednotkovym objemem zobrazil na
rovnobéznostén s jednotkovym objemem.

A F

c

Obrazek 14.3: [Eu;| Typicka ekviafinita je elace.

14.4 Shodna

Vyzna¢nou podmnozinou ekviafinnich zobrazeni jsou samoziejmé zobrazeni shodna. Shodna
zobrazeni jsou zobrazeni, kterd zachovavaji eukleidovskou metriku. Algebraickd charakterizace
v odst. [I0.4 nam Fika, ze shodna zobrazeni jsou pravé takova afinni zobrazeni, ze indukované line-
arni zobrazeni zachovava skalarni souéin vektoru. Protoze skalarni souéin je bilinearni operace,
je tato podminka ekvivalentni s pozadavkem, aby se néjaké (nasledné potom kazda) ortonormalni

béze zamdreni zobrazovala na ortonormélni bazi £’.
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Obrazek 14.4: [Se| Zakladni shodnost je soumérnost podle nadroviny.

14.5 Podobna

Podobné zobrazeni jsou zobrazeni, kterd zachovavaji eukleidovskou metriku az na konstantni
nenulovy néasobek (tzv. koeficient podobného zobrazeni). Ta lze algebraicky charakterizovat jako
afinni zobrazeni, jejichZ indukované linearni zobrazeni zachovava skalarni souc¢in aZ na nenulovy
nasobek. To je ekvivalentni podmince, aby se néjaka (nasledné potom kazda) ortonorméalni baze

zameéieni ? zobrazovala na béazi £’, ktera je ortogonalni a jejiz vektory jsou stejné dlouhé.

4 ..

Obrazek 14.5: [Be] Zakladni podobnost je stejnolehlost.

14.6 Poznamky

Shodné zobrazeni jsou pravé podobna zobrazeni s koeficientem 1. Shodné zobrazeni lze taky
charakterizovat jako podobné zobrazeni, ktera jsou soucasné ekviafinni. Kromé toho, t¥i posledné

jmenované typy zobrazeni maji néco spole¢ného:
e Kazdé ekviafinni, podobné, resp. shodné zobrazeni je nutné prosté.

To v dusledku znamené, ze kazdé ekviafinni, podobné, resp. shodné zobrazeni mezi prostory
stejné dimenze je nutné bijektivni.
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SloZeni dvou zobrazeni stejného typu je opét zobrazeni téhoZ typu. Proto mnozina vSech
ekviafinnich, podobnych, resp. shodnych transformaci eukleidovského prostoru (s operaci skla-
dani zobrazeni) tvoii grupu. Ta je podgrupou grupy vSech afinit, jeZz je podgrupou v grupé
vSech kolineaci rozgifeného projektivniho prostoru. Struktura uvedenych vloZeni je znazornéna
na obr. [I4.6} pro pfipomenuti jsou na schématu dalsi dva typy zobrazeni, které dobfe zname,
av8ak na tomto misté nediskutujeme.

e
Lontalkbnt
(dilutace)
7 Ly
\
// \ ‘ ,
/ onjekt!\/m
/ (os0va’ kolineace
/
kohjormm '[
(kmhova’ javerie) /

afinnt
{nsov’ﬁ( "*f'""‘tva“)\ . . .
T ekviafinn
4 (elnce)
rodobh’m
fitegynotehlost )

shodno.

(ss0va’ soumernest)

Obrézek 14.6: Hierarchie geometrickych zobrazeni (v zavorce uveden typicky predstavi-
tel z kazdé tiidy).

15 Analytické vyjadreni

15.1 Znaceni a jiné konvence

Analytické vyjadieni jakéhokoli zobrazeni zavisi na volbé soutfadnych soustav. V afinnim prostoru
A uvazujeme afinni soufadnice vzhledem k afinnimu repéru (O; ey, es,. .. ). Pokud je navic afinni
prostor eukleidovsky, pak zpravidla predpokladame, Ze vektory ej,es,... jsou ortonormalni;
odpovidajici soufadné soustava se pak jmenuje kartézskd.

Homogenni soutfadnice v projektivnim rozsifeni A = A U ooy budeme vzdy uvazovat stejné

jako v odst. tzn. vzhledem k takové rozsifené bazi (eg, e, es, ... ) zastupujiciho vektorového
prostoru W, ze vektory e;,es,--- € A jsou jako vySe a vektor e ¢ A reprezentuje pravé bod O.

Homogenni soufadnice bodu X € A piSeme
X=(xg:m:m2:...),
coz znamend, ze tento bod je reprezentovan vektorem x € W:
x = (29, X1, T2,...).
Bod X je vlastni pravé tehdy, kdyz xzg # 0, tj. x & X V takovém piipadé jsou jeho afinni
soufadnice
Ty X
Bod X je nevlastni pravé tehdy, kdyz o = 0, tj. x € j V takovém piipadé jsou afinni souradnice

odpovidajiciho sméru
Xoo = (!L‘l,(L‘27 .. )
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Uvazujme projektivni zobrazeni f : A — A’ mezi projektivnimi rozsiFenimi afinnich prostor.
Odpovidajici linearni zobrazeni mezi zastupujicimi vektorovymi prostory znac¢ime F : W — W',
Kazdé linearni zobrazeni F' je vzhledem k vybranym bazim urceno matici F tak, Ze

Fx)=F-x

pro libovolny vektor x € W, resp. jeho soufadnice psiny do sloupce. Pokud je dim A = m
a dim A" = n, pak matice F m& m + 1 sloupcii a n + 1 fadki. Obraz libovolného bodu X € A
znacime X' € A’ a vzhledem k pfedchozim konvencim jej budeme vyjadiovat jako

x = - X, (15.2)

kde a je realné ¢islo, b je m-tice ¢isel v fadku, c je n-tice ¢isel ve sloupci a D je matice o rozmérech
n x m. Divod, pro¢ délime matici F pravé na takovéto bloky, bude zfejmy za chvili.

15.2 Poznamky

Je-li F matice zastupujiciho linedrniho zobrazeni F' vzhledem k vybranym bézim, pak v této
matici po sloupcich postupné ¢teme soufadnice obrazii bazovych vektorta eg,eq,.... Vzhledem
k pfedchozim konvencim jsou tedy v prvnim sloupci homogenni soufadnice obrazu po¢atku afinni
soutradné soustavy prostoru A, ve druhém sloupci jsou homogenni soufadnice obrazu nevlastniho
bodu prvni soufadné osy atd. Tento jednoduchy postieh ma velice uzitecné dusledky jak pii
interpretaci zobrazeni f daného matici F, tak pfi urcovani této matice v pfipadé, ze f je zadéno
napi. obrazy nékolika bodi; viz cviceni [I5.5] a dalsi.

Analytické vyjadreni byva ¢asto vyjadieno piimo v homogennich soufadnicich. Jedna
se jen o jinou formu zapisu, takZe tady neni t¥eba hledat 7adny problém — z maticového vy-
jadfeni lze vzdy snadno urcit soutfadnicové a naopak. Pro pfedstavu, napt. obecné projektivni
transformace p¥imky

flxo: x1) = (kxo + lzq : mao + nay)

ze cviceni je reprezentovana matici

Jsou-li f,g projektivni zobrazeni, F,G zastupujici linedrni zobrazeni a F, G jejich matice,
potom slozené zobrazeni g o f je reprezentovano linedrnim zobrazenim G o F', které ma matici
G - F. Pii skladani zobrazeni je proto obvykle vyhodnéjsi pracovat s odpovidajicimi maticemi
nez se soufadnicovym vyjadienim.

Zobrazeni f je injektivni, surjektivni, resp. bijektivni pravé tehdy, kdyz zastupujici linearni
zobrazeni F' méa tutéz vlastnost. Na zakladé€ jednoduchych poznatki z lineadrni algebry muzeme
sméle tvrdit, ze projektivni zobrazeni f reprezentované matici F je

e injektivni, pravé kdyz F ma trividlni jadro,

e surjektivni, pravé kdyz hodnost F je rovna poctu jejich radka,

e bijektivni, pravé kdyz matice F je ¢tvercova a det F £ 0.

Zobrazeni s netrividlnim jadrem se nazyvaji singuldrnd; typickymi piiklady jsou rizné promitani.
Matice F je ¢tvercova, pravé kdyz f zobrazuje mezi prostory stejné dimenze. V piipadé obecnych
projektivnich zobrazeni, nema hodnota det F zadny geometricky vyznam (rozliSujeme pouze, zda
je determinant nulovy ¢i nenulovy).
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15.3 Charakterizace

Nyni kone¢né umime nabidnout charakterizaci jednotlivych typli zobrazeni podle jejich analy-
tického vyjadieni.

Véta. Predpokldidejme, Ze projektivni zobrazeni f mezi projektivnimi rozsirenimi afinnich
prostori je v homogennich souiadnicich vyjddieno jako v (15.2). Potom plati, Ze

e f je afinni prdvé tehdy, kdyZ a #0 a b = 0.

Zobrazeni f je afinni, pravé kdyz zobrazuje viechny nevlastni body na nevlastni a v8echny vlastni
body na vlastni. Z prvni podminky vzhledem k pifedchozim volbam plyne, Ze b musi sestavat ze
samych nul. Ze druhé podminky plyne, Ze a # 0 (jinak by se uplné vechny body zobrazovali na
nevlastni body). O

Pokud tedy je zobrazeni f afinni, mizeme je reprezentovat jednoznacné uréenou matici F, ve
které plati a = 1:

x' = - X. (15.3)

Pro vzory tvaru x = (1,1, 22,...) jsou také obrazy tvaru x’ = (1,z],%,...), takZe cela prvni
(nulté) slozka v predchozim vyjad¥eni je vlastng zbytec¢na. (15.3)) je proto ekvivalentni nasledu-
jicimu vyjadieni v afinnich soufadnicich:

X' =D-X+ec. (15.4)
Afinni zobrazeni mezi prostory stejné dimenze dale rozli§ujeme taktoﬂ
e pokud det D > 0, pak f je piimd afinita,
e pokud det D < 0, pak f je nepfimd afinita.

Determinant det D se nazyva modul afinniho zobrazeni f. Uvédomte si, Ze pro transformace, tj.
zobrazeni f : A — A, modul nezéavisi na volbé soufadné soustavy! Absolutni hodnota modulu
odpovida tomu, jak se méni obsahy, resp. objemy. Znaménko modulu je kladné/zéaporné, pravé
kdy#z afinita zachovava/méni orientaci prostoru.

Véta. Predpokladejme, Ze afinni zobrazeni f mezi eukleidovskymi prostory je v kartézskiyjch
soufadnicich vyjadreno jako v (15.4), resp. v homogennich soufadnicich jako v (15.3). Potom
plati, zZe

o f je ekviafinni prdvé tehdy, kdyz det D = +1,
o [ je podobné s koeficientem k privé tehdy, kdyz DT -D = k? - E,
o f je shodné privé tehdy, kdyz DT -D = E,

1Vzhledem k vyjadtent (15.3) je det F = det D.
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Aby prvni ¢ast tvrzeni méla vibec n&jaky vyznam, pak f musi byt bud zobrazenim mezi pro-
story stejné dimenze, nebo se uvazuje jeho restrikce na obraz. Pro zbylé dvé ¢asti zadny takovy
pfedpoklad nepotiebujeme. Jako obvykle, E znadi jednotkovou matici (jejiz rozméry odpovidaji
dimenzi cilového prostoru).

Vsechny tfi ¢asti plynou pfimo z algebraickych charakterizaci, jez jsme pfipomnéli v tvodnim
opakovani v podkap. a ze znalosti pojmu matice linedrniho zobrazeni: v matici D jsou po
sloupcich shromézdény soufadnice obrazu bazovych vektori eq,es,...... O

15.4 Obzvlast jednoduché piFipady

Tady jmenujeme zobrazeni s nejjednodussimi analytickymi vyjadifenimi. Ve vSech piipadech se
jedna o afinni transformace, jejichz indukované linearni zobrazeni je nidsobkem identity. V dal-
gich odstavcich jsou tyto transformace zminovany jako takové zakladni transformace, které maji
samodruzné vSechny sméry. Jinymi slovy miZeme tyto transformace charakterizovat jako takové
afinni transformace, které zobrazuji libovolnou p#imku na pfimku s ni rovnobéznou (nebo bod).
Jsou to:

(1) identita:
X' =X

7

(2) posunuti o vektor v:
X =X+v,

(3) stejnolehlost se stiedem S a koeficientem k:

X' = kX + (1—k)S, (15.5)
(4) st¥edova soumeérnost:
X' =-X+28S,
(5) promiténi do bodu S:
X' =8.

Jediny pt¥ipad, ktery bychom méli aspoii stru¢né komentovat je (3):

Definice. Stejnolehlost je afinni transformace urcena stiedem S a koeficientem k € R, a to
tak, ze

—
SX = k-SX, neboli X = S+ k- SX.

Tyto vztahy jsou ziejmé ekvivalentni s .

Speciélni, resp. degenerované piipady — které zpravidla za stejnolehlost neprohlagujeme —
odpovidaji hodnotam k = 1, —1, resp. 0 a jsou to vy§e zminovang identita, stfedova soumérnost,
resp. promitani do bodu.

Identita, posunuti a stejnolehlost s koeficientem k& > 0 jsou piimé afinity. Stejnolehlost s ko-
eficientem k& < 0 je pfima pravé tehdy, kdyz dimenze afinniho prostoru je suda. Promitani do
jediného bodu je maximalné degenerované (singuldrni) zobrazeni, ¢asto prezdivané nulové zob-
razeni.
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K vyse uvedenym transformac¢nim rovnicim jesté pro poradek pridavame matice zastupujicich
line4rnich zobrazeni:

1 0 1 0 1 0 1 0
F, = , Fo= , Fs= , Fy= , Fs =
0 E v E (1-k)S kE 25 _E S

Ve vSech téchto piipadech jsme schopni béhem nékolika sekund rozhodnout o druhu zobrazeni,

zname-li jeho analytické vyjadieni. V ostatnich pfipadech se tomu budeme ucit, a to zejména
analyzovanim tzv. samodruznych prvki.

15.5 Cviceni

(1) Projektivni transformace v roving jsou dany maticemi zastupujicich linearnich zobrazeni:

2 0 1 30 0 1 0 0 10 0
02 0], -2 1 =2],(1 3 4], {00 -1
00 6 -3 =3 0 -1 4 -3 2 1 0

V kazdém z téchto ¢tyf pripada:

e zalnéte s obrazkem a pokuste se odhadnout typ transformace,

urcete typ transformace a rozhodnéte, zda je transformace regularni/singularni,

v pfipadé afinit uréete modul a rozhodnéte, zda je transformace p¥ima/nepfima/upfimna,

ur¢ete obraz nékolika dalsich bodi, napf. bodu E = [1,1] & nevlastnich bodi odpovi-
dajicich soufadnym osam.

(2) Dalsi ¢tyfi projektivni transformace jsou dany obrazy bodii
A=10,0, B=[2,0], C=[0,2], D=2,2],

a to nasledujicimi zptsoby:

o A =16,2],B' =19,2],C" =[7,4],D' = [9, 3],
o A =16,2],B' =19,2],C" =[7,4], D' = [10, 4],
o A'=19,4),B' =19,1,C" = [6,4], D' = [6,1],
o A =19,4),B =19,2),C" = [7,4],D' =[1,2].

Urcete analytickd vyjadieni téchto transformaci a feste predchozi sérii uloh.

(3) Pokud toho jesté neméate dost, slozte nekteré z vyse uvedenych transformaci a fefte znovu
nékteré z predchozich tloh.

16 Samodruzné prvky

Ve zbytku této kapitoly diskutujeme téméf vyhradné transformace f : Ao A projektivniho
roz§ifeni néjakého afinniho prostoru A. Velmi uziteénou informaci o druhu dané transformace
poskytuji samodruzné, neboli invariantni prvky. Nékolik priklada klasifikaci podle samodruznych
prvki uvadime v podkap.
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Samodruznd podmnozina M C A transformace f je takova podmnozina, kterd se zobrazuje
sama do sebe, tj.
f(M) C M.

Specidlné, samodruzné body jsou pravé pevné body transformace. Samodruzné body mohou byt
jak vlastni, tak nevlastni. Nevlastnim samodruznym bodim se fiki4 samodruzné sméry.

Nezapomeite, ze je nutné rozliSovat mezi samodruznymi podmnozinami a podmnozinami
samodruznych bodi!

16.1 SamodruzZné body

Bod X € A je samodruznym bodem transformace f, pokud

coZ je ekvivalentni podmince
F(x)=\-x, (16.6)

kde x € W je vektor reprezentujici bod X € j, F : W — W je linearni transformace odpovidajici
projektivni transformaci f : A — A a A je néjaké redlné &islo. To znamend, Ze samodruzné
body projektivni transformace f odpovidaji pravé (nenulovym) charakteristickym vektortim
zastupujici linearni transformace F.

Algebraicka odboc¢ka

Urcit charakteristické vektory linearni transformace F' bychom méli umét z linedrni algebry:
Podminka (|16.6) je v soufadnicich ekvivalentni soustavé linearnich rovnic

(F—AE)-x =0, (16.7)

kde F je matice zobrazeni F' a E je jako obvykle jednotkova matice. Tato soustava ma netrivialni
feSeni pravé tehdy, kdyz
det(F — AE) = 0. (16.8)

Determinant na levé strané je polynom v proménné )\, jehoZz kofeny jsou tzv. charakteristicka
¢isla transformace F P

Charakteristické vektory odpovidajici piislusnym charakteristickym ¢islim ziskime feSenim
soustavy , kam postupné tato ¢isla dosazujeme za \. Zejména, charakteristické vektory
odpovidajici témuz charakteristickému ¢islu tvori vektorovy podprostor ve W. Naopak, nenu-
lové charakteristické vektory odpovidajici raznym charakteristickym ¢islim jsou nutné linearné
nezavislé.

Afinni pripad

Pokud je transformace f afinni, pak vzhledem k charakterizacim 7z odst. muzeme soustavu
(16.7) psat jako
1-A 0 T 0
A7 = . (16.9)
c D-)E X 0

2Misto ptivlastku charakteristicky/-d/-¢é se v algebfe zpravidla stru¢ngji ¥ika vlastni. Z pochopitelnych dévodi
se radéji drzime prvniho pojmenovani.
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Odtud vidime, ze vlastni samodruzné body (z¢ # 0) afinni transformace f nutné odpovidaji
charakteristickému ¢islu A = 1 a jsou feSenim soustavy

(D-E)-X = —c, (16.10)

zatimco samodruzné sméry, tj. nevlastni samodruzné body (zo = 0) mohou odpovidat jakymkoli
charakteristickym ¢islam A a jsou feSenim soustavy

(D — AE)- X, =0. (16.11)

16.2 Jednoducha pozorovani

Z predchoziho vykladu bezprostifedné vyplyva nékolik geometricky zajimavych vysledkii s velmi
jednoduchym algebraickym zdivodnénim. Samodruzny bod bez dalsiho piivlastku muze byt jak
vlastni, tak nevlastni; tyto ptipady rozlisujeme pouze tam, kde to je nutné.

Projektivni a afinni

Véta. Kazdd projektivni transformace projektivniho prostoru sudé dimenze md aspori jeden
samodruzny bod.

Matice zastupujiciho linedrniho zobrazeni ma rozméry o 1 vétsi nez je dimenze prostoru. To
znamend, 7e charakteristicky polynom je lichého stupné. Protoze je to polynom s realnymi
koeficienty, ma nutné asponn jeden redlny kofen. Pro kazdy takovy kofen méame garantovano
netrivialn{ fegeni soustavy (16.7), jez urcuje samodruzné body transformace. O

Véta. (1) Kazdd afinni transformace (afinniho prostoru libovolné dimenze) md aspon jeden
samodruzng bod.

(2) Pokud md afinni transformace néjaké vlastni samodruzné body, pak vdechny tyto body
tvoii afinni podprostor.

Matice zastupujiciho linedrniho zobrazeni je tvaru . Odtud plyne, ze A = 1 je vzdy kofenem
charakteristického polynomu (16.8).

Vlastni samodruzné body jsou (v afinnich soufadnicich) urceny jakoZto FeSeni soustavy line-
arnich rovnic (16.10). MnoZina viech vlastnich samodruznych bodi je proto bud prazdné, nebo
tvori afinni podprostor v A. O

Povsimnéte si, ze zadné tvrzeni analogické (2) neuvadime v pfedchozi vété o projektivnich
transformacich. Jediné, co mizeme v této souvislosti fict, je, Ze viechny samodruzné body, které
pfi feSeni odpovidaji témuz charakteristickému ¢islu, tvoii projektivni podprostor. Uplné
klidné se tak muze stat, ze projektivni transformace v roviné ma pravé tii rizné samodruzné
body, coz je v afinnim pfipadé nemozné!

Podobné a shodné

Nyni zGzime nasi pozornost na podobnosti a shodnosti. V nasledujici vété jsou shodnosti zahrnuty
jakozto podobnosti s koeficientem k = 1:
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Véta. Pro kazdou podobnost f : £ — & s koeficientem k plati:

(1) Modul transformace f je roven £k™, kde n = dim&.

(2) Je-li \ redlné charakteristické éislo transformace ?, pak \ = £k.

(8) Samodruzné sméry odpovidajici riznym charakteristickym cislim jsou navzdjem kolmé.

4) Je-li U C ? samodruzng podprostor transformace f , pak také kolmy doplnék UL je
( ] J j
samodruznym podprostorem.

Vs8echna tvrzeni plynou piimo z definici:

(1) Modul f je podle definice pravé determinant det D, p¥iGemZ matice D je tvoiena obrazy
vektor ortonormalni baze. Modul f je tedy (orientovany) objem obrazu jednotkové krychle.
Pokud je f podobnost, mize to byt jediné £k™.

(2) Indukované zobrazeni 7 zachovava velikosti vektora aZz na konstantni nasobek k.

(3) Charakteristické vektory odpovidajici riznym charakteristickym ¢islim jsou linearné ne-
zévislé; vybrané vektory oznac¢ime u a v. Pfitom charakteristickd ¢isla jsou v naSem piipadé
pouze k a —k, tudiz jeden z vektort se zobrazuje na svilj k-nasobek a druhy na —k-nasobek;
feknéme u’ = ku a v/ = —kv. Odchylka vektoru se zachovava <((u,v) = <(u’,v’) a soutasné

<a(v,u) + <(u,v') = <(v,u) + <(u,v) = <(v,v') = 7.

Odtud plyne, ze <(u,v) = <(v’,v’) = J.

(4) Uvazme libovolny vektor w € U+, tzn. w L U. Podle piedpokladu je také w' 1 U’,
kde U’ C U znaci obraz podprostoru U. ZuZeni podobnosti na jakykoli invariantni podprostor je
zase podobnost (tedy bijekce), proto je obrazem U tentyZ podprostor (tedy nikoli n&jaky mensi

podprostor). Proto je w’ L U, neboli w’ € U+. O

Diky druhému tvrzeni nemusime pii uréovani samodruznych smért podobnych (tedy i shod-
nych) transformaci pracné hledat kofeny charakteristického polynomu! Staci jenom ovéfit jediné
dva mozné kandidaty A =k a A = —k.

Véta. KazZdd podobnd transformace, kterd neni shodnosti, md prdavé jeden vlastni samod-
ruzny bod.

Vlastni samodruzné body jsou FeSenim soustavy rovnic ((16.10). Tato soustava mé jednozna¢né
feSeni pravé tehdy, kdyz determinant matice D — E je nenulovy.

Kdyby byl tento determinant nulovy, znamenalo by to, 7e indukované linearni transformace
by méla charakteristické ¢islo 1. To by v8ak bylo v rozporu s tvrzenim (2) v pfedchozi vété, proto
je det(D —E) #0... O

Uvedené analytické zdivodnéni je sice plisobivé jednoduché, ale ponékud nenazorné. Navod
ke konstrukénimu urceni pevného bodu podobnosti v roviné (zadané obrazem trojahelniku) lze
najit v [Sekl str. 80 ve II. dile].

16.3 Cviceni

(1) Pro kazdou transformaci ze cvi¢eni urcete viechny jeji samodruzné body.
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(2) Zapremyslejte, zda n&ktery z piedchozich vysledki neumite vymezit konstrukéné.

(3) Udejte piiklad projektivni transformace v roving (véetné analytického vyjad¥eni), kterd ma
vlastni samodruzny bod B = [1,0] a bod C = [0, —1] zobrazuje na C’ = [3,2].

17 Zakladni transformace

17.1 Zakladni transformace v roviné

Z diivéjska zname nékolik piikladu zakladnich transformaci, a to zejména v roviné. Zakladni
bijektivni (regularni) transformace v roving jsou:

e osova kolineace (zékladni kolineace),
e osové afinita (zdkladni afinita),
e stejnolehlost (zakladni podobnost),
e osova soumérnost (zakladni shodnost).
Zékladni singularni transformace v roviné jsou:
e stiedové promitani do piimky (zékladni projektivni),
e rovnobézné promitani do piimky (zdkladni afinni).
Vyznam slova zakladni taky znadme:
e skladanim zakladnich transformaci je mozné vyjadiit jakoukoli transformaci urc¢itého typu.

V této casti tento piehled okomentujeme, doplnime a jako obvykle zobecnime. V prvé fadé si
v§imame, Ze v8echny transformace ve vyse uvedeném vyc¢tu maji néco spoleéného — vSechny
zékladni transformace maji:

e osu = piimku samodruznych bod,
e stired = samodruzny bod takovy, ze kazda primka jdouci timto bodem je samodruzné.

Osa a stifed mohou byt jak vlastni, tak nevlastni a podle toho taky muzeme jednotlivé typy
zékladnich transformaci rozli§ovat. Pfed tim, nez tak u¢inime, pfipomeneme si nékolik zékladnich
informaci o uplné nejzékladnéjsi transformaci v roving, tj. o osové kolineaci. VSechny ostatni
zékladni transformace chapeme jako specialni, resp. limitni piipady osové kolineace. . .

Osova kolineace

Konstrukei obrazu bodu X v osové kolineaci uréené osou o, stifedem S a obrazem jednoho dalsiho
bodu A pfipomindme na obr. Konstrukce je odvozena z nésledujici definice (a Pappovy
véty).

Definice. Osovd kolineace je transformace projektivni roviny uréena osou o, stiedem S
a obrazem A’ bodu A (A & o, A # S), a to tak, Ze pro obraz X’ libovolného bodu X plati

XX'MAA =8 a (X'X XoS) = (A"AApS) = konst., (17.12)

kde Xy, resp Ag, znaci prasecik piimky X X', resp. AA’, s osou o.
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Obrazek 17.7: Konstrukce obrazu bodu X v osové kolineaci uréené osou, stiedem a ob-
razem bodu A.

Konstanté (A’A ApS) se ¥ika charakteristika nebo modul osové kolineaceﬁ V projektivni roving
umime rozli§ovat pouze nasledujici t¥i pripady:

(1) A" € o, tzn. A’ = Ay a (A’A ApS) = 0: v tomto piipadé je taky obraz libovolného bodu X
na ose o a transformace je promitani ze stfedu S do p¥imky o.

(2) S€o,tzn. S = Aga (A’A ApS) = 1: v tomto piipadé se jedné o regularni zobrazeni, kterému
budeme fikat projektivni elace.

(3) A’ €oaS ¢ o: obecnd osova kolineace.

V projektivnim rozsifeni afinni roviny mizeme rozliSovat dalsi ptipady podle toho, zda urcujici
prvky osové kolineace jsou vlastni/nevlastni:

(a) S nevlastni, o vlastni: osova afinita s modulem (A’A ApSs) = (4’A Ap).
(b) S vlastni, o nevlastni: stejnolehlost se stiedem S a koeficientem (A’A Ag_S) = (A’AS).

(c) S nevlastni, o nevlastni: posunuti.

Priehled

Piehled vsech zakladnich transformaci v roviné podle typu a vzajemné polohy urc¢ujicich prvki je
v tab. V tomto piehledu navic rozliSujeme podle specifickych hodnot modulu. V&imnéte si,
ze v piipadé, ze zakladni transformace je afinni, je tento modul totéz co modul afinni transformace
ve smyslu definice na str. [§4]

Pripad identické transformace, resp. promitani do bodu uvadime v zavorkach, protoze se
jedna o trivialni, resp. degenerovany piipad, ktery do tohoto piehledu sice patii, ale neni zakladni
transformaci ve vySe vymezeném smyslu. Termin , harmonickd soumérnost* neni iplné obvykly,
procez je radéji v uvozovkach; v tomto pfipadé je modul roven —1, coz znamend, ze kazda
¢tvefice (X', X, Xo,5) je v harmonickém poméru. Sikméa soumérnost je harmonicks soumérnost
s nevlastnim stfedem a osovi soumérnost je navic charakterizovana tim, Ze smér soumérnosti je
kolmy k ose.

Uvédomte si, 7e podminky v jednotlivych sloupcich nejsou tplné nezavislé! Z predchoziho

3Definici dvojpoméru &tvefice bodil najdete v odst. Pojmenovani modul se mize zdat vzhledem k pfed-
chozimu uziti pro afinni transformace nevhodné — nize vysvétlujeme, ze tomu tak neni.
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Obréazek 17.8: Konstrukce obrazu bodu X v osové afinité uréené osou, smérem a obrazem
bodu A.

napf. vime, Ze pokud S € o, potom je modul nutné roven 1. Taky se jisté nemiZze stat, aby Si o
byly nevlastni a soucasné S € o...

’ stfed S ‘ 0sa o ‘ Seo ‘ modul H druh
vlastni vlastni ne 0 || stfedové promitani do pfimky
ano 1 || projektivni elace
ne —1 || ,,harmonicka soumérnost*

ne | jinak || osova kolineace

nevlastni vlastni ne 0 || rovnobézné promitani do piimky
ano 1 || elace
ne —1 || 8ikma, resp. osova soumérnost

ne | jinak || osova afinita

vlastni | nevlastni ne 0 || (promiténi do bodu)
ne 1 || (identita)
ne —1 || stfedovi soumérnost

ne | jinak || stejnolehlost

nevlastni | nevlastni ano 1 || posunuti

Tabulka 17.2: Klasifikace zékladnich transformaci v roviné

17.2 Zakladni transformace obecné

V pfedchozim piehledu zakladnich transformaci v roviné jsme zacali postiehem, ze kazda takova
transformace ma osu a stied. V tomto odstavci ukazeme, ze existence téchto prvki spolu velmi
uzce souvisi. Uvodni definice vypadaji takto:
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Definice. Stred projektivni transformace je samodruzny bod takovy, ze kazda pfimka pro-
chazejici timto bodem je samodruzna.

Nadosa projektivni transformace je nadrovina samodruznych bodii.

Projektivni transformace, kterd mé nadosu, se nazyva zdkladni transformace.

Jinak muzeme fict, ze zakladni transformace jsou neidentické transformace s maximalnim
moznym podprostorem samodruznych bodu. Nejzakladnéjsi transformaci v obecném projektiv-
nim prostoru tedy je nadosova kolineace a podobné modifikujeme ostatni pojmenovéni z pied-
choziho odstavce. Klasifikace zakladnich transformaci je az na tyto zmény v nazvoslovi Gplné
stejnd jako v tab. proto se ji dale nezabyvat nebudeme.

Misto toho dokazeme nékolik obecnych tvrzeni, jez jsme zatim piehlizeli:

Véta. Predpokldadejme, Ze f je neidentickd projektivni transformace. Potom plati:
(1) f md nadosu prdavé tehdy, kdyZ f md stied.

(2) f mad bud prdvé jednu nadosu (a prdvé jeden stied), nebo Zidnou nadosu (a Zddny stied).

Nejdiiv trochu znaceni: dimenze projektivniho prostoru je n, tzn. dimenze zastupujiciho vekto-
rového prostoru je n + 1 (coz je také stupen charakteristického polynomu (16.8)).

(1) Nadosa O je nadrovina samodruznych bodi, jez odpovida vSem feSenim soustavy (16.7).
Odpovidajici charakteristické ¢islo A proto musi byt kofenem charakteristického polynomu s na-
sobnosti alespon n. Protoze mé tento polynom realné koeficienty a znadme n jeho realnych kotenii,
musi mit jesté jeden redlny kofen, ktery si oznacime tieba u.

(a) Pokud je u # A, pak charakteristicky vektor odpovidajici p je linedrné nezavisly vzhledem ke
vSem vektorum odpovidajicim ¢islu A. To znamend, Ze tento vektor reprezentuje samodruzny
bod S, ktery nelezi v nadose O. Libovolnd piimka jdouci bodem S protind nadrovinu O
v bodg, ktery je samodruzny. Proto je libovolna piimka jdouci bodem S samodruznd, tudiz
S je stied.

(b) Pokud je p = A, pak stfed musime hledat v nadose O. Uvazme libovolny bod A ¢ O
a jeho obraz A’. Protoze transformace neni identita, plati A’ # A a tyto dva body urcuji
pfimku, kterou oznac¢ime a. Pfimka a protina nadosu O v samodruzném bodé S,, a proto
je a samodruzné. Podobné pro libovolny jiny bod B ¢ O plati, 7ze b = BB’ je samodru’né
piimka; prusecik b s nadosou O oznacéime Sj. Protoze a i b jsou samodruzné piimky, je jejich
prise¢ik samodruznym bodem, a proto musi lezet v nadose O. Odtud plyne, ze S, = S} je
hledany stied.

Naopak, predpokladejme, ze S je stiedem transformace f. Uvazme n + 1 libovolnych bodu
A1, Ag, ... takovych, Ze spolu s bodem S jsou v nejobecnéjsi mozné poloze (tzn. zidna (n + 1)-
tice nelezi v jedné nadroving). Podle pifedpokladu se aspon jeden z t&chto bodd musi zobrazit
nékam jinam nez sam na sebe; feknéme, 7ze A} # A;. Nyni postupné uvazujeme dvojice piimek
a; = A1A; aal, = A1 AL kde i = 2,3, .... Protoze kazdy bod A} lezi na piimce SA;, patii kazda
dvojice pfimek a;, a} do n&jaké roviny. Proto se a; a a) protinaji, a to v samodruzném bodg, ktery
ozna¢ime C;. Z uvodnich pfedpokladi lze vydedukovat, ze body Cs,Cs, ... tvoii nadrovinu O,
jejiz kazdy bod je samodruzny. Proto je O nadosou.
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(2) Premyslejme, co by se stalo, kdyby transformace f méla dvé rizné nadosy: Uvazme dvé
libovolné piimky a a b jdouci libovolnym bodem C, ktery nelezi ani v jedné nadose. Jak a, tak
b by protinala kazdou z nados v samodruznych bodech, proto by jak a, tak b byla samodruznou
pfimkou. Odtud by plynulo, ze C' by byl samodruzny bod, coz by v dusledku znamenalo, Ze
transformace by byla identicka.

Podobné, se by se dalo zdivodnit, ze kdyby transformace méla dva ruzné stiedy, pak by to
nutné byla identita, coz by opét bylo ve sporu s predpokladem véty. O

17.3 Skladani zdkladnich transformaci

Na 1ivod zacneme s tvrzenim, které zobeciiuje sérii pozorovani v roviné, jimiz jsme se bavili
v konstrukéni geometrii.

Véta. KazZdd projektivni transformace v prostoru dimenze n lze vyjdadiit jako sloZeni nejvyse
n + 2 zdkladnich transformaci.

Pokud je transformace regularni, musi byt vSechny zakladni transformace taky regularni. Ma-
ximélni pocet zdkladnich transformaci ve zmitiovaném rozkladu souvisi s urCenosti projektivni
transformace, viz disledek Pokud je transformace afinni, sta¢i nejvyse n + 1 zdkladnich
transformaci, sr. s disledkem [5.2]

Idea diikazu této véty je pomérné prostd — v podstaté zobeciiuje celkem jasnou konstrukci
v piipadé shodnych transformaci, kterou pfipomindme na obr. Zdtvodnéni pro afinni trans-

formace lze najit nap¥. v [Sekl str. 38-39 ve II. dile]. Uvédomte si, Ze ¢im obecné&jsi je typ trans-
formace, tim vice mame volnosti v moznych rozkladech.

Obrézek 17.9: [Sek| Kazda shodnost v roving je slozenim nejvyse ti{ osovych soumérnosti.

Vzhledem k piedchozi jemnéjsi klasifikaci zakladnich transformaci se muzeme ptat, co lze
ziskat skldadanim zakladnich transformaci jistého druhu. Uvahy tohoto typu doporucujeme jako

@=> uzitefneé cviceni. Jistou ndpovédou miize byt, ze v afinnim pfipadé je modul slozené transformace

roven sou¢inu modulia transformaci, z nichz je tato sloZzena. Na ukizku uvadime jeden z moznych
vysledka:

e Kazda ekviafinita v prostoru dimenze n lze vyjadfit jako slozeni nejvySe n + 1 Sikmych
soumeérnosti.

(Sikmé soumérnost je tedy o néco zékladngjsi ekviafinita ne# oblibens elace.)
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Skladéanim zakladnich transformaci, které maji stejnou nadosu, musi byt zase zakladni trans-
formace s toutéz nadosou. Specialng, sloZzenim transformaci s nevlastni nadosou (posunuti, stej-
nolehlost) dostavame transformaci se stejnou vlastnosti. Jinymi slovy, posunuti a stejnolehlost
(a jeji specialni, piip. degenerované podoby) jsou jediné transformace, které maji vSechny sméry
samodruzné, a jejich skladanim nemtiizeme dostat nic typové jiného. Trividlnim poznatkem je, ze

e slozenim posunuti o vektor u a posunuti o vektor v je posunuti o vektor u + v,

sr. s definici [£:2] Méneé trivialni poznatek je zformulovan v nésledujici véte:

Véta. V libovolném eukleidovském prostoru wvazujme stejnolehlosti h; se stiedy S; a koefi-
cienty k; (i =1,2); sloZené zobrazeni ha o hy oznacime h.

(1) Pokud kike =1 a S; = Sa, potom je h identita.
(2) Pokud kike =1 a Sy # S, potom je h posunuti o vektor v = (1 — ky)S5155.
(8) V ostatnich pripadech je h stejnolehlost s koeficientem k = kiko a stiedem

1—ky —
S =8 +——25,5,.

Konstrukéni zduvodnéni témér celé vétyﬂv eukleidovské roviné zname z lofiska. VSechno najednou
a aplné obecné dokdzeme z explicitniho vyjadieni slozeného zobrazeni pomoci .

Stejnolehlost hq, resp. he je ur€ena piedpisem hqi(X) = k1 X + (1 — k1)S1, resp. ho(X) =
kaX + (1 — k2)Ss. SloZené zobrazeni h = hy o hy je tedy urceno piedpisem

hMX)=ha (ki X + (1 —k1)S1) =+ = kak1 X + ko(1 — k1)S1 + (1 — k2)Sa.
Odtud postupné vyvozujeme:
(1) Pokud je k1ke =1 a S; = S5, potom po dosazeni dostavame
h(X)=X+0,

coz jsou transformaécni rovnice identického zobrazeni.

(2) Pokud je k1ke =1 a S7 # Sz, potom po dosazeni a upravé dostavame
hX) =X+ (1—k2)(S2 — 51),
coz jsou transformaéni rovnice posunuti o vektor v = (1 — k2)§1_5’2>

(3) V ostatnich p¥ipadech je h obecna stejnolehlost s koeficientem k = k1 ko. Pokud S znadi st¥ed
stejnolehlosti h, pak jeji transformac¢ni rovnice jsou h(X) = kX + (1 — k)S. Porovnanim

s predchozim vyjadfenim h dostavame
_ ko(1 = Ey) 1— ko

S_il—k S1+ 1%

527

coZ je ekvivalentni s vyjadienim ve vété. O

4Podstatna ¢ast tvrzeni (3) tkvi v tom, %e st¥ed S le# na pifmce S1S2.
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Poznamky

Vsechny stejnolehlosti, posunuti a identické zobrazeni tvoii grupu, které se iikd Mongeova grupa.
Jako bezprostiedni disledek piredchozi véty zminujeme jesté klasickou vétu Mongeovu. Jedna
se o planimetrické tvrzeni o kruznicich, odkazujici na nasledujici poznatky:

(a) Stejnolehlym obrazem kruZnice je kruZnice.

(b) Kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé, pficemz koeficient stejnolehlosti je roven poméru polo-
méru a mozné stiedy stejnolehlosti jsou nejvyse dva.

Véta (Mongeova). Pro tFi krunice v rovin€ plati, Ze jejich Sest stiedit stejnolehlosti tvoii
vrcholy tzv. dplného étyrstranu, viz obr. [17.10

Obrézek 17.10: Vnéjsi stiedy stejnolehlosti t¥i kruznic lezi na piimce a stejné tak kazdé
dva vnitini a jeden vné&jsi stied lezi na piimce.

= 17.4 Cviceni

(1) Pro kazdou transformaci ze cviceni rozhodnéte, zda je nebo neni zakladni; pokud je, tak
ji pojmenujte.

(2) Udejte piiklad transformace v roving (vetné analytického vyjadieni), ktera ma vlastni osu,
nevlastni stfed a modul = 1.

(3) Transformace eukleidovské roviny je dana analytickym vyjadfenim:
f(w1,22) = (w2 + 4, —21).
Dokazte, ze f je shodnost a vyjadiete f jako slozeni osovych soumérnosti.

(4) Jsou dany dvé transformace v roviné:
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f1 = stejnolehlost se stiedem S = [2, 1] a koeficientem &y = 2,

f2 = stejnolehlost se stiedem Sy = [4, —1] a koeficientem kg = %

Urcete druh a urcujici prvky transformace fo o fi, resp. fio fo.

18 Dalsi klasifikace a poznamky

V této Casti doplnime jesté nékolik postiehu k jednotlivym typum transformaci, zejména ke
shodnostem a podobnostem.

18.1 Shodnosti

Jiz od atlého mladi zndme v8echny shodnosti v roviné a navic je umime pojmenovat. V tomto
odstavci nabizime zduvodnéni, pro¢ jich neni vic, predstavime jejich klasifikaci pomoci samod-
ruznych prvka a soucasné fekneme néco o jejich analytickém vyjadieni. Poté naznacime, jak to
vypada se shodnostmi v obecném eukleidovském prostoru.
Klasifikace shodnosti v roviné
V roviné rozlisujeme nésledujici druhy shodnosti:
(1) identita,
(2) posunuti,
(3) otéceni,
(3’) stfedova soumérnost,
(4) osova soumérnost,
(5) posunuta soumérnost.

Stifedova soumérnost je otaceni o piimy uhel, proto ji podfazujeme obecnému otaceni. Prvni tii
transformace jsou piimé, posledni dvé nepfimé. P¥i prvnim pokusu o vyjmenovani v8ech shodnosti
v roviné se obvykle zapomind na posunutou soumérnost, coz je sloZenina osové soumérnosti
a posunuti (ve sméru osy).

=N:l==y{e=y
Gl e Cadr

Obrazek 18.11: [Mar] Posunuté soumérnost.

Skladanim shodnosti miazeme dostat zase jenom shodnost — skladanim vSech moznych dvojic
vy$e vyjmenovanych shodnosti 1ze ukizat, ze tento vycet je uplny. &=
Alternativni zduvodnéni téhoZ plyne z faktu, Ze kazda shodnost v roving je jednozna¢né uréena
(shodnym) obrazem A’B’C’ né&jakého trojuhelniku ABC. Postupné muiZeme uvazovat viechny
typové ruzné (shodné) obrazy usec¢ky AB, obraz bodu C' je pak urfen dvojzna¢né s tim, Ze jedna
moznost odpovidé piimé shodnosti, druha nepiimé. Timto zplisobem umime vycerpat vSechny
druhy shodnosti z vyge uvedeného seznamu, viz obr.
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Obrézek 18.12: Prehled shodnosti v roviné pomoci obrazi trojuahelniku: (a) A’B’ = AB,
— —
() A'=AaB #B,(c) A #AaB #B, (c1) AB = AB, (cs) A'B' = BA.

Klasifikace podle samodruZnych prvka

Pii predchozim dikladném rozboru jsme si mohli pov§imnout, Ze vSechny typy shodnosti 1ze
jednozna¢né identifikovat podle samodruznych prvka. Tento postieh predstavuje mozny navod
k rozpoznavani shodnosti, a to zejména v ptipadech, kdy jsou tyto dany transformac¢nimi rovni-
cemi. Pfehledné shrnuti je v tab.

Analytické vyjadfeni, uréujici prvky a kanonicky tvar

V tabulce [I8.3] je o néco vic informaci, nez jsme zatim diskutovali. Obsahuje také transformacni
rovnice v tzv. kanonickém tvaru, coz jsou nejjednodussi mozné analytickd vyjadieni vzhledem
k obzvlast vhodné zvolenym soufadnym soustavam. Takové volby tzce souvisi s uréujicimi
prvky toho kterého zobrazeni, a ty jsou nasledujici:

(1) k identit& neni co dodavat,
(2) posunuti je urfeno vektorem,
(3) otaceni je urfeno st¥edem a thlem,
(3’) st¥edova soumeérnost je urcena stiedem,
(4) osova soumérnost je uréena osou,
(5) posunuté soumérnost je uréena osou a vektorem posunuti.

Vhodnych soufadnych soustav lze vzdy najit vice, nikoli v8ak libovolné mnoho. Navod k ur-
Ceni takové soustavy tkvi v porozuméni pojmu matice zastupujictho linedrniho zobrazeni, viz
odst. [[5.2] Na zakladé predchoziho pfehledu urcujicich prvki by mélo byt snadnym cvicenim
zvolit soufadnou soustavu pro kazdou shodnost tak, aby transformaé¢ni rovnice byly v kanonic-
= kém tvaru.
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Tabulka 18.3: lRigl Klasifikace shodnosti v roviné podle samodruznych prvkii.

Analytické vyjadieni shodnosti vzhledem k obecné kartézské souradné soustavé neni o moc
komplikovanéjsi nez vyse uvedené. Podminka

DT .-D=E

z druhé véty v odst. je natolik omezujici, ze matice D miize byt pouze dvojiho typu, a to

bud D+ _ (COSO( —Slna) 7 nebo D_ — (COSO( s @ ) , (1813)

sina  cosa sina —cosa

kde @ € R a znaménka ziejmé rozlisuji shodnost piimou a nepiimou. Néazornou interpretaci
parametru « najdete na obr.

Z uvedeného by mélo byt ziejmé, ze pro jakoukoli shodnost v roviné je velmi snadné urcit jeji
transformagni rovnice, viz cviceni [18.4

Shodnosti v prostoru

Shodnosti v prostoru je o néco vic nez v roving, jejich klasifikace se v8ak velmi rychle redukuje
na piedchozi klasifikaci v roviné. Staci si v§imnout, Ze:

Véta. Kazdd shodnost v (trojrozmérném) prostoru md aspori jeden samodruzny smer.
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Obrazek 18.13: P¥imy a nepfimy obraz ortonormalni baze podle ((18.13)).

Samodruzné sméry odpovidaji feSenim soustavy ((16.11]) pro redlnd charakteristicka ¢isla A. Cha-
rakteristicky polynom det(D — AE) je stupné 3 a ma realné koeficienty, proto mé aspon jeden
realny koren. O

Kolmy doplnék k tomuto sméru ma dimenzi 2 a je to nutné samodruzny podprostor (viz tfeti
vétu v odst. . Zuzeni shodnosti na tento podprostor je opét shodnosti, takze to musi byt
nékterd z vysSe diskutovanych shodnosti v dimenzi 2. Klasifikace shodnosti v prostoru je tedy
odvozena z pfedchozi klasifikace v roviné — dplny vycet je nasledujici:

(1) identita,
(2) posunuti,
(3) otaceni,
(3’) osova soumérnost,
(4) posunuté otaceni,
(4’) posunuta osova soumeérnost,
(5) soumérnost podle roviny (zrcadleni),
(6) posunuté zrcadlenti,
(7) otocené zrcadleni,
(7’) stfedova soumeérnost.

Prominentni postaveni zékladni shodnosti v prostoru zaujimé soumérnost podle roviny neboli
zrcadleni. Osova soumérnost v prostoru je pfimé transformace, jakozto specidlni piipad otéceni
kolem piimky. Stfedova soumérnost v prostoru je transformace nepiima, zde chapané jako spe-
cialni pripad otoceného zrcadleni, coz je sloZenina otoceni a zrcadleni podle roviny kolmé k ose
otaceni. . .

Stejné jako v roviné plati, ze vSechny druhy shodnosti v prostoru je mozné charakterizovat
podle jejich samodruznych prvki — piehled je uveden v tab.

Transformacni rovnice v této tabulce jsou opét v tzv. kanonickém tvaru. Shodnost v prostoru
m4 aspoi jeden samodruzny smér, ktery je generovan vektorem odpovidajicim charakteristickému
¢islu +1. Bereme-li takovy vektor jako prvni a doplnime k nému dalsi vektory do ortonormalni
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primkou x; .
N : . N
—1 i ;
X'= ( O ] X
. p B« , i
o 3 kx, -k celé e
ravE ieden Otocené zrcadleni
B . sloZzené z otodeni ‘ sofgéeg::)vsi 58
kolem osy x; o Ghel o stfedem
a soumérnosti podle v podétku
roviny p=x;=0 .
P P
sz(l_mq']x . 10 0
0 B« X=0 -1 0|(X
vyplnt pfimku o %k, k celé 00 -1
Otocent kolem osy x1|Soum&rnost podie osy x,
o ahel « ) 4
.
NS
P N
1 0 0
vyplnf rovinu X=10 1 01X
00 -1
‘Soumérnost podle
roviny p=x;=0
P,
) ,
kazdy X=X
Identita

Tabulka 18.4: |Ri,| Klasifikace shodnosti v prostoru podle samodruznych prvki.
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béaze celého prostoru, pak matice indukovaného linedrniho zobrazeni ke kazdé shodnosti vzhledem
k takto vybrané bazi bude mit néktery z nésledujicich tvaru:

1 0 -1 0 -1 0 1 0

o0 D,/)’\0 D,/’\0 D_)’\0 D_)’
kde bloky D jsou pravé matice (18.13)). (Aby to bylo zajimavéjsi, v tabulce vystupuje D
pod pseudonymem B,,.)

Shodnosti obecné

Obecné zavéry v eukleidovském prostoru obecné dimenze se daji vytusit z ptfedchozi zkratky
v dimenzi 3 a cviceni :

Charakteristicky polynom miize mit za redlné kotfeny jediné +1 a komplexni kofeny jsou
vzdy v (komplexné sdruZenych) parech. Kazdy polynom ma nad komplexnimi ¢isly préavé tolik
kofeni (veetné nasobnosti), jaky je jeho stupei, tzn. jaka je dimenze okolniho prostoru. Realnym
kofentim odpovidaji redlné charakteristické vektory, které urcuji samodruzné sméry shodnosti.
Komplexné sdruzenym korentim odpovidaji dvojrozmérné samodruzné podprostory takové, ze
zuZeni na tyto podprostory je pravé otaceni o tihel rovny argumentu odpovidajiciho komplexniho
charakteristického ¢isla.

Na prvni pohled neni zcela jasné, jakou roli hraji vyssi algebraické nasobnosti kofent, coz na
tomto misté nehodlame rozklicovat. Bez dalsiho zduvodihovani uvadime nasledujici charakterizaci,
viz [Z1]:

Véta. Zobrazeni f : £ — &£ je shodnost prdivé tehdy, kdyZ plati, Ze zaméieni £ je primym
souctem navzdjem kolmgch jedno- a dvourozmeérnijch invariantnich podprostori takoviyjch, Ze
zuZeni f mna ktergkoli jednorozmérnyg podprostor je +id a zuZeni na ktergkoli dvourozmérny
podprostor je otdceni o uhel rovny argumentu odpovidajiciho komplexniho charakteristického
¢isla.

Libovolnou shodnost 1ze tedy ve vhodné soufadné soustavé vyjadrit matici, kterd méa na hlavni
diagonale pravé ¢isla £1 nebo bloky D, a jinak samé 0. ..

18.2 Podobnosti

V tomto odstavci doplnime nékolik typickych poznamek k podobnostem, které by bylo §koda
opomenout.

Rozklady podobnosti

Pokud obecnou podobnost f : £ — & s koeficientem k slozime s néjakou stejnolehlosti h : &€ —
& s koeficientem %, pak vysledna transformace g := h o f je zifejmé shodna. Protoze kazda
stejnolehlost je invertibilni, plati f = h~' o g¢. ProtoZe inverzni transformace ke stejnolehlosti je
opét stejnolehlost, pravé jsme zdivodnili nasledujici tvrzeni:

Véta. Kazdou podobnost lze vyjddfit (mnoha rizngmi zpisoby) jako sloZeni shodnosti a stej-
nolehlosti.
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Ve &tvrté vétd v odst. jsme dokézali, 7e kazda podobnost, kters neni shodnosti, m4
pravé jeden vlastni samodruzny bod. Tento bod muze hrat docela zajimavou roli pii rozkladech
zmihovanych v predchozi vété:

Uvazme podobnost f s koeficientem &k a samodruznym bodem S. Chceme vyjadiit f jako
slozeni néjaké shodnosti g a stejnolehlosti h tak, aby platilo napt. f = ho ¢. To lze samoziejmé
realizovat tisicerym zptisobem, ale pokud zvolime stfed stejnolehlosti h pravé ve vyznacném
bodé S, pak nutné musi byt S také pevnym bodem shodnosti g. Pro tento specificky zvoleny
rozklad navic plati, Ze je jedno, v jakém pofradi stejnolehlost a shodnost skladame, coz rozhodné
nemuZeme tvrdit obecng! Jinymi slovy, pro takto (a pravé takto) zvoleny rozklad plati:

f=ho g=go h

Klasifikace podobnosti

Odtud také plyne, Ze klasifikace podobnosti v libovolném eukleidovském prostoru se omezuje
pouze na kompozice stejnolehlosti a shodnosti s néjakym pevnym bodem. Napf. v roviné tak
dostavame pouze tii typy podobnosti:

(1) stejnolehlost,
(2) stejnolehlost slozen4 s otacenim (kolem stiedu stejnolehlosti),

(3) stejnolehlost slozend s osovou soumérnosti (jejiz osa prochazi stfedem stejnolehlosti).

Bez ohledu na znaménko koeficientu stejnolehlosti plati, ze prvni dva piipady predstavuji piimé
podobnosti, tfeti je nepfimé.

18.3 Afinity

Vétsinu afinit nemame vibec pojmenovinu, pficemz vechny, které pojmenoviany mame, jsme
zminili mnohem dfive. Pro zajimavost a porovnéani pfikladame piehled v8ech afinit v roviné
podle jejich samodruznych prvki, viz tab. Seznam je poiad relativnd maly a jen mirné
rozgifuje/zobeciiuje klasifikaci shodnosti, kterd je v tab. Viimnéte si zejména mist, ktera,
byla v pfehledu shodnosti prazdna.

Transformac¢ni rovnice v tabulce jsou opét v tzv. kanonickém tvaru, tj. vzhledem k velmi
vhodné zvolené afinni (ne nutné kartézské) soufadné soustave. ..

18.4 Cviceni
(1) Pojmenujte viechny dosud nepojmenované shodnosti z piedchozich cvideni.

(2) Odvodte charakterizaci (18.13]) pfimym vypoctem. Vyjadiete charakteristicka ¢isla a charak-
teristické vektory transformaci uréenych témito maticemi a porovnejte vysledek s obr. [18.13

(3) V eukleidovské roving urcete transformacni rovnice

e otaceni kolem bodu S = [0,2] o tthel o = 4+60°,
e osové soumeérnosti podle piimky urcené rovnici 2z —y = 2.
e posunuté soumeérnosti uréené osou y = = + 1 a vektorem v = (—1,1).

(4) Vsechny podobnosti z pfedchozich cvi¢eni vyjadiete jako sloZeni shodnosti a stejnolehlosti.
(5) Reste tutéz tlohu tak, aby rozklad nezavisel na potadi dil¢ich transformaci.

(6) Podle tab. klasifikujte v8echny afinity z pfedchozich cviGeni.
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Zddny samodruing privi jeden alespoii dva rizné kaddy smir
smir samadrufny samodrufné samodruiny
s améry ale ne
kaddy
1 2 3
Zidny mm:dﬂ;llnf 2= & + By X' p Ex b p
P 3 gy =yt
lhz0 peld=0d=1_ (P, gl =10, 0)
4 5| 6 7
Prave jeden B e o |x = gx. -+ by x'= gy o' gy
samadruiny | B 4 o b - . e A . ]
bod v by o 1 I 1= gy el 4!
bz0 lazlazl bzl ladz0axdaz]l, lazlazxl
ld =1
8 9
mnoFinon viech | & iy .y
samodrainie [yt " 2o gy
h badi je |t
piimka |h =D _hr 0.d =1
' | 10
kafdy bod ey
samodrofny oy

Adfimita slokend z elace a translace

Afimita sloZend z osové afinity a translace
Translace

Adinita sloZend 2 rotace a stejnolehlosti
Adfinita slofend  elace a stejnolehlosti
Afinita slofend z osové afinity a stejnalehlosn
Stejnolehlost

Elace

. Osovi afinita

0. [dentita

N LA e

Tabulka 18.5: Klasifikace afinit v roviné.




KAPITOLA V

Dodatky
19 Pseudo-eukleidovské prostory
pseudo-skalarni soucin, pseudo-shodnosti apod., ...
20 Dalsi geometricka zobrazeni
konformni a kontaktni zobrazeni, néjaki katrograficki zobrazeni
T %
////4{;,//// ., 600
N ER | .
TTEL S 0
ot — 0"
v -—)1—-—30'
- ~60°

~150%120°-90° ~60°~30° 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°

21 Kuzelosecky a kvadriky
prehled metrické/afinni/projektivni klasifikace, ...
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22 Kleinova geometrie pirimek

prostor primek, prinik a vzdalenost piimek, prinik pfimky s rovinou, ...

23 Lieova geometrie kruznic

prostor kruznic, dotyk a thel pruniku kruZznic, Apolléniovy ulohy, cyklografie, ...

!
v I

24 Grupové akce

24.1 Pisobeni grupy na mnoZiné

Vsechny bijektivni transformace na (jakékoli) mnoZing X tvo¥i grupu (s operaci skladani zob-
razeni), kterou znalime SXE' Grupa Sy, stejné jako jakakoli jeji podgrupa G C Sx, pfirozené
pisobi na mnoziné X; jednéd se o nejjednodussi pitklady akce grupy ma mnoZiné. Napf. grupa
symetrii krychle pisobi na vrcholech krychle jakozto podgrupa Sg, grupa linearnich izomorfismu
vektorového prostoru V je podgrupou Sy apod.

Obecnou akei grupy G na mnoziné X se mysli pfifazeni, kdy kazdému prvku grupy G odpovida
néjakd bijekce na mnoziné X tak, Ze nasobeni v G korepsonduje se sklddanim odpovidajicich
bijekei. Stru¢néji muzeme fict, Ze

Definice. Akce grupy G na mnozZiné X je grupovy homomorfizmus ¢ : G — Sx.

Akci (nebo pusobeni) konkrétniho prvku g € G na X, obvykle zapisujeme jako z — g(x)
misto spravnégjsiho x — ¢(g)(x).

IPokud je mnoZina X kone¢n& a mé n prvki, misto Sx zpravidla pieme S, a mluvime o symetrické grupé
nebo grupé permutact.
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24.2 Dalsi priklady

(1) prirozena akce GL(V) ne V indukuje také akci na mnoziné v8ech k-rozmeérnych podprostori
ve V,

(2) grupa O(n + 1) piisobi na sféfe S™ C R™*1: ztiZeni p¥irozené akce na R,

(3) R* (= R\ {0} s operaci nasobeni) piisobi na libovolném realném vektorovém prostoru:
r(v) =rv,

(4) V' (vektorovy prostor jakozto komutativni grupa) pusobi na kazdém afinnim prostoru se
zaméfenim V: v(A) = A+ v,

(5) libovolné grupa G pusobi sama na sobé&, napft. zprava: g(h) = hg,

(6) Sx pusobi na mno7iné vsech zobrazeni X do Y: g(f) = fog.

24.3 Orbity, tranzitivni a efektivni akce

Orbita prvku € X vzhledem k akci grupy G na X je podmnozina
G(z) ={g(z): g€ G} C X.

Dvé razné orbity se nikdy neprotinaji a sjednoceni vSech orbit je celd mnozina X. Akce grupy
na mnoziné tedy definuje relaci ekvivalence, jejiz tfidy rozkladu jsou pravé orbity akce. Napf.
akce grupy symetrii krychle na mnozing jejich vrcholi ma jedinou orbitu (kazdy vrchol krychle
1ze zobrazit na kterykoli jiny), akce GL(V') na V ma dvé orbity (jednoprvkova orbita {o} a kom-
plementarni podmnozina V' \ {o}) apod.

Akce G na X je tranzitivni, pokud mé jedinou orbitu. Jinymi slovy, jeden vybrany (ekviva-
lentng, kazdy) prvek z X lze zobrazit na kterykoli jiny pisobenim n&jakého prvku z G. MnoZina
X s tranzitivni akci grupy G se jmenuje homogenni prostor grupy G. Kazda orbita je tedy
homogennim prostorem.

Akce je efektivni (nebo vérnd), pokud jediny prvek z G, ktery pusobi jako identita na X, je
neutralni prvek grupy G. Ekvivalentné, odpovidajici homomorfizmus ¢ : G — Sx je injektivni.

Rozhodnéte, zda vyse zminované akce jsou efektivni a tranzitivni; pokud nejsou tranzitivni, <&
urcete jejich orbity.

25 Frizové a tapetové vzory

Specifickym piikladem grupové akce je akce grupy symetrii néjaké podmnoziny v eukleidovském
prostoru: Symetrie podmnoziny X C R™ je shodnost v R™, kterd zobrazuje X na sebe. VSechny
symetrie X (s operaci skladani) tvofi grupu, kterd muZe mit razné vlastnosti podle typu pod-
mnoziny X.

Frizové a tapetové vzory v R? lze celkem jednoduSe charakterizovat podle odpovidajicich
grup symetrii, které jsou sice nekonec¢né, ale diskrétni. Grupa symetrii frizového, resp. tapetového
vzoru se nazyva frizova, resp. tapetova grupa. (éasto se také mluvi o jedno- a dvourozmérnych
krystalografickych grupach, coz naznatuje, Ze toto téma méa pfirozené vicerozmérné analogie.)
Srozumitelny tvod do problematiky najdou zajemci napt. v [Pa].
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Vé&ta. AZ na izomorfismus existuje pravé 7 frizovijch a prdavé 17 tapetovych grup.

/AVAVAVAY

| Cullins anel S gmmatiy™ aw“;mﬂvn‘

Obrazek 25.1: Sedm frizovych vzort s riznymi grupami symetrii.

26 Treti Hilberttiv problém

Tady doplhujeme diskuzi, kterou jsme vyprovokovali za vétou[13.5] jez popisuje objem k-rozmérného
simplexu jako % objemu jim uréeného rovnobéznosténu. Piipominadme, jak klasikové nahlizeji
tento problém pro k = 2 a 3; veskeré nespecifikované citace jsou z [Eul:

k = 2: Jinymi slovy miZzeme fict, ze uhlopficka v rovnobézniku jej rozdéluje na dva trojihel-
niky se stejnym obsahem. To je pfesné obsahem tvrzeni 1.41, jez odkazuje na 1.37. Témto
tvrzenim perfektné rozumime z kurzu konstrukéni geometrie, a to s pouhym pravitkem,
kruZitkem a nuzkami v ruce!

k = 3: V tomto pfipadé staéi ukazat, ze trojboky (obecné sikmy) hranol lze rozdélit na t¥i cty¥s-
tény se stejnym objemem, coz je pravé tvrzeni XI1.7, viz obr. Toto tvrzeni se odkazuje
na vétu XI1.5, jejiz zduvodnéni je vSak piekvapivé mnohem komplikovanéjsi nez analogicky
vysledek v dimenzi 2.

Véta XIL5 je dokdzana Eudoxovou exhaustivni metodou, coz je technicky pomérné kompli-
kovana procedura, kterd je v podstaté ekvivalentni s infinitezimalnimi tvahami, jak je zname
z matematické analyzy. Pfirozenou otézkou je, zda to nejde udélat 1épe. Pravé tato pozorovani
jsou prazdrojem velice zajimavého Hilbertova problému €. 3: EI

2http://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my
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Obrazek 26.2: [Ha| Objem trojbokého jehlanu je roven t¥etiné objemu opsaného hranolu.

e Plati pro libovolné dva mnohostény se stejnym objemem, Ze jeden lze rozstithat na kone¢ny
pocet mensich mnohosténii, z nichz lze slozit ten druhy?

Odpovéd (z roku 1900) je zédporné:
e Mnohostény, pro které je toto mozné, musi mit stejny tzv. Dehniv invariant.

Reseni je veskrze algebraické; celou zapletku i s rozumnymi podrobnostmi lze najit nap¥. v [Hal,
podkap. 27].
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Navody a reseni

Kapitola I1

str. — Soucet afinnich podprostort

Pokud vés nic nenapadé (ani nad obrazkem [4.3)), uvazte napi. dvojici riznobéznych, resp. mi-
mobéznych piimek v R3. ..

str. — Cviceni

(3) Vsechna fegeni uvedené rovnice jsou {c1e?® cosx + cae?* sinz + 2 : ¢, ca € R}.

str. — Zduavodnéni diasledkia

g a ? jsou komplementéarni, pokud g + ? = X a g N ? = {o}. Z prvni rovnosti plyne,
ze kazdy vektor BC' patii do b 4+ C, tudiz podprostory se protinaji. Z druhé rovnosti plyne
dim(g N 7) =dim(BNC) =0, tudiz pranikem je bod.

Jisté je dim B a dimC > 1, jinak by B a C byly rovnobé&zné.

Z mimobé&Znosti také plyne BN C = 0, coz podle predchozi véty a rovnosti (4.2) znamena,
7e dim(B + €) = dim(B + C) + 1. Déle zfejmd plati dim A > dim(B + C). Podle (7.7) mizeme

psat:
dim A > dim(B+ ¢) =dim(B + C)+1=dim B + dim C — dim(B N C) + 1.

Z mimobéznosti dale plyne, Ze BN C nenf roven ani B ani C (jinak by B a C byly rovnob&zné),
tzn. jak dim B, tak dim C je > dim B N C. Jinymi slovy jak rozdil dim C — dim(B N C), tak

rozdil dimg — dim(? N ?) je > 1. Dosazenim do pravé strany v pfedchozim vyrazu vidime, ze
plati jak dim A > dim B + 2, tak dim A > dimC + 2.

(3) Protoze C je nadrovina a B je s ni riznobéZzny podprostor, plati B+ C = A. Odtud také
plyne dim(B + C) = dimA. Podle (7.7) mizeme psat:

dm(BNC)=dimB +dim C —dim(B + C)=dim B +dim A — 1 — dim A = dim B — 1,

coZ se mélo dokéazat. O
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str. — Cviéeni
(4) viz obr. [26.3]

Obrézek 26.3: [Ma] Pricky ke dvéma mimobézkam, jeZ jsou rovnobézné s danou rovinou,
tvofi tzv. parabolicky hyperboloid.

str. — Cviceni
(6) viz obr.

Ty + X0+ 3y oy 20T 4 oZ2ioa 3TARELs 4oy

4 4 4 — it

str. [45] — Dvojpomér pro maliie

Jsou-li A, B,C, D kolinearni body takové, ze /@ = B?’ = @, pak jejich dvojpomeér podle ((9.14)
vychéazi

(ABCD) =

=N

4
7

w| Do

Kapitola III

11.1], str. [63] — Zdtivodnéni véty
Misto ﬁ C ? piseme U C V.
e U+t je vektorovy podprostor (plyne z definici a bilinearity skalarniho sou¢inu):

x,y Ut = x.u=0ay.u=0 (prolib. u € U) = (ax+by).u=0= ax+by € U,
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Obrézek 26.4: [Be] Konstrukce bodu §(z1 + @2 + 23 + x4)

e UNU* = {o} (plyne z pozitivni definitnosti skalarniho souéinu):
uclUaucelUr=ulu=u=o.

e U+ U+t =V (plyne z definice a véty o sou¢tu a priniku vektorovych podprostori):

Je-li dimU =k, dimV =n a uy,...,u; je néjaka baze U, pak UL je urceno soustavou k
(nezévislych) rovnic v n neznamych:

Ut ={xeV:x.u; =0,...,x.u;, =0}
Proto je dim U+ = n — k. Navic plati
dim(U + U*+) = dimU 4+ dim U+ —dim(UNUH) =k +n—k—-0=n.

Protoze n = dim V, musi byt U + U+ = V. O

str. [65] — Podivné vlastnosti kolmosti

Uvazme 4-rozmérny eukleidovsky prostor £ a n&jakou kolmou bézi (e, eq, €3, e4) zaméteni ?
Sta&i zvolit napf. podprostory B,C C F C &, jejichz zaméfeni jsou 5 = (eq,esz), ? = (e, e3)
a ? = (e1, eq, €3).
. 2 2, L . 2
V eukleidovském prostoru 7 plati B = (e3) C (e1,e3) = 7, tedy B a C jsou kolmé v F.
1

Avgak v eukleidovském prostoru ? pozorujeme: g = (e3,ey4), co’ v z4dném piipads neob-

sahuje, ani neni obsazeno v (e1,e3) = C, tedy B a C nejsou kolmé v £.
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