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Obory prirozenych, celych
a racionalnich ¢isel

V této kapitole ukdZeme, jak lze vybudovat teorii pfirozenych &isel, celych ¢isel
a raciondlnich &isel. Budeme pfedpoklddat, Ze zndme jen intuitivn{ teorii mnozin,
s kterou byl &tendf sezndmen v di{véjsich ufebnich textech. Na zékladé této teorie
zavedeme pojem ,pfirozené ¢islo“ jako pojem, ktery vyhovuje specidlnimu axioma-
tickému systému. Tento axiomaticky systém byl zaveden na konci 19. stoleti ital-
skym matematikem G. Peanem, ktery jim sp&8né charakterizoval pfirézené ¢isla.
7 téchto axiomt odvodime n&které zdkladni vlastnosti pfirozenych éisel, které jsou
¢tenali dobie znamy ze stfedn{ Skoly. Celd &isla pak dostaneme jako ,rozdilovou
grupu® aditivni pologrupy pfirozenych ¢isel a ¢isla raciondlni definujeme pomoci
,podilového télesa“ okruhu celych &isel.

Pojem ptirozeného &isla patif k nejzdkladnéjsim pojmim v matematice, ktery
&lovék pouzival od praddvnych dob a ktery je jednim z prvnich matematickych
pojmi, s kterymi se seznamuje dité. V téchto dobéch v8ak jsou znalosti o pfiro-
zenych &slech ziskdvany jen intuitivni cestou. Podobné je tomu s pojmem celého
¢isla, k jehoz poznéni dochdzi velmi brzo po pfirozeném ¢isle, a s pojmem racio-
nélniho &sla. '

N4ag zpasob vykladu je proveden abstraktni cestou, uvedené pojmy jsou defi-
novéany jako abstraktni objekty splitujici jisté vliastnosti.

4. Polookruh prirozenych cisel

4.1. Definice. Libovolnou mnozinti A budeme nazjvat mnoZinou pfirozengch
éisel a kazdy prvek z N pirozengm cislem, jestlize ke kaZdému prvku z € N je
pfirazen prvek T € NV, ktery nazyvame ndslednik prvku x tak, Ze plati:

i) Existuje alespoh jeden prvek mnoziny A, ktery neni néslednikem zddného
prvku z M. (Jeden z téchto prvkid oznadme symbolem 1 = 1x.)
ii) Pro libovolné z,y € N, z T =7 plyne z = y.
iii) Necht M C A m4 nésledujici vlastnosti
a)le M,
b)zeM=TeM.
Pak M = N. ' . o

Vlastnost iii) se nazyva aziom diplné indukce. Vlastnosti i) —iii) jsou ekviva-

lentni s tzv. Peanovymi aziomy.

e

4.2. Poznamky.

a) Pifazeni nasledniki v mno%in& N je vlastn zobrazeni : N — N. Pies-
néj¥l ne% o mnoZiné pfirozenych &islech by bylo hovofit o algebraické strukture
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piirozenjch &sel, &m# bychom méli na mysli uspofadanou dvojici (N, 7). Z di-
vodd strugnosti a vt prehlednosti textu to véak nebudeme délat a budeme psat
> mno#iné A, majice na mysli, Ze piifazeni naslednikd v mnozing A je pevné
zvoleno.

b) V teorii mnoZin se ukazuje, Ze takovd mnoZina N existuje. Je to mnoZina
kardinalnich &sel koneénjch neprazdnych mnozin. Zavérem tohoto odstavce (véta
4.30) ukdzeme jednozna¢nost mnoziny N.

¢) Z tvrzeni 4.3 (c) plyne, Ze prvek mnoZiny N s vlastnosti i) je urcen jedno-
znagné.

V dal§im textu budeme piedpokladat, e N je mnoZina pfirozenych &isel, tj.

_mé vlastnosti i) -iii) z definice 4.1.

4.3. Tvrzeni. Necht ,y € N. Pak plati:
(@) z#y=T#7,
(b) z #E,
()r#l=3ueN:z=T
Dikaz. Cést (a) plyne ihned z vlastnosti ii) definice 4.1.
Polotme M = {z € N | 2 # Z}. Vyrok (b) je ekvivalentni s M = N. Podle i)
v definici 4.1 plati 1 € M. Bud nyn{ 2 € M takové, Ze T ¢ M. Tedy T =T apodle
ii) v definici 4.1 plati 2 = T, coZ je spor s & € M. Protoz € M = T €M
a z axiomu tplné indukce plyne M = N. '
Polotme M = {z € N' | Jv € N, 7 = z}U{1}. Je-liw € M, pak ziejmé T € M
a z axiomu Gplné indukce tedy plyne M = N, tudiz (c).

‘4.4. Véta. Na mnozind N existuje prévé jedna operace + takova, Ze pro kazdé
x,y € N platf:
(a)z+1=T,
®)z+F=2+y.
Pro tuto operaci + a pro kazdé x,y € N pak plati:
(c) 1+z=T,
DzT+y=z+y.
Diikaz. Nejdiive uka¥me existenci takové operace +. Necht M je mnoZina
viech x € N, ke kterym existuje zobrazen{ f; mnoZiny N do sebe takové, Ze plati:

fo() =T, fol@) = fo(y) prokazdéy € N. (%)

Poznamenejme, e f; bude vlastng pficteni » zleva.

Pologime-li fi(y) =7 pro y € N, pak f1 je takové zobrazen{ pro z = 1. Tudiz
1eM.

Bud © € M a f, necht je zobrazeni spliiujici (%) pro toto m. élconstruujeme
nyni fz. Pro y € N polozime fz(y) = fa(y). Pak fz(1) = fo(1) =T aproy € N
mame

f20) = B0 =f0) = ).
Tudiz fz spliwje (¥), a proto T € M. Z axiomu Giplné indukece plyne M = N.
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Pfedpoklddejme, Ze pro nékteré & € M existuji dvé zobrazeni vlastnosti (%).
Oznatme je fz, go a polozme M = {y € N | fu(y) = 92(v)}. Zfejm& 1 € M.
Pokud z € M, pak

f2(2) = fo(2) = gu(2) = 94(2),
tudiz Z € M a z axiomu tplné indukce dostdvdme M = N. Tedy f; = g, a pro
kazdé x existuje pravé jedno zobrazeni vlastnosti ().

Nyni miteme operaci + pro =,y € N definovat vztahem z + y = f,(y). Tato
operace, vzhledem k (%), spliiuje podminky (a) a (b).

Z uvedeného vztahu & 4+y = fo(y) dostévdme 1 +a = fi(z) =T aT+y =
= fz(y) = f2(y) = z ¥ y. Plati tudiz i (c) a (d).

Jednoznagnost uvedené operace + plyne z pfechoziho, nebot ka?d4 operace -+
spliyjici (a), (b) indukuje pro libovolné 2 € A zobrazeni f., definované vatahem
fz(y) = = + y, které splituje vlastnosti (*). Pokud by existovaly dvé riizné ope-
race splitujici (a), (b), pak by pro ndjaké  musela existovat dvé riizné zobrazeni
vlastnost{ (), coz dle pfedchoziho neni mozné.

Véta je tim dokdzéna. -

4.5. Definice. V dal§im pro operaci na mnoziné N uvaZovanou ve v&t& 4.4
vyhradfme symbol + a budeme ji nazyvat sé¢itdni. Dvojice (N, +) je pak grupoid.

Odvodime si nyni néktera tvrzeni o této operaci +.
4.6. Véta. Operace + na mnoziné pfirozenych ¢isel N je asociativnf a komu-
tativni. : )
Dtikaz. Necht z,y € N. Poloime M ={z e N | (z+y)+z=2+ (y + 2)}
Jelikoz '
(z+y)+1l=2Fy, s+@w+l)=z+7=2z+Fy,

jele M. Jelize M, pak

(Et+y)+Z=(z+y)+z=a+(y+2),

z+yY+2)=s+ytz=z+(y+2).
Tudiz Z € M a z axiomu Gplné indukce plyne M = N. Operace + je tedy asocia-
tivni. ; ;
Necht © € M anecht M = {y € N |z +y =y + z}. Podle 4.4 (a), (c) je
1€ M. Pokud z € M, pak * : _

t+Z=x+z=z4+2=Z+2x
podle 4.4 (b), (d), tudiz Z € M. Odtud plyne M = A a operace + je komutativni.
4.7. Véta. V grupoidu (N, +) plati zdkon o odecitdni, tj. plati:

a")yszeN,' Tty=s+z=y=2.
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Dikaz. Tyrzeni dokdZeme nepfimo. Necht y, z € N, y # z jsou pevné zvoleny.
Polotme M = {z € N | z+y # z+2}. JelikoZ 1 +y =7 #Z = 1+2, plati 1 € M.
Jestlite u € M, pak u+y #u+ 2z odkud plynet+y=uv+y#u+z=T+z,
tudiz U € M. Z axiomu tplné indukce dostadvime M = N.

4.8. Tvrzeni. Proz,y € N plati z # z + y.
Dikaz. Jestlize ¢ = v+ vy, pak £+ 1 = 2+ y + 1 a ze zdkona o odecitini plyne
1=y+1=7, coZ je spor s i) v definici 4.1.

4.9. Tvrzeni. Necht z,y € N. Pak nastane prdvé jeden z ndsledujicich tif

pripadii:
(a) z =y,
(b) existuje u € N tak, Ze x =y + u,
(c) existujev € N tak, Zey =z +v.

Dtikaz. Podle 4.8 nemohou nastat sou¢asné piipady (a), (b) a (a), (c). Kdyby
nastaly soucasné& piipady (b), (c), pak ¢ = y + u = x + (v + u), coZ nen{ mozné
podle 4.8.

Bud z € N a nech M, je mnozina viech y € N takovych, e pro z,y nastane
néktery z pifpadi (a), (b), (c). Tvrzeni bude dokdzano, pokud pro kazdé z € NV
ukdZeme, Ze M, = N.

Jestlize o = 1, pak pro kazdé y € N,y # 1 existuje v € NV tak, Zey =7 = 1+,
tudiz M; = N.

Jestlize z # 1, pak existuje u € N tak, fe 2 =% = 1 4 v, tudiz 1 € M.

Necht z € M. Rozlime nyni, ktery z piipadd (a), (b), (c) nastal pro dvojici
z,z. Jestlize nastal prvni pfipad, tj. z = z, potom Z = z + 1, tudiZ pro dvojici
z,Z nastane piipad (c). Jestlize nastal druhy pfipad, tj. existuje u € N tak, Ze
T = z+u, pak pro v = 1 mdme z = z+ 1 = %, a tudiZ pro prvky z,Z nastane
piipad (a). Je-li v # 1, pak existuje v € N tak, e u = U, apak ¢ = z + u =
=2z+7=2z-+v=7%+v. Pro prvky z,Z pak nastane pfipad (b). Zbyvd ndm t¥eti
piipad, kdy existuje v € N, z =z +v. Pak Z =T + v = 2 + 7, tudiZ pro prvky
z, Z nastane pfipad (c). Odtud plyne Z € M;. Z axiomu tplné indukce dostivime
My =N

Dukaz je dokonden.

4.10. Definice. Pro z,y € N polofme z < y, jestlife © = y, nebo existuje
u € N tak, Ze y = = + u. Jestlize < y a 2 # y, klademe 2 < y. Neboli 2 < y
pravé tehdy, kdyZ existuje v € N tak, ze y = = + u.

4.11. Vé&ta. Relace < na mnoZiné N je linedrni usporddani s nejmensim prv-
kem 1. 2
Diukaz. Reflexivita a tranzitivita relace < je zfejma. Antisymetrie a iplnost
plyne z 4.9.
"Necht v € V. Je-li z = 1, pak 1 < . Jestlize = # 1, pak existuje u € NV tak,
Ze U =z, tudiz = u + 1, odkud plyne 1 < z. Tim jsme ukdzali, Ze 1 je nejmensi
prvek uspofddané mnoZiny (N, <).
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Lineérni uspofadani < na mnoZiné N je spojeno s operaci + nasledujicimi
vztahy.

4.12. Véta. Necht z,y,z,7,8 € N. Pak plati:
(Qyz<y+srzt+z<y+sz
bz<ysz+zy+3
(c) pokudz <y,r <s nebox <y,r < sneboz <y,r <8, pakz+r <y+s,
(dz<yr<s=zc+ry+s
() z<y=T <Y ‘

Diikaz. Jestlize = < y, pak existuje u € N tak, e ¢ +u =1y, odkud y + 2z =
= (z + z) + u, z CehoZ dostavdme ¢ + 2z <y + 2. :

Jestlite z + z < y + 2, pak existuje u € N tak,ze x +z+u=y+2z. Ze zdkona
o odetitani pak plyne z +u =y, tedy ¢ <. Plati (a), odkud se snadno odvodi
platnost vyroku (b).

Necht z < y,r < s. Pak podle (@) z+r<y+r,rty<styaz tranzitivity
plyne ¢ +7 < Yy + s Podobné se ukazi ostatni gasti vyroku (c). Vyrok (d) pak
snadno plyne z (c).

Necht z < y, pak existuje u € N tak, Ze z +u =y. Jestlize u = 1, pak T =y.
Jestlize u # 1, pak existuje v € N tak,zeu =7, tudlt y =z +7 = TH+v=T+v,
odkud plyne T < y. Plat tedy T = y nebo T < y, coZ je tvrzenf (e).

Véta je dokazana. i e

4.13. Poznamka. Vyrok. (e) miZeme interpretovat tak, Ze mezi prvky 2,7
neexistuje zadny jiny prvek. Poznamenejme je$té, ze vidy plati z < T.

4.14. Definice. Necht P je neprazdna mnoZina a = line4rn{ uspotfddéni na P.
Relace < se nazyvéa dobré uspordddni, jestlize kad4 neprazdnd podmnoZina mno-
#iny P ma nejmensi prvek: Rikéme téz, 7e (P, <) je doble uspofddand mnoZina.

4.15. Véta. Mnozina (N, <) je dobre uspofddand mnozina.

Diikaz. Necht M je libovolné neprazdnd podmnozina N. UkéZeme, Ze mé
nejmensi prvek. PoloZme Mr={zeN|VmeM: :z< m}. ProtoZe je mnoZina
M neprézdné, miZzeme zvolit prvek r € M. ProtoZe 7 =T +1> r, nepatif 7 do
mno¥iny M*. Jelikoz 1 € M, plyne z axiomu’ uplné indukce existence prvku
s € M* takového, ze 5 ¢ M*. UkaZeme, Ze s je nejmensi prvek mnoZiny M.

Ponévadz s € M* plati s < m pro kazdy prvek M. Jestlize s g M, pak s <m
pro kazdy prvek m € M a podle 4.12 (e) je § < m pro kazdy prvek m € M, coZ
je spor s predpokladem 3 ¢ M*. Tudiz s € M a véta je dokazéna.

4.16. Tvrzeni. Necht § # M C N je shora ohranicend mnozina, tj. existuje
2 € N tak, Ze pro kaZdy prvek m € M plati m < z. Pak M md nejvetsi prvek.

Diikaz. Polozme M* = {z € N [V m € M : x> m)}. Jelikoz M* # 0,
existuje nejmeni prvek s mnoziny M*. Ukdzeme-li, Ze s € M, pak s bude nejvetsi
prvek mnoziny M.

Je-li s = 1, pak nutnd M = {1}. Necht s # 1. Pak existuje v € N tak,ze U = s.
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ProtoZe s je nejmendi prvek M*, platf v ¢ M*, a tedy existuje m € M takové, Ze
v < m. Zaroven viak m < s =T, a tedy podle 4.12 (e) je s =m € M.

¢,1.17. Priklad. UkiZeme si, e existuje injekce N~ — N, kterd neni surjekce.
Bud b € N libovolné a definujme f, : N = N takto

iy 3, e

T, jestlize z > b.

Ovéite sami rozepsénim, Ze pro libovolné z,y € N z < y plyne fy(z) < foly
a tedy fp je injektivni. Na druhou stranu pro zadné z € N neplati fy(z) =
a proto f, neni surjekce.

b
b,

418 Véta. Nechtm € N. Oznadme A(m) = {s € N | s < m}. Pak neexistuje
injekce f: N = A(m).

Diikaz. Oznatme M = {m € N | neexistuje injekce f : ' — A(m)}. Snadno
se vidi, Ze f : N —+ {1} nenf injekce, a tedy 1 € M.

V.Bud m € M a predpoklédejme, 7e 7 & M, tj. existuje injekce f : N — A(T).
Prxpomenme., ie 2 4.12 (e) plyne A(m) = A(m)U{m}. Rozliéme dva pfipady podle
Folho, .zda’ existuje b € N s vlastnosti f(b) = 7. Pokud neexistuje, miZzeme uvaZit
injektivni zobrazeni g : N’ — A(m) urdené piedpisem g(z) = f(z), coz je viak
spor s m € M. Pokud takové b existuje, pak je jediné, nebot f je injekce. PoloZme
g= f o fy, kde f; je definovano v piedchozim piikladu. Pak g : N = A(m) je
injekce a neexistuje z € N s vlastnosti g(z) = 7, coz je opét podle predchoziho
spor. ‘

Pro M jsme tedy ukézali m € M => m € M. Proto M = N ‘a véta je
dokézana. :

4.19. Pt?znémka. V teorii mnozin lze definovat nekoneénou mnozinu jako ta-
kovou mnozinu M, které spliiuje nékterou z nasledujicich navzdjem ekvivalentnich
podminek:

—  existuje vlastni podmnozina S C M a bijekce f : M — 5;
- existuje injekce f : M — M, kterd neni surjekci;
- existuje injekce f : N — M.
7, véty 4.18 plyne, 7e shora ohraniené podmnoZiny mnoZziny N jsou konecné.

Zavedeme nyni dalsi operaci na .

4.20. Véta. Na mno#iné N existuje pravé jedna operace - takovd, Ze pro kazdé
z,y € N plati:
(a) z-1=u,
(b)z-T=2-y+mz.
Pro tuto operaci a pro kazdé =,y € N pak plati:
(c)1.-z=um,
dT-y=z-y+y.
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Dukaz. Provadi se analogicky jako dikaz véty 4.4.
Uké¥eme nejdiive existenci takové operace. Necht M je mnoZina viech © € N,
ke kterym existuje zobrazeni f, mnoziny A do sebe s vlastnostmi:

fo) =, fo@) = foly) + 3 prokazdéy € V.o (¥)

Polozime-li fi(y) = y pro kazdé y € N, pak f1 je takové zobrazeni pro z = 1.
Tudiz 1 € M. Bud f, uvedené zobrazeni pro z € M. Pro y € N polozime
) = fa(y) +y. Pak fa(1) = () +1=c+1=Ta fz@ = fof) +T =
= foy)+z+y+1=fz(y) +Tproy eEN. Tudizz e MaM=N.

Predpokléddejme, Ze pro nékteré = € N existuji dvé zobrazeni vlastnosti ().
Oznatme je fs, g- a polozme M = {y € N| f2(y) = 92(v)}. Zfejmé 1 € M.
Pokud z € M, pak f4(2) = fo(2)+2 = go(2) +2 = 92(2), tudizz € Ma M =N.
Tedy fo = g2 @ Pro kazdé z existuje pravé jedno zobrazeni vlastnosti (x).

Nyni miZeme operaci - definovat vztahem z-y = fo(y). Tato operace, vzhledem
k (%), splituje podminky (a) a (b). ‘

Ze vztahu © -y = fz(y) pak dostdvidme 1.z = filz)y=zazT-y= fzly) =
= fo(y) +y = -y +y. Plat{ tudiz (c) i(d).

Jednoznaénost uvedené operace plyne z prechoziho. Staci si uvédomit, zZe kazda
operace - spliiujici (a) a (b) indukuje zobrazeni spliwjici (%) (pfedpiserh fe(y) =
=z-y). s

Véta je tim dokézéna.

4.21. Definice. Operaci uvedenou ve vété 4.20 nazjvame ndsobeni a vyhra-
dfme pro ni symbol - . Mame tudi? na mnozing N dvé operace + a - & uspotadani
<. Casto budeme mnoZzinu N uvazovat jako &vefici (N, +,+, < ). Jestlize v zapisu
nepouzijeme zavorky, ddvame prednost jako v okruhu operaci - pied operaci +.
Tedy a-b+ cznali (a<b) +ca nikoliv a- (b + c). Pii zdpisu operace nasobeni ¢asto
vynechavame oznageni operace -, tudf¥ misto a - b pideme ab.

Odvodime nyni nékteré vlastnosti operace nésobeni.

4.22. Viéta. Operace ndsobeni - na mnoziné piirozenych Cisel N je komutativni

4 asociativnf a s operaci + je svdzéna tzv. distributivnim zdkonem:

r,y,ze N=z-(y+z)=z-y+z- 2

Diikaz. Necht 2 € AV. Polozme M = {y € N | zy = y-x}. 7 4.20 (a), (c) plyne
1€ M. Proy € M podle 4.20 (b), (d) dostévéme §-a =y T+ =T Y+ = z-7,
tudiz § € M. Tedy M = N, coz dokazuje komutativitu nasobeni. .

Bud z,y € N. Polosme M = {z € Nlz-(y+2) =gz -y+o-z} Plati
m-(y+1):m-ijza;-y+m.=m~y+z~1, tudiz 1 € M. Necht z € M, pak

a:-(y+2)=x~@—+_z)=x-(y+z)+a:=z-y+m-z+z=z-y+w-2,

tedy Z € M. Opét z axiomu iplné indukce dostavime M = N. Odtud plyne
distributivn{ zdkon.
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Nechﬁ 2,y € N. Polotrme M = {z € N | (z-y)-z =2 (y-2)}. Z¥ejmE 1 € M.
Je-liz € M, pak (z-y)Z = (zy) z+zy =z-(y-2)+z-y =2 (y-2+y) = z(y-2),
tedy Z € M. Tedy M = N, coz dokazuje asociativitu nésobeni.

7 distributivniho zékona ihned obdrZime:
4.23. Tvrzeni. Pro z,y,u,v € N plati:
(z+y) w+v)=z-ut+z-v+y u+ty-v
7 4.20 (a), (c) plyne:
4.24. Tvrzeni. V grupoidu (N,-) je 1 jednotkovy prvek.

4.25. Véta. Necht z,y,2,1,8 € N. Pak plati:
()z<ys=z-2<Yy-2
bz z=y - z=>z=y,
(ezly+s=z-25Y-2
(d) jestliZez < y,r < s nebox <y,r <s neboz < y,r <s,pakz-r<y-s,
(e z<yr<s=z-T7y-s .
Dtikaz. Necht z < y. Pak existuje u € N tak, Ze y = ¢ + u. Odtud plyne
yrz=z-z+u-z tudiz -2 <y-2.
Jeliz -z <y-zay <z, pak podle pfedeslého y - 2 < z - z, coZ je spor. Plati
tudiZ ¢ast (a).
Necht z - z = y - z. Jestlize 2 # y, pak miZeme piedpokladat = <y az (a)
dostaneme spor. Plat{ tedy (b).
Vyrok (c) je obménou (a).
Necht z < y,r < s. Pak podle (a) ¢ -7 <y-r,y -7 <y-s, tudiz z -7 <y-s. .
Podobné se dokazi ostatni &dsti vyroku (d) a vyrok (e).

4.26. Poznimka. Jestlize v néjakém grupoidu (G, -) pro libovolné z,y,2 € G
plati obé implikace .

ToYy=z:2z=>y=2z,
Yy-rz=2z2T=yY=2z

fikame, 7e v (G, -) plati zdkon o krdceni. V&ta 4.25 (b) tedy tvrdi, Ze v grupoidu
(N, ) plati zakon o kraceni. V piipadé, kdy uzivdme aditivni terminologie, zdkonu
o kréceni se ¥{ka zékon o odegitan{ (srovnej s vétou 4.7).

7.4vérem tohoto odstavce si uvedeme metodu rekurentni definice.

4.27. Véta. Necht M je libovolnd neprdzdnd mnoZina, ¢ : NxM-—=Mam
je libovolny prvek z M.
Pak existuje pravé jedno zobrazenf P : N — M takové, Ze plati:
i) P(1)=m,
ii) proz € N plati p(z, P(z)) = P().
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Dtkaz. Pro z € N poloime A(z) = {t € N' |t < z}. Ziejmé 1 € A().
Mno#inu A(z) nazveme tsekem urcenym prukem x. Zobrazeni,p : A(z) = M
nazveme piipustné, jestlize plati

(a) p1) = m, i
(b) s € Ax),5 € A(z) = ¢(s, p(s)) = P(3)- '

Ukézeme, ze kazdy Gsek ma nejvyse jedno piipustné zobrazeni. Necht p, ¢ jsou
riizné pipustnd zobrazeni dseku A(z) a nechf u € A(z) je nejmensi pf'}rozené
&slo z tseku A(z) takové, Ze plati p(u) # g(u); existenci takového u zarucuje 4.15.
Protoze p(1) =m = q(1), jeu# 1, a existuje tedy ¢t € A(z) tak, Ze t = u. Podle
(b) je p(u) = @(t, p(t)) = @(¢, q()) = q(u), coZ je spor. . :

Oznatme nyni M mnozinu vSech © € N takovych, ze usek A(z) mé pripustne
sobrazeni. Zfejmé 1 € M. Proz € M plati té2 T € M, protoze A(T) = A(m)U{E}E
je-li totiz p piipustné zobrazeni tseku A(z), pak zobrazeni g : A(T) il ]\f[ ; kteref
je urdené predpisem q(t) = p(t) pro t € A(z) a ¢(T) = o(z, p(z)), je piipustné
zobrazeni tseku A(Z). Tudiz M = N.

Snadno se vidi, Ze ztZeni pifpustného zobrazeni seku A(z) na tsek A(y) pro
¢,y € N,y < z, je opét pifpustné zobrazeni.

Pro z € N polozme P(z) = p(z), kde p je pripustné zobrazeni iseku AE?;). Palf
P(1) =m. Nechf z € N anecht p je pripustné zobrazeni Gseku A(z) a ¢ pfipustné
zobrazeni tseku A(Z). Potom ' :

PE) = @) = o(z, 4(@)) = 9(z, p(z)) = p(a; P(2)).

Jednoznagnost zobrazeni P plyne z jednoznaénosti piipustného zobra}zeni, nebot
libovolné P spliujici vlastnosti i), ii) indukuje pfipustné zobrazeni pro viechna

4.28. Definice. JestliZe jsou splnény piedpoklady véty 4.27, fekneme, Ze jsme
dvojici (p, m) rekureniné definovali zobrazeni P. R
Uvedeﬁy druh definice se nazjva rekurentni definice. Rekurentni definici ma-
seme také interpretovat nésledujicim zpdsobem: Pro ka#dé pfirozené ¢islo € N
méme definovat n&jaky pojem P(z). Oznadime M mnoZinu pojmi, které piichd-
zeji v ivahu. Pojem P(z) € M je definovan pro kazdé = € N, jestlize
i) je definovdn pojem P(), : ‘ ' Iy
ii) pokud je definovén pojem P(s) pros €N, deﬁr}ujeme pak pojem P(3).
Timto zpisobem je podle 4.27 jednoznatné uréen pojem P(z) pro kazdé z € V.

Na zikladé rekurentni definice si odvodime nasledujici vétu o jednoznacnosti
mnoiny prirozengch Cisel (4.30). Nejdfive uvedeme pomocné tvrzeni.

4.29. Lemma. Necht N,N* jsou mnoZiny piirozenych ¢isel, p € N*. Pak
existuje pravé jedno zobrazeni f : N = N* tak, Ze plati:
) f=p B
ii) proz € N je f(z) = f(T).
Toto zobrazeni f je injekce a f(N) ={v € N* | p < v}

30 Obory pfirozenych, celych a raciondlnich &isel

Diikaz. Pou¥ijeme vétu 4.27, ve které polozime M = N*, m =paproz € N
polozime ¢(z, t) = T pro ka#dé t € N'*. Podle 4.27 existuje pravé jedno zobrazeni
f: N = N* tak, ze f(1) = paproz € N je f(z) = f(T).

UkaZeme, %e pro libovolnd z,y € N, < y plati f(z) < f(y). Oznatme za
tim aéelem M = {z € N |3y € N,z < g, f(y) < f(z)}. Predpoklddejme, Ze
existuje u € M. Pro toto u uvazme mnozimu O, = {y € N' | u <y, f(y) < f(u)}.
Mno#ina O, je dle pfedpokladu u € M neprézdnd, tudiZ existuje jeji nejmensi
prvek; oznaéme jej v. ProtoZe v # 1, existuje'w € A tak, Ze W = v. Z 4.12 (e)
plyne u < w. ProtoZe v je nejmens{ prvek O, musi platit w ¢ Oy, tzn. bud v =w
nebo f(u) < f(w). V obou piipadech tedy

fw) £ f(w) < f(w) = f(@) = f(v),

co# je spor s v € Oy. Tan. M = 0, a tedy pro kazdé z,y € N,z < y plati
f(z) < f(y). Odtud plyne, Ze f je injekce a f(N) C {v € N* | p < v}.

Necht ) je nejmensi prvek mnoZiny viech prvki z AV*, které nemaji vzor pii
zobrazeni f a jsou veétdi ne# p. Z¥ejmé A # Ly, a proto musi existovat x € N*
takové, e § = \. Prvek k& mé vzor pii zobrazeni f, kterj oznatme m. Potom
f(m) = f(m) = & = ), coz je spor. Tudiz f(N) = {v € N* | p < v} alemma je
dokéazéno.

7 lemmatu ihned dostavame:

4.30. Véta (o jednoznaénosti pfirozenych é&isel). Necht N, N* jsou mno-
Finy prirozenych cisel. Pak existuje pravé jedna bijekce f : N' — N* takové, Ze

pro kazdé x € N plati: f(Z) = f(z).

4.31. Poznamky.

a) Cilem pfedchozi véty je ukédzat, Ze ackoliv je riiznych mnoZzin pfirozenych
¢isel nepteberné mnoZstvi, viechny jsou v jistém smyslu stejné. Tyto mnoZiny
mohou mit samozfejmsé zcela libovolné prvky, véta 4.30 v8ak zarucuje, ze prvky
libovolngch dvou takovych mnozin lze ztotoZnit (pomoci bijekee f) tak, Ze v obou
mnoZinach je pak pfifazeni néslednikt stejné. A protoZe operace +, - i uspold-
déni < byly definovény pouze pomoci nésledniki, vechny mnoZiny pfirozenych
¢isel majf stejné algebraické vlastnosti. Jednu z t&chto mnoZin nyni pevné zvolime
a v dal¥im textu ji budeme znacit N. Budeme-li tedy v budoucich kapitolach ho-
vofit o pFirozenych ¢islech, budeme mit na mysli prvky této mnoziny N. Cislem
1 budeme znatit nejmensi prvek mnoziny N, tj. ten, ktery neni nésledovnikem
74dného prirozeného &isla. Cislo 1 (nasledovnik 1) budeme znacit symbolem 2,
néasledovnik 2 symbolem 3, atd.. :

b) Jelikoz napi. 1 < 1+ pro kazdé z € N, neexistuje prirozené islo z tak, aby
platilo 1= 1 + z, tudi trojice (N, +,-) neni-okruh. Nicméng z dokdzanych vlast-
nosti plyne, ze (N, +, - ) je polookruh, pfi¢em# polookruh je definovan nasledujicim
zpusobem.



