7. konference o matematice a fyzice Shornik piispévka
na vysokych skoléch technickych ISBN 978-72-2722-772-7
Brno, 22. z&i 2011 str. 1-3

Dynamické model ovani kmita

Jan Vaek’, Petr Sladek™

Katedra fyziky, Fakulta pedagogickd, Masarykova univerzita Brno, Potici 7,
603 00 Brno, Ceska republika
Email: * valek@mail.muni.cz, ** dadek@ped.muni.cz

Abstrakt. Modelovani riiznych jevii se pouziva v oblasti technologie a védy,
nicméné jeho vyhody je mozno vyuzit také ve vzdélavani. Dynamicky model a
vizualizace jevii modely mohou usnadnit studentiim pochopeni zkoumaného jevu.
Zménou jednoho parametru po malych krocich studenti mohou pozorovat zmény
celého systému. Dynamické modelovani miZe byt pouzito v piipadé, Ze studenti
nejsou schopni priklady analyticky spocitat sami. Prispévek prezentuje moznosti
dynamického modelovani ve fyzice vyvinuté pomoci PHP na prikladé skladani
navzgem kolmych kmiti v roving, které je doplnéné o snadno realizovatelny
skutegny 3D model, jehoZ projekci do 2D je mozno vysledky ovéfit.

Kli¢ova slova. Dynamicky model, modelovani, kmity, graf.

1 Uvod

Pouzivani pogitact jako didaktickych pomiicek ve vyuce je stdle ¢astéjSi bez ohledu na
stupei Skoly. Na z&kladnich Skoléch to nejéastéji byva promiténi ptipravenych prezentaci
nebo vyuziti interaktivni tabule. Na stfednich Skolach je repertodr pouziti pocitace
rozsiten o jednoduché modely a programy. Pfi vyuce na vysokych Skolach by pak mélo
dojit k Uplnému rozvoji pouzivani a nasazeni vSech didaktickych prostiedki do vyuky.
Jednou z dulezitych ¢asti vyuky je vyuZziti dynamickych modelt. Pro dynamické
modelovani ve fyzice, zeména v zakladnim kurzu fyziky, miazeme svyhodou vyuzit
nejenom specidni softwary, ale miZzeme s pripravit vlastni, zaoZzené na volng
pouzitelnych platforméch.

Pro vytvéreni modelt se jako nejvhodnéjsi piiklady voli déje, ve kterych nastava zmeéna
neékteré veliciny v ¢ase, mizeme se ale také setkat s modely, které demonstruji zavislost
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na jiné veli¢ing. Vraime-li se k déjam proménnym v ¢ase, zjistime, Ze jsou mnohdy
popisovany diferencidnimi rovnicemi. Z jakychkoli davodi je pro nés vhodngjsi
studentim piredlozit vysedek analytického ieSeni, nebot’ samotné ieSeni a postup vypoétu
je nad rdmec ¢asovych moznosti vyuky, eventudlné schopnosti studentt.

Pokud se podivdme do ucebnic a skript, zpravidla se setkavdme se zadavanymi
hodnotami vétSinou z oboru celych ¢isel. V redlném svété tomu tak ale neni, hodnoty jsou
z oboru rednych ¢isel. Pouzitim dynamického modelovani mazeme pracovat i stémito
hodnotami, na rozdil od analytickych vypocta, ve kterych se projevi vySSi naroénost na
numerické vypocéty. Budeme-li zpétné manuané analyzovat dané redné hodnoty
experimentu ¢i déje, dojdeme k zavéru, Ze takova prace je velmi ndro¢na. Studenti se tak
spiSe zabyvaji feSenim matematickych problémi a operaci a unika jim prava fyzikani
podstata daného problému.

Jednou z moznosti jak piedejit této zdmeéné pozornosti studentt je vyuziti dynamického
modelovani.

V prispévku jsme, pro svoji dostupnost a pro jednoduchou syntax, zvolili jako platformu
pro modelovani PHP (PHP: Hypertext Preprocesor, pouzivan pro tvorbu dynamického
webu). Toto modelovéni jsme na pilotnim piikladé navzgem kolmych kmit v roving
doplnili o snadno realizovatelny skute¢ny 3D model, jehoz projekci do 2D je mozno
vysledky ovéfit.

2 Dynamické modelovani

Jak jsme jiz vySe uvedli, metoda dynamického modelovani ndm umoziuje dedovat
¢asovy vyvoj zvolenych veli¢in zkoumaného systému [3].

Nedostagujici znalosti matematiky nekterych studenti jim znesnadiiuji pochopeni jevi z
béZného Zivota. Pokud pro vyjadieni déju pouzijeme matematicky aparét, budeme ¢asto
nuceni pouzivat integrdly, derivace a diferencidni rovnice. Stakto ,vysokou
matematikou” se sice studenti nékdy setkavaji v zavérecnych rocnicich stiedni Skoly,
Casteji az na vysokych Skolach. Zde pak probiha soubézna vyuka matematiky a fyziky ¢i
techniky a neni umoznén dostate¢ny ¢asovy odstup pro zvladnuti matematického aparétu.
Tento nedostatek je nutné nahradit jinou formou. Tou je pravé dynamické model ovéni,
predevSim jgi vystup, graf.

ReSeni diferencidnich rovnic lze zjednodudit pouzitim algebraické metody.
NejednodusSi je Eulerova metoda, kterd se podoba obdéinikové metodé teSeni
integrdlniho poctu [3]. Pouzitim Eulerovy metody, kterd je jednokrokovd, Ize
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z piedchoziho kroku spogitat nasledujici krok. Elementarni zménou jedné proménné po
ur¢itych krocich, ziskéme hodnoty pro vyneseni do grafu. V grafu je pak zietelny vztah
mezi nezavislou a zavidou proménnou. Elementérni krok (piiristek, Ubytek) volime co
nejmensi, abychom zkoumanou veli¢inu v daném okamZiku povazovali za heménnou.
Cim je elementarni krok mensi, tim se vypocty zpiesiiuji, cely vypocet viak potrva déle.
Jinymi slovy musi probéhnout vice opakovani téhoz vypocétu. PresngjSi metodou je
Runge-K uttova metoda.

Pro vytvoieni dynamického modelu je nutné tedy znat zakladni vztah pro dany dgj
(naptiklad pohybovou rovnici) a pocatecni podminky a hodnoty nékterych [3].

Pti dynamickém modelovani vétSinou dochézi ke zjednoduSeni, event. idealizaci redlného
jevu. Toho s musi byt kazdy autor modelu védom a mél by zohlednit moznosti vlivu
parametrii, kterych se zjednoduSeni dotklo, na vysledek. Pti dynamickém modelovani
neni cilem uzivatelské vyuziti vytvoreného programu, ale analyza fyzikdlni podstaty
zkoumaného dgje.

3 Modelovani v PHP

Na trhu je nekolik programi vhodnych pro dynamické modelovani (Modellus, Sicyon,
GNU Octave, Maple). Pro préci s nimi je nutné je nejprve nainstalovat do pocitace. Tento
krok je pro nékteré uzivatele nemozny, proto je nutné hledat jiné cesty. Java appl ety jsou,
co se tyée podpory také komplikovang, sice snimi |ze pracovat pomoci prohlizece, aeu
neékterych je potieba doinstalovat samotnou Javu, nemluvé o tvorbé vlastnich modeli.
Toto feSeni jiz neni daleko od ndmi navrhovaného. Sohledem na soucasné trendy
v komunikaci a dostupnost internetu se jevi jako vhodné jit cestou tvorby a prezentace
model pomoci prostiedki vyvinutych pro prezentaci dat nainternetu.

Proto jsme zvolili prostiedek, u kterého, neni téméi potieba instalace zadnych editatnich
ani prohlizecich programi. Tyto poZadavky ndm za jistych podminek spliiuje PHP
(prosttedek pro generovani (X)HTML znatek pro webové stranky a dynamicky web,
vlastni PHP skripty jsou provédény na strané serveru a uZzivateli se prendsi jiz jgich
vysedek - (X)HTML znacky nebo jiné vystupy). Syntaxe prikaz neni slozita, zvladnou ji
i Z&ci na z&kladni Skole, préce sjednotlivymi proménnymi je obdobné jako v klasickych
programovacich jazycich. Pro vlastni tvorbu |ze pouZzit bézny Poznamkowvy blok, ktery je
z&kladni soucasti operacniho systému Windows 98 a vySSich. Vytvoieny model, nejcastéji
soubor s koncovkou ,,php“, se pak nahraje na vhodny, nam dostupny hostingovy server a
model je piipraven k pouzivani. Pouzivanim PHP pro tvorbu modeli se piiblizujeme
programovani v klasickych programovacich jazycich (pozn. PHP je vytvoieno na
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z&kladech jazyki Perl a C) ato je dulezité pro dalsi rozvoj dovednosti pouzivani a préce
s pocitatem.

Pouzitim samotného PHP ztracime &ést interaktivity, kterou nabizi jiné modelovaci
programy. My tento ,, problém® akceptujeme a zaméiujeme se vice na fyzikéni podstatu
problému. Interaktivitu lze do modelu zaradit pouzitim JavaScriptu (objektové
orientovany skriptovaci jazyk, tlacitka, textova pole, formul &e na webu).

Pro vytvoreni obrézku v PHP se pouZivaji integrované funkce s predponou I mage. Skéla
funkci pro préci sgrafikou je rozséhld, ¢itd jich 102 [4], pomoci kterych lze ziskat
pozadované vystupy.

4 Dynamicka modelovani ve vyuce

Jakékoli modely jsou bézné pouzivané ve vSech fazich vyucovaci hodiny, témét ve vSech
predmétech. Nejcastéji byvaji pouzivany v expoziéni a fixatni fazi vyucovaci hodiny.
Svoji roli hraje i v motivagni fézi celé hodiny popiipadé pouze celého probiraného celku.

Vlastni modely a jejich tvorba miZe poslouzit soucasné jako ukézka dulezitosti
mezipredmétovych vztahii mezi matematikou, informatikou a fyzikou, technikou, event.
dalSimi predméty.

Pokud jiz budeme pouzivat modely ve vyuce, musime pracovat velmi opatrné. Méli
bychom manipulovat pouze s jednou veli¢inou, sledovat jeji vyvoj ato jesté po takovych
elementarnich krocich, pii kterych studenti pochopi podstatu diléiho procesu a pfi
nésledné zmeéng parametrii systému i cely zkoumany proces.

Naklasifikaci modelti a zarazeni do vyuky se miZzeme divat z riznych pohledd, vzdy ae
dojdeme k zavéru, Ze je vhodné, kdyz model koresponduje se zkuSenostmi, které maji
studenti z realného Zivota. Dokéaze-li wgitel se studenty zpracovat problém znadmy z jejich
bézného Zivota, mize povzbudit jejich z§em o danou problematiku. | kdyz budeme
k modelim pristupovat z fenomenologického hlediska, komentér ucitele s odkazem na
vlastni zkuSenost studentti vede k tomu, Ze studenti dok&zi |épe akceptovat vztahy a
rovnice, které neumi sami analyticky odvodit a sami mohou diskutovat o zméné chovani

celého systému pii zméné urcité proménné.
5 Skladani navzgjem kolmych kmita

Grafickym vysledkem sklddani navzgiem kolmych kmiti v roviné jsou Lissgousovy
obrazce (kiivky), které se pouzivaji k porovnani dvou frekvenci a jgich fézi. Jsou-li
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frekvence navzgem v celodiselném poméru (1:2, 2:3, 5:7, ...) jsou obrazce zfetelng
viditelné. Navic, pokud je pomér frekvenci racionani ¢islo, jsou kiivky uzaviené. Pro
vytvoreni obrazci musime frekvence ,, spojit vzgemné kolmo*.

Pro jednotlivé kmity pak v osach X a'Y plati:
x= X, sin(w, X +j ) 0
y=Y,sin(w, x+j ) o)

Pro zjisteni fazového posuvu odesteme jednotlivé fazoveé posuvy od sebe:
b=y ®)

Vydedny pohyb télesa ¢ bodu pii skladani dvou vzgemné kolmych kmita
soumétitelnych frekvenci, amplitud a pocétecnich fazi bude periodicky pohyb. Ten se
bude uskutectiovat po jiz zminénych Lissgjousovych kiivkéch. Proces vySe uvedeného
vypoctu by byl manualné velmi zdlouhavy, a proto mizeme nechat tyto kiivky na Obr. 1,
aObr. 2 vygenerovat pocitac.

Pri konstrukci Lissgjousovych obrazci s mizeme polozit nasledujici otazku: ,,Mame
dané frekvence kmiti vjednotlivych osach f,, f a meénime faz. Je potom kazdy

vytvoreny obrazec stejny nebo razny?* Odpovéd nam pomizZe najit prévé dynamické
modelovéni.

Kdo nékdy zkusil vytvorit pomoci osciloskopu kterykoli Lissgjousiv obrazec, zjistil, ze
pii Spatné nastavené ¢asove zakladng (volt/bod) se zatal obrazec pohybovat po obrazovce
osciloskopu. Po peglivéjSim prozkoumani zjistime, Ze to, jak s interpretujeme
Lissgjousovy obrazce pouze ve 2D neni v podstaté Uplné. Samotny obrazec s miazeme
piedstavit, jako by byl nakresleny na prahledném valcovém télese po celém jeho obvodu,
a my se pouze pohybovali dokola kolem tohoto télesa a ménil se jenom néS pozorovaci
uhel. ProtoZe je vélec prithledny, vidime obrazec na blizsi sténé i na vzddengjsi sténé od
nas. Obrazec, ktery je vytvoreny soucasné , piedni” i ,zadni* projekci, neni tak vzdy
novy, alejevidény z jiného mista.

Nutno podotknout, Ze se tento pohyb mista pozorovani kolem vélce nemusi byt na prvni
pohled zigjmy, protoze vzdaengjsi kiivka neni mensi, chybi nam perspektiva, a to nas
ptirozené mate.
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5.1 Vydedky modelovani skladani navzajem kolmych kmita v PHP

Na Obr. 1 a2 jsou zndzornény vysledky modelovéni v PHP skladani navzéjem kolmych
kmitt pro vzgemny pomér frekvenci 1:1 a 2:3 pro jednotlivé fazové rozdily (blize v [4]).
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Obr. 2: Lissgjousovy obrazce v poméru frekvenci 2:3, azménou faze po 15°

5.2 3D-pomucka pro vytvoreni Lissajousovych obrazci

Demonstrovat Lissgjousovy kiivky tak Ize pomoci Blackburnova kyvadla nebo pomoci
sto¢enych folii. Pomoci félii je demonstrace jednodusSi a také ¢asové méné naro¢na na
piipravu. Pro demonstrovéani kiivek frekvenci v pomeru 1:1, 2:1, 2:3 jsme na prahlednou
félii natiskli obrazce na Obr. 3. Fdlii jsme poté stocili a slepili.

Obr. 3: Obrazec pro demonstrovani Lissajousovy kiivky v poméru frekvenci 1:1, 2:1, 2:3

Na pfiloZenych fotografiich (Obr. 4 - 8) jsou vyobrazeny Lissgjousovy kiivky pro rizné
poméry frekvenci.
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Obr. 4: Lissgjousova kiivka pomer Obr. 5: Lissgjousova kiivka pomer
frekvenci 1:1 pro féazovy posun 0° frekvenci 1:1 pro fézovy posun 30°

Obr. 6: Lissgjousovakiivka Obr. 7: Lissgjousova kiivka  Obr. 8; Lissgjousova kiivka
pomgr frekvenci 1:1 pro pomer frekvenci 2:1 pomgr frekvenci 2:3
fazovy posun 90°

6 Zavér

Dynamické modelovani, ngjen v PHP, pomaha vyuZzit a vytvoiit mezipiedmeétové vztahy
a projit celym procesem objevovani a poznavani zakonitosti piirody. Predpokladem je
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vhodn& koordinace vyuky a ugiva v predmétech, kde vytvéiime mezipredmétové vazby.
Nejcastéji je pro vykreseni prubéha zavislosti velicin pouzito vykreslovani ,bod po
bodu*.

Na prikladu sklédani kmitd jsme ukazali, Ze dalSi vhodnou platformou pro dynamické
modelovani je PHP. Velmi vhodné je, kdyz matematicky model mizeme doplnit redné
existujicim modelem, ktery vyrazné pomiize k vytvoreni predstavy o zkoumaném dgji.

Doplitkem modelovani v PHP by mohla byt aplikace od Google.com (Google Chart
Tools), coz je nastroj pro vytvéieni grafa, rovnic adalSich grafickych vystupa.
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Dynamic modeling of oscillations

Abstract

Modeling of various phenomena is mainly used in education, technology and science.
Dynamic model and visualization of phenomena by models can facilitate students to
understand the studied phenomenon. By changing one parameter in small steps students
can observe changes in the system. Dynamic modeling can be used when students are not
able to analytically calculate examples themselves. This paper presents the possibility of
dynamic modeling in physics with aid PHP Hypertext Processor on a pilot example
Composition of orthogonal oscillations in the plane. This PHP modeling is accompanied
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by easy to implement real 3D model that enables the verification of results by projection
into the 2D.

Keywords: dynamic model, modeling; oscilations; graph



