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KAPITOLA I

Úvod

1 Základy

Základy eukleidovské geometrie lze najít � vedle dal²ích v¥cí � v Eukleidových Základech
[Eu] (cca 300 p°. K.). Toto dílo p°edstavuje ucelený deduktivní výklad tehdej²í matematiky
odvozený z n¥kolika axióm· a postulát·. Axiómy se týkají obecných veli£in, postuláty jsou ryze
geometrického charakteru a vymezují základní vztahy mezi základními geometrickými objekty.
V této £ásti p°ipomínáme n¥kolik podstatných pojm· a vztah·, ke kterým se budeme £asto
vracet. V¥t²inu z t¥chto poznatk· jsme diskutovali uº vloni [�á].

1.1 De�nice

De�nice v¥t²iny geometrických pojm·, které známe ze ²koly, lze najít v tém¥° stejném zn¥ní
v Základech; jedná se o úvodní de�nice zejména ke knihám I a XI. N¥které z t¥chto de�nic
budeme mírn¥ zobec¬ovat, proto si je tady p°ipomeneme.

• Pokud jsou vedlej²í úhly vymezené dv¥ma protínajícími se p°ímkami shodné, pak kaºdý
z t¥chto úhl· se nazývá pravý a p°ímky se nazývají kolmé.

• Kruºnice je rovinný útvar tvo°ený koncovými body v²ech úse£ek, které jsou navzájem
shodné a jejichº opa£né koncové body splývají (a to ve st°edu kruºnice).

• P°ímky jsou rovnob¥ºné, pokud leºí v téºe rovin¥ a nemají ºádný spole£ný bod.

• P°ímka je kolmá k rovin¥, pokud je kolmá ke v²em p°ímkám, které v ní leºí.

• Dv¥ roviny jsou kolmé, pokud p°ímky, které leºí v jedné z t¥chto rovin a jsou kolmé k pr·-
se£nici rovin, jsou také kolmé ke druhé rovin¥.

• Roviny jsou rovnob¥ºné, pokud se neprotínají.

• Apod.

N¥které de�nice v Základech jsou pon¥kud vágní. Ty zde neuvádíme a dáme jim p°esný význam
pozd¥ji � postupn¥ m·ºete odhadovat, které to jsou. /
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1.2 Postuláty

(I) Kaºdé dva r·zné body spojuje p°ímka.

(II) Kaºdou p°ímku lze na kaºdé stran¥ libovoln¥ prodlouºit.

(III) Lze vytvo°it kruºnici s libovolným daným st°edem procházející libovolným jiným bodem.

(IV) V²echny pravé úhly jsou shodné.

(V) Kdyº p°ímka protínající dv¥ jiné p°ímky tvo°í vnit°ní úhly na jedné stran¥ men²í neº dva
pravé, pak tyto dv¥ p°ímky (dostate£n¥ prodlouºeny) setkají se na té stran¥, kde jsou úhly
men²í dvou pravých.

Obrázek 1.1: Eukleid·v dodate£ný postulát: α + β < 2R =⇒ a a b se protínají, a to
vlevo.

V (I) a (II) je p°ímkou z°ejm¥ my²lena úse£ka, a to jediná. Postuláty (I)�(III) p°edstavují p°í-
pustné konstruk£ní nástroje, tzv. eukleidovské pravítko a kruºítko.

Postulát (I) se týká incidence, postulát (IV) nám °íká n¥co o základní relaci shodnosti.
Uv¥domte si, ºe v Eukleidov¥ pojetí je shodnost docela abstraktní koncept: z pochopitelných
d·vod· nem·ºe zahrnovat ºádné £íselné vyjad°ování délek úse£ek, velikostí úhl· apod., jak to
b¥ºn¥ chápeme dnes!

Pon¥kud komplikovaný postulát (V) bývá nahrazován tzv. postulátem o rovnob¥ºkách, se
kterým je ekvivalentní:

• Kaºdým bodem ke kaºdé p°ímce prochází práv¥ jedna rovnob¥ºka./

1.3 Axiómy nevyslovené

V Základech se pouºívá n¥kolik p°edpoklad·, aniº by byly jakkoli formulovány. P°esný axioma-
tický popis, zaloºený na tom Eukleidov¥, pochází od D. Hilberta [Hi] (kolem 1900). V tomto
systému jsou primitivními (nede�novanými) pojmy bod, p°ímka a rovina; primitivní relace jsou
relace incidence (náleºení), uspo°ádání (�být mezi�) a shodnosti. Pro kaºdou z t¥chto relací je
formulováno n¥kolik axióm·, dále pak axiómy rovnob¥ºnosti a spojitosti.

Eukleidovy nevyslovené axiómy se týkají hlavn¥ uspo°ádání a spojitosti. Typický axióm uspo-
°ádání je nap°.:

• Pro t°i r·zné body leºící na jedné p°ímce platí, ºe práv¥ jeden z nich je mezi zbylými dv¥ma.

Tento poºadavek nám mj. °íká, ºe p°ímka není uzav°ená k°ivka, coº ze samotného postulátu
(II) nevyplývá. V d·sledku je moºné body na p°ímce uspo°ádat (a sice dvojím zp·sobem) a toto
uspo°ádání je úplné. Uv¥domte si, ºe teprve po této p°íprav¥ je moºné uspokojiv¥ de�novat pojem
úse£ky./

Axiómy spojitosti je moºné nahradit jediným, tzv. Dedekindovým axiómem:
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• Pro libovolný rozklad bod· na p°ímce do dvou neprázdných podmnoºin takových, ºe ºádný
bod jedné podmnoºiny neleºí mezi ºádnými dv¥ma body druhé podmnoºiny, platí: existuje
bod v jedné z t¥chto podmnoºin, který leºí mezi kaºdým bodem této podmnoºiny a kaºdým
bodem druhé podmnoºiny.

V °e£i uspo°ádání a tzv. Dedekindových °ez· lze p°edchozí formulaci zjednodu²it takto:

• Body na p°ímce neobsahují (vzhledem k vý²e zmín¥nému uspo°ádání) Dedekindovy °ezy
typu �skok� a �mezera�.

2 Shrnutí a výhledy

2.1 Shrnutí

Eukleidovská geometrie je axiomatická teorie vyhovující vý²e zmín¥ným skupinám axióm·. Axi-
ómy eukleidovské geometrie mohou být zvoleny r·zn¥, my se odkazujeme výhradn¥ na systém
Hilbert·v. Následující formulace jsou pom¥rn¥ volné a tudíº nep°esné; rozumná up°esn¥ní lze
najít nap°. v [Co, Ha, Sek].

Pokud se pozorn¥ probíráme základy eukleidovské geometrie, zji²´ujeme, ºe n¥které de�nice
a tvrzení jsou nezávislé na n¥kterých axiómech nebo skupinách axióm·. Nap°. prvních 28 tvrzení
v I. knize [Eu] nezávisí na axiómu rovnob¥ºnosti � o t¥chto °íkáme, ºe pat°í do tzv. absolutní
(nebo neutrální) geometrie. Typickým p°íkladem je nap°. v¥ta o vn¥j²ím úhlu v trojúhelníku.

Na druhé stran¥, podstatná skupina poznatk· a pojm· na axiómu rovnob¥ºnosti závisí, ale
je moºné je vyvodit bez axióm· shodnosti � o t¥chto °íkáme, ºe pat°í do geometrie a�nní. Nap°.
pojem st°edu úse£ky je kupodivu a�nní. Mezi známá tvrzení elementární geometrie, která jsou
ve skute£nosti a�nní, pat°í nap°. Menelaova v¥ta.

Dal²í studovanou geometrií je geometrie projektivní. Ta je vymezena tém¥° výhradn¥ axiómy
incidence � z lo¬ska p°ipomínáme, ºe v projektivní geometrii v·bec nemluvíme o shodnosti,
neplatí axióm rovnob¥ºnosti (kaºdé dv¥ p°ímky, které leºí v jedné rovin¥, se protínají), ani
axiómy uspo°ádání (projektivní p°ímka je uzav°ená). Známá v¥ta projektivní geometrie je nap°.
v¥ta Desarguesova.

Letos se budeme v¥novat p°edev²ím geometriím eukleidovským, a�nním a projektivním. Mu-
síme v²ak aspo¬ zmínit geometrie neeukleidovské, jeº jsou známé tím, ºe v nich neplatí axióm
rovnob¥ºnosti. To znamená, ºe k dané p°ímce daným bodem prochází bu¤ více rovnob¥ºek
(hyperbolická geometrie) nebo ºádná rovnob¥ºka (eliptická geometrie). Axiómy popisující hyper-
bolickou geometrii jsou stejné jako pro eukleidovskou geometrii, akorát axióm rovnob¥ºnosti je
nahrazen jeho negací. V eliptické geometrii neplatí axiómy uspo°ádání.

Bereme-li eukleidovskou geometrii jako výchozí, m·ºeme p°edchozí diskuzi ve velkých uvo-
zovkách shrnout takto:

• �absolutní geometrie je eukleidovská geometrie bez rovnob¥ºnosti,

• a�nní geometrie je eukleidovská geometrie bez shodnosti,

• projektivní geometrie je eukleidovská geometrie bez shodnosti, rovnob¥ºnosti a uspo°ádání,

• eliptická geometrie je eukleidovská geometrie bez rovnob¥ºnosti a uspo°ádání,

• hyperbolická geometrie je eukleidovská geometrie s více rovnob¥ºkami.�
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Krom¥ toho m·ºeme v podobné zkratce °íct, ºe

• �absolutní geometrie je pr·nikem eukleidovské a hyperbolické geometrie,

• eukleidovská geometrie je a�nní geometrie se shodností,

• eliptická geometrie je projektivní geometrie se shodností,

• apod.�

Ke v²em t¥mto reformulacím máme n¥kolik dobrých d·vod·. Jednak chceme nazna£it, ºe jedna
a táº v¥c lze nahlíºet r·znými zp·soby, jednak si p°ipravujeme p·du pro následující výklad.

2.2 Výhledy

V tomto kurzu budeme geometrii studovat tzv. analyticky, lépe °e£eno algebraicko-analyticky.
Po£átky této metody jsou spojovány se jménem R. Descarta (kolem 1637), jehoº hlavním p°íno-
sem byla aplikace algebry k °e²ení geometrických úloh. M¥lo by v²ak být z°ejmé, ºe se nemohlo
jednat o analytickou geometrii, jak ji chápeme dnes!1

S pr·m¥rnou znalostí lineární (vektorové) algebry budeme um¥t velmi pohodln¥ interpreto-
vat v²emoºné geometrické de�nice a vztahy. Nejprve v p°íslu²ných kapitolách vymezíme pojmy
obecného a�nního, projektivního, resp. eukleidovského prostoru:

• Struktura a�nního prostoru na jakékoli mnoºin¥ je ur£ena zobrazením, které dv¥ma bod·m
p°i°azuje vektor. V²echny tyto vektory tvo°í vektorový prostor, kterému budeme p°ezdívat
zam¥°ení a�nního prostoru. Takto se rychle dostaneme ke v²em základním pojm·m a�nní
geometrie, zejména k pojmu rovnob¥ºnosti.

• Projektivní prostor lze vºdy chápat jako a�nní prostor roz²í°ený o �body v nekone£nu� .
Body projektivního prostoru budeme reprezentovat vektory z tzv. zastupujícího vektoro-
vého prostoru, který obsahuje zam¥°ení a�nního prostoru (a je o jednu dimenzi v¥t²í).

• Obecný eukleidovský prostor je a�nní prostor vybavený eukleidovskou metrikou, coº je
metrika kompatibilní s a�nní strukturou � ta nám de�nuje relaci shodnosti. Eukleidovská
metrika je ur£ena skalárním sou£inem na zam¥°ení.

Výhodou této algebraizace geometrie je zejména to, ºe v¥t²inu v¥cí budeme um¥t formulovat
jednotn¥ pro prostory libovolné dimenze. Z pochopitelných d·vod· budeme postupovat induk-
tivn¥ (geometrie na p°ímce, v rovin¥, v prostoru), �nální de�nice, v¥ty a jejich zd·vodn¥ní v²ak
budou zpravidla univerzální.

Dal²í výhody algebraického p°ístupu bychom m¥li pozorovat p°i klasi�kaci geometrických
zobrazení. V²echny shodnosti eukleidovského prostoru tvo°í grupu, tato je podgrupou grupy
(bijektivních) a�nních transformací, jeº je zase podgrupou grupy (bijektivních) projektivních
transformací, apod. Kaºdou z t¥chto grup budeme um¥t interpretovat jako jistou maticovou grupu
tak, ºe práv¥ zmín¥né inkluze se stanou víc neº názornými. Práv¥ pojem transforma£ní grupy
a její role p°i organizaci geometrických informací velmi ovlivnil pohled na geometrii a její dal²í
vývoj. Hlavními propagátory tohoto p°ístupu byli F. Klein a S. Lie (kolem 1872). V tomto duchu
je ta £i ona geometrie zcela charakterizována grupou odpovídajících geometrických transformací.

1V té dob¥ stále nebyla vynalezena reálná £ísla. . .
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2.3 Poznámky

Objev významu a�nní geometrie (v£etn¥ tohoto pojmenování) je p°isuzován L. Eulerovi (kolem
1748). Jako samostatná disciplína se za£ala a�nní geometrie utvá°et aº po akceptování vý²e
zmín¥ného Kleinova programu a úpln¥ zdomácn¥la zejména díky vlivu H. Weyla (kolem 1923).

Úplné pochopení absolutní a neeukleidovské geometrie (kolem 1830) p°edstavuje jedno z nej-
zajímav¥j²ích dobrodruºství v historii matematiky a je zásluhou J. Bolyaie, N.I. Loba£evského
a C.F. Gausse.

N¥kolik poznatk· projektivní geometrie bylo známo jiº ve starov¥ku, nap°. Pappova v¥ta
(kolem 400). Dal²í post°ehy p°idávali malí°i b¥hem renesance díky studiu perspektivy a tato
etapa byla zavr²ena pracemi G. Desarguese a B. Pascala (kolem 1640). K dal²ímu, tentokrát
bou°livému, rozvoji projektivní geometrie do²lo v 19. století díky pracím V. Ponceleta, J.D.
Gergonna, J. Steinera a dal²ích.

Ve stejném století se vyvinuly algebraické techniky, které se ukázaly být pro geometrii velmi
p°ínosné a které budeme pouºívat i my (soustavy lineárních rovnic, determinanty a matice).
První vícerozm¥rné geometrické objekty byly studovány A.F. Möbiusem, J. Plückerem a W.R.
Hamiltonem (kolem 1830). Pozd¥ji se také zrodil pojem obecné grupy, jeº F. Kleinovy dovolil
klasi�kovat geometrie podle odpovídajících grup transformací.

Je zajímavé, ºe ve stejné dob¥ (kolem 1872) se objevují první p°esné de�nice reálných £ísel,
a to díky G. Cantorovi (pomocí posloupností racionálních £ísel) a R. Dedekindovi (pomocí jiº
zmi¬ovaných °ez·).

V uvedeném p°ehledu vývoje geometrie jsme zd·raznili pouze n¥kolik proud·, které se týkají
tohoto kurzu. Ucelen¥j²í výklad lze najít nap°. v poslední kapitole II. dílu [Sek]. Viz téº stru£né,
ale výstiºné, pojednání [Ha2].

3 P°edpoklady a cíle

3.1 P°edpoklady

P°edpokládáme rozumný p°ehled ²kolské a konstruk£ní geometrie zahrnující zejména následující
témata:

• klasická konstruk£ní geometrie v rovin¥ a v prostoru,

• pr·niky a vzájemné polohy p°ímek a rovin v prostoru,

• konstrukce kolmice, ur£ení vzdáleností a odchylek,

• p°ehled geometrických zobrazení a jejich vlastností.

Krom¥ toho budeme na kaºdém kroku pot°ebovat uspokojivé dovednosti z algebry, hlavn¥ té
lineární. To mj. znamená, ºe ovládáme následující tématické okruhy:

• grupy, podgrupy a jejich homomor�zmy,

• vektorové prostory, podprostory a lineární zobrazení,

• soustavy lineárních rovnic,

• determinanty, skalární sou£iny apod.

Pokud výslovn¥ neuvádíme n¥co jiného, v²echny vektorové prostory jsou uvaºovány nad t¥lesem
reálných £ísel R.
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3.2 Cíle

Chceme co nejvíc zuºitkovat nabyté algebraické znalosti na pokud moºno zajímavé skupin¥ geo-
metrických problém·. Typické úlohy, které chceme um¥t (algebraicky) °e²it, zahrnují nap°.:

• pro dva podprostory v obecném a�nním prostoru ur£it jejich vzájemnou polohu,

• pro dva podprostory v obecném eukleidovském prostoru rozhodnout, zda jsou kolmé,

• dále ur£it jejich vzdálenost v£etn¥ n¥jaké dvojice bod·, v nichº se tato vzdálenost realizuje,

• podobn¥ pro odchylku. . . ,

• aspo¬ trojím zp·sobem ur£it objem daného mnohost¥nu,

• ur£it bod, který je soum¥rný k danému bodu podle daného podprostoru,

• ur£it transforma£ní rovnice soum¥rnosti podle daného podprostoru,

• z daných transforma£ních rovnic rozpoznat typ, p°íp. ur£ující prvky odpovídajícího zobra-
zení,

• sloºit dv¥ geometrická zobrazení a ur£it typ výsledného zobrazení,

• apod.

Krom¥ °e²ení t¥chto konkrétních problém· bychom se také m¥li um¥t zorientovat v geo-
metrických zobrazeních a klasi�kovat geometrie v Kleinov¥ duchu. Jistou nápov¥du lze najít
v následujícím schématu (²ipky nazna£ují inkluze odpovídajících transforma£ních grup).

Obrázek 3.2: Hierarchie geometrií, o nichº se zmi¬ujeme v tomto textu.



KAPITOLA II

A�nní a projektivní geometrie

A�nní struktura na mnoºin¥ je zobrazení, které dv¥ma prvk·m dané mnoºiny (jimº budeme
°íkat �body�) p°i°azuje vektor a spl¬uje jisté p°irozené poºadavky. Toto je klí£ový trik, který
nám umoº¬uje p°ekládat mnoho geometrických problém· do vektorové (lineární) algebry. Ty-
pickými úlohami a�nní geometrie je ur£ování vzájemné polohy podprostor· v a�nním prostoru
nebo konstrukce p°í£ek. Do hájemství a�nní geometrie pat°í také konvexní geometrie, pojem
barycentrických sou°adnic apod.

Projektivní geometrie je roz²í°ením té a�nní o nevlastní prvky, tzn. �body v nekone£nu� .
Projektivní popis má své výhody i speci�ka, jimº se v¥nujeme na konci této kapitoly. Výhod
projektivního roz²í°ení si budeme uºívat zejména v kapitole IV.

4 A�nní prostory, podprostory a zobrazení

4.1 A�nní prostor

Úst°edním pojmem a�nní geometrie je rovnob¥ºnost. První kritérium rovnob¥ºnosti p°ímek je
znázorn¥no na obr. 4.1(a). To je p°ímým d·sledkem tvrzení I.27 a I.29 v [Eu] a rovnob¥ºnost je
zde charakterizována pomocí shodnosti úhl·.

Obrázek 4.1: Kritérium rovnob¥ºnosti p°ímek: (a) a ‖ b⇐⇒ α = β, (b) a ‖ b⇐⇒ u a v
jsou lineárn¥ závislé.

V úvodu jsme slibovali, ºe a�nní geometrii vybudujeme zcela bez pojmu shodnosti, a to
algebraicky pomocí vektor·. V tomto duchu je rovnob¥ºnost p°ímek ekvivalentní s tím, ºe jejich
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odpovídající sm¥rové vektory jsou lineárn¥ závislé, viz obr. 4.1(b). P°itom si zejména v²ímáme,
ºe kaºdé dva body A a B jednozna£n¥ ur£ují n¥jaký vektor, který zna£íme

−−→
AB. Toto p°i°azení

není jen tak ledajaké � jeho podstatné vlastnosti jsou obsaºeny v následující de�nici a�nního
prostoru. . .

Obecná de�nice a�nního prostoru

P°edchozí pozorování jsou základem k obecné de�nici abstraktní a�nní struktury.

De�nice. A�nní prostor je neprázdná mnoºina A spolu se zobrazením A×A do n¥jakého
vektorového prostoru V (dv¥ma bod·m A a B se p°i°azuje vektor

−−→
AB), které má následující

vlastnosti:

(a) libovolný bod A a libovolný vektor u jednozna£n¥ ur£ují (koncový) bod B tak, ºe platí
−−→
AB = u,

(b) pro libovolné body A, B a C platí:
−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

Vektorový prostor V se nazývá zam¥°ení a�nního prostoru A a zna£í se
−→
A .

Dimenze a�nního prostoru A je de�nována jako dimenze jeho zam¥°ení
−→
A .

Obrázek 4.2: Axiomy obecné a�nní struktury A×A → V : (a) pro libovolné A ∈ A,u ∈
V existuje jediný B ∈ A takový, ºe

−−→
AB = u, (b) pro libovolné A,B,C ∈ A platí:

−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

Poznámky

Vlastnost (a) nám asociuje zobrazení A×V → A, které lze interpretovat jako �umíst¥ní volného
vektoru� . Koncový bod B symbolicky pí²eme

B = A+ u.

Odtud je vidno, pro£ se vektor u =
−−→
AB ob£as formáln¥ zapisuje jako �u = B −A� .

V²imn¥te si, ºe pro libovolný bod A ∈ A je p°edpisem

u 7→ A+ u
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ur£eno zobrazení V → A, které je bijektivní.1 Tento post°eh ospravedl¬uje vý²e uvedenou de�-/
nici dimenze a�nního prostoru. A�nní prostor dimenze 0 se nazývá triviální, a�nnímu prostoru
dimenze 1, resp. 2, se p°ezdívá a�nní p°ímka, resp. rovina.

Zobrazení A×V → Am·ºeme také interpretovat jako akci (komutativní grupy) V na mnoºin¥
A: pro libovolný vektor u ∈ V je odpovídající transformace A → A práv¥ �posunutí o vektor
u� . Vzhledem k terminologii v podkap. 22 m·ºeme na²i p·vodní de�nici zestru£nit takto:

De�nice (ekvivalentní). A�nní prostor se zam¥°ením V je neprázdná mnoºina A, na níº V
p·sobí efektivn¥ a tranzitivn¥; p°itom V je vektorový prostor uvaºovaný jakoºto komutativní
grupa.

4.2 P°íklady
/(1) Tzv. kanonický a�nní prostor se zam¥°ením V je práv¥ V , akorát zapomeneme na význa£ný

prvek (kterým je nulový vektor). P°esn¥ji, uvaºujemeA := V spolu se zobrazením V ×V → V
daným rozdílem vektor·: −→uv := v − u.

(2) Prostor °e²ení soustavy lineárních rovnic je bu¤ prázdná mnoºina nebo a�nní prostor. (Jaká
m·ºe být jeho dimenze, máme-li r rovnic a n neznámých?)

(3) Dal²í p°irozené netriviální p°íklady známe z matematické analýzy, viz nap°. prostory °e²ení
lineárních diferenciálních rovnic.

(4) R·zné podivn¥ vyhlíºející konstrukce necháváme na cvi£ení.

V dal²ím textu standardním a�nním prostorem dimenze n míníme práv¥ kanonický a�nní
prostor se zam¥°ením V = Rn.

4.3 A�nní podprostory, pr·niky, sou£ty a obaly

A�nní podprostor

De�nice. Podmnoºina a�nního prostoru A, která je sama a�nním prostorem, se nazývá
a�nní podprostor prostoru A.

Jak je u podobných de�nic zvykem, ve vedlej²í p°ívlastkové v¥t¥ nevyslovujeme dodatek �vzhledem
ke zd¥d¥né a�nní struktu°e� . Uv¥domte si, co to p°esn¥ znamená. /

A�nní podprostory dimenze 0, 1, resp. 2, nazýváme p°irozen¥ body, p°ímky, resp. roviny v A;
podprostory kodimenze 1 nazýváme nadroviny v A.2 (Nadrovinou v trojrozm¥rném prostoru je
rovina, nadrovinou v rovin¥ je p°ímka apod.)

1Bijektivnost plyne p°ímo z de�nice a�nní struktury; inverzní zobrazení A → V je dáno p°edpisem B 7→
−→
AB. Tato pozorování stojí za jinými (ekvivalentními) de�nicemi a�nního prostoru, jeº lze najít v literatu°e, viz
nap°. [Sek, str. 19 v I. díle].

2Dimenze nadroviny v A je o 1 men²í neº dimenze A.
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Je-li B a�nní podprostor v A, potom zam¥°ení
−→
B je vektorovým podprostorem v zam¥°ení−→

A . Pro dva a�nní podprostory B a C v A platí:

C ⊆ B =⇒
−→
C ⊆

−→
B ,

ale ur£it¥ ne obrácen¥! Nejjednodu²²í protip°íklad m·ºeme vydedukovat z obr. 4.1: rovnob¥ºné
p°ímky mají stejná zam¥°ení. Toto pozorování motivuje obecnou de�nici rovnob¥ºnosti, viz
podkap. 6.

A�nní podprostor je jednozna£n¥ ur£en svým zam¥°ením a n¥jakým bodem, jímº prochází;
pí²eme

B = B + U := {B + u | u ∈ U}, (4.1)

kde B je n¥jaký bod a U =
−→
B je vektorový podprostor v

−→
A . Ke zp·sob·m vyjád°ení a�nních

podprostor· se vrátíme v podkap. 5.

Z de�nicí, p°edchozích pozorování a ²petky samostatného uvaºování vyplývá, ºe následující
tvrzení jsou ekvivalentní:/
• Podmnoºina B ⊆ A je a�nním podprostorem ⇐⇒

• podmnoºina {
−−→
XY | X,Y ∈ B} ⊆

−→
A je vektorovým podprostorem ⇐⇒

• existuje bod B ∈ A a vektorový podprostor U ⊆
−→
A tak, ºe B = B + U ⇐⇒

• pro libovolné r·zné body B,C ∈ B platí, ºe také celá p°ímka B + C pat°í do B.

P°ímka B+C je nejmen²í a�nní podprostor obsahující body B a C. To je nejjednodu²²í p°íklad
sou£tu a�nních podprostor·, o kterém si hned n¥co °ekneme obecn¥. . .

Pr·nik a sou£et podprostor·

Pokud je pr·nik a�nních podprostor· B a C neprázdný, pak je to op¥t a�nní podprostor a z°ejm¥
platí −−−−→

(B ∩ C) =
−→
B ∩
−→
C .

Sjednocení a�nních podprostor· v²ak nemusí být podprostorem (viz nap°. mnoºinu sestávající
ze dvou r·zných bod·). Nejmen²í a�nní podprostor, který obsahuje B ∪ C, se nazývá sou£tem
a zna£í se B + C.

Obrázek 4.3: Pr·nik a sou£et a�nních podprostor·: a ∩ b = C, C +D = b, a + C = a,
a+D = ρ, a+ ρ = ρ, a ∩ ρ = a, . . .

Pro zam¥°ení sou£tu a�nních podprostor· platí

−−−−−→
(B + C) =

−→
B +

−→
C + 〈

−−→
BC〉, (4.2)
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kde B ∈ B a C ∈ C jsou libovolné body a sou£et na pravé stran¥ je sou£tem vektorových
podprostor·. S£ítanec 〈

−−→
BC〉 v (4.2) nelze obecn¥ vynechávat! V n¥kterých p°ípadech je v²ak

jist¥ nadbyte£ný, tj. v n¥kterých p°ípadech platí
−−→
BC ∈

−→
B +
−→
C . Pokud za£neme zkoumat, kdy je

tento s£ítanec nadbyte£ný a kdy nikoli, zjistíme, ºe odpov¥¤ úzce souvisí s pr·nikem podprostor·,
viz obr. 4.4:

Obrázek 4.4: B ∩ C 6= ∅ ⇐⇒
−−→
BC ∈

−→
B +

−→
C .

V¥ta. Uvaºme a�nní podprostory B, C ⊆ A a libovolné body B ∈ B a C ∈ C. Potom podpro-
story B a C mají neprázdný pr·nik práv¥ tehdy, kdyº vektor

−−→
BC pat°í do sou£tu zam¥°ení−→

B +
−→
C .

D·kaz. Pokud je pr·nik neprázdný a D ∈ B ∩ C je n¥jaký spole£ný bod, pak B = D + u

a C = D + v pro n¥jaké vektory u ∈
−→
B a v ∈

−→
C . Odtud

−−→
BC = v − u ∈

−→
C +

−→
B .

Naopak, je-li
−−→
BC ∈

−→
B +

−→
C , lze vektor

−−→
BC napsat jako

−−→
BC = v − u pro n¥jaké u ∈

−→
B

a v ∈
−→
C . Odtud plyne C − v = B − u, tzn. bod B − u ∈ B je roven bodu C − v ∈ C, tudíº

B ∩ C 6= ∅.

A�nní obal, body v obecné poloze

De�nice sou£tu podprostor· je speciálním p°ípadem tzv. a�nního obalu:

De�nice. A�nní obal neprázdné podmnoºiny M ⊆ A je nejmen²í a�nní podprostor v A,
který obsahuje M .

O bodech A1, . . . , Ak ∈ A °íkáme, ºe jsou v obecné poloze, pokud má a�nní obal mnoºiny
{A1, . . . , Ak} dimenzi k − 1.

Na body v obecné poloze se budeme celkem £asto odvolávat, proto uvádíme je²t¥ následující
z°ejmou charakterizaci:

• Body A1, . . . , Ak ∈ A jsou v obecné poloze práv¥ tehdy, kdyº vektory
−−−→
A1A2, . . . ,

−−−→
A1Ak ∈

−→
A

jsou lineárn¥ nezávislé. /
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4.4 Cvi£ení
/

Rozhodn¥te, zda následující podmnoºiny jsou a�nní podprostory; pokud nejsou, ur£ete jejich
a�nní obaly:

(1) n¥jaký interval v R1, dva body v R2, kolob¥ºka v R3, dv¥ mimob¥ºné p°ímky v R4, sjednocení
v²ech p°í£ek dvou mimob¥ºek v R4 apod.,

(2) celo£íselná °e²ení rovnice x+ y + z = 5 (o t°ech neznámých) v prostoru v²ech jejích °e²ení,

(3) konstantní funkce v prostoru °e²ení diferenciální rovnice y′′ − 4y′ + 5y = 10.

4.5 A�nní zobrazení

Úvod

Dob°e známé (a v jistém smyslu základní) a�nní zobrazení je rovnob¥ºné promítání nebo osová
a�nita. Obecná de�nice a�nního zobrazení, kterou známe z konstruk£ní geometrie, vypadá takto:

De�nice. Zobrazení mezi a�nními prostory se nazývá a�nní, pokud

(a) zobrazuje kolineární body na kolineární body,

(b) zachovává rovnob¥ºnost p°ímek,

(c) zachovává d¥licí pom¥ry trojic bod· na p°ímce.

Bijektivní a�nní zobrazení se jmenuje a�nita.

Kolineární body jsou body, které leºí na jedné p°ímce, tedy také body splývající. Podmínka
(b), resp. (c) tedy má smysl pouze v p°ípad¥, kdy se r·zné kolineární body nezobrazí do jednoho
bodu. Z (a) a (c) plyne, ºe a�nní zobrazení zobrazuje p°ímky na p°ímky, resp. na body (tedy
nikoli nap°. na úse£ky £i jiné £ásti p°ímek). Uvedené podmínky nejsou úpln¥ nezávislé � pro
zobrazení a�nního prostoru dimenze aspo¬ 2 platí:

• Za p°edpokladu (a) jsou vlastnosti (b) a (c) ekvivalentní./
Pro a�nní zobrazení mezi prostory dimenze 1 je podmínka (a), resp. (b) spln¥na automaticky,
resp. triviáln¥ � a�nní zobrazení jsou v takových p°ípadech zcela charakterizovány podmínkou
(c).

Uv¥domte si, ºe v²echny pojmy zmi¬ované v de�nici jsou srozumitelné v jakémkoli a�nním
prostoru A:

(a) p°ímka je jednorozm¥rný a�nní podprostor v A,

(b) p°ímky jsou rovnob¥ºné, pokud jejich zam¥°ení splývají,

(c) d¥licí pom¥r trojice r·zných kolineárních bod· (A,B,C) (v tomto po°adí) je reálné £íslo
d takové, ºe platí

−→
AC = d ·

−−→
BC, coº v¥t²inou zapisujeme symbolicky jako

d = (ABC) =

−→
AC
−−→
BC

. (4.3)
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Obrázek 4.5: Osová a�nita.

Algebraická de�nice a�nního zobrazení

Nyní chceme slou£it na²e dosavadní p°edstavy s abstraktními de�nicemi z odst. 4.1. V kaºdém
konkrétním p°íklad¥ a�nního zobrazení f : A → A′, který známe, si m·ºeme pov²imnout, ºe f
indukuje zobrazení mezi zam¥°eními

−→
f :
−→
A →

−→
A ′, a to tak, ºe obraz vektoru u =

−−→
AB je ur£en

obrazy bod· A a B:
−→
f (u) =

−−−−−−→
f(A)f(B).

Uv¥domte si, ºe vektor u m·ºe být reprezentován nekone£n¥ mnoha dvojicemi bod· u =
−−→
AB =−−→

CD = · · · . To, ºe je tímto p°edpisem v·bec de�nováno zobrazení, je p°ímým d·sledkem vlastností
(a)�(c) z de�nice 4.5. Odtud také plyne, ºe indukované zobrazení

−→
f není jen tak ledajaké, ale /

je lineární. Práv¥ tato pozorování vysv¥tlují, pro£ je následující de�nice ekvivalentní s de�nicí
4.5.

Obrázek 4.6: A�nní zobrazení indukuje lineární zobrazení mezi zam¥°eními.

De�nice (ekvivalentní). Zobrazení mezi a�nními prostory f : A → A′ se nazývá a�nní,
pokud existuje lineární zobrazení mezi zam¥°eními

−→
f :
−→
A →

−→
A ′ tak, ºe pro libovolné body

A,B ∈ A platí
−→
f (
−−→
AB) =

−−−−−−→
f(A)f(B). (4.4)

Bijektivní a�nní zobrazení se jmenuje a�nita.
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Jako je lineární zobrazení homomor�zmem vektorových prostor·, je a�nní zobrazení homo-
mor�zmem a�nních prostor·. A�nní zobrazení je tedy zobrazení mezi a�nními prostory, které
zachovává a�nní strukturu. Uvedená de�nice pouze vysv¥tluje, co to p°esn¥ znamená. . .

Obrázek 4.7: Zobrazení f je a�nní, pokud
−→
f existuje, je lineární a diagram komutuje.

A�nní zobrazení f jednozna£n¥ ur£uje lineární zobrazení
−→
f , av²ak tato korespondence není

vzájemn¥ jednozna£ná� sta£í si uv¥domit, ºe indukované lineární zobrazení ke kaºdému posunutí

A 7→ A+ u

je identické zobrazení. Obecn¥ji dv¥ a�nní zobrazení indukují jedno a to samé lineární zobrazení/
práv¥ tehdy, kdyº se li²í o n¥jaké posunutí. A�nní zobrazení f je tedy zcela ur£eno indukovaným
lineárním zobrazením

−→
f a obrazem jednoho (libovolného) bodu. Pokud takový bod ozna£íme

nap°. A, potom obraz libovolného bodu B ∈ A je ur£en práv¥ rovností (4.4), neboli:

f(B) =
−→
f (
−−→
AB) + f(A). (4.5)

Analytickému vyjád°ení a�nních (a dal²ích) zobrazení se v¥nujeme v samostatné podkap. 13.
Tato vyjád°ení závisí na volb¥ sou°adné soustavy, o £emº si n¥co °ekneme v odst. 5.1. . .

Protoºe lineární zobrazení n-rozm¥rného vektorového prostoru je ur£eno obrazem n¥jaké báze,
tj. obrazy n lineárn¥ nezávislých vektor·, vidíme, ºe obecn¥ platí:

V¥ta (o ur£enosti a�nního zobrazení). A�nní zobrazení a�nního prostoru dimenze n je
ur£eno obrazy n + 1 bod· v obecné poloze.

A�nní invarianty a základní v¥ta a�nní geometrie

V Kleinov¥ duchu je a�nní geometrie studiem vlastností, které jsou invariantní v·£i a�nním zob-
razením. V de�nici 4.5 jsme vyjmenovali t°i základní invarianty; na tomto míst¥ m·ºeme doplnit
jeden dal²í, jehoº zd·vodn¥ní plyne p°ímo z de�nicí a ekvivalentních algebraických reformulací:/
• Vzor a obraz a�nního podprostoru vzhledem k a�nnímu zobrazení jsou a�nní podprostory.

V následujícím textu budeme postupn¥ potkávat dal²í a�nní invarianty, na které budeme pr·-
b¥ºn¥ upozor¬ovat. Automaticky mezi n¥ pat°í v²echny pojmy, které je moºné de�novat v obec-
ném a�nním prostoru, tzn. ºe k jejich vymezení není nutné mluvit o vzdálenostech bod· apod., i
kdyº to je moºné a n¥kdy dokonce výhodné. Typickou ukázkou je pojem úse£ky a dal²í odvozené
v¥ci, viz podkap. 7. . .

Vý²e jsme si uv¥domili, ºe základní a�nní invarianty z de�nice 4.5 nejsou úpln¥ nezávislé. Ve
skute£nosti jsou navzájem svázány víc, neº by jeden £ekal:
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V¥ta (Základní v¥ta a�nní geometrie). Kaºdé bijektivní zobrazení mezi a�nními prostory
dimenze alespo¬ 2, které zobrazuje p°ímky na p°ímky, je a�nní.

Toto je skute£n¥ zajímavý výsledek, jehoº d·kaz rozhodn¥ není triviální; hlavní my²lenky jsou
p°edstaveny nap°. v [Be, £ást 2.6]. Obsah tvrzení, a tedy i jeho d·kaz, je velmi podobný tomu
ve v¥t¥ 8.5 na str. 55. . .

V²imn¥te si, ºe o zobrazení nep°edpokládáme ºádnou spojitost ani nic podobného. Podstatná
je práv¥ a jenom jeho bijektivnost. Jinými slovy:

• Bijektivní zobrazení spl¬ující (a) v de�nici 4.5 spl¬uje také (b) a (c).

4.6 Cvi£ení
/

(1) Rozhodn¥te, zda následující zobrazení jsou a�nní:

• st°edové promítání mezi rovinami A a A′, p°íp. A′ a A′′ nazna£enými na obr. 4.8,
• kruhová inverze, stejnolehlost, p°íp. osová kolineace v rovin¥,
• transformace a�nní p°ímky A = R zadaná p°edpisem f(x) = xn+1, kde n = 0, 1, 2, . . .

(2) Vzpome¬te si na konstruk£ní zd·vodn¥ní v¥ty 4.5 na str. 20.

Obrázek 4.8: St°edové promítání mezi rovinami.

5 A�nní sou°adnice a vyjád°ení a�nních podprostor·

5.1 A�nní repér a a�nní sou°adnice

Sou°adnicové vyjád°ení bodu v a�nním prostoru je relativní � závisí na sou°adné soustav¥.
Obvyklou sou°adnou soustavu v a�nním prostoru je tzv. a�nní sou°adná soustava, jeº je ur-
£ena sou°adnými osami a �jednotkami� na osách. Spole£ný bod sou°adných os je tzv. po£átek
a �jednotkové� vektory na osách tvo°í bázi

−→
A . A�nní sou°adná soustava je ur£ena tzv. a�nním

repérem a naopak:
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De�nice. A�nní repér v a�nním prostoru A je ur£en po£átkem O ∈ A a bází (e1, e2, . . . )
zam¥°ení

−→
A . Sou°adné osy jsou p°ímky xi = O + 〈ei〉.

A�nní sou°adnice bodu A vzhledem k a�nnímu repéru (O; e1, e2, . . . ) jsou práv¥ sou°ad-
nice vektoru u =

−→
OA v bázi (e1, e2, . . . ).

Poznámky

Sou°adnice bodu A v uvedeném repéru obvykle pí²eme

A = [a1, a2, . . . ];

podle de�nice ai jsou taková jednozna£n¥ ur£ená reálná £ísla, ºe platí

A = O + a1e1 + a2e2 + . . .

Pokud pot°ebujeme rozli²ovat mezi body (prvky A) a sou°adnicemi (prvky Rn), budeme tyto
rozli²ovat tlou²´kou písma. Uv¥domte si, ºe pro libovolný a�nní repér v A, je p°i°azením

bod A 7→ A = sou°adnice bodu A vzhledem k danému repéru

de�nováno bijektivní a�nní zobrazení mezi a�nním prostorem A a standardním a�nním pro-
storem Rn. Platí tedy:

• V²echny a�nní prostory stejné dimenze jsou navzájem izomorfní (nikoli v²ak kanonicky)./

Obrázek 5.9: Sou°adnice vzhledem k a�nnímu repéru (O; e1, e2): A = [32 ,−1]⇐⇒ A =
O + 3

2e1 − e2.

P°echod mezi sou°adnými soustavami

Jeden bod m·ºe (ale nemusí) mít v r·zných a�nních repérech r·zné sou°adnice. Pokud známe
sou°adnicové vyjád°ení bodu A vzhledem k jednomu repéru a sou£asn¥ známe vyjád°ení tohoto
repéru vzhledem k jinému repéru, pak by m¥lo být jednoduchým cvi£ením vyjád°it sou°adnice
bodu A vzhledem k onomu jinému repéru. Konkrétní p°íklad tohoto p°echodu je na obr. 5.10.

Zobecn¥ní t¥chto pozorování je následující:/
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Obrázek 5.10: P°echod mezi dv¥ma a�nními repéry: A = O + 3
2e1 − e2 a sou£asn¥ O =

O′+3e′1+4e′2, e1 = −e′2, e2 = e′1+
1
3e
′
2. Odtud po dosazení plyne A = O′+2e′1+

13
6 e′2.

V¥ta. Uvaºme dva a�nní repéry (O; e1, e2, . . . ) a (O′; e′1, e
′
2, . . . ) v A. Sou°adnice libovol-

ného bodu A ∈ A vzhledem k prvnímu repéru ozna£íme [a1, a2, . . . ] = A, vzhledem ke dru-
hému [a′1, a

′
2, . . . ] = A′. Sou°adnice O vzhledem k druhému repéru ozna£íme [q1, q2, . . . ] = Q

a matici p°echodu od báze (e1, e2, . . . ) k bázi (e′1, e
′
2, . . . ) ozna£íme P. Potom platí, ºe

A′ = Q+P ·A,

neboli
a′1 = q1 + p11a1 + p12a2 + . . . ,

a′2 = q2 + p21a1 + p22a2 + . . . ,

...

kde pij je koe�cient v matici P na i-tém °ádku a j-tém sloupci.

5.2 Cvi£ení
/

V jisté a�nní sou°adné soustav¥ na map¥ jistého m¥sta jsou jistá význa£ná místa ur£ena sou°ad-
nicemi A = [1,−1], B = [1, 1], C = [3, 0], D = [5, 2], E = [4, 4]. Jistí dva kolegové sledují d¥ní ve
m¥st¥ tak, ºe kolega K. zaznamenává údaje vzhledem k sou°adné soustav¥ s po£átkem v míst¥
A, kde má základnu, a bází (

−−→
AB,

−→
AC); kolega L. pracuje se sou°adnou soustavou s po£átkem

v D a bází (
−−→
DC,

−−→
DE). P°esn¥ v poledne za£íná K. zaznamenávat rovnom¥rný p°ímo£arý pohyb

podez°elé tramvaje a jeho zápis (v závislosti na £ase t) vypadá takto:[
5

4
+

1

4
t,
1

2
− 1

2
t

]
.

V tomtéº £ase také L. zaznamenává pohyb tramvaje jako:[
1− 1

4
t, 1− 1

4
t

]
.

Rozhodn¥te, zda oba kolegové pozorují tutéº tramvaj a zda je náhodou tramvaj neohroºuje.
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5.3 Parametrické vyjád°ení podprostoru

Dráha tramvaje v p°edchozím cvi£ení je parametrizována parametrem t ∈ R. Obecn¥ji, p°ímku
p = K + L ur£enou dv¥ma body v obecném a�nním prostoru m·ºeme podle (4.1) zapsat jako

p = K + 〈
−−→
KL〉 = {K + t

−−→
KL | t ∈ R}.

Je²t¥ obecn¥ji, a�nní podprostor B ⊆ A ur£ený bodem B a zam¥°ením U = 〈u1,u2, . . . 〉 je
parametrizován následovn¥:

B = B + 〈u1,u2, . . . 〉 = {B + t1u1 + t2u2 + . . . | t1, t2, · · · ∈ R}.

Bod X ∈ A leºí v podprostoru B práv¥ tehdy, kdyº

X = B + t1u1 + t2u2 + . . . (5.6)

pro n¥jaká reálná £ísla t1, t2, . . . . Toto je tzv. parametrické vyjád°ení podprostoru B ⊆ A. Ob-
vykle, nikoli v²ak samoz°ejm¥, jsou vektory u1,u2, . . . lineárn¥ nezávislé. Je jasné, ºe jeden a týº
podprostor m·ºe být parametrizován tisícerým zp·sobem.

Obrázek 5.11: Dvojí vyjád°ení téºe roviny: ρ = A+ 〈u1,u2〉 = B + 〈v1,v2〉.

5.4 Vyjád°ení podprostoru rovnicemi

Kaºdý si odedávna umí poradit s vyjád°ením p°ímky v rovin¥, roviny v prostoru apod. Chceme
zjistit, jak je to s rovnicovým vyjád°ením obecného a�nního podprostoru v obecném a�nním
prostoru � my²leno vzhledem k n¥jakému vybranému a�nnímu repéru.

Uº v p°íkladu 4.2(2) jsme si uv¥domili, ºe pokud má soustava lineárních rovnic °e²ení, pak tato
vºdy tvo°í a�nní prostor, jehoº dimenze závisí na po£tu (nezávislých) rovnic a po£tu neznámých.
Máme-li soustavu s n neznámými, °e²ení soustavy jsou uspo°ádané n-tice £ísel a prostor v²ech
°e²ení je podprostorem v a�nním prostoru v²ech moºných uspo°ádaných n-tic, tj. ve standardním
Rn. Rádi bychom se ujistili, ºe kaºdý a�nní podprostor lze vyjád°it tímto zp·sobem, tj. pomocí
soustavy lineárních rovnic vzhledem k vybranému a�nnímu repéru. Tady p°edstavíme rychlé
a abstraktní °e²ení tohoto problému, konkrétní návody najdete v odst. 5.5 a ve cvi£ení.

Uvaºujme libovolný a�nní podprostor B ⊆ A, ur£ený bodem B a zam¥°ením U =
−→
B ⊆

−→
A ,

B = B + U.

Z lineární algebry víme, ºe sou°adnice vektor· pat°ících do libovolného vektorového podprostoru
U tvo°í práv¥ °e²ení n¥jaké soustavy homogenních lineárních rovnic:/
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Obrázek 5.12: P°ímka p má vzhledem k nazna£ené sou°adné soustav¥ parametrické vy-
jád°ení [3t,−1 + 1.5t] a obecnou rovnici x− 2y = 2.

U = {x ∈ Rn | M · x = 0},

kde matice soustavy M je typu r×n, p°i£emº r je po£et rovnic a n = dimA je po£et neznámých.
Máme-li takto vyjád°eno zam¥°ení U =

−→
B , potom rovnicové (p°íp. obecné nebo neparamet-

rické) vyjád°ení podprostoru B vypadá následovn¥:

B = {x ∈ Rn | M · x = n},

kde sloupec n dostaneme dosazením sou°adnic libovolného bodu B ∈ B, tj.

n = M ·B.

Tak máme garantováno, ºe B je °e²ením této soustavy, a proto taky kaºdý jiný bod B + u ∈
B + U = B je jejím °e²ením. Tato soustava rozepsaná podrobn¥ji vypadá n¥jak takto:

B =


m11x1 + · · ·+m1nxn = n1

...

mr1x1 + · · ·+mrnxn = nr

 . (5.7)

kde mij jsou koe�cienty v matici M.
Je jasné, ºe jeden a týº podprostor m·ºe být vyjád°en mnoha r·znými (vºdy v²ak ekviva-

lentními) soustavami rovnic. Obvykle, nikoli v²ak samoz°ejm¥, jsou rovnice lineárn¥ nezávislé.
V takovém p°ípad¥ pot°ebujeme k explicitnímu vyjád°ení v²ech °e²ení soustavy n − r volných
parametr·, tzn. dimB = n− r. Celkem tak dostáváme následující tvrzení:

V¥ta. Podmnoºina B v a�nním podprostoru A dimenze n je a�nním podprostorem dimenze
k práv¥ tehdy, kdyº sou°adnice v²ech bod· pat°ících do B tvo°í mnoºinu v²ech °e²ení n¥jaké
soustavy n − k lineárn¥ nezávislých lineárních rovnic o n neznámých.

Speciáln¥, k vyjád°ení bodu je pot°eba n nezávislých rovnic a jednou rovnicí je popsána
nadrovina. Podprostor dimenze k lze vºdy chápat jako pr·nik n− k nadrovin. . .

5.5 Jak ur£it rovnicové vyjád°ení z parametrického?

Nejrychlej²í je samoz°ejm¥ výsledek uhodnout:
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Obrázek 5.13: A�nní podprostor dimenze k je pr·nikem n−k nadrovin (av²ak pr·nikem
n− k nadrovin nemusí být podprostor dimenze k).

Obrázek 5.14: N¥kolikeré vyjád°ení téºe p°ímky: p = ρ ∩ σ = ρ ∩ τ = τ ∩ υ. . .

(1) Je dáno parametrické vyjád°ení n¥jakého podprostoru B. Hledáme takovou lineární kombinaci
neznámých xi, která by sou£asn¥ eliminovala v²echny parametry tj . Výsledkem takové
kombinace je jen n¥jaká konstanta a máme první rovnici.

Pokud je dimB = k, pot°ebujeme tento krok opakovat (n − k)-krát, ov²em nezávisle na
p°edchozích krocích! Tato metoda se dá povaºovat za pouºitelnou pouze pro málorozm¥rné
podprostory, zejména pro p°ímky: eliminovat jeden parametr n − 1 nezávislými zp·soby je
vºdy moºné a snadné. . .

Pokud p°edchozí postup selhává, existují univerzální metody, jak rovnicové vyjád°ení vºdy najít;
zmíníme n¥kolik osv¥d£ených nápad·.

(2) Podle zd·vodn¥ní v¥ty 5.4 sta£í najít homogenní soustavu rovnic popisující zam¥°ení U =
−→
B .

Sta£í si tedy vzpomenout, jak se tento problém v algeb°e (algoritmicky) °e²il. . ./
Koe�cienty na pravé stran¥ soustavy (5.7) se pak snadno ur£í dosazením sou°adnic libovol-
ného bodu z B.

Parametrické vyjád°ení (5.6) podprostoru B, m·ºeme psát také jako
−−→
BX = t1u1 + · · ·+ tkuk,

kde p°edpokládáme, ºe sm¥rové vektory u1, . . . ,uk jsou lineárn¥ nezávislé. To, ºe bod X pat°í
do podprostoru B lze potom vyjád°it mnoha r·znými � navzájem ekvivalentními � zp·soby:/
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• Bod X pat°í do B ⇐⇒

• vektor
−−→
BX je lineární kombinací vektor· u1, . . . ,uk ⇐⇒

• vektory
−−→
BX,u1, . . . ,uk jsou lineárn¥ závislé ⇐⇒

• mezi vektory
−−→
BX,u1, . . . ,uk je práv¥ k nezávislých ⇐⇒

• hodnost matice tvo°ené sou°adnicemi vektor·
−−→
BX,u1, . . . ,uk vzhledem k n¥jaké (libovolné)

bázi je práv¥ k ⇐⇒

• v²echny subdeterminanty °ádu k + 1 vybrané z této matice jsou nulové.

Tyto ekvivalence motivují následující dva návody:

(3) Vytvo°íme po sloupcích matici ze sou°adnic vektor·
−−→
BX,u1, . . . ,uk vzhledem k n¥jaké bázi

(matice má n °ádk· a k+1 sloupc·, jenom v prvním sloupci se objevují neznámé). �ádkovými
úpravami upravíme matici do schodovitého tvaru, kde hodnost matice interpretujeme jako
po£et nenulových °ádk·, a ten má být k. Práv¥ n−k posledních °ádk· má tedy být nulových,
coº dává soustavu n− k lineárních rovnic, které by automaticky m¥ly být nezávislé.

(4) Z matice tvo°ené sou°adnicemi vektor·
−−→
BX,u1, . . . ,uk vybíráme submatice °ádu k + 1,

spo£ítáme determinanty a tyto poloºíme rovny 0. Dostáváme soustavu lineárních rovnic,
z nichº m·ºeme podle libosti vybrat n− k nezávislých.

Uvedené my²lenky lze vºdy realizovat r·znými zp·soby, coº m·ºe vést k r·zným zápis·m,
které doporu£ujeme navzájem porovnat, viz nap°. [HoJa, str. 26].

Postup zmi¬ovaný v (4) je vhodný zejména v p°ípadech podprostor· malé kodimenze. Zejména,
je-li popisovaný podprostor nadrovina, tj. k = n − 1, je matice zmi¬ovaná v (4) £tvercová °ádu
n = k + 1. Rovnice nadroviny je tedy ur£ena determinantem celé této matice.

5.6 R·zná dal²í vyjád°ení

�asto lze potkat vyjád°ení a�nních podprostor·, jeº vypadají odli²n¥ od vý²e uvedených. A´ uº
vypadají jakkoli, vºdy jsou ekvivalentní n¥kterému z d°íve diskutovaných popis·. R·zná vyjá-
d°ení mají r·zné výhody, pro p°edstavu uvádíme b¥ºn¥ pouºívaná rovnicová vyjád°ení p°ímky
v rovin¥ (viz obr. 5.15):

• obecná rovnice: ax+ by + c = 0,

• sm¥rnicová rovnice: y = kx+ q,

• úseková rovnice: xp + y
q = 1.

Sm¥rnicovou ani úsekovou rovnicí nelze popsat v²echny p°ímky v rovin¥; konkretizujte tato ome-
zení. Uvedená vyjád°ení a jejich interpretace mají z°ejmé analogie pro roviny v prostoru, p°íp. /
nadroviny v prostoru obecné dimenze. . .
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Obrázek 5.15: [Rek] Interpretace konstant z r·zných rovnicových vyjád°ení p°ímky v ro-
vin¥; ke druhému obrázku je t°eba doplnit k = tanϕ.

5.7 Cvi£ení
/

(1) Vzhledem k n¥jakému a�nnímu repéru v n¥jakém trojrozm¥rném a�nním prostoru jsou dány
body:

A = [1, 1, 0], B = [4, 1, 3], C = [1, 0, 1].

Ur£ete dimenzi a rovnicové vyjád°ení a�nního obalu mnoºiny {A}, {A,B}, resp. {A,B,C}.

(2) Je dáno parametrické vyjád°ení a�nního podprostoru B ⊂ R4:

x1 = 3t1 − 5t2 − 2t3, x2 = 1 + t2 + t3, x3 = 4− t1 + t2, x4 = 5,

kde t1, t2, t3 ∈ R. Ur£ete dimenzi B a najd¥te n¥jaké jiné parametrické vyjád°ení tohoto
podprostoru. Dále ukaºte, ºe soustavou lineárních rovnic

{x1 + 2x2 + 3x3 = 0, x4 = 0}

je popsáno zam¥°ení
−→
B a najd¥te aspo¬ t°i r·zná rovnicová vyjád°ení podprostoru B.

(3) Vyzkou²ejte v²echny návody ur£ení rovnicového vyjád°ení, jeº jsou uvedeny v odst. 5.5, nap°.
na podprostorech z p°edchozích úloh. Porovnejte výsledná vyjád°ení.

(4) V²imn¥te si, ºe nikde neklademe otázku

• �Jak najít parametrické vyjád°ení z rovnicového?�

Zformulujte n¥jakou vlastní odpov¥¤ a dopl¬te vhodný p°íklad.

(5) Ukaºte, ºe p°ímka v prostoru obecné dimenze procházející body A = [a1, a2, . . . ] a B =
[b1, b2, . . . ] má rovnicové vyjád°ení

x1 − a1
b1 − a1

=
x2 − a2
b2 − a2

= . . . .

6 Vzájemné polohy podprostor· a n¥které polohové úlohy

6.1 Pomocná tvrzení

P°ed tím, neº se za£neme zabývat vzájemnými polohami a�nních podprostor·, zformulujeme
n¥kolik jednoduchých, ale uºite£ných tvrzení, na která se budeme opakovan¥ odkazovat.
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(1) Jak pro a�nní podprostory B, C ⊆ A, tak pro jejich zam¥°ení
−→
B ,
−→
C ⊆

−→
A , p°ímo s de�nicí

vyplývá, ºe:

B ⊆ C ⇐⇒ B ∩ C = B ⇐⇒ B + C = C, resp.
−→
B ⊆

−→
C ⇐⇒

−→
B ∩
−→
C =

−→
B ⇐⇒

−→
B +

−→
C =

−→
C .

(2) Vztah mezi sou£tem a pr·nikem a�nních podprostor· jsme diskutovali v odst. 4.3, a to s
následujícím záv¥rem:

B ∩ C 6= ∅ ⇐⇒
−−→
BC ∈

−→
B +

−→
C .

(3) Z lineární algebry p°ipomínáme, ºe dimenze pr·niku a sou£tu vektorových podprostor· jsou
spolu úzce svázány, a to následujícím zp·sobem: /

dim(
−→
B ∩
−→
C ) + dim(

−→
B +

−→
C ) = dim

−→
B + dim

−→
C . (6.8)

6.2 Vzájemné polohy a�nních podprostor·

Incidence a r·znob¥ºnost jsou mnoºinové pojmy, a�nní strukturu pot°ebujeme zejména k pojmu
rovnob¥ºnosti. První post°ehy k obecné de�nici rovnob¥ºnosti jsme m¥li jiº v odst. 4.3.

De�nice. A�nní podprostory B a C v a�nním prostoru A jsou:

• incidentní, pokud jeden je podmnoºinou druhého, tj. B ⊆ C nebo C ⊆ B,

• r·znob¥ºné, pokud nejsou incidentní a mají neprázdný pr·nik,

• rovnob¥ºné, pokud jejich zam¥°ení jsou incidentní, tj.
−→
B ⊆

−→
C nebo

−→
C ⊆

−→
B ,

• mimob¥ºné, pokud nejsou incidentní, ani r·znob¥ºné, ani rovnob¥ºné.

Takto de�nované pojmy vymezující vzájemnou polohu podprostor· jsou tém¥° komplemen-
tární; jedinou výjimkou je

• incidentní =⇒ rovnob¥ºné.

Chceme-li tento p°ípad vylou£it, budeme uvaºovat

• rovnob¥ºné r·zné, coº znamená rovnob¥ºné, ale ne incidentní.

Poznámky

Mimob¥ºné podprostory, jejichº zam¥°ení mají netriviální pr·nik, se n¥kdy nazývají £áste£n¥
rovnob¥ºné. V a�nních prostorech dimenze ≤ 3 £áste£n¥ rovnob¥ºné prostory nejsou.

Vzájemná poloha a�nních podprostor· �nezávisí� na okolním prostoru A. Tím myslíme, ºe
pokud jsou podprostory B, C ⊆ A v n¥jaké vzájemné poloze a A′ ⊇ A je libovolný nadprostor,
potom je vzájemná poloha podprostor· B, C ⊆ A′ tatáº. Tro²i£ku obecn¥ji m·ºeme prohlásit: /
• Vzájemná poloha a�nních podprostor· se nem¥ní p°i injektivních a�nních zobrazeních.

Jako obvykle, s kaºdým zobecn¥ním se objevují jisté podivnosti. P°ímo z de�nice nap°. plyne
následující tvrzení, které nás zpravidla moc zajímat nebude, ale m¥li bychom si ho být dob°e
v¥domi: /
• Pokud je B ⊆ A triviální podprostor (tj. bod nebo celý prostor A), potom B je rovnob¥ºný
s libovolným jiným podprostorem C ⊆ A.
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Obrázek 6.16: Vzájemné polohy a�nních podprostor·.

Dal²í obecná pozorování

Mimob¥ºné podprostory v a�nním prostoru dimenze ≤ 2 nejsou; v trojrozm¥rném prostoru to
mohou být jedin¥ p°ímky, tedy podprostory kodimenze 2. Toto pozorování je zobecn¥no v £ásti
(2) následující v¥ty.

Odtud plyne, ºe nadroviny v obecném a�nním prostoru nejsou nikdy mimob¥ºné s ºádným
jiným podprostorem. Pokud jsou zrovna r·znob¥ºné, okamºit¥ víme, jaká musí být dimenze
pr·niku, viz £ást (3).

Do série je²t¥ za°azujeme poznatek (1); a�nní podprostory, jejichº zam¥°ení jsou komplemen-
tární nazýváme taky komplementární, p°íp. °íkáme, ºe jeden je dopl¬kem druhého.

V¥ta. Pro libovolné a�nní podprostory B, C ⊆ A platí:

(1) Pokud jsou vektorové podprostory
−→
B ,
−→
C ⊆

−→
A komplementární, pak B a C se protínají

v bod¥.

(2) Pokud jsou podprostory B a C mimob¥ºné, pak kaºdý z nich má dimenzi men²í nebo
rovnu dimA− 2 (a v¥t²í nebo rovnu 1).

(3) Pokud je C nadrovina a B a C jsou r·znob¥ºné, pak dim(B ∩ C) = dimB − 1.

V²echna t°i tvrzení plynou p°ímo z de�nic, rovnosti (6.8) a v¥ty 4.3 � najd¥te si n¥jaká jejich
zd·vodn¥ní. . . 3/

6.3 Jak ur£it vzájemnou polohu podprostor·?

Optimální odpov¥¤ závisí na konkrétním zadání úlohy. Nejp°irozen¥j²í je asi rovnou za£ít s hledá-
ním spole£ných bod·, resp. sm¥r· daných podprostor·, tzn. s vyjád°ením pr·niku, resp. pr·niku

3Viz nap°. str. 135 pro inspiraci.
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zam¥°ení. Odtud lze vºdy rozhodnout, jaká je jejich vzájemná poloha. Dále si v²imneme, ºe k ur-
£ení vzájemné polohy sta£í znát pouze dimenze vhodných podprostor· a nikoli podprostory
jako takové. Pro úplnost je²t¥ doplníme charakterizaci pomocí sou£t·.

Pr·nik

Vzájemnou polohu podprostor· B, C ⊆ A je vºdy moºné jednozna£n¥ ur£it podle jejich pr·niku
B∩C a pr·niku zam¥°ení

−→
B ∩
−→
C (uv¥domte si, ºe pokud B∩C 6= ∅, pak nap°. B ⊆ C je ekvivalentní

s
−→
B ⊆

−→
C ):

• B ∩ C 6= ∅:

�
−→
B ∩
−→
C =

−→
B nebo

−→
C ⇐⇒ incidentní,

�
−→
B ∩
−→
C 6=

−→
B ani

−→
C ⇐⇒ r·znob¥ºné,

• B ∩ C = ∅:

�
−→
B ∩
−→
C =

−→
B nebo

−→
C ⇐⇒ rovnob¥ºné r·zné,

�
−→
B ∩
−→
C 6=

−→
B ani

−→
C ⇐⇒ mimob¥ºné.

Bez ohledu na zp·sob vyjád°ení daných podprostor· (parametricky/rovnicemi) v¥t²inou pot°e-
bujeme k ur£ení jejich pr·niku, reps. pr·niku jejich zam¥°ení, °e²it soustavu lineárních rovnic.
Po obvyklých úpravách (myslíme ekvivalentní úpravy vedoucí ke schodovitému tvaru) postupn¥
pozorujeme:

(1) zda je soustava °e²itelná nebo ne (tj. zda je pr·nik neprázdný nebo prázdný),

(2) pokud je °e²itelná, tak podle po£tu nezávislých rovnic a po£tu neznámých usuzujeme, kolik
budeme pot°ebovat volných parametr· k explicitnímu vyjád°ení °e²ení (tj. jaká bude dimenze
pr·niku),

(3) pokud je soustava °e²itelná, tak ji do°e²íme a vyjád°íme °e²ení (tj. popí²eme explicitn¥ pr·-
nik).

Uv¥domte si, ºe po£ítání pr·niku B∩C a pr·niku zam¥°ení
−→
B ∩
−→
C lze vºdy realizovat sou£asn¥:

máme-li soustavu lineárních rovnic odpovídající B ∩ C, pak soustava popisující
−→
B ∩
−→
C je práv¥ /

p°edchozí soustava, akorát homogenizovaná (tzn. na pravé stran¥ jsou nuly)!
Z uvedeného je také patrné, ºe k ur£ení vzájemné polohy podprostor· úpln¥ sta£í absolvovat

krok (2), kdy známe dimenzi pr·niku, resp. pr·niku zam¥°ení. Krok (3) je nutné dopo£ítat v p°í-
pad¥, ºe nás krom¥ vzájemné polohy zajímají také spole£né body/sm¥ry daných podprostor·.

Sou£et

Vzhledem k úvodním rozvahám m·ºe být p°edchozí charakterizace vzájemných poloh podpro-
stor· p°epsána také následovn¥:

•
−−→
BC ∈

−→
B +

−→
C :

�
−→
B +

−→
C =

−→
C nebo

−→
B ⇐⇒ incidentní,

�
−→
B +

−→
C 6=

−→
C ani

−→
B ⇐⇒ r·znob¥ºné,

•
−−→
BC 6∈

−→
B +

−→
C :
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�
−→
B +

−→
C =

−→
C nebo

−→
B ⇐⇒ rovnob¥ºné r·zné,

�
−→
B +

−→
C 6=

−→
C ani

−→
B ⇐⇒ mimob¥ºné.

Odtud plyne následující zp·sob ur£ení vzájemné polohy podprostor·, který je vhodný asi
hlavn¥ v p°ípad¥, kdy jsou oba podprostory zadány parametricky:

B = B + 〈u1, . . . 〉 a C = C + 〈v1, . . . 〉.

Sestavíme matici ze sou°adnic generujících vektor· u1, . . . ,v1, . . . , kterou je²t¥ roz²í°íme o vektor−−→
BC. Po obvyklých úpravách � p°i kterých ov²em nesmíme míchat se sloupcem/°ádkem, který
p·vodn¥ obsahoval

−−→
BC � postupn¥ ur£íme:

(1) jaká je hodnost matice sestavené z generujících vektor· (tj. jaká je dimenze sou£tu
−→
B +
−→
C ),

(2) zda je hodnost matice roz²í°ené stejná nebo v¥t²í (tj. zda se a�nní podprostory protínají £i
nikoli).

Poznámky

Uv¥domte si, ºe práv¥ uvedený návod je pouze jinou interpretací návodu p°edchozího: Matice,
se kterou tady pracujeme, je (aº na formu zápisu a n¥jaká znaménka) totoºná s maticí soustavy
pro po£ítání pr·niku, jiº jsme zmi¬ovali vý²e. P°itom pojem hodnosti matice nezávisí na tom,
zda matici £teme po sloupcích nebo po °ádcích! Navíc, porovnáme-li krok (2) u tohoto návodu
z krokem (1) návodu p°edchozího, nem·ºeme si nevzpomenout na Frobeniovu v¥tu o °e²itelnosti
soustavy lineárních rovnic. Tato na²e pozorování p°edstavují alternativní (sou°adnicový) d·kaz/
v¥ty 4.3.

Na rozdíl od p°edchozího návodu, nemusí být na první pohled patrné, jaké jsou spole£né
body/sm¥ry daných podprostor·. Tyto lze sice vºdycky z jednotlivých úprav zrekonstruovat, ale
nemusí se jednat o nejp°íjemn¥j²í po£ítání. V p°ípad¥, ºe se ptáme na spole£né body/sm¥ry, je
proto asi vhodn¥j²í rovnou za£ít po£ítat pr·niky.

Záv¥r

V obou uvedených metodách jsme si v²imli, ºe k ur£ení vzájemné polohy nám sta£í pracovat
toliko s dimenzemi (p°íp. hodnostmi odpovídajících matic) a nikoli podprostory jako takovými.
Obecn¥ platí

dim(
−−−→
B + C) = dim(

−→
B +

−→
C +

−−→
BC) ≥ dim(

−→
B +

−→
C ) ≥ max{dim

−→
B ,dim

−→
C }.

Pokud kv·li stru£nosti ozna£íme tato t°i £ísla tak, ºe o ≥ n ≥ m, pak p°edchozí charakterizace
vzájemných poloh a�nních podprostor· vypadá následovn¥:

V¥ta. A�nní podprostory B a C jsou

• incidentní ⇐⇒ o = n = m,

• r·znob¥ºné ⇐⇒ o = n > m,

• rovnob¥ºné r·zné ⇐⇒ o > n = m,

• mimob¥ºné ⇐⇒ o > n > m.
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D·kaz. První nerovnost je rovností, práv¥ kdyº
−−→
BC ∈

−→
B +
−→
C , neboli B∩C 6= ∅. Druhá nerovnost

je rovností, práv¥ kdyº
−→
B ⊆

−→
C nebo

−→
C ⊆

−→
B , tj. práv¥ kdyº B a C jsou rovnob¥ºné. Postupným

rozborem v²ech moºností vy£erpáme v²echny moºné vzájemné polohy. . .

Pro podprostory eukleidovského prostoru odvodíme je²t¥ jinou charakterizaci vzájemných
poloh (související s jejich vzdáleností), viz v¥tu 11.3 na str. 82.

6.4 P°í£ky

Pokud jsme kdy mluvili o p°í£kách, pak výhradn¥ o p°í£kách mimob¥ºných p°ímek. Obecn¥ se
p°í£kou dvou a�nních podprostor· B, C ⊆ A myslí jakákoli p°ímka, která je s B i C r·znob¥ºná.
Pro netriviální podprostory existuje vºdy nekone£n¥ hodn¥ p°í£ek, viz obr. 6.17. P°í£ka bývá (ale

Obrázek 6.17: [LiSch] Ke dv¥ma mimob¥ºkám existuje ∞2 r·zných p°í£ek.

nemusí být!) jednozna£n¥ ur£ena n¥jakou dodate£nou podmínkou, nap°.

• aby procházela daným bodem,

• aby m¥la daný sm¥r,

• apod.

To jestli taková p°í£ka existuje, p°íp. zda je ur£ena jednozna£n¥, závisí na vzájemných polohách
zadaných podprostor· a oné dodate£né podmínky. . .

Um¥ní konstrukce p°í£ek má velmi uºite£ná uplatn¥ní v technické praxi, viz nap°. obr. 6.18
nebo [Ma].

Jak ur£it p°í£ku dvou podprostor·?

Pro dané podprostory B, C ⊆ A a danou dodate£nou podmínku je moºné p°í£ku ur£it nejmén¥
dvojím zp·sobem:
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(a) Uváºíme nejmen²í a�nní podprostor B′, resp. C′, ur£ený podprostorem B, resp. C, a danou
podmínkou; hledaná p°í£ka je potom obsaºena v pr·niku B′ ∩ C′.
P°í£ka existuje, pokud je pr·nik B′∩C′ neprázdný a jeho dimenze je aspo¬ 1; p°í£ka je jediná,
pokud je dimenze B′ ∩ C′ práv¥ 1.

(b) Uváºíme obecné body B ∈ B a C ∈ C a jimi ur£enou p°ímku B+C; ptáme se, pro které B a
C je spln¥na daná dodate£ná podmínka, coº nás p°ivádí k soustav¥ rovnic, kterou následn¥
°e²íme.

P°í£ka existuje, pokud je tato soustava °e²itelná; p°í£ka je jediná, pokud má soustava jediné
°e²ení.

Konkrétní provedení obou t¥chto postup· lze najít v [Sek, HoJa], viz téº následující cvi£ení. . .

Poznámky

V eukleidovských prostorech budeme hledat p°í£ky, které jsou nejkrat²í moºné. Takové p°í£ky
se jmenují osy a � na rozdíl od obecných p°í£ek � libovolné dva podprostory mají (aspo¬
jednu) osu. Um¥ní ur£ení osy má velmi uºite£né uplatn¥ní p°i m¥°ení vzdáleností podprostor·,
viz odst. 11.1.

Obrázek 6.18: [Ma] Krov hradní v¥ºe ve �tramberku: krokve krovu jsou p°í£ky mimob¥º-
ných p°ímek a a b sestrojené z n¥kolika bod· na kruhové podezdívce k.

6.5 Cvi£ení
/

(1) Ur£ete vzájemnou polohu a�nních podprostor· B, C ⊂ R4,

B = {[1, 2, 0, 0] + t(0, 0, 1, 1)}, C = {[−1, 0, 2, 0] + s1(−1, 0, 2, 1) + s2(1, 0,−1, 0)},

kde t, s1, s2 ∈ R, p°íp. ur£ete jejich spole£né body a sm¥ry.

(2) Pozm¥¬te vhodn¥ zadání v p°edchozích úlohách tak, abyste vy£erpali zbývající moºné vzá-
jemné polohy.
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(3) Uvaºte t°i p°ímky v R3:

p1 = {[1 + t1, 1, t1]}, p2 = {[1 + t2,−1,−t2]}, p3 = {[0, t3, t3]}.

Ukaºte, ºe tyto p°ímky jsou navzájem mimob¥ºné, a °e²te následující úlohy:

• ur£ete p°í£ku p1 a p2, která prochází bodem B = [0, 0, 0],
• ur£ete p°í£ku p1 a p2, která prochází obecným bodem na p3,
• p°edstavte si v²echny spole£né p°í£ky t¥chto t°í mimob¥ºek.

(4) Pro tutéº trojici p°ímek °e²te následující:

• ur£ete p°í£ku p1 a p2, která má sm¥r u = (1, 1, 0),
• ur£ete jinou p°í£ku p1 a p2, která je rovnob¥ºná s rovinou ρ = {x− y = 0},
• p°edstavte si v²echny p°í£ky p1 a p2, které jsou rovnob¥ºné s touto rovinou.

7 Uspo°ádání na p°ímce, konvexní mnoºiny, barycentrické

sou°adnice a dal²í

Body na a�nní p°ímce p = A + B jsou jednozna£n¥ ur£eny hodnotami t ∈ R z parametrického
vyjád°ení

p°ímka AB = {A+ t
−−→
AB | t ∈ R}. (7.9)

V této °e£i je velmi snadné vymezit ledajaké podmnoºiny p°ímky AB jako nap°.

polop°ímka AB = {A+ t
−−→
AB | t ≥ 0},

úse£ka AB = {A+ t
−−→
AB | t ∈ [0, 1]}.

(7.10)

V následujících odstavcích tyto post°ehy trochu rozvineme a zobecníme. . .

7.1 Relace uspo°ádání a mezi, úse£ka

Úvodní bijekci mezi body na p°ímce p = A + B a reálnými £ísly t ∈ R jsme v odst. 5.1 inter-
pretovali jako sou°adnice bodu X ∈ p vzhledem k a�nnímu repéru (A;u =

−−→
AB) na p. P°irozené

uspo°ádání reálných £ísel nyní indukuje relaci uspo°ádání pro body na p°ímce p:

De�nice. Pro body na a�nní p°ímce C,D ∈ p a jejich sou°adnice c, d ∈ R � vzhledem
k n¥jakému a�nnímu repéru na p � de�nujeme �C ≤ D� , pokud c ≤ d.

Uv¥domte si, ºe toto uspo°ádání závisí pouze na orientaci bázového vektoru u a nikoli na vektoru
jako takovém. /

Nezávisle na jakýchkoli volbách umíme de�novat relaci �mezi� pro trojice bod· na a�nní
p°ímce; prvním odvozeným pojmem je pojem úse£ky:

De�nice. Bod E leºí mezi body C a D, pokud E leºí na p°ímce p = C+D a �C < E < D�
vzhledem k n¥jakému a�nnímu repéru na p.

Úse£ka CD je mnoºina v²ech bod·, které leºí mezi C a D, dopln¥ná o krajní body C a D.
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Obrázek 7.19: B = A+
−−→
AB, C = A−

−−→
AB, D = A+ 1

3

−−→
AB, . . .

Pro porovnání uvádíme n¥kolik ekvivalentních formulací: /
• Bod E leºí mezi body C a D ⇐⇒

• vektory
−−→
CE a

−−→
DE jsou opa£n¥ orientované ⇐⇒

• d¥licí pom¥r4 trojice bod· (C,D,E) je záporný.

V eukleidovských prostorech umíme doplnit je²t¥ charakterizaci pomocí vzdáleností bod·, viz
odst. 9.1.

Pojem úse£ky hraje klí£ovou roli v de�nicích mnoha dal²ích geometrických objekt·, z nichº
n¥které p°edstavujeme v následujících odstavcích. . .

7.2 Poloprostory, úhly, konvexní mnoºiny

Dal²ím d·leºitým souvisejícím pojmem je pojem poloprostoru: Bod rozd¥luje p°ímku na dv¥
polop°ímky, p°ímka rozd¥luje rovinu na dv¥ poloroviny a rovina rozd¥luje trojrozm¥rný prostor
na dva poloprostory. Podobn¥, nadrovina rozd¥luje obecný a�nní prostor na dva poloprostory:

De�nice. Dva body A a B v a�nním prostoru A jsou odd¥lovány nadrovinou C, pokud A
ani B neleºí v C a úse£ka AB má s nadrovinou C spole£ný práv¥ jeden vnit°ní bod.

(A�nní) poloprostor v A vymezený nadrovinou C je charakterizován tím, ºe ºádné dva
jeho body nejsou nadrovinou C odd¥lovány.

Poloprostory vymezené nadrovinou C jsou dva a jejich pr·nikem je práv¥ C.

Obrázek 7.20: Body A,B jsou odd¥lovány nadrovinou C ⊂ A, body A,C nikoli; body
B,C pat°í do jednoho poloprostoru, body A,C,D do druhého.

Pr·nikem dvou polorovin v a�nní rovin¥ (takových, ºe jejich hrani£ní p°ímky jsou r·zno-
b¥ºné), je úhel . Pokud uvaºujeme více polorovin, pak jejich pr·nikem m·ºe vzniknout ledacos
(nap°. mnohoúhelník), v kaºdém p°ípad¥ to v²ak bude konvexní mnoºina:

4Viz de�nici na str. 18.
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De�nice. Podmnoºina M v a�nním prostoru A je konvexní, pokud pro libovolné r·zné
body B,C ∈M platí, ºe také celá úse£ka BC pat°í do M .

Konvexní mnoºiny v A jist¥ jsou: celé A, v²echny a�nní podprostory (tzn. i body), úse£ky,
poloprostory a mnoho dal²ích. . . 5

Obrázek 7.21: Mnoºina K je konvexní, mnoºina R nikoli.

Pr·nikem konvexních podmnoºin v A je op¥t konvexní mnoºina; sjednocení samoz°ejm¥ ni-
koli:

De�nice. Konvexní obal podmnoºiny M ⊆ A je nejmen²í konvexní mnoºina, která obsa-
huje M .

Konvexní obal k + 1 bod· v obecné poloze se nazývá k-rozm¥rný simplex.

Konvexním obalem kone£né mnoºiny bod· (v libovolné poloze) m·ºe být konvexní mnohost¥n,
p°íp. konvexní mnohoúhelník, úse£ka nebo bod. Bod, resp. úse£ka je 0-, resp. 1-rozm¥rným sim-
plexem; 2-rozm¥rný simplex není nic jiného neº trojúhelník, 3-rozm¥rný simplex je £ty°st¥n,
neboli trojboký jehlan.

Obrázek 7.22: Mnoºina Q je konvexním obalem mnoºiny R.

K analytickému vyjád°ení poloprostoru a konvexního obalu kone£né mnoºiny bod· se dosta-
neme za chvíli. . .

7.3 T¥ºi²t¥, barycentrické sou°adnice a dal²í

V (7.9), resp. (7.10) je analytické vyjád°ení p°ímky, polop°ímky, resp. úse£ky ur£ené body A a
B. Jako obvykle, jednu a touº v¥c lze vyjád°it r·znými zp·soby, nad nimiº se nyní zamyslíme a
záhy zobecníme. V²echny následující úvahy se odehrávají v obecném a�nním prostoru A.

5Mimo jiné také prázdná mnoºina je podle de�nice konvexní.
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Úvodní post°ehy

Nap°. st°ed úse£ky AB m·ºeme vyjád°it jako S = A+ 1
2

−−→
AB nebo S = B + 1

2

−−→
BA, ale taky jako

S = P + 1
2

−→
PA+ 1

2

−−→
PB, kde P je úpln¥ libovolný bod (a´ na p°ímce AB nebo v okolním prostoru)!

Pokud úse£ku AB chápeme jako páku (na jejichº ramenech p·sobí stejné síly), potom st°ed S
je bod, v n¥mº je t°eba páku AB podep°ít, aby byla v rovnováze. Pokud uvaºujeme body A a
B jako hmotné body se stejnými (kladnými) hmotnostmi, potom st°ed S je t¥ºi²t¥m hmotné
soustavy sestávající práv¥ z t¥chto dvou bod·.

Obecn¥ji, kaºdý bod X na p°ímce AB lze pomocí parametru t ∈ R vyjád°it (vzájemn¥
jednozna£n¥) jako

X = A+ t
−−→
AB, resp. X = B + (1− t)

−−→
BA; (7.11)

vztah mezi t¥mito dv¥ma vyjád°eními je skryt v rovnosti B = A+
−−→
AB. Dále, pro zcela libovolný

bod P ∈ A z°ejm¥ platí A = P +
−→
PA, B = P +

−−→
PB a

−−→
AB =

−−→
PB −

−→
PA. Dosazením do (7.11)

dostáváme/
X = P + (1− t)

−→
PA+ t

−−→
PB. (7.12)

Pro kontrolu si m·ºeme v²imnout, ºe levou, resp. pravou rovnost v (7.11) dostaneme dosazením
P = A, resp. P = B do (7.12). Pokud tamtéº dosadíme P = X, dostáváme

(1− t)
−−→
XA+ t

−−→
XB = o.

Tuto rovnost m·ºeme interpretovat jako rovnováhu na páce AB podep°ené v bod¥ X, p°i£emº
síly p·sobící v koncových bodech A a B odpovídají koe�cient·m u p°íslu²ných vektor·. Jiná

Obrázek 7.23: X = A+ 3
2

−−→
AB ⇐⇒ X = P − 1

2

−→
PA+ 3

2

−−→
PB ⇐⇒ − 1

2

−−→
XA+ 3

2

−−→
XB = o

interpretace téhoº je taková, ºe bod X je t¥ºi²t¥m hmotné soustavy sestávající z bod· A a B,
v nichº jsou soust°ed¥ny (ne nutn¥ kladné) hmotnosti tA = 1 − t a tB = t.6 Pov²imn¥te si, ºe
tA + tB = 1.

Naopak, jsou-li v bodech A a B soust°ed¥ny váhy mA a mB a X je t¥ºi²t¥m této hmotné
soustavy, potom platí

mA
−−→
XA+mB

−−→
XB = o. (7.13)

Obdobnými úpravami jako vý²e (
−−→
XA =

−−→
XP +

−→
PA apod.) zji²´ujeme, ºe pro libovolný bod P ∈ A

platí/
(mA +mB)

−−→
XP +mA

−→
PA+mB

−−→
PB = o.

Odtud vidíme, ºe t¥ºi²t¥ existuje (a je jediné) práv¥ tehdy, kdyº sou£et vahmA+mB je nenulový.
V takovém p°ípad¥ m·ºeme tento bod vyjád°it jako

X = P + tA
−→
PA+ tB

−−→
PB, kde tA =

mA

mA +mB
a tB =

mB

mA +mB
. (7.14)

6Kv·li p°ípadnému neºádoucímu kon�iktu se zaºitými p°edstavami budeme místo hmotnost °íkat váha.
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Pov²imn¥te si, ºe tA + tB = 1. Dosazením P = A, resp. P = B do (7.14) dostáváme obvyklé
vyjád°ení

X = A+ tB
−−→
AB, resp. X = B + tA

−−→
BA.

Vzhledem k tomu, ºe rovnost (7.14) (resp. (7.12)) nezávisí na volb¥ bodu P ∈ A, budeme
totéº psát stru£n¥ji jako

�X = tAA+ tBB � , kde tA + tB = 1.

Z uvedeného je z°ejmé, ºe charakterizace z (7.9) a (7.10) umíme nyní vyjád°it takto: /
p°ímka AB = {�tAA+ tBB � | tA + tB = 1},

polop°ímka AB = {�tAA+ tBB � | tA + tB = 1 a tB ≥ 0},
úse£ka AB = {�tAA+ tBB � | tA + tB = 1 a tA ≥ 0 a tB ≥ 0}.

Obecn¥j²í post°ehy

Analogické úvahy m·ºeme bez v¥t²ích problém· vést pro t°i a více bod·. Zde v²ak bude pod-
statné, zda uvaºované body jsou £i nejsou v obecné poloze.7

Pro p°íklad za£n¥me se t°emi body A,B,C v alespo¬ dvourozm¥rném a�nním prostoru A.
Pokud jsou tyto body v obecné poloze (tzn. tvo°í vrcholy trojúhelníku), potom kaºdý bod X
v rovin¥ ABC lze pomocí parametr· t, s ∈ R vyjád°it nap°. takto:

X = A+ t
−−→
AB + s

−→
AC.

Pro zcela libovolný bod P ∈ A z°ejm¥ platí A = P +
−→
PA,

−−→
AB =

−−→
PB−

−→
PA atd., coº po dosazení

dává /
X = P + tA

−→
PA+ tB

−−→
PB + tC

−−→
PC, kde tA = 1− t− s, tB = t, tC = s.

Pov²imn¥te si, ºe tA + tB + tC = 1 a ºe korespondence mezi takovými trojicemi £ísel a body
v rovin¥ ABC je vzájemn¥ jednozna£ná. Podobn¥ jako vý²e budeme p°edchozí vyjád°ení
stru£n¥ji zapisovat jako

�X = tAA+ tBB + tCC � , kde tA + tB + tC = 1.

Pokud body A,B,C nejsou v obecné poloze (tzn. splývají nebo leºí na jedné p°ímce), potom
práv¥ popsaná korespondence jist¥ není vzájemn¥ jednozna£ná, viz obr. 7.24.

Obrázek 7.24: �X = − 1
2A+ 3

2B = 1
2B + 1

2C = 1
4A+ 3

4C �

V kaºdém p°ípad¥ v²ak lze bod X interpretovat jako t¥ºi²t¥ hmotné soustavy sestávající
z bod· A,B,C, v nichº jsou popo°ad¥ soust°ed¥ny váhy tA, tB , tC . To plyne z následujícího:
T¥ºi²t¥ T hmotné soustavy s vahami mA,mB ,mC v bodech A,B,C je totéº co t¥ºi²t¥ soustavy

7Dva body jsou v obecné poloze, práv¥ kdyº jsou r·zné; tento p°edpoklad byl v p°edchozím automaticky
spln¥n, proto jsme jej nepot°ebovali diskutovat.
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s vahami mA +mB ,mC v bodech R,C, kde R je t¥ºi²t¥ soustavy s vahami mA,mB v bodech
A,B. Bod R je podle (7.13) ur£en rovností

mA
−→
RA+mB

−−→
RB = o

a bod T je podle téhoº principu ur£en rovností

(mA +mB)
−→
TR+mC

−→
TC = o.

Z t¥chto dvou rovností vyplývá, ºe pro t¥ºi²t¥ T platí/
mA
−→
TA+mB

−→
TB +mC

−→
TC = o. (7.15)

Je-li sou£et vah mA + mB + mC nenulový, potom polohu t¥ºi²t¥ lze vyjád°it obdobn¥ jako v
(7.14), viz obr. 7.25. . .

Obrázek 7.25: �R = 3
4A+ 1

4B � a �T = 4
6R+ 2

6C � =⇒ �T = 3
6A+ 1

6B + 2
6C �

Pro body v obecné poloze navíc platí, ºe t¥ºi²t¥ hmotné soustavy se stejnými vahami ve v²ech
t°ech bodech je totéº jako t¥ºi²t¥ trojúhelníku ABC � jmenovit¥, bod �T = 1

3A+ 1
3B + 1

3C � .
To, ºe n¥co podobného neplatí obecn¥, je nazna£eno na obr. 7.26, viz téº jedno z následujících
cvi£ení. . .

Obrázek 7.26: [Be] T¥ºi²t¥ mnohoúhelníku obecn¥ není totéº co t¥ºi²t¥ bodové hmotné
soustavy se stejnými hmotnostmi ve vrcholech.

Z uvedeného vyplývá, ºe v tomto duchu je velmi snadné popsat n¥které objekty ur£ené t°emi
body v obecné poloze:/
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rovina ABC = { �tAA+ tBB + tCC � | tA + tB + tC = 1},
polorovina AB,C = {�tAA+ tBB + tCC � | tA + tB + tC = 1 a tC ≥ 0},
trojúhelník ABC = {�tAA+ tBB + tCC � | tA + tB + tC = 1 a tA, tB , tC ≥ 0},

kde polorovinou AB,C je my²lena polorovina vymezená p°ímkou AB a bodem C.

Obecné záv¥ry

Vzhledem k p°edchozí zevrubné p°íprav¥ m·ºeme být pom¥rn¥ stru£ní. Uvaºme k-tici bod·
A1, . . . , Ak ∈ A, které jsou v obecné poloze, a libovolný dal²í bod P ∈ A. Potom kaºdý bod
X z a�nního obalu mnoºiny {A1, . . . , Ak} lze jednozna£n¥ vyjád°it ve tvaru

X = P + t1
−−→
PA1 + · · ·+ tk

−−→
PAk, kde t1 + · · ·+ tk = 1, (7.16)

coº stru£n¥ji zapisujeme jako

�X = t1A1 + · · ·+ tkAk � , kde t1 + · · ·+ tk = 1. (7.17)

Vzhledem k stávajícímu zna£ení de�nujeme:

De�nice. Barycentické sou°adnice bodu X vzhledem ke k-tici bod· (A1, . . . , Ak) v obecné
poloze je k-tice £ísel (t1, . . . , tk) z (7.16), resp. (7.17).

Pokud body Ai nejsou v obecné poloze, potom koe�cienty ti nejsou ur£eny jednozna£n¥. . .

Bez ohledu na to, zda body Ai v obecné poloze jsou, £i nikoli, uvaºujme hmotnou soustavu
s vahami mi soust°ed¥nými v bodech Ai. Zobecn¥ní (7.13) a (7.15) je následující:

De�nice. Bod T je t¥ºi²t¥m hmotné soustavy s vahamim1, . . . ,mk soust°ed¥nými popo°ad¥
v bodech A1, . . . , Ak, pokud platí

m1
−−→
TA1 + · · ·+mk

−−→
TAk = o. (7.18)

Obdobnými úpravami jako vý²e � tedy dosazením
−−→
TAi =

−→
TP+

−−→
PAi do (7.18) atd. � dostáváme

následující tvrzení: /

V¥ta. T¥ºi²t¥ hmotné soustavy s vahami m1, . . . ,mk soust°ed¥nými popo°ad¥ v bodech
A1, . . . , Ak existuje, práv¥ kdyº je sou£et m1 + · · · + mk nenulový. V takovém p°ípad¥ je
poloha t¥ºi²t¥ ur£ena rovností (7.16), kde P ∈ A je libovolný bod a koe�cienty ti jsou rovny

ti =
mi

m1 + · · ·+mk
.

Uv¥domte si, ºe pokud t¥ºi²t¥ existuje, potom je jist¥ jediné (p°estoºe koe�cienty ti v (7.16)
nemusí být ur£eny jednozna£n¥).
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Pokud je sou£et vah m1 + · · ·+mk nulový, potom t¥ºi²t¥ neexistuje; nanejvý² m·ºeme °íct,
ºe leºí n¥kde v �nekone£nu� . P°edstavte si n¥jaký takový p°ípad. . . /

Pokud jsou v²echny váhy kladné, jist¥ je jejich sou£et nenulový. V takovém p°ípad¥ t¥ºi²t¥
vºdy existuje a bude leºet v konvexním obalu bod· Ai. Tento poznatek je obsahem druhé £ásti
následující v¥ty:

V¥ta. Pro body A1, . . . , Ak ∈ A platí:

• a�nním obalem mnoºiny {A1, . . . , Ak} je mnoºina

{�t1A1 + · · ·+ tkAk � | t1 + · · ·+ tk = 1},

• konvexním obalem mnoºiny {A1, . . . , Ak} je mnoºina

{�t1A1 + · · ·+ tkAk � | t1 + · · ·+ tk = 1 a t1, . . . , tk ≥ 0}.

Pokud jsou body A1, . . . , Ak−1 v obecné poloze, potom platí:

• poloprostor vymezený nadrovinou A1 + · · ·+Ak−1 a bodem Ak je mnoºina

{�t1A1 + · · ·+ tkAk � | t1 + · · ·+ tk = 1 a tk ≥ 0},

Zd·vodn¥ní v²ech t¥chto tvrzení je bu¤ p°ímo obsaºeno v p°edchozím textu, nebo je jeho bez-
prost°edním zobecn¥ním. . ./
7.4 D·leºité poznámky

(1) Relaci mezi, stejn¥ jako pojem úse£ky a dal²í odvozené pojmy lze de�novat rozli£nými zp·-
soby, které jsme bu¤ nezmi¬ovali v·bec, nebo jenom v poznámkách. Vý²e uvedenými formulacemi
zejména chceme zd·raznit, ºe v²echny tyto pojmy jsou výsostn¥ a�nní, tzn. ºe k jejich vymezení
nepot°ebujeme vzdálenosti bod· ani nic podobného! Jsou to tedy z°ejmé a�nní invarianty, takºe
následující tvrzení nepot°ebují ºádné dal²í komentá°e:

• A�nní zobrazení zobrazuje úse£ky na úse£ky nebo body.

• A�nní zobrazení zachovává konvexnost mnoºin.

• A�nní zobrazení zachovává t¥ºi²t¥ hmotných soustav.

Ve skute£nosti platí také opa£né tvrzení k posledn¥ zmi¬ovanému � celkem tak dostáváme
následující charakterizaci:

V¥ta. Zobrazení f : A → A′ je a�nní práv¥ tehdy, kdyº pro libovolné A1, . . . , Ak ∈ A a
t1, . . . , tk ∈ R takové, ºe t1 + · · ·+ tk = 1, platí:

f(�t1A1 + · · ·+ tkAk �) = �t1f(A1) + · · ·+ tkf(Ak)� . (7.19)
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D·kaz. Pot°ebujeme zd·vodnit implikaci zprava doleva, k £emuº posta£í p°edpoklad (7.19) pro
k = 2: Odtud plyne, ºe kolineární body se zobrazí na kolineární body (v²echny body tvaru
�X = t1A1 + t2A2 � pro A1 6= A2 tvo°í p°ímku). Navíc koe�cienty na obou stranách jsou stejné,
coº znamená, ºe zobrazení f zachová d¥licí pom¥r bod· na p°ímce (za p°edpokladu, ºe f(A1) 6=
f(A2)). To uº sta£í k tomu, aby zobrazení f bylo a�nní, viz úvod odst. 4.5. . .

(2) Pro po°ádek uvádíme p°esný vztah mezi barycentrickými sou°adnicemi bodu X na p°ímce
ur£ené body A a B a d¥licím pom¥rem této trojice bod· (viz de�nující rovnosti (7.17) na str. 41
a (4.3) na str. 18): /

(ABX) = d⇐⇒ �X =
1

1− d
A− d

1− d
B � .

(3) Rovnost (7.13) je vektorovým zápisem zákona páky ; úpravy p°ed (7.15), resp. obr. 7.25 jsou
ukázkou, tzv. principu redukce. Jedná se o dva základní axiómy pro úvahy o t¥ºi²tích, které
zformuloval a mistrn¥ uºíval jiº Archimédés. T¥ºi²t¥, resp. barycentrické sou°adnice mají velice
elegantní uplatn¥ní p°i °e²ení mnoha konkrétních úloh. Zajímavý úvod a ukázky lze najít nap°.
v [�]. . .

(4) V p°edchozím jsme diskutovali analytický popis trojúhelníku, resp. obecného simplexu, ja-
koºto konvexního obalu n¥kolika bod· v obecné poloze. Kaºdý trojúhelník je polovinou n¥jakého
rovnob¥ºníku; kaºdý simplex je £ástí n¥jakého rovnob¥ºnost¥nu. Vzhledem k tomu, ºe se s t¥mito
objekty budeme je²t¥ potýkat, doplníme n¥jaký jejich analytický popis.

Rovnob¥ºník je konvexní mnoºina, m·ºeme jej tedy chápat jako konvexní obal jeho £ty° vr-
chol· a odkázat se na p°edchozí popis. Kaºdý rovnob¥ºník je v²ak ur£en svými t°emi vrcholy, resp.
jedním vrcholem a dv¥ma vektory. V rovnob¥ºníku ABCD totiº platí

−−→
AB =

−−→
DC, ekvivalentn¥,−−→

BC =
−−→
AD. Nap°. vrchol D m·ºe být ur£en takto:

D = B +
−−→
BA+

−−→
BC = A+

−−→
BC = C +

−−→
BA = · · · , resp. �D = A−B + C � .

Odtud je vidno, ºe rovnob¥ºník ABCD je práv¥ £ástí roviny ABC, jeº m·ºe být popsána takto:

rovnob¥ºník ABCD = {B + s
−−→
BA+ r

−−→
BC | s, r ∈ [0, 1]}

= {�tAA+ tBB + tCC � | tA + tB + tC = 1 a tA, tC ≥ 0 a |tB | ≤ 1}.

Zobecn¥ní tohoto popisu pro obecný rovnob¥ºnost¥n necháváme £tená°i jako snadné cvi£ení. . . /

Obrázek 7.27: Rovnob¥ºník je ur£en bodem a dv¥ma vektory.
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7.5 Cvi£ení
/

(1) V a�nním prostoru R3 jsou dány body

A = [1, 1, 0], B = [4, 1, 3], C = [1, 0, 1], D = [0,−1, 1], E = [3, 0, 0].

Rozhodn¥te, zda:

• jsou bodu D a E odd¥lovány nadrovinou ρ = ABC,

• úse£ky AB a CD mají n¥jaký spole£ný bod.

(2) Rozhodn¥te, zda body A,B,C,D tvo°í vrcholy rovnob¥ºníku.

(3) Dokaºte, ºe body A,B,D,E jsou v obecné poloze, a:

• ur£ete barycentrické sou°adnice bodu C vzhledem k této £tve°ici bod·,

• rozhodn¥te, zda bod C pat°í do konvexního obalu bod· A,B, resp. A,B,D, resp.
A,B,D,E,

• ur£ete a�nní sou°adnice t¥ºi²t¥ £ty°st¥nu ABDE,

• ur£ete sou°adnice zbylých vrchol· a t¥ºi²t¥ n¥jakého rovnob¥ºnost¥nu, jehoº £ty°i vr-
choly jsou A,B,C,E,

• rozhodn¥te, zda bod D leºí uvnit° tohoto rovnob¥ºnost¥nu.

(4) Rozhodn¥te, zda podmnoºiny ze cvi£ení 4.4 jsou konvexní; pokud nejsou, popi²te jejich kon-
vexní obaly.

(5) K obrázku 7.21: Rozhodn¥te, zda obrys rohlíku m·ºe být obrazem kruºnice vzhledem k
n¥jakému a�nnímu zobrazení.

(6) Na obrázku 7.28 jsou stopy stojící osoby a vyzna£ený bod, který je pr·m¥tem t¥ºi²t¥ osoby
ve sm¥ru výslednice v²ech sil, které na ni p·sobí. Rozhodn¥te, zda je tato osoba bez jakékoli
dal²í opory stabilní.

Obrázek 7.28: Stopy

(7) K obrázku 7.26:

• sestrojte bod � 14x1 +
1
4x2 +

1
4x3 +

1
4x4 � a uv¥domte si, ºe ur£ování t¥ºi²t¥ bodové hmotné

soustavy je asociativní,

• sestrojte t¥ºi²t¥ £ty°úhelníku a rozhodn¥te, zda tento úkol náhodou nepat°í do jiné
kapitoly,
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• udejte p°íklad £ty°úhelníku, jehoº t¥ºi²t¥ splývá/nesplývá s bodem � 14x1 +
1
4x2 +

1
4x3 +

1
4x4 � .

(8) P°ipus´me na chvíli trojúhelník ABC v eukleidovské rovin¥: Vyjád°ete st°ed kruºnice vepsané
jakoºto t¥ºi²t¥ hmotné soustavy s hmotnostmi soust°ed¥nými ve vrcholech A,B,C.

(9) Pomocí vektorové algebry dokaºte n¥jaké tvrzení elementární a�nní geometrie (jako nap°.
Menelaovu v¥tu).

8 Projektivní geometrie

8.1 Úvod

V reálném ºivot¥, p°íp. v kurzu matematické analýzy nebo konstruk£ní geometrie jsme si mohli
v²imnout, jak je výhodné pracovat s nevlastními body, tj. s body v nekone£nu. Máme na mysli
r·zné limitní úvahy nebo aplikace rozli£ných zobrazení. Typické geometrické zobrazení, p°i n¥mº
se nevlastní body objevují v �kone£nu� , je st°edové promítání, neboli projekce. Jak uº názvosloví
napovídá, sblíºení s tímto zobrazením � a zejména s jeho vlastnostmi � bude vstupenkou do
sv¥ta projektivní geometrie. . .

Obrázek 8.29: St°edové promítání. . .

V obecném a�nním prostoru uvaºme st°edové promítání se st°edem S mezi n¥jakými dv¥ma
podprostory A a A′. Pokud vzájemná poloha t¥chto podprostor· a st°edu promítání není nijak
speci�cká (jako nap°. A ‖ A′), potom existuje podmnoºina v A, která nemá obraz, a podmno-
ºina v A′, která nemá vzor (na obr. 8.31, resp. 8.30 to je bod A′∞, resp. p°ímka p). Z tohoto
d·vodu nem·ºe být takové zobrazení a�nní (nebo´ vzor a obraz a�nního zobrazení jsou a�nní
podprostory). Na uvedených ilustracích je nea�nnost patrná také z toho, ºe obecné st°edové pro-
mítání nezachovává d¥licí pom¥ry kolineárních bod· a rovnob¥ºnost p°ímek. V kaºdém p°ípad¥
v²ak st°edové promítání zachovává kolinearitu bod·, coº je jedna ze dvou de�nujících vlast-
ností projektivních zobrazení. Druhou de�nující vlastností je invariantnost dvojpom¥ru (£tve°ic
kolineárních bod·). To, ºe se p°i st°edovém promítání zachovávají dvojpom¥ry, je obsahem tzv.
Pappovy v¥ty. . .

Obecné projektivní zobrazení operuje mezi obecnými projektivními prostory. Kaºdý projek-
tivní prostor lze vºdy chápat jako tzv. projektivní roz²í°ení n¥jakého a�nního prostoru A (které
budeme zna£it Ã), coº je roz²í°ení práv¥ o nevlastní body. Na tomto míst¥ si uv¥domme, ºe:

• Projektivní roz²í°ení a�nní p°ímky má práv¥ jeden nevlastní bod.
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Obrázek 8.30: P°i st°edovém promítání se st°edem S je obrazem p°ímky p ⊂ A nevlastní
p°ímka v A′.

Obrázek 8.31: Projektivní roz²í°ení a�nní p°ímky má jeden nevlastní bod.

Zd·vodn¥ní tohoto poznatku je následující, viz obr. 8.31:

Body na a�nní p°ímce Ai ∈ A jsou ve vzájemn¥ jednozna£né korespondenci s promítacími
paprsky ai = Ai + S. Kdyº se bod Ai vzdaluje do nekone£na, p°ímka ai konverguje k p°ímce,
která leºí v a�nní rovin¥ A+ S a neprotíná A, tedy k p°ímce, která je s A rovnob¥ºná. Protoºe
rovnob¥ºka k dané p°ímce daným bodem je jediná, má kaºdá p°ímka v a�nní rovin¥ jediný
nevlastní bod.

Projektivní p°ímka R̃ = R ∪ {∞} je tedy n¥co jiného neº roz²í°ená reálná osa (−∞,∞) =
R∪{−∞,∞}, jak ji známe z analýzy! Na rozdíl od p°ímky a�nní je projektivní p°ímka uzav°ená
� body na projektivní p°ímce tedy nelze uspo°ádat. Odtud plyne, ºe relace �mezi� a dal²í
odvozené pojmy � jako úse£ka, poloprostor, konvexní mnoºina � nemají v projektivní geome-
trii ºádný smysl. Stále se v²ak m·ºeme bavit o podprostorech, jejich pr·nicích a vzájemných
polohách, tedy v¥cech souvisejících s incidencemi: Libovolné dva body ur£ují p°ímku a kaºdé
dv¥ p°ímky v projektivní rovin¥ se protínají v jednom bod¥. V obecném projektivním prostoru
je rovnob¥ºnost neznámým pojmem; v projektivním roz²í°ení a�nního prostoru je rovnob¥ºnost
pouze speciálním p°ípadem r·znob¥ºnosti, a to kdyº je pr·nik podprostor· v nekone£nu. . .
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Obrázek 8.32: Na a�nní p°ímce je bod E mezi body C a D. Na projektivní p°ímce nemá
relace �mezi� valného smyslu.

8.2 Projektivní roz²í°ení, projektivní prostory a podprostory

Projektivní roz²í°ení a�nního prostoru

V odst. 8.1 jsme voln¥ p°edstavili projektivní roz²í°ení a�nní p°ímky. Kaºdá p°ímka v a�nní
rovin¥ má práv¥ jeden nevlastní bod. Libovolný nevlastní bod m·ºe být reprezentován nekone£n¥
mnoha navzájem rovnob¥ºnými p°ímkami. V²echny takové p°ímky mají stejná zam¥°ení, coº jsou
jednorozm¥rné vektorové podprostory v zam¥°ení roviny. Obecná de�nice projektivního roz²í°ení
v termínech a�nní geometrie vypadá takto:

De�nice. Projektivní roz²í°ení a�nního prostoru A je mnoºina Ã := A ∪ ∞A, kde ∞A
je mnoºina v²ech jednorozm¥rných vektorových podprostor· (sm¥r·) v zam¥°ení

−→
A . Prvky

z A, resp.∞A nazýváme vlastní, resp. nevlastní body roz²í°eného projektivního prostoru Ã.

Uvaºme a�nní prostor A jakoºto podprostor v n¥jakém v¥t²ím a�nním prostoru a podívejme
se na A a jeho projektivní roz²í°ení Ã z n¥jakého (libovolného) bodu S 6∈ A, viz obr. 8.33. Kaºdý
bod A ∈ Ã ur£uje p°ímku a ⊂ A+ S a, naopak, kaºdá p°ímka a ⊂ A+ S procházející bodem S
ur£uje bod A ∈ Ã. Tato korespondence je vzájemn¥ jednozna£ná, p°i£emº:

• Bod A je nevlastní ⇐⇒ p°ímka a = A+ S je rovnob¥ºná s A.

Navíc kaºdá p°ímka procházející bodem S je jednozna£n¥ ur£ena svým zam¥°ením. Celkem tedy
prvky Ã ztotoº¬ujeme s jednorozm¥rnými vektorovými podprostory v zam¥°ení

−−−−→
A+ S =: W ,

p°i£emº:

• Bod A je nevlastní ⇐⇒ libovolný zastupující vektor a je obsaºen v
−→
A ⊂W .

Sou£asn¥ si m·ºeme v²imnout, ºe projektivnímu roz²í°ení B̃ ⊆ Ã a�nního podprostoru B ⊆ A
odpovídá vektorový podprostor

−−−→
B + S =: U ve W , jehoº dimenze je dimU = dimB + 1.

Hlavní výhodou tohoto popisu je, ºe na rozdíl od p°edchozího reprezentujeme prvky Ã =
A ∪ ∞A krásn¥ homogenním zp·sobem. Navíc tak p°irozen¥ p°icházíme k de�nici obecného
projektivního prostoru. . .

Obecná de�nice projektivního prostoru a podprostoru
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Obrázek 8.33: Prvky Ã = A ∪ ∞A jsou v 1 : 1 korespondenci s p°ímkami v A + S,
jeº procházejí bodem S, a ty jsou v 1 : 1 korespondenci se sm¥ry v

−−−−→
A+ S. P°itom

D ∈ ∞A ⇐⇒ d ‖ A ⇐⇒ d ∈
−→
A .

De�nice. Projektivní prostor dimenze n s vektorovým zástupcem W je mnoºina v²ech
jednorozm¥rných podprostor· (sm¥r·) ve vektorovém prostoru W dimenze n + 1; zna£íme
W = P(W ).

Podmnoºina projektivního prostoruW, která je sama projektivním prostorem, se nazývá
projektivní podprostor prostoru W.

Z de�nice je z°ejmé, ºe projektivní podprostory projektivního prostoru W = P(W ) jsou práv¥
mnoºiny v²ech sm¥r· ve W , které pat°í do n¥jakého netriviálního vektorového podprostoru U ⊆
W , tj. mnoºiny tvaru U = P(U). Obecn¥ platí, ºe

dimU = dimU − 1. (8.20)

Vý²e popsané projektivní roz²í°ení Ã a�nního prostoru A je projektivní prostor s vektorovým
zástupcemW =

−−−−→
A+ S. P°itom nevlastní body, tj. prvky mnoºiny∞A = P(

−→
A), tvo°í projektivní

nadrovinu v Ã = P(
−−−−→
A+ S), tzn. projektivní podprostor kodimenze 1.

Naopak, pokud v obecném projektivním prostoruW = P(W ) prohlásíme n¥jakou projektivní
nadrovinu V = P(V ) za mnoºinu �nevlastních bod·�, pak dopl¬ková podmnoºina W \ V má
p°irozenou a�nní strukturu (se zam¥°ením V ). Proto lze kaºdý projektivní prostor chápat jako/
projektivní roz²í°ení n¥jakého a�nního prostoru. . .

Pr·nik a sou£et projektivních podprostor·

Pokud je pr·nik projektivních podprostor· U = P(U) a V = P(V ) n¥jakého projektivního
prostoru neprázdný, pak je to op¥t projektivní podprostor a z°ejm¥ platí

U ∩ V = P(U ∩ V ).

Pr·nik U ∩ V je prázdný práv¥ tehdy, kdyº U ∩ V = {o}.
Sjednocení projektivních podprostor· nemusí být projektivním podprostorem (viz nap°. sjed-

nocení dvou r·zných bod·). Nejmen²í projektivní podprostor, který obsahuje U ∪ V, se nazývá
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sou£tem a zna£í se U + V. Tento podprostor je reprezentován nejmen²ím vektorovým podpro-
storem obsahujícím U ∪ V , tzn. sou£tem zastupujících vektorových podprostor· U + V . Platí
tedy

U + V = P(U + V ).

V¥ta o sou£tu a pr·niku vektorových podprostor· °íká, ºe

dim(U ∩ V ) + dim(U + V ) = dimU + dimV. (8.21)

Odtud a z p°edchozích pozorování bezprost°edn¥ vyplývá, ºe /
dim(U ∩ V) + dim(U + V) = dimU + dimV, (8.22)

ov²em za p°edpokladu, ºe U ∩ V 6= ∅. Pokud je tento pr·nik prázdný, není první s£ítanec dob°e
de�nován. Abychom nemuseli diskuzi zbyte£n¥ ²t¥pit, m·ºeme vzhledem k (8.20) jednodu²e do-
de�novat dimenzi prázdné mnoºiny:

dim ∅ := −1.

S touto konvencí je rovnost (8.22) platná univerzáln¥. Z uvedeného bezprost°edn¥ vyplývá nap°.
toto tvrzení:

V¥ta. Pokud je sou£et dimenzí dvou projektivních podprostor· v¥t²í neº nebo roven dimenzi
okolního prostoru, potom se tyto podprostory protínají.

D·kaz. Pro podprostory U ,V ⊆ W je podle p°edpokladu dimU + dimV ≥ dimW. Sou£asn¥
sou£et U + V nem·ºe být v¥t²í neº W, tj. dim(U + V) ≤ dimW. Z rovnosti (8.22) tedy plyne, ºe
dim(U ∩ V) ≥ 0.

Speciáln¥ tak dostáváme tvrzení, z nichº n¥která jsme zmi¬ovali jiº v motiva£ním úvodu:

• dv¥ p°ímky v projektivní rovin¥ se vºdy protínají,

• p°ímka a rovina v trojrozm¥rném projektivním prostoru se vºdy protínají,

• apod.

Vzájemné polohy projektivních podprostor·

P°edchozí pododstavec souvisí se vzájemnými polohami podprostor· projektivního prostoru. Ty
m·ºeme rozli²ovat pouze podle jejich pr·niku � celkem máme t°i moºnosti:

De�nice. Netriviální projektivní podprostory projektivního prostoru jsou:

• incidentní, pokud jeden je podmnoºinou druhého,

• r·znob¥ºné, pokud nejsou incidentní a mají neprázdný pr·nik,

• mimob¥ºné, pokud nejsou incidentní, ani r·znob¥ºné, tzn. mají prázdný pr·nik.
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Pro triviální podprostory je diskuze vºdycky pon¥kud degenerovaná, coº zrovna nemáme zapo-
t°ebí °e²it. . . /

Pro podprostory U = P(U) a V = P(V ) n¥jakého projektivního prostoruW = P(W )m·ºeme
jejich vzájemnou polohu charakterizovat pomocí zastupujících vektorových prostor· U, V ⊆ W ,
a to následujícím zp·sobem:

• U ∩ V 6= {o}:

� U ∩ V = U nebo V ⇐⇒ incidentní,
� U ∩ V 6= U ani V ⇐⇒ r·znob¥ºné,

• U ∩ V = {o} ⇐⇒ mimob¥ºné.

Tato formulace navádí k po£ítání pr·niku vektorových podprostor·, coº vede k °e²ení homogenní
soustavy lineárních rovnic. Uv¥domte si, ºe k u£ení vzájemné polohy nepot°ebujeme odpovída-
jící soustavu do°e²it úpln¥, sta£í rozpoznat dimenzi pr·niku a porovnat s dimenzemi zadaných
podprostor·.

Dimenze pr·niku souvisí s hodností matice soustavy a ta odpovídá dimenzi sou£tu podpro-
stor·. Tato £ísla jsou spolu svázána rovností (8.21). Odtud vyvozujeme, ºe obecn¥ platí

dimU + dimV ≥ dim(U + V ) ≥ max{dimU,dimV }.

Pokud kv·li stru£nosti ozna£íme tato t°i £ísla tak, ºe t ≥ s ≥ r, pak p°edchozí charakterizace
vzájemných poloh vypadá následovn¥:

V¥ta. Projektivní podprostory U a V jsou

• incidentní ⇐⇒ t > s = r,

• r·znob¥ºné ⇐⇒ t > s > r,

• mimob¥ºné ⇐⇒ t = s > r.

D·kaz. První nerovnost je rovností, práv¥ kdyº U ∩V = {o}, neboli U ∩V = ∅. Druhá nerovnost
je rovností, práv¥ kdyº U ⊆ V nebo V ⊆ U , tj. práv¥ kdyº U a V jsou incidentní. Odtud zejména
plyne, ºe ob¥ rovnosti nemohou platit sou£asn¥; ostatní moºnosti jsou potom jasné. . .

Poznámky

V²imn¥te si, jak je ºivot v projektivním sv¥t¥ jednoduchý, a to nejlépe tak, ºe porovnáte dosavadní
diskuzi s analogickými pasáºemi v a�nním p°ípad¥, viz odst. 4.3, 6.2 a 6.3. Sou£asn¥ si uv¥domte,/
ºe v rámci projektivních roz²í°ení a�nních prostor· se nic z d°íve uvedených poznatk· neztrácí.
Viz nap°. fundamentální pojem a�nní geometrie � rovnob¥ºnost:

Uvaºme projektivní roz²í°ení B̃, C̃ ⊂ Ã netriviálních a�nních podprostor· B, C ⊂ A. Podle
de�nice jsou podprostory B a C rovnob¥ºné, pokud jsou jejich zam¥°ení

−→
B a

−→
C incidentní. To

je ekvivalentní s tím, ºe mnoºiny nevlastních bod· ∞B ⊂ B̃ a ∞C ⊂ C̃ jsou incidentní, tudíº:

• B ‖ C ⇐⇒∞B ⊆ ∞C nebo ∞C ⊆ ∞B.

Pokud jsou podprostory B a C rovnob¥ºné r·zné, potom pr·nik B̃ a C̃ sestává výhradn¥ z ne-
vlastních bod·, a naopak:

• B ‖ C r·zné ⇐⇒ B̃ ∩ C̃ ⊆ ∞A.
Tato vzájemná poloha je tedy jen speciálním p°ípadem (projektivní) r·znob¥ºnosti. . .
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8.3 Homogenní sou°adnice

Kaºdý bod X projektivního prostoru W = P(W ) je zastoupen n¥jakým nenulovým vektorem
x ∈W , a to tak, ºe X = 〈x〉. Dva vektory ve W reprezentují jeden a týº bod ve W práv¥ tehdy,
kdyº se li²í o n¥jaký nenulový násobek.

De�nice. Projektivní repér projektivního prostoru W = P(W ) je báze (e0, e1, e2, . . . ) za-
stupujícího vektorového prostoru W .

Homogenní sou°adnice bodu X = 〈x〉 ∈ W vzhledem k projektivnímu repéru
(e0, e1, e2, . . . ) jsou sou°adnice libovolného reprezentujícího vektoru x ∈W vzhledem k této
bázi.

Pozor � homogenní sou°adnice bodu nejsou ur£eny jednozna£n¥! V závislosti na volb¥ re-
prezentujícího vektoru se v²ak mohou li²it pouze o násobek nenulovým reálným £íslem. Tuto
nejednozna£nost bychom m¥li mít po°ád na pam¥ti, £emuº by m¥lo napomáhat následující zna-
£ení:

Homogenní sou°adnice bodu X = 〈x〉 ∈ W takového, ºe x = x0e0 + x1e1 + · · · ∈W , budeme
psát jako X = (x0 : x1 : x2 : . . . ). Vzhledem k uvedenému tedy pro libovolné a 6= 0 platí

X = (x0 : x1 : x2 : . . . ) = (ax0 : ax1 : ax2 : . . . ). (8.23)

Standardní roz²í°ení a�nních sou°adnic

Pro projektivní roz²í°ení a�nních prostor· je vhodné si volbu projektivního repéru chyt°e p°i-
zp·sobit. To ud¥láme jednou provºdy následujícím zp·sobem:

Uvaºme a�nní prostor A s a�nním repérem (O; e1, e2, . . . ). Zastupující vektorový prostor
projektivního roz²í°ení Ã = A∪∞A zna£íme jako obvykle W . Chyt°e p°izp·sobený projektivní
repér je práv¥ báze (e0, e1, e2, . . . ) ve W taková, ºe

• vektory e1, e2, . . . ∈
−→
A jsou vektory z a�nního repéru vý²e,

• vektor e0 6∈
−→
A je vektor reprezentující po£átek O ∈ A.

Vzhledem k takto p°izp·sobené bázi uvaºujme homogenní sou°adnice (8.23) bodu X = 〈x〉 ∈
Ã = A ∪∞A. Smyslem této volby je, ºe velmi snadno rozli²ujeme vlastní body od nevlastních:

• X ∈ ∞A ⇐⇒ x ∈
−→
A ⇐⇒ x0 = 0.

Nevlastní bodX ∈ ∞A reprezentovaný vektorem x ∈
−→
A s a�nními sou°adnicemi (x1, x2, . . . )

má homogenní sou°adnice
X = (0 : x1 : x2 : . . . ),

a naopak. . .
Vlastní bod X ∈ A s a�nními sou°adnicemi [x1, x2, . . . ] má homogenní sou°adnice X = (1 :

x1 : x2 : . . . ). Naopak, homogenní sou°adnice libovolného vlastního bodu X ∈ A m·ºeme psát
ve tvaru

X = (x0 : x1 : x2 : . . . ) =

(
1 :

x1
x0

:
x2
x0

: . . .

)
. (8.24)

Tím ztotoº¬ujeme a�nní prostor A � jakoºto podmnoºinu v projektivním prostoru Ã = P(W )
� s podmnoºinou ve vektorovém prostoru W popsanou rovnicí x0 = 1:

A ∼= {x ∈W | x0 = 1}.
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A�nní sou°adnice bodu (8.24) potom jsou
[
x1

x0
, x2

x0
, . . .

]
.

Obrázek 8.34: Vlastní bod A = O+3e1+e2 = S+e0+3e1+e2 má homogenní sou°adnice
(1 : 3 : 1). Nevlastní bod zastoupený p°ímkou se sm¥rovým vektorem a = −2e1 + e2
má homogenní sou°adnice (0 : −2 : 1).

8.4 Dvojpom¥r

Dvojpom¥r lze popsat celkem r·znorod¥, viz nap°. [Be, kapitola 6]. Za£neme tím, ºe p°ipomeneme
de�nici, kterou jsme pouºívali v konstruk£ní geometrii. Doplníme diskuzi o nevlastních bodech a
zformulujeme totéº pomocí homogenních sou°adnic.

Opakování

Pro £tve°ici (A,B,C,D) vlastních, kolineárních a navzájem r·zných bod· je dvojpom¥r této
£tve°ice roven podílu d¥licích pom¥r·:

(ABCD) =
(ABC)

(ABD)
=

−→
AC
−−→
BC

:

−−→
AD
−−→
BD

. (8.25)

De�nice dvojpom¥ru samoz°ejm¥ závisí na po°adí bod· ve £tve°ici, viz cvi£ení 8.7. Pokud je
náhodou (ABCD) = −1, °íkáme o £tve°ici bod·, ºe je v tzv. harmonickém pom¥ru. V mezních
p°ípadech vychází dvojpom¥r následovn¥:

Pro A = B je (ABCD) = 1, pro A = C je (ABCD) = 0, pro B = C je (ABCD) = ±∞
apod.

Je-li bod D nevlastní, potom (ABD∞) = lim
D→∞

(ABD) = 1, a proto platí

(ABCD∞) = (ABC).

Podobný vztah platí, i kdyº je jiný bod z dané £tve°ice nevlastní. . .
Pokud je náhodou C st°edem úse£ky AB, potom (ABCD∞) = (ABC) = −1, £ili £tve°ice

A, B, st°ed úse£ky AB a nevlastní bod p°ímky AB je vºdy v harmonickém pom¥ru.

Homogenní formulace

Vzhledem k n¥jakému a�nnímu repéru na p°ímce obsahující body A,B,C a D ozna£íme jejich
sou°adnice a, b, c a d. Potom de�nice (8.25) pro £tve°ici vlastních bod· vypadá v t¥chto sou°ad-
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nicích takto:

(ABCD) =
c− a
c− b

:
d− a
d− b

=
(c− a)(d− b)
(c− b)(d− a)

.

Uv¥domte si, ºe výsledek nezávisí na volb¥ a�nního repéru, a£koli £ísla a, b, c, d ano! /
Uvaºme homogenní sou°adnice na projektivním roz²í°ení p°ímky, jeº jsou p°izp·sobeny a�n-

ním sou°adnicím stejn¥ jako v odst. 8.3. Tzn., ºe homogenní sou°adnice bodu A jsou (1 : a) apod.
Potom z°ejm¥ platí

b− a =

∣∣∣∣1 1
a b

∣∣∣∣ .
Tento zápis má tu výhodu, ºe nám umoºní vyjád°it p°edchozí limitní úvahy s nevlastními body
krásn¥ homogenním zp·sobem. V homogenních sou°adnicích je totiº D∞ = lim

d→∞
(1 : d) = (0 : 1),

takºe nap°. (ABD∞) = lim
D→∞

(ABD) = lim
d→∞

d−a
d−b = 1 je v homogenních sou°adnicích vyjád°eno

jako

(ABD∞) =

∣∣∣∣1 0
a 1

∣∣∣∣∣∣∣∣1 0
b 1

∣∣∣∣ = 1.

Tato pozorování vedou k následující jednotné de�nici dvojpom¥ru, v níº nerozli²ujeme mezi body
vlastními a nevlastními.

De�nice. Dvojpom¥r £tve°ice navzájem r·zných bod· na projektivní p°ímce s homogenními
sou°adnicemi A = (a0 : a1), B = (b0 : b1), C = (c0 : c1), D = (d0 : d1) je reálné £íslo

(ABCD) =

∣∣∣∣a0 c0
a1 c1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣b0 d0
b1 d1

∣∣∣∣∣∣∣∣b0 c0
b1 c1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a0 d0
a1 d1

∣∣∣∣ . (8.26)

Uv¥domte si, ºe stejn¥ jako vý²e toto £íslo nezávisí na volb¥ sou°adné soustavy! Pokud dva /
body splývají, znamená to, ºe jejich reprezentující vektory jsou lineárn¥ závislé, coº je ekvivalentní
s tím, ºe odpovídající determinant v p°edchozím vyjád°ení je nulový. V takových p°ípadech
nemusí být dvojpom¥r de�nován, sr. s úvodní diskuzí.

Z uvedeného bezprost°edn¥ vyplývá následující jednoduché tvrzení: /

V¥ta. Nech´ A,B,C jsou t°i navzájem r·zné kolineární body a r ∈ R. Potom existuje jediný
bod D na projektivní p°ímce ur£ené body A,B,C takový, ºe (ABCD) = r.

8.5 Projektivní zobrazení

Úvod

Modelové projektivní zobrazení je st°edové promítání, o n¥mº jsme si povídali jiº v odst. 8.1.
St°edové promítání mezi dv¥ma projektivními rovinami je regulární (zejména tedy injektivní),
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st°edové promítání trojrozm¥rného prostoru do roviny je singulární (tj. neinjektivní � p°ímky
procházející st°edem promítání se zobrazují do bodu). Tyto obecné vlastnosti budou p°íleºitostn¥
hrát podstatnou roli.

Obrázek 8.35: [Be] Ukázka z Lambertovy Perspektivy (1759)

St°edové promítání zachovává kolinearitu bod· a � pokud se r·zné kolineární body nezobrazí
do jednoho bodu � také jejich dvojpom¥r.8 Obecná de�nice projektivního zobrazení vypadá
takto:

De�nice. Zobrazení mezi projektivními prostory se nazývá projektivní, pokud

(a) zobrazuje kolineární body na kolineární body,

(b) zachovává dvojpom¥r bod· na p°ímce.

Bijektivní projektivní zobrazení se jmenuje kolineace.

Kolineární body jsou také body splývající; podmínka (b) tedy má smysl pouze v p°ípad¥,
kdy se r·zné kolineární body nezobrazí do jednoho bodu. Pro projektivní zobrazení mezi pro-
story dimenze 1 je podmínka (a) spln¥na automaticky � injektivní projektivní zobrazení jsou v
takových p°ípadech zcela charakterizovány podmínkou (b).

Z de�nujících podmínek (a) a (b) vyplývá, ºe projektivní zobrazení mezi projektivními pro-
story dimenze alespo¬ 2

(a') zobrazuje projektivní p°ímky na projektivní p°ímky, anebo body.

8Toto tvrzení známe (i s d·kazem) z kurzu konstruk£ní geometrie jako tzv. Pappovu v¥tu.
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(Tím se myslí, ºe pokud se p°ímka nezobrazí do bodu, potom se zobrazí na celou p°ímku a
nikoli jen n¥jakou její £ást.) Ve skute£nosti platí, ºe injektivní zobrazení projektivního prostoru
dimenze aspo¬ 2 spl¬ující (a') spl¬uje také (a) a (b), tzn. je projektivní. Platnost (a) je z°ejmá,
platnost (b) je d·sledkem tzv. základní v¥ty projektivní geometrie. . .

Základní v¥ta projektivní geometrie

Pro vektorové prostory W a W ′ stejné dimenze ozna£íme odpovídající projektivní prostoryW =
P(W ) a W ′ = P(W ).9 Uvaºme n¥jaký lineární izomor�smus F : W → W ′. Protoºe F je
lineární, obrazem libovolného vektorového podprostoru ve W je vektorový podprostor ve W ′.
Protoºe F je bijektivní, má vzor i obraz stejnou dimenzi. Zejména, sm¥ry (jednorozm¥rné
vektorové podprostory) ve W se zobrazují na sm¥ry ve W ′. Odtud vidíme, ºe F : W → W ′

indukuje zobrazení mezi projektivními prostory F :W →W ′, a to tak, ºe

F (〈x〉) = 〈F (x)〉, (8.27)

kde x ∈ W je libovolný nenulový vektor. Dále, dvojrozm¥rné vektorové podprostory ve W se
zobrazují na dvojrozm¥rné vektorové podprostory veW ′. Odtud vidíme, ºe indukované zobrazení
F zobrazuje projektivní p°ímky na projektivní p°ímky. Toto zobrazení je navíc bijektivní, coº
plyne z bijektivnosti F .

Následující v¥ta °íká, ºe pro dostate£n¥ velké prostory platí také opa£né tvrzení:

V¥ta (Základní v¥ta projektivní geometrie). Kaºdé bijektivní zobrazení mezi projektivními
prostory f : W → W ′ dimenze alespo¬ 2, které zobrazuje projektivní p°ímky na projektivní
p°ímky, je ur£eno n¥jakým lineárním izomor�smem F :W →W ′ tak, ºe f = F .

D·kaz neuvádíme, protoºe není v·bec jednoduchý. Poprvé byl tento fakt dokázán K. von Staud-
tem, podrobnosti lze najít nap°. v [Be, £ást 5.4]. Základním úkolem je interpretovat algebraické
operace s reálnými £ísly (sou°adnicemi bod·) pomocí geometrických kon�gurací p°ímek a bod·.
Srovnejte s tvrzením ve v¥t¥ 4.5 na str. 21. . .

D·sledky

Stejn¥ jako vý²e uvaºme zobrazení F :W →W ′ indukované n¥jakým lineárním izomor�smem F :
W →W ′. Z p°edchozího víme, ºe takové zobrazení zobrazuje projektivní p°ímky na projektivní
p°ímky. Zúºení F na jednu (libovolnou) p°ímku U = P(U) ⊆ W je indukováno zúºením F na
odpovídající podprostor U ⊆ W . Z de�nice (8.26), z linearity F a z Cauchyovy v¥ty o sou£inu
determinant· plyne, ºe F zachovává dvojpom¥ry. Celkem tedy lineární izomor�smus F :W →W ′ /
ur£uje kolineaci F :W →W ′. Odtud a ze základní v¥ty projektivní geometrie plyne následující
tvrzení, které lze chápat jako jisté zobecn¥ní Pappovy v¥ty:

D·sledek. Kaºdé bijektivní zobrazení mezi projektivními prostory dimenze alespo¬ 2, které
zobrazuje projektivní p°ímky na projektivní p°ímky, zachovává dvojpom¥ry, a tudíº to je
kolineace.

9Aby následující diskuze nebyla triviální, p°edpokládáme dimW = dimW ′ ≥ 1.
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Pro projektivní prostory dimenze aspo¬ 2 jsou tedy kolineace práv¥ zobrazení indukovaná
lineárními izomor�smy zastupujících vektorových prostor·. Pro projektivní prostory dimenze 1 je
situace speci�cká v tom, ºe podmínka (a) je spln¥na automaticky� kolineace jsou práv¥ zobrazení
zachovávající dvojpom¥ry £tve°ic bod·. Také v tomto p°ípad¥ je kaºdá kolineace indukována
n¥jakým lineárním izomor�smem zastupujících vektorových prostor·:

Z v¥ty 8.4 víme, ºe kaºdý bod na projektivní p°ímce je jednozna£n¥ ur£en hodnotou dvoj-
pom¥ru vzhledem ke t°em navzájem r·zným bod·m. Kaºdá kolineace f je proto zcela ur£ena
obrazem t°í navzájem r·zných bod·. Pro dané t°i body a jejich obrazy sta£í sestrojit takový
izomor�smus F zastupujících vektorových prostor·, ºe jeho indukované zobrazení F souhlasí s
daným f na t¥chto t°ech bodech. To je ukázáno v d·kazu v¥ty o ur£enosti projektivních zobrazení
na následující stran¥. . .

Algebraická de�nice projektivního zobrazení

V p°edchozím výkladu hrál podstatnou roli p°edpoklad, ºe uvaºovaná zobrazení byla bijektivní.
Pro injektivní zobrazení dostáváme zúºením na obraz bijekci a na p°edchozí charakterizaci se v
podstat¥ moc nezm¥ní. Pro neinjektivní (singulární) zobrazení není úpln¥ jasné, jak p°edchozí
výsledky zobecnit, ale moºné to je. Na tomto míst¥ nem·ºeme ani nehodláme tento p°ípad moc
rozmazávat. . ./

De�nice (ekvivalentní). Zobrazení mezi projektivními prostory f : W → W ′ (libovolných
dimenzí) se nazývá projektivní, pokud existuje lineární zobrazení mezi zastupujícími vekto-
rovými prostory F :W →W ′ tak, ºe pro libovolný vektor x ∈W \ kerF platí

f(〈x〉) = 〈F (x)〉.

Bijektivní projektivní zobrazení se jmenuje kolineace.

Projektivní zobrazení f je injektivní, práv¥ kdyº lineární zobrazení F je injektivní, coº je
ekvivalentní s tím, ºe jeho jádro,

kerF = {x ∈W | F (x) = o},

je triviální. Pokud tedy f není injektivní, potom kerF ⊆W je netriviální vektorový podprostor
a body z projektivního podprostoru P(kerF ) ⊆ P(W ) tak nemají de�nován obraz. Proto nein-
jektivní projektivní zobrazení nikdy nemohou být de�nována na celém prostoru W = P(W )!10

Lineární zobrazení F jednozna£n¥ ur£uje projektivní zobrazení f = F , av²ak tato korespon-
dence není vzájemn¥ jednozna£ná. Uv¥domte si, ºe dv¥ r·zná lineární zobrazení F1 a F2 indukují/
totéº projektivní zobrazení práv¥ tehdy, kdyº se li²í o n¥jaký násobek nenulovým reálným £íslem:

• F 1 = F 2 ⇐⇒ F2 = k · F1 pro n¥jaké k 6= 0.

V¥ta (o ur£enosti projektivního zobrazení). Injektivní projektivní zobrazení projektivního
prostoru dimenze n je ur£eno obrazy n + 2 bod·, z nichº ºádná (n + 1)-tice neleºí v jedné
nadrovin¥.

10Pro p°íklad, de�ni£ní obor st°edového promítání trojrozm¥rného projektivního prostoru do roviny tvo°í
v²echny body krom¥ st°edu promítání.
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Obrázek 8.36: Zobrazení f je projektivní, práv¥ kdyº F existuje, je lineární a diagram
komutuje.

Práv¥ popsanou kon�guraci bod· budeme kv·li stru£nosti nazývat body ve skoro obecné poloze.
Dané body a jejich reprezentující vektory ozna£me tak, ºe Ai = 〈ai〉, obrazy t¥chto bod·

a jejich reprezentující vektory ozna£íme A′i = 〈a′i〉; p°itom tady i v²ude dál dosazujeme i =
1, . . . , n+2. Hledáme injektivní projektivní zobrazení f :W →W ′ takové, ºe f(Ai) = A′i, neboli
hledáme injektivní lineární zobrazení F :W →W ′ takové, ºe

F (ai) = kia
′
i, (8.28)

kde ki jsou n¥jaká nenulová reálná £ísla. Chceme ukázat, ºe z p°edpoklad· v¥ty plyne, ºe £ísla
ki jsou ur£ena jednozna£n¥ aº na n¥jaký spole£ný nenulový násobek. Odtud plyne, ºe zobrazení
f = F je t¥mito p°edpoklady ur£eno zcela jednozna£n¥. Kv·li názornosti zformulujeme d·kaz
pro nejmen²í smysluplnou dimenzi, obecnou reformulaci p°enecháváme £tená°i. . . /

Obrázek 8.37: Pro a3 = −2a1 + 3a2 a a′3 = 1
2a
′
1 + 1

2a
′
2 nech´ F je lineární zobrazení

takové, ºe F (a1) = − 1
4a
′
1 a F (a2) = 1

6a
′
2. Potom platí F (a3) = −2F (a1) + 3F (a2) =

1
2a
′
1 + 1

2a
′
2 = a′3. Indukované projektivní zobrazení f = F tudíº spl¬uje f(A1) = A′1,

f(A2) = A′2 a f(A3) = A′3.

D·kaz pro n = 1. Body ve skoro obecné poloze jsou v tomto p°ípad¥ práv¥ t°i navzájem r·zné
body A1, A2, A3 na projektivní p°ímce W. Odpovídající vektory a1,a2,a3 jsou taky navzájem
r·zné, ale protoºe dimW = 2, musejí být lineárn¥ závislé. Tuto závislost vyjád°íme nap°. takto:

a3 = α1a1 + α2a2, (8.29)

kde α1 a α2 jsou jednoza£n¥ ur£ená nenulová reálná £ísla. Protoºe zobrazení f je podle p°ed-
pokladu injektivní, jsou také obrazy A′1, A

′
2, A

′
3 navzájem r·zné. Totéº platí pro odpovídající

vektory a′1,a
′
2,a
′
3 a ze stejného d·vodu jako vý²e jsou tyto lineárn¥ závislé:

a′3 = β1a
′
1 + β2a

′
2, (8.30)
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kde β1 a β2 jsou jednoza£n¥ ur£ená nenulová £ísla.
Z rovnosti (8.29), z linearity zobrazení F a z rovnosti (8.28) pro i = 1 a 2 plyne, ºe

F (a3) = α1F (a1) + α2F (a2) = α1k1a1 + α2k2a2.

Odtud a z rovnosti (8.30) vidíme, ºe F (a3) = k3a
′
3 práv¥ tehdy, kdyº

k1 = k3
β1
α1

a k2 = k3
β2
α2
.

Trojice £ísel k1, k2, k3 je tedy ur£ena jednozna£n¥ aº na nenulový spole£ný násobek k3.
Pro libovolné k3 6= 0 je poºadavkem F (a1) = k3

β1

α1
a′1 a F (a2) = k3

β2

α2
a′2 ur£eno jednozna£n¥

lineární zobrazení F : W → W ′, pro n¥º potom platí F (a3) = k3a
′
3. Pro libovolné k3 6= 0 je

indukované projektivní zobrazení f = F : W → W ′ stále totéº, je tedy ur£eno jednozna£n¥ a
platí f(A1) = A′1, f(A2) = A′2 a f(A3) = A′3.

Poznámky

(1) Zformulovat podobné tvrzení pro neinjektivní (singulární) projektivní zobrazení je o poznání
subtiln¥j²í úkol. Nap°. projektivní zobrazení roviny (n = 2) do p°ímky je ur£eno obrazy p¥ti
(tedy n+3) bod·, anebo taky v·bec, pokud jsou tyto body v �nevhodných� polohách. Obecnou
odpov¥¤ v t¥chto p°ípadech proto hledat nebudeme. Z kurzu konstruk£ní geometrie v²ak jist¥
umíme doplnit n¥co o ur£enosti projektivního zobrazení z trojrozm¥rného prostoru do roviny. . ./
(2) Nyní uvaºme projektivní roz²í°ení a�nních prostor· Ã = A ∪∞A a Ã′ = A′ ∪∞A′ . A�nní
zobrazení mezi a�nními prostory f : A → A′ indukuje lineární zobrazení mezi jejich zam¥°eními−→
f :
−→
A →

−→
A ′, a to indukuje projektivní zobrazení

−→
f : P(

−→
A)→ P(

−→
A ′). Protoºe P(

−→
A) =∞A a

P(
−→
A ′) =∞A′ , m·ºeme p°irozen¥ de�novat zobrazení

f̃ = f ∪
−→
f : A ∪∞A → A′ ∪∞A′ .

Z uvedeného lze snadno vyvodit, ºe zobrazení f̃ je projektivní; budeme mu °íkat projektivní roz²í-/
°ení a�nního zobrazení f . Projektivní zobrazení h : Ã → Ã′ je projektivním roz²í°ením n¥jakého
a�nního zobrazení práv¥ tehdy, kdyº zobrazuje vlastní body na vlastní nebo, ekvivalentn¥,
nevlastní body na nevlastní:

• h = f̃ ⇐⇒ h(A) ⊆ A′ ⇐⇒ h(∞A) ⊆ ∞A′ .11

Srovnejte tento poznatek s poselstvím základní v¥ty a�nní geometrie (str. 21). . .

(3) Pro projektivní roz²í°ení a�nních zobrazení, je podmínka, ºe nadrovina nevlastních bod· se
zobrazuje do nadroviny nevlastních bod·, natolik silná, ºe k jednozna£nému ur£ení zobrazení
sta£í mén¥ bod· neº v obecném p°ípad¥: Pro zobrazení z prostoru dimenze n sta£í obrazy n+ 1
vlastních bod· v obecné poloze. Srovnejte tento poznatek s poselstvím v¥ty 4.5 na str. 20. . .

8.6 Uºitek

V p°edchozím výkladu jsme zmínili n¥kolik uºite£ných a�nn¥�projektivních vztah·, viz po-
známky ke vzájemným polohám projektivních podprostor· a k projektivním zobrazením. V
tomto odstavci doplníme n¥kolik dal²ích post°eh·.

11V takovém p°ípad¥ z°ejm¥ platí f = h|A a
−→
f = h|∞A .
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Rovnice nadroviny

P°ímka v a�nní rovin¥ ur£ená body A = [a1, a2] a B = [b1, b2] má rovnici∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x1 a1 b1
x2 a2 b2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

P°ímka ur£ená bodem A = [a1, a2] a sm¥rem b = [b1, b2] má rovnici∣∣∣∣∣∣
1 1 0
x1 a1 b1
x2 a2 b2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Obecn¥ji, p°ímka ur£ená dv¥ma body v projektivním roz²í°ení roviny s homogenními sou°adni-
cemi A = (a0 : a1 : a2) a B = (b0 : b1 : b2) má rovnicové vyjád°ení∣∣∣∣∣∣

x0 a0 b0
x1 a1 b1
x2 a2 b2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Zd·vodn¥ní t¥chto tvrzení je velmi prosté, viz obr. 8.38. Tyto poznatky lze dále zobec¬ovat pro
nadroviny v obecném projektivním prostoru, ale i jinak. Srovnejte výsledky s návodem (4) v odst.
5.5. /

Obrázek 8.38: Body A,B,X jsou kolineární⇐⇒ zastupující vektory a,b,x jsou lineárn¥
závislé.

Perspektiva pro malí°e

Se znalostí dvojpom¥ru £ty° bod· umíme p°esv¥d£iv¥ dokázat, která £tve°ice bod· na obr. 8.39 je
a která naopak není projektivním pr·m¥tem £ty° ekvidistantních bod·. V²imn¥te si, ºe výsledek
umíte celkem bezpe£n¥ uhodnout je²t¥ p°ed tím, neº za£nete cokoli m¥°it/po£ítat! /

P°edchozí úloha souvisí s problémem v¥rného zobrazení £tvercové dlaºby a podobných prak-
tických v¥cí. Na obr. 8.40 je nazna£ena uºite£ná pom·cka � horizont, coº je pr·m¥t nevlastní
p°ímky zobrazované roviny (sr. s obr. 8.30).

T¥chto pár post°eh· ve skute£nosti sta£í k tomu, abychom korektn¥ sestrojili perspektivní
pr·m¥t libovolného bodu v rovin¥, resp. v prostoru, jsou-li dány pr·m¥ty dostate£n¥ mnoha
bod· v dostate£n¥ obecné poloze. Tyto dovednosti jsme procvi£ovali v konstruk£ní geometrii
s pravítkem a kruºítkem, v kapitole IV nazna£íme, jak °e²it podobné problémy analyticky.
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Obrázek 8.39: [St] Která £tve°ice bod· je projektivním obrazem stejn¥ vzdálených bod·?

Obrázek 8.40: [St] Perspektivní pr·m¥t £tvercového dláºd¥ní roviny.

Porovnání perspektivních snímk·

Pot°ebujeme-li sestavit v¥t²í snímek z n¥kolika díl£ích, pracujeme s n¥kolika referen£ními body,
které se snaºíme na sebe �n¥jak napasovat� a zbytek �n¥jak transformovat� . Se základními
znalostmi projektivní geometrie v²echny neur£itosti v p°edchozím popisu mizí:

P°edpokládejme, ºe snímáme rovinu jako na obr. 8.41. Korespondence mezi snímkem 1 a sním-
kem 2 je sloºením dvou kolineací, je to tedy kolineace. Podle v¥ty 8.5 na str. 56 je toto zobrazení
jednozna£n¥ ur£eno obrazem 4 bod·, z nichº ºádné 3 neleºí na jedné p°ímce. V kapitole IV se
nau£íme, jak taková zobrazení vyjád°it analyticky. . .

Obrázek 8.41: [Be] Pro porovnání dvou perspektivních obraz· téºe roviny nám sta£í
obrazy 4 bod·, z nichº ºádné 3 nejsou kolineární.
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8.7 Cvi£ení
/

(1) �e²te n¥kterou z p°edchozích úloh v homogenních sou°adnicích, viz nap°. úlohy ze cvi£ení
5.7 a 6.5.

(2) Dokaºte, ºe pro libovolnou £tve°ici kolineárních bod· platí

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DC BA).

(3) Dokaºte, ºe vzhledem k ozna£ení (ABCD) = k platí

(AC BD) = 1− k, (ABDC) = 1

k
, . . .

(4) Obecná projektivní transformace projektivní p°ímky má v homogenních sou°adnicích násle-
dující vyjád°ení:

f(x0 : x1) = (kx0 + lx1 : mx0 + nx1),

kde k, l,m, n ∈ R. Dokaºte, ºe f zachovává dvojpom¥ry.

(5) P°ipome¬te si n¥které konstrukce zmi¬ované v p°edchozím textu, viz nap°. obr. 8.40.

(6) Vzpome¬te si na konstruk£ní zd·vodn¥ní v¥ty 8.5 na str. 56.

(7) Pomocí vektorové algebry dokaºte n¥jaké tvrzení elementární projektivní geometrie, nap°.
Pappovu v¥tu.12

12Pappových v¥t je víc. . .
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KAPITOLA III

Eukleidovská geometrie

Algebraická de�nice eukleidovského prostoru je taková, ºe je to a�nní prostor s eukleidovskou
metrikou, coº je metrika kompatibilní s a�nní strukturou. Eukleidovská metrika je ur£ená ska-
lárním sou£inem na zam¥°ení.

Pomocí skalárního sou£inu se de�nuje velikost vektoru � odtud velikost úse£ky neboli vzdá-
lenost dvou bod·. Dále pak kolmost a odchylka dvou vektor· � odtud velikost úhlu. Pojem
kolmosti, vzdálenosti a odchylky poté p°irozen¥ roz²í°íme na libovolné podprostory v obecném
eukleidovském prostoru. Geometrická charakterizace dvojic bod· (resp. vektor·), v nichº se vzdá-
lenost (resp. odchylka) realizuje, zobec¬uje na²e poznatky z konstruk£ní geometrie a je zaloºena
na kolmosti, resp. kolmém pr·m¥tu. Celá kapitola kon£í diskuzí nad obsahy rovnob¥ºník·, resp.
objemy obecných rovnob¥ºnost¥n·.

9 Eukleidovské prostory a relevantní zobrazení

9.1 Úvod a základní de�nice

V eukleidovské geometrii dominuje � vedle rovnob¥ºnosti � pojem shodnosti. Chceme tedy
analyticky interpretovat shodnost, coº v prvé °ad¥ znamená shodnost úse£ek a úhl·. Vzhledem
k tomu, s jakou oblibou pouºíváme reálná £ísla, budeme p°i°azovat úse£kám a úhl·m jejich
velikosti a prohlásíme, ºe

• úse£ky, resp. úhly jsou shodné, pokud mají stejnou velikost.

Je jasné, ºe ne kaºdá funkce, která úse£kám p°i°azuje jejich velikosti, ur£uje shodnost jak ji
chápeme v eukleidovském prostoru. P°irozené poºadavky jsou:

(a) |AB| ≥ 0,

(b) |AB| = 0⇐⇒ A = B,

(c) |AB| = |BA|,

(d) |AC| ≤ |AB|+ |BC|,
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kde A,B,C jsou libovolné body a |AB| zna£í velikost úse£ky AB, neboli vzdálenost bod· A
a B. Poºadavky (a)�(d) jsou práv¥ axiómy obecného metrického prostoru; kaºdý eukleidovský
prostor je tudíº metrickým prostorem. Tyto p°edpoklady v²ak ur£it¥ nesta£í � bylo by nap°.
velmi podivné, kdyby protilehlé strany v rovnob¥ºníku m¥ly mít jinou velikost. Jinými slovy, aby
metrický prostor byl eukleidovským prostorem, musí být metrika kompatibilní s rovnob¥ºností,
tj. s a�nní strukturou:

(e)
−−→
AB =

−−→
CD =⇒ |AB| = |CD|.

Eukleidovská metrika v a�nním prostoru A tedy musí být ur£ena n¥jakou funkcí na zam¥°ení−→
A = V , která vektor·m p°i°azuje jejich velikost. Velikost úse£ky |AB| je potom ur£ena velikostí
odpovídajícího vektoru ‖

−−→
AB‖. Takto se pomalu dostáváme k pojmu skalárního sou£inu. . .

Skalární sou£in

Standardní skalární sou£in ve vektorovém prostoru V = Rn p°i°azuje dv¥ma vektor·m u =
(u1, u2, . . . ) a v = (v1, v2, . . . ) reálné £íslo

u � v = u1v1 + u2v2 + . . . . (9.1)

Standardní báze
e1 = (1, 0, . . . ), e2 = (0, 1, . . . ), . . .

je ortonormální, coº znamená, ºe tyto vektory jsou navzájem kolmé a mají velikost 1. To je v
°e£i (9.1) ekvivalentní tomu, ºe

ei � ej =

{
0, pokud i 6= j,

1, pokud i = j.
(9.2)

Velikost obecného vektoru u = (u1, u2, . . . ) je rovna

‖u‖ :=
√
u � u =

√
u21 + u22 + . . .. (9.3)

Za v²í touto algebraizací samoz°ejm¥ vidíme základní poznatky elementární eukleidovské geome-
trie jako nap°. charakterizaci podobnosti trojúhelník·, Pythagorovu v¥tu apod.1 (viz obr. 9.1).

Jako obvykle, pro dal²í vyvozování je mnohem podstatn¥j²í, jaké jsou vlastnosti p°i°azení
(9.1), neº tento konkrétní p°edpis. Tyto vlastnosti jsou:

(a) u � v = v � u,

(b) (u+ v) �w = u �w + v �w,

(c) (ru) � v = r(u � v),

(d) u 6= o =⇒ u � u > 0,

kde u,v,w ∈ V jsou libovolné vektory a r ∈ R je libovolné reálné £íslo. Dosavadní pozorování
vedou k de�nici obecného skalárního sou£inu v obecném vektorovém prostoru:

1Viz I.47, VI.4�5 apod. v [Eu].
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Obrázek 9.1: Vektory u = (u1, u2) a v = (v1, v2) jsou kolmé ⇐⇒ tgα = u2

u1
= −v1v2 =

− tg β ⇐⇒ u1v1 + u2v2 = 0. Velikost vektoru u = (u1, u2) je rovna
√
u21 + u22.

De�nice. Skalární sou£in na vektorovém prostoru V je symetrická (a), bilineární (a)�(c),
pozitivn¥ de�nitní (d) forma V × V → R.

Vektory u a v jsou kolmé, pokud u � v = 0; zna£íme u ⊥ v.
Velikost vektoru u je reálné £íslo ‖u‖ :=

√
u � u.

Báze vektorového prostoru je ortonormální, pokud jsou bázové vektory navzájem kolmé
a v²echny mají velikost rovnu 1.

Skalárnímu sou£inu se £asto p°ezdívá vnit°ní sou£in, a to zejména v cizojazy£né literatu°e. V²ude
v následujícím p°edpokládáme, ºe vektorový prostor V je vybaven skalárním sou£inem.

Standardní báze V = Rn je vzhledem ke standardnímu skalárnímu sou£inu (9.1) ortonormální.
Naopak, z bilinearity obecného skalárního sou£inu plyne, ºe:

• Sou°adnicové vyjád°ení jakéhokoli skalárního sou£inu vzhledem k libovolné ortonormální

bázi má tvar (9.1).

Skalární sou£in na V je tedy jednozna£n¥ ur£en tím, ºe n¥jakou bázi V prohlásíme za ortonor-
mální.

Základní nerovnosti

Nejzákladn¥j²í nerovnost je ukryta v de�nující vlastnosti pozitivní de�nitnosti (d). Díky této
vlastnosti má kaºdý vektor dob°e de�novánu velikost (tzn. £íslo pod odmocninou není nikdy
záporné). A£koli je to více neº z°ejmé, pro jistotou p°ipomínáme, ºe ‖u‖ ≥ 0, p°i£emº rovnost
platí, práv¥ kdyº u = o.

Z lineární algebry si pamatujeme n¥kolik uºite£ných nerovností. Nejprve tzv. Cauchyova�
Schwartzova nerovnost, /

|u � v| ≤ ‖u‖ · ‖v‖, (9.4)

odkud se vyvozuje tzv. trojúhelníková nerovnost,

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖. (9.5)

P°itom v obou p°ípadech platí rovnost práv¥ tehdy, kdyº vektory u a v jsou lineárn¥ závislé.
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Obecná de�nice eukleidovského prostoru

Vektorový prostor se skalárním sou£inem se obvykle nazývá eukleidovský vektorový prostor.
Pokud mluvíme jenom o eukleidovském prostoru, máme na mysli eukleidovský bodový (a�nní)
prostor:

De�nice. Eukleidovský prostor je a�nní prostor E se skalárním sou£inem na zam¥°ení V =−→
E .

Velikost úse£ky AB ⊂ E je de�nována jako velikost odpovídajícího vektoru
−−→
AB ∈

−→
E ;

zna£íme
|AB| := ‖

−−→
AB‖. (9.6)

Odtud a z de�nujících vlastností skalárního sou£inu plyne, ºe jsou spln¥ny v²echny axiómy
(a)�(d) obecného metrického prostoru vyjmenované na str. 63.2 Axióm (d) z°ejm¥ odkazuje na
nerovnost (9.5), p°i£emº platí:

• |AC| = |AB|+ |BC| ⇐⇒ bod B je mezi A a C./
Velikost úse£ky |AB| ur£uje vzdálenost bod· v(A,B), kterýºto pojem budeme dále zobec¬ovat

pro obecné podmnoºiny a podprostory eukleidovského prostoru (viz odst. 11.1).

Dal²ími objekty, které jsme zvyklí v eukleidovských prostorech m¥°it, jsou úhly. Úhel je
de�nován jako pr·nik dvou polorovin (viz odst. 7.2). Je-li bod A vrcholem úhlu a body B a C
jsou libovolné body, z nichº kaºdý leºí na jedné hrani£ní polop°ímce (a ºádný nesplývá s A), pak
velikostí úhlu rozumíme odchylku vektor·

−−→
AB a

−→
AC; zna£íme

^BAC := ^(
−−→
AB,

−→
AC). (9.7)

Odchylka vektor· je de�nována v následujícím pododstavci. . .

Odchylka vektor·

Jedna ze základních v¥t eukleidovské geometrie, která vyjad°uje vztah mezi stranami trojúhelníku
a jeho vnit°ními úhly, je tzv. kosinová v¥ta. Vzhledem k obvyklému zna£ení velikostí stran a
úhl· v obecném trojúhelníku (viz obr. 9.2) tato v¥ta °íká, ºe3

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Pokud ke stranám trojúhelníku p°i°adíme vektory tak, ºe ‖a‖ = a, ‖b‖ = b, ‖c‖ = c, potom
platí c = a− b. S pomocí bilinearity skalárního sou£inu snadno odvodíme, ºe

‖c‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2a � b.

Porovnáním t¥chto dvou vyjád°ení dostáváme

a � b = ‖a‖ · ‖b‖ · cos γ. (9.8)

Odtud vyvozujeme následující de�nici odchylky vektor· v obecném eukleidovském prostoru:

2Dodate£ný axióm (e) je z°ejm¥ spln¥n taky. . .
3Viz II.12�13 v [Eu]. Pokud je úhel γ pravý, potom dostáváme Pythagorovu v¥tu.
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Obrázek 9.2: V obecném trojúhelníku v eukleidovské rovin¥ platí c2 = a2+b2−2ab cos γ,
neboli ‖c‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2a � b.

De�nice. Odchylka nenulových vektor· u a v je reálné £íslo z intervalu [0, π] de�nované
rovností

^(u,v) := arccos
u � v

‖u‖ · ‖v‖
. (9.9)

Pro libovolné nenulové vektory je odchylka dob°e de�nována díky nerovnosti (9.4), odkud plyne,
ºe podíl u�v

‖u‖·‖v‖ má vºdy hodnoty v intervalu [−1, 1]. Z de�nice je z°ejmé, ºe nenulové vektory
jsou kolmé práv¥ tehdy, kdyº mají odchylku π

2 :

• u ⊥ v⇐⇒ ^(u,v) = π
2 .

Vn¥j²í a vektorový sou£in

Dal²ím geometrickým pojmem, který dovoluje elegantní algebraickou interpretaci, je pojem ob-
sahu (resp. objemu), a to p°edev²ím rovnob¥ºníku (resp. rovnob¥ºnost¥nu). V [Eu] není pojem
obsahu, resp. objemu nijak vymezen, av²ak nakládá se s ním jako s kaºdou jinou veli£inou podle
vyslovených axióm·. Série tvrzení v I. knize velmi názorn¥ zd·vod¬uje, ºe rovnob¥ºníky se stej-
nou základnou a stejnou vý²kou mají stejný obsah. V VI. knize se poté dokazuje, ºe pom¥r obsah·
rovnob¥ºník· se stejnou vý²kou je stejný jako pom¥r jejich základen.4 K £íselnému vyjad°ování
obsah· rovnob¥ºník· tedy sta£í de�novat obsah jednotkového £tverce jako 1. (Analogická diskuze
platí pro objemy rovnob¥ºnost¥n· v prostoru.5)

Rovnob¥ºník v eukleidovské rovin¥ je ur£en vrcholem a dv¥ma (lineárn¥ nezávislými) vektory.
Tyto vektory a jejich sou°adnice vzhledem k n¥jaké ortonormální bázi ozna£íme u = (u1, u2) a
v = (v1, v2). S odkazem na práv¥ zmi¬ovaná tvrzení lze jednodu²e ukázat, ºe obsah tohoto
rovnob¥ºníku je roven absolutní hodnot¥ determinantu matice tvo°ené sou°adnicemi ur£ujících
vektor· (viz obr. 9.3): /

obsah = ±
∣∣∣∣u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣ . (9.10)

Determinant obvykle chápeme jako zobrazení, které £tvercové matici p°i°azuje reálné £íslo.
Vzhledem k p°edchozímu bude vhodné determinant chápat jako zobrazení, které n-tici vektor·
v n-rozm¥rném prostoru p°i°azuje reálné £íslo. Abychom tyto dva p°ístupy rozli²ili, zavádíme
následující pojmenování a zna£ení:

4Viz tvrzení I.33�45 a VI.1.
5Viz podstatnou £ást XI. knihy.
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Obrázek 9.3: Obsah rovnob¥ºníku ur£eného vektory u = (u1, u2) a v = (v1, v2) je roven
u1v2 − v1u2.

De�nice. Vn¥j²í sou£in n-tice vektor· (v1, . . . ,vn) v prostoru dimenze n je determinant
matice tvo°ené po sloupcích sou°adnicemi t¥chto vektor· (v tomto po°adí) vzhledem k n¥jaké
ortonormální bázi; zna£íme

[v1, . . . ,vn] := det(v1, . . . ,vn).

Uv¥domte si, ºe de�nice nezávisí na volb¥ ortonormální báze! Ze základních vlastností determi-/
nantu vyplývá, ºe vn¥j²í sou£in je antisymetrická multilineární forma

V × . . .× V → R,

kde po£et argument· je práv¥ n = dimV .

Dal²í algebraickou operací, která úzce souvisí s obsahy rovnob¥ºník· (resp. s objemy obecných
rovnob¥ºnost¥n·), je tzv. vektorový sou£in. V trojrozm¥rném eukleidovském prostoru se jedná
o zobrazení

V × V → V,

které dvojici vektor· (u,v) p°i°azuje vektor, jenº zna£íme u × v. Vektorový sou£in lineárn¥
závislých vektor· je o; pro lineárn¥ nezávislé vektory je zcela ur£en následujícími vlastnostmi:

(a) vektor u× v je kolmý jak k u, tak k v,

(b) trojice vektor· (u,v,u× v) tvo°í kladnou bázi,

(c) velikost ‖u× v‖ je rovna obsahu rovnob¥ºníku ur£eného vektory u a v.

Odtud plyne n¥kolik dal²ích více £i mén¥ známých vlastností jako nap°.

v × u = −u× v.

Obecná de�nice, sou°adnicové vyjád°ení a popis v²ech vlastností a souvislostí vyºadují pon¥-
kud v¥t²í prostor. Proto se tématu v¥nujeme je²t¥ v samostatné podkap. 12. . .
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Obrázek 9.4: Vektorový sou£in u× v dvojice vektor· (u,v).

Poznámky

Skalární sou£in na vektorovém prostoru V kanonicky ztotoº¬uje V s jeho duálním prostorem
V ∗, coº je vektorový prostor v²ech lineárních zobrazení V → R. Toto ztotoºn¥ní vypadá tak, ºe
vektoru v ∈ V odpovídá forma υ : V → R taková, ºe

υ(x) := v � x (9.11)

pro libovolný x ∈ V . Konkrétn¥, vzhledem k n¥jaké ortonormální bázi, vektoru v = (a1, a2, . . . )
odpovídá lineární forma

υ(x) = a1x1 + a2x2 + · · · ,
kde x = (x1, x2, . . . ) ∈ V lib. Tento jednoduchý poznatek se pouºívá p°i rovnicovém vyjad°ování
podprostor· a jejich kolmých dopl¬k·. . .

9.2 Shodná, podobná a ekvia�nní zobrazení

Shodná

Shodné zobrazení je takové zobrazení, které zobrazuje �shodné v¥ci na shodné� . Shodnými v¥cmi
primárn¥ myslíme shodné úse£ky a úhly, p°i£emº shodnost úhl· je zaru£ena shodností úse£ek (viz
p°edchozí rozbor nebo v¥tu SSS). Shodnost úse£ek charakterizujeme pomocí jejich velikostí, tudíº

Obrázek 9.5: [Eu1] Trojúhelníky jsou shodné, práv¥ kdyº se shodují ve v²ech stranách.

shodné zobrazení je takové zobrazení, které zachovává eukleidovskou metriku:

De�nice. Zobrazení mezi eukleidovskými prostory f : E → E ′ se nazývá shodné, pokud pro
libovolné body A,B ∈ E platí

|f(A)f(B)| = |AB|.
Bijektivní shodné zobrazení se jmenuje shodnost.
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Velikost úse£ky je de�nována jako velikost odpovídajícího vektoru a ta je odvozena ze skalár-
ního sou£inu. Z°ejm¥ tedy pokud je f takové a�nní zobrazení, ºe indukované lineární zobrazení−→
f zachovává skalární sou£in, pak f je nutn¥ shodné. Ukáºeme, ºe platí také opa£né tvrzení:

P°edpokládejme, ºe f zachovává vzdálenosti bod· a uvaºme libovolnou trojici kolineárních bod·,
kde B je mezi body A a C. Tato vlastnost je charakterizována rovností |AC| = |AB| + |BC|.
Abychom se neupsali, budeme zna£it obrazy jednotlivých bod· f(A) =: A′ apod. Podle na²eho
p°edpokladu m·ºeme doplnit

|AC| = |AB|+ |BC| = |A′B′|+ |B′C ′| = |A′C ′|,

odkud p°ímo vyplývá, ºe:

• bod B′ je mezi body A′ a C ′, tzn. f zobrazuje kolineární body na kolineární body,

• d¥licí pom¥r trojice (A,B,C) je stejný jako d¥licí pom¥r trojice (A′, B′, C ′).

To znamená, ºe f je a�nní zobrazení a z p°edpokladu nyní plyne, ºe indukované lineární zobrazení−→
f zachovává velikosti vektor·. Rádi bychom ukázali, ºe odtud také plyne, ºe

−→
f zachovává skalární

sou£in. K tomu sta£í um¥t vyjád°it jakýkoli skalární sou£in u �v pomocí velikostí vektor·: stejn¥
jako v p°edchozím odstavci, rozepsáním a úpravou ‖u+ v‖2 snadno odvodíme

u � v =
1

2
(‖u+ v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2),

coº jsme cht¥li ukázat.

Odtud vidíme, ºe p°edchozí de�nici m·ºeme vyslovit následovn¥:

De�nice (ekvivalentní). Zobrazení mezi eukleidovskými prostory f : E → E ′ je shodné,
pokud f je a�nní zobrazení takové, ºe indukované lineární zobrazení

−→
f :
−→
E →

−→
E ′ zachovává

skalární sou£in, tzn. pro libovolné u,v ∈
−→
E platí

−→
f (u) �

−→
f (v) = u � v.

Podobná

Dal²ím fundamentálním pojmem eukleidovské geometrie je podobnost, které je v¥nována celá
VI. kniha v [Eu]. Trojúhelníky jsou podobné, pokud mají po dvou shodné vnit°ní úhly a, ekvi-
valentn¥, pom¥r velikostí odpovídajících stran je konstantní; tento pom¥r se nazývá koe�cient
podobnosti. Shodné trojúhelníky jsou tedy podobné s koe�cientem 1. A£koli se to nezdá, práv¥
existence podobných a neshodných trojúhelník· je jednou z klí£ových vlastností eukleidovských
prostor·.

Obecné podobné zobrazení je takové zobrazení, které zachovává eukleidovskou metriku aº na
n¥jaký konstantní nenulový násobek:



9 Eukleidovské prostory a relevantní zobrazení 71

Obrázek 9.6: [Eu1] Trojúhelníky jsou podobné, práv¥ kdyº mají po dvou shodné vnit°ní
úhly, coº je ekvivalentní s tím, ºe strany u shodných úhl· jsou úm¥rné.

De�nice. Zobrazení mezi eukleidovskými prostory f : E → E ′ se nazývá podobné, pokud
pro libovolné body A,B ∈ E platí

|f(A)f(B)| = k · |AB|,

kde k > 0 je tzv. koe�cient podobného zobrazení f . Bijektivní podobné zobrazení se jmenuje
podobnost.

Z p°edchozí algebraické charakterizace shodných zobrazení m·ºeme bez problém· vydeduko-
vat charakterizaci zobrazení podobných. Následující de�nice je skute£n¥ ekvivalentní: /

De�nice (ekvivalentní). Zobrazení mezi eukleidovskými prostory f : E → E ′ je podobné
zobrazení s koe�cientem k, pokud f je a�nní zobrazení takové, ºe indukované lineární zob-
razení

−→
f :
−→
E →

−→
E ′ zachovává skalární sou£in aº na násobek k2, tzn. pro libovolné u,v ∈

−→
E

platí −→
f (u) �

−→
f (v) = k2 u � v.

Aby tato informace n¥kde nezapadla, zd·raz¬ujeme, ºe:

• Shodná zobrazení jsou práv¥ podobná zobrazení s koe�cientem 1.

Ekvia�nní

Dal²ím studovaným typem zobrazení mezi eukleidovskými prostory jsou tzv. ekvia�nní zobrazení,
coº jsou a�nní zobrazení zachovávající obsahy, resp. objemy. Primárn¥ máme na mysli rovnob¥º-
níky, rovnob¥ºnost¥ny apod., ale odvozen¥ platí pro cokoli m¥°itelného. N¥kolik elementárních
poznatk· týkajících se obsah· rovnob¥ºník· jsme p°ipomn¥li na str. 67, viz téº obr. 9.7.

Abychom si usnadnili vyjad°ování, budeme v obecných formulacích mluvit o objemech k-
rozm¥rných rovnob¥ºnost¥n·: pro k = 2 se jedná o obsah rovnob¥ºníku a pro k = 1 o délku
úse£ky. Je z°ejmé, ºe kaºdé a�nní zobrazení zobrazuje libovolný rovnob¥ºnost¥n op¥t na rovno-
b¥ºnost¥n. . .



72 III Eukleidovská geometrie

Obrázek 9.7: [Eu1] Rovnob¥ºníky (resp. rovnob¥ºnost¥ny) se stejnou základnou a stejnou
vý²kou mají stejný obsah (resp. objem).

De�nice. Zobrazení mezi eukleidovskými prostory f : E → E ′ se nazývá ekvia�nní, pokud
libovolný n-rozm¥rný rovnob¥ºnost¥n, kde n = dim E , se zobrazuje na rovnob¥ºnost¥n se
stejným objemem.

Bijektivní ekvia�nní zobrazení se jmenuje ekvia�nita.

Uv¥domte si, ºe z p°edpokladu a�nnosti vyplývá:/
• Pokud se jeden n-rozm¥rný rovnob¥ºnost¥n zobrazí na rovnob¥ºnost¥n se stejným objemem,
potom totéº platí pro kterýkoli jiný.

K tomuto typu zobrazení zatím neumíme nabídnout ekvivalentní algebraickou de�nici. S od-
kazem na podkap. 12 se k t¥mto (stejn¥ jako ke v²em ostatním dosud jmenovaným) zobrazením
vrátíme v kapitole IV. Prozatím si aspo¬ m·ºeme uv¥domit, ºe:/
• Shodná zobrazení jsou práv¥ zobrazení, která jsou podobná a sou£asn¥ ekvia�nní.

9.3 Cvi£ení
/

(1) P°ipome¬te si z algebry d·kaz Cauchyovy�Schwartzovy nerovnosti (9.4).

(2) Ukaºte, ºe níºe uvedená zobrazení V × V → R de�nují skalární sou£in a najd¥te n¥jakou
ortonormální bázi V .

• Na vektorovém prostoru V = Rn[x] v²ech polynom· v prom¥nné x stupn¥ nejvý²e n:

f � g :=

72∫
−72

f(x) · g(x) dx.

• Na vektorovém prostoru V v²ech symetrických (resp. antisymetrických) £tvercových
matic °ádu n (tr zna£í stopu matice, tj. sou£et £ísel na hlavní diagonále):

A �B := tr(A ·B).

(3) Osv¥ºte si d·kazy n¥kterých klasických tvrzení eukleidovské geometrie, které jsme p°ipomí-
nali v p°edchozím textu.
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(4) Pomocí vektorové algebry dokaºte n¥jaké klasické tvrzení, které jsme nep°ipomínali (nap°.
Thaletovu v¥tu a v¥tu opa£nou).

10 Kolmost a kolmý pr·m¥t vektoru

10.1 Kolmost

Pomocí skalárního sou£inu jsme de�novali kolmost dvou vektor·. Odtud je jasné, jak rozpoznat
kolmost dvou p°ímek v libovolném eukleidovském prostoru. K dal²ímu zobec¬ování pojmu kol-
mosti by nás m¥ly navád¥t elementární de�nice, které jsme p°ipomn¥li v odst. 1.1. P°ímka je
kolmá k rovin¥, pokud je sm¥r p°ímky kolmý ke v²em vektor·m roviny (ekvivalentn¥, ke dv¥ma
nezávislým vektor·m). Dv¥ roviny jsou kolmé, pokud je normála jedné roviny obsaºena ve druhé
rovin¥ (viz obr. 10.8). Zejména si v²imn¥te, ºe pro ur£ení kolmosti pracujeme výhradn¥ se sm¥ry, /
tzn. je úpln¥ lhostejné, zda se diskutované podprostory protínají, £i nikoli. Kolmost (stejn¥ jako
posléze odchylka) je zcela ur£ena zam¥°eními daných podprostor·.

Inspirování p°edchozími p°íklady vyslovíme následující obecnou de�nici:

De�nice. Podprostory B a C v eukleidovském prostoru E jsou kolmé, pokud jsou kolmá
jejich zam¥°ení

−→
B a

−→
C v
−→
E ; zna£íme B ⊥ C.

P°itom vektorové podprostory
−→
B a
−→
C v
−→
E jsou kolmé, pokud

−→
B ⊆

−→
C
⊥
nebo

−→
B ⊇

−→
C
⊥
,

kde
−→
C
⊥
:= {x ∈

−→
E | x ⊥

−→
C }

zna£í tzv. kolmý dopln¥k podprostoru
−→
C v
−→
E .

Pokud dokonce platí
−→
B =

−→
C
⊥
, °íkáme, ºe

−→
B a

−→
C (p°íp. B a C) jsou kolmé totáln¥.

Obrázek 10.8: Kolmé podprostory v eukleidovském prostoru: (1)
−→
b ⊥ −→c , (2)

−→
b ⊥

−→
C ,

(3)
−→
b ⊥

−→
C a
−→
b ⊂

−→
B =⇒

−→
B ⊥

−→
C , . . .

Z d·vod·, které jsou vysv¥tleny v odst. 10.2, ob£as zd·raz¬ujeme, ºe podprostory B a C jsou
kolmé v E (místo podprostory B a C v E jsou kolmé).
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Komplementárnost a d·sledky

Pojmenování
−→
C
⊥
kolmým dopl¬kem má své opodstatn¥ní �

−→
C a
−→
C ⊥ v obecném eukleidovském

prostoru jsou vºdy dopl¬kové (komplementární):/

V¥ta. Pro libovolný vektorový podprostor
−→
C ⊆

−→
E platí, ºe

−→
C
⊥
je komplementární k

−→
C , tzn.

−→
C ⊕

−→
C
⊥
=
−→
E ,

neboli
−→
C +

−→
C
⊥
=
−→
E a

−→
C ∩
−→
C
⊥
= {o}.

Toto pozorování má následující sice triviální, ale uºite£né d·sledky:

D·sledky.

(1) Libovolný vektor v ∈
−→
E lze vyjád°it jednozna£ným zp·sobem ve tvaru

v = u+w, kde u ∈
−→
C a w ∈

−→
C
⊥
. (10.12)

(2) Totáln¥ kolmé a�nní podprostory v E se protínají v bod¥.

Vektor u, resp. w z rozkladu (10.12) se jmenuje kolmý pr·m¥t vektoru v do podprostoru
−→
C ,

resp.
−→
C
⊥
. Druhé tvrzení je bezprost°edním d·sledkem d·sledku 6.2(1).

Je²t¥ si v²imneme n¥kolika jednoduchostí, jeº jsou také d·sledky práv¥ formulované komple-
mentárnosti podprostoru a jeho kolmého dopl¬ku. Pro libovolné podprostory U1 a U2 v euklei-/
dovském vektorovém prostoru V =

−→
E platí:

• (U⊥1 )⊥ = U1,

• (U1 + U2)
⊥ = U⊥1 ∩ U⊥2 ,

• (U1 ∩ U2)
⊥ = U⊥1 + U⊥2 ,

• U1 ⊆ U2 ⇐⇒ U⊥1 ⊇ U⊥2 .

Odtud kone£n¥ vidíme, ºe vý²e uvedená de�nice kolmosti je skute£n¥ symetrická:

B ⊥ C ⇐⇒ (
−→
B ⊆

−→
C
⊥
nebo

−→
B ⊇

−→
C
⊥
)⇐⇒ (

−→
B
⊥
⊇
−→
C nebo

−→
B
⊥
⊆
−→
C )⇐⇒ C ⊥ B.

Poznámky

Na záv¥r je²t¥ jedno technické pozorování: Uv¥domte si, ºe díky identi�kaci V ∼= V ∗ v (9.11)
m·ºeme kaºdou lineární rovnici s neznámými (x1, x2, . . . ) = x psát jako v�x = c, kde i-tá sou°ad-
nice vektoru v je práv¥ koe�cient u neznámé xi. Kolmý dopln¥k podprostoru U = 〈u1,u2, . . . 〉
má rovnicové vyjád°ení

U⊥ = {x ∈ V | u1 � x = 0, u2 � x = 0, . . . }

a opa£n¥. . .
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10.2 Speciální a podivné p°ípady

A£koli je na²e de�nice kolmosti celkem p°irozená, zahrnuje n¥kolik zvlá²tností, které nemusí být
na první pohled patrné. Tak nap°. z {o}⊥ = E plyne, ºe jakýkoli podprostor B ⊆ E je kolmý ke
v²em triviálním podprostor·m v E (to jsou práv¥ body a celý E). Toto je jen speciální a docela
degenerovaný p°ípad kolmosti, který nás p°íli² nezajímá. Pon¥kud podivn¥j²ím se m·ºe zdát
následující post°eh.

Kolmost je de�nována pomocí kolmých dopl¬k·. Kolmý dopln¥k k
−→
C ⊆

−→
E je ur£en nejen

podprostorem
−→
C , ale dost podstatn¥ také okolním prostorem

−→
E . Pokud uvaºujeme podprostory

B, C v E , které ve skute£nosti pat°í do n¥jakého meziprostoru B, C ⊆ F ⊂ E , m·ºe se klidn¥ stát,
ºe

• B a C jsou kolmé v F , ale nejsou kolmé v E!

Uv¥domte si, ºe tento fenomén lze pozorovat pouze v p°ípad¥, kdy
−→
B a
−→
C mají netriviální pr·nik,

a najd¥te vhodný p°íklad. Z uvedeného je jasné, pro£ jsme si této zvlá²tnosti zatím asi nikdy /
nev²imli � v trojrozm¥rném eukleidovském prostoru takový p°íklad nenajdeme. . .

10.3 Jak ur£it kolmý pr·m¥t vektoru?

Uvaºujme vektor v v zam¥°ení eukleidovského prostoru V =
−→
E a n¥jaký podprostor U ⊂ V (ty-

picky zam¥°ení n¥jakého a�nního podprostoru), do kterého chceme v kolmo promítnout. Kolmý
pr·m¥t vektoru budeme pot°ebovat zejména k ur£ování odchylek podprostor·, viz následující
odstavce.

Obrázek 10.9: Kolmý pr·m¥t vektoru v do podprostoru U .

P°irozený návod plynoucí z rozkladu (10.12) by mohl vypadat následovn¥:

(1) Vybereme n¥jakou bázi (u1,u2, . . . ) podprostoru U a n¥jakou bázi (w1,w2, . . . ) kolmého
dopl¬ku U⊥. Vektory (u1,u2, . . . ,w1,w2, . . . ) tvo°í bázi V = U ⊕ U⊥, tudíº existují jedno-
zna£n¥ ur£ená £ísla ai, bi ∈ R taková, ºe platí:6

v = a1u1 + a2u2 + · · ·+ b1w1 + b2w2 + . . . .

Kolmý pr·m¥t u vektoru v do U je pak roven

u = a1u1 + a2u2 + · · ·+ akuk.

K ur£ení koe�cient· ai, bi pot°ebujeme °e²it soustavu lineárních rovnic, jejíº rozm¥r je roven
dimenzi prostoru V =

−→
E , coº m·ºe být zbyte£n¥ velké £íslo.

6Tj. sou°adnice vektoru v vzhledem k popsané bázi.
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Po£etn¥ výhodn¥j²í je zpravidla následující úvaha:

(2) Kolmý pr·m¥t u vektoru v do U je charakterizován dv¥ma vlastnostmi:

(a) u ∈ U ,
(b) w = v − u ∈ U⊥.

Pokud máme vybránu n¥jakou bázi (u1,u2, . . . ) podprostoru U , pak p°edchozí dv¥ podmínky
jsou ekvivalentní s:

(a') u = a1u1 + a2u2 + . . . , pro n¥jaká ai ∈ R,
(b') w ⊥ u1, w ⊥ u2, . . . .

S p°edchozím vyjád°ením vektoru w a pomocí skalárního sou£inu m·ºeme vyjád°it w ⊥ ui
jako u �ui = v �ui. Dosadíme-li nyní (a'), potom (b') je ekvivalentní se soustavou lineárních
rovnic:

a1u1 � u1 + a2u2 � u1 + . . . = v � u1,

a1u1 � u2 + a2u2 � u2 + . . . = v � u2,

...

Jedná se o soustavu, jeº má práv¥ tolik rovnic jako neznámých, ai, a t¥ch je práv¥ tolik,
kolik je dimenze U (tzn. nezávisle na dimenzi okolního prostoru V ). Z podstaty v¥ci má tato
soustava jednozna£n¥ ur£ené °e²ení; po vy°e²ení a dosazení do (a') dostáváme hledaný kolmý
pr·m¥t u.

P°íklad

V nejjednodu²²ím p°ípad¥, kdy U = 〈u1〉, uvedená soustava sestává z jediné rovnice: a1u1 �u1 =
v � u1. Po vy°e²ení a dosazení vidíme, ºe kolmá projekce vektoru v do podprostoru U = 〈u1〉 je
vektor:

u =
v � u1

u1 � u1
u1. (10.13)

Obrázek 10.10: Kolmý pr·m¥t vektoru do jednorozm¥rného podprostoru.

10.4 Cvi£ení
/

(1) Rozhodn¥te, zda podprostory ze cvi£ení 6.5 jsou kolmé.

(2) Ve standardním eukleidovském prostoru E = R3 ur£ete v²echny moºné podprostory, které
prochází bodem B = [0, 3, 2] a jsou kolmé k p°ímce

q = {[1 + 7t, 2t, −3− t] | t ∈ R}.
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(3) Udejte p°íklad dvou rovin ve vhodném eukleidovském prostoru, které jsou kolmé a sou£asn¥
mimob¥ºné.

(4) V E = R4 ur£ete kolmý pr·m¥t vektoru v do podprostoru U = 〈u1,u2〉, kde

v = (1, 2, 0, 1), u1 = (−1, 0, 2, 1), u2 = (1, 0,−1, 0).

11 Vzdálenosti a odchylky podprostor·

11.1 Vzdálenosti

Vzdálenost dvou bod· A,B ∈ E je ur£ena vztahem (9.6). Vzdálenost libovolných dvou podmnoºin
B a C v libovolném metrickém prostoru je de�nována jako

v(B, C) := inf{|XY | | X ∈ B, Y ∈ C}.

Pokud mají podmnoºiny B a C n¥jaký spole£ný bod, potom platí v(B, C) = 0, a naopak (viz
axióm (b) na str. 63):

• v(B, C) = 0⇐⇒ B ∩ C 6= ∅.

Zpravidla se zajímáme o podmnoºiny, které jsou a�nními podprostory eukleidovského pro-
storu. V takovém p°ípad¥ se vzdálenost vºdy realizuje v n¥jakých konkrétních bodech, tzn. mno-
ºina na pravé stran¥ p°edchozího výrazu má vºdy minimum:

De�nice. Vzdálenost podprostor· B a C v eukleidovském prostoru E je

v(B, C) := min{|XY | | X ∈ B, Y ∈ C}. (11.14)

Geometrické ur£ení vzdálenosti spo£ívá v charakterizaci takové dvojice bod·, v nichº se tato
vzdálenost realizuje. Tak jsme to d¥lali uº v konstruk£ní geometrii, nyní na²e dosavadní zku²enosti
zobecníme. Díky tomu budeme vºdycky um¥t pom¥rn¥ jednodu²e ur£it body B ∈ B a C ∈ C
takové, ºe

v(B, C) = |BC|,

aniº bychom museli minimalizovat n¥jakou funkci více prom¥nných!

Vzdálenost bodu od podprostoru

Pokud je n¥který z podprostor· bodem, nap°. B = B, potom mohou nastat dv¥ moºnosti: Kdyº
je B ∈ C, pak vzdálenost v(B, C) je rovna 0. V opa£ném p°ípad¥ m·ºeme uvaºovat následovn¥
(viz obr. 11.11):

(1) �spustíme kolmici� K z bodu B na podprostor C, tj. totáln¥ kolmý podprostor K = B+
−→
C
⊥
,

(2) ur£íme �patu kolmice� , tj. C = C ∩ K,

(3) prohlásíme, ºe v(B, C) = |BC|.
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To, ºe tato úvaha je správná a obecn¥ platná v libovolném eukleidovském prostoru plyne jednak
z d·sledku (2) v¥ty 10.1 (bod C je ur£en jednozna£n¥) a jednak z Pythagorovy v¥ty (pro jakýkoli
jiný bod Y ∈ C je |BY |2 = |BC|2 + |CY |2; p°itom |CY | > 0, tudíº |BY | > |BC|).

Tím jsme zd·vodnili následující tvrzení:

V¥ta. Pro libovolný podprostor C v eukleidovském prostoru E a libovolný bod B ∈ E platí,
ºe v(B, C) = |BC| práv¥ tehdy, kdyº vektor

−−→
BC je kolmý k C.

P°ímku BC nazýváme kolmicí (bez uvozovek) z bodu B k podprostoru C.

Obrázek 11.11: Vzdálenost bodu B od podprostoru C je rovna vzdálenosti B od paty C
kolmice k.

Vzdálenost obecn¥

V¥ta. Pro libovolné podprostory B a C v eukleidovském prostoru E platí:

(1) Vzdálenost podprostor· B a C je rovna vzdálenosti bod· B ∈ B a C ∈ C práv¥ tehdy,

kdyº vektor
−−→
BC je kolmý k B a sou£asn¥ k C.

(2) Navíc dvojice B a C z p°edchozího vyjád°ení je ur£ena jednozna£n¥ práv¥ tehdy, kdyº
podprostory B a C nemají ºádné spole£né sm¥ry.

P°ímka BC je p°í£kou podprostor· B a C, která je nejkrat²í moºná; kaºdou takovou p°í£ku
nazýváme osou B a C.

D·kaz. Podprostory mají nulovou vzdálenost, práv¥ kdyº mají neprázdný pr·nik. V tomto p°í-
pad¥ je zd·vodn¥ní obou £ástí v¥ty obzvlá²´ jednoduché. . . Dokáºeme, ºe v¥ta platí také v/
p°ípad¥, ºe vzdálenost je nenulová, tzn. podprostory se neprotínají:

(1) Nejprve p°edpokládejme, ºe v(B, C) = |BC|, tzn. |BC| = v(B, C) = v(B, C). Z p°edchozí v¥ty
plyne, ºe

−−→
BC ⊥ C a sou£asn¥

−−→
BC ⊥ B, tj. vektor

−−→
BC je kolmý k ob¥ma podprostor·m.

Naopak, p°edpokládejme, ºe vektor
−−→
BC je kolmý k ob¥ma podprostor·m. Chceme ukázat,

ºe pro libovolné body X ∈ B, Y ∈ C platí |XY | ≥ |BC| (viz obr. 11.12). Nejprve doplníme
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Obrázek 11.12: |BC| = min ⇐⇒
−−→
BC ∈

−→
B
⊥
∩
−→
C
⊥

= (
−→
B +

−→
C )
⊥
. Navíc B a C jsou

ur£eny jednozna£n¥ ⇐⇒
−→
B ∩
−→
C = {o}.

pomocný bod Z tak, aby BCY Z byl rovnob¥ºník, tj. tak, aby
−−→
ZY =

−−→
BC. Podle p°edpokladu

je
−−→
BC ⊥ C, tudíº BCY Z je pravoúhelník; zejména platí

−−→
ZY ⊥

−−→
ZB. Podle p°edpokladu taky

platí
−−→
BC ⊥ B, tudíº

−−→
BC =

−−→
ZY ⊥

−−→
BX. Dohromady dostáváme, ºe

−−→
ZY ⊥

−−→
ZB +

−−→
BX =

−−→
ZX.

To znamená, ºe trojúhelník XZY je pravoúhlý. Z Pythagorovy v¥ty vzhledem k tomuto
trojúhelníku plyne |XY | ≥ |ZY | = |BC|, coº znamená, ºe v(B, C) = |BC|.

(2) P°edpokládejme, ºe v(B, C) = |BC| a ºe B a C mají n¥jaký spole£ný sm¥r. Ozn. u ∈
−→
B ∩
−→
C

libovolný nenulový spole£ný vektor a uvaºme body B′ = B + u ∈ B a C ′ = C + u ∈ C.
Protoºe u 6= o, je BB′CC ′ rovnob¥ºník a tudíº platí |B′C ′| = |BC| = v(B, C).
Naopak, p°edpokládejme, ºe B,B′ ∈ B, resp. C,C ′ ∈ C jsou navzájem r·zné dvojice bod·
takové, ºe v(B, C) = |BC| = |B′C ′|. Potom podle p°edchozí £ásti v¥ty jsou vektory

−−→
BC a

−−−→
B′C ′ kolmé jak k B, tak k C. To znamená, ºe BB′CC ′ je pravoúhelník. Odtud zejména plyne,
ºe
−−→
BB′ =

−−→
CC ′, coº je evidentn¥ (nenulový) spole£ný vektor z

−→
B ∩
−→
C .

11.2 Jak ur£it vzdálenost podprostor·?

Vzdálenost bodu od podprostoru

Jistý návod v p°ípad¥, ºe jeden z podprostor· je bod, jsme p°edstavili vý²e. Pro porovnání rychle
zopakujeme, p°edp. B = B:

(1) Ur£íme totáln¥ kolmý podprostor K = B+
−→
C ⊥, ur£íme pr·se£ík C = C ∩K, vyjád°íme |BC|

a podtrhneme v(B, C) = |BC|.

P°i ur£ování bodu C °e²íme pr·nik dvou komplementárních podprostor· v E , coº m·ºe p°ed-
stavovat zbyte£n¥ velkou soustavu rovnic. Po£etn¥ výhodn¥j²í je zpravidla následující postup,
který navíc budeme schopni okamºit¥ zobecnit pro libovolné podprostory B, C ⊂ E . Ignorujeme
dopl¬kový podprostor K a hledáme p°ímo patu kolmice, tj. bod C:

(2) Pata C kolmice je charakterizována dv¥ma vlastnostmi:

(a) C ∈ C,

(b)
−−→
BC ∈

−→
C
⊥
.
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P°edpokládejme, ºe C je zadán parametricky C = Y +〈u1,u2, . . . 〉 a vektory (ui) jsou lineárn¥
nezávislé. Potom p°edchozí dv¥ podmínky jsou ekvivalentní s:

(a') C = Y + a1u1 + a2u2 + . . . , pro n¥jaká ai ∈ R,

(b')
−−→
BC ⊥ u1,

−−→
BC ⊥ u2, . . . .

Nyní
−−→
BC =

−−→
BY + a1u1 + a2u2 + . . . . Vyjád°íme-li

−−→
BC ⊥ ui pomocí skalárního sou£inu, je

(b') ekvivalentní se soustavou lineárních rovnic:

a1u1 � u1 + a2u2 � u1 + . . . =
−−→
Y B � u1,

a1u1 � u2 + a2u2 � u2 + . . . =
−−→
Y B � u2,

...

Jedná se o soustavu, jeº má práv¥ tolik rovnic jako neznámých, a t¥ch je práv¥ tolik, kolik
je dimenze

−→
C . �e²ení je ur£eno jednozna£n¥, po dosazení do (a') dostáváme hledanou patu

kolmice C a zbytek je jasný.

Není náhodou, ºe nám tento popis n¥co p°ipomíná. Ve skute£nosti nejde o nic jiného neº o výpo£et
kolmé projekce u vektoru v =

−−→
Y B do podprostoru U =

−→
C a následné dosazení C = Y + u, viz

obr. 11.11, p°íp. 11.12./
Vzdálenost bodu od nadroviny

Ve speciálním p°ípad¥, kdy C je nadrovinou v E m·ºeme pozorovat zajímavé zjednodu²ení, které
se hodí zejména v p°ípad¥, kdy C je dána rovnicí

C = {X ∈ E |
−−→
Y X � n = 0},

kde Y je n¥jaký (libovolný) bod v C a n je normálový vektor.

Nesoust°edíme se na pr·m¥t u ∈
−→
C , ale rad¥ji na pr·m¥t w ∈

−→
C
⊥

= 〈n〉. Podle (10.13)
víme, ºe tento pr·m¥t je

w =

−−→
Y B � n
n � n

n. (11.15)

Odtud umíme vyjád°it patu kolmice C = B −w. Vzdálenost je rovna velikosti vektoru w:

v(B, C) = |
−−→
Y B � n|
‖n‖

. (11.16)

(V r·zných u£ebnicích bývá tato rovnost formulována r·znými zp·soby � porovnejte v²echna/
vyjád°ení, která najdete.)

Rovnost (11.16) lze alternativn¥ odvodit z pravoúhlého trojúhelníku Y CB jako na obr. 11.13:
Zna£í-li α velikost úhlu CY B, pak z°ejm¥ platí

v(B, C) = ‖
−−→
Y B‖ · sinα.

Odchylky diskutujeme hned v následujících odstavcích, takºe pokud nahlédneme na str. 85 a do-
sadíme (11.18) do p°edchozího vyjád°ení, zjistíme, ºe v²echno krásn¥ souhlasí. . ./
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Obrázek 11.13: Vzdálenost bodu od nadroviny.

Vzdálenost obecn¥

Slibované zobecn¥ní (2) pro obecné podprostory B, C ⊂ E zní:

(2') Dvojice bod· B a C, pro niº platí v(B, C) = |BC|, je podle v¥ty 11.1 charakterizována
následujícími vlastnostmi:

(a) B ∈ B, C ∈ C,

(b)
−−→
BC ∈

−→
B
⊥
∩
−→
C
⊥
.

P°edpokládejme, ºe oba podprostory jsou dány parametricky B = X + 〈u1, . . . ,uk〉, C =
Y + 〈uk+1, . . . ,u`〉. Potom p°edchozí podmínky jsou ekvivalentní s:

(a') B = X + a1u1 + · · ·+ akuk, C = Y + ak+1uk+1 + · · ·+ a`u`, pro n¥jaká ai ∈ R,

(b')
−−→
BC ⊥ ui, pro v²echna i = 1, . . . , `.

Nyní −−→
BC =

−−→
XY − a1u1 − . . .− akuk + ak+1uk+1 + · · ·+ a`u`

a (b') je ekvivalentní se soustavou lineárních rovnic:

−a1u1 � u1 − · · ·+ a`u` � u1 =
−−→
Y X � u1,

−a1u1 � u2 − · · ·+ a`u` � u2 =
−−→
Y X � u2,

...

(11.17)

Po vy°e²ení soustavy a dosazení do (a') dostáváme hledanou dvojici bod· B a C. . .

V²imn¥te si, ºe tentokrát nem·ºeme jen tak p°edpokládat lineární nezávislost vektor· (ui),
nicmén¥ m·ºeme aspo¬ p°edpokládat, ºe kaºdá skupina (u1, . . . ,uk) a (uk+1, . . . ,u`) je tvo-
°ena nezávislými vektory. P°esto zmi¬ovaná soustava nemusí být jednozna£n¥ °e²itelná, coº nám
°íká n¥co o vzájemné poloze B a C!

11.3 D·leºité poznámky

Vzájemná poloha alternativn¥

Z p°edchozího návodu se mimo jiné dovídáme n¥co o vzájemné poloze podprostor·, jejichº vzdá-
lenost ur£ujeme:
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Pokud jsou podprostory B a C incidentní nebo r·znob¥ºné, pak v(B, C) = 0. Tyto dva p°ípady
jsou rozli²eny tím, ºe v prvním p°ípad¥ je dimenze prostoru °e²ení soustavy (11.17) rovna dimenzi
men²ího z podprostor· B a C. Stejným zp·sobem umíme rozli²it rovnob¥ºnost od mimob¥ºnosti,
kdy v(B, C) 6= 0. Pokud kv·li stru£nosti ozna£íme

v := v(B, C), d := dimenze prostoru °e²ení soustavy (11.17), m := min{dimB,dim C},

potom charakterizace vzájemných poloh a�nních podprostor· m·ºe vypadat následovn¥:

V¥ta. A�nní podprostory B a C jsou

• incidentní ⇐⇒ v = 0 a d = m,

• r·znob¥ºné ⇐⇒ v = 0 a d < m,

• rovnob¥ºné r·zné ⇐⇒ v 6= 0 a d = m,

• mimob¥ºné ⇐⇒ v 6= 0 a d < m.

Celkem tedy vidíme, ºe vzájemnou polohu a vzdálenost podprostor· lze ur£it sou£asn¥ z jednoho
po£ítání.

Vzdálenost alternativn¥

V podkap. 12 se budeme zabývat obsahy a objemy, a to zejména rovnob¥ºník· a rovnob¥ºnost¥n·.
Objem rovnob¥ºnost¥nu je roven obsahu základny násobenému velikostí vý²ky. Odtud je moºné
vyjád°it vý²ku rovnob¥ºnost¥nu, která £asto reprezentuje vzdálenost n¥jakých podprostor·, viz
motiva£ní obr. 11.14. Vtip je v tom, ºe tento post°eh lze zobecnit pro libovolné podprostory
v libovolném eukleidovském prostoru. Tímto zp·sobem pak budeme um¥t vyjad°ovat vzdálenosti,
aniº bychom °e²ili jakoukoli soustavu rovnic, viz v¥tu na str. 12.4 na str. 96.

Obrázek 11.14: Velikost vý²ky nazna£eného rovnob¥ºnost¥nu je rovna vzdálenosti bodu
B od roviny C = C + 〈v1,v2〉.

Uv¥domte si, ºe takto nikdy neur£íme dvojici bod·, v nichº se vzdálenost realizuje, natoº pak
vzájemnou polohu podprostor·. . .
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11.4 Odchylky

Odchylka dvou nenulových vektor· je de�nována rovností (9.9), p°íp. (9.8). Podobn¥ jako u kol-
mosti, odchylka dvou a�nních podprostor· je zcela ur£ena jejich zam¥°eními.

Pokud mají zam¥°ení triviální pr·nik, pak je de�nice jasná � sta£í uvaºovat minimum ze
v²ech moºných odchylek mezi vektory, z nichº jeden pat°í do jednoho a druhý do druhého pod-
prostoru. V opa£ném p°ípad¥ by tato de�nice automaticky dávala 0, coº jist¥ nekoresponduje
s na²imi p°edstavami o odchylce. Modelový p°íklad tohoto typu p°edstavují dv¥ roviny jako na
obr. 11.15 � odchylka rovin je odchylkou p°ímek, z nichº kaºdá je obsaºena v jedné z daných
rovin a ob¥ mají tu vlastnost, ºe jsou kolmé k pr·niku rovin. V p°ípad¥, kdy zam¥°ení mají ne-
triviální pr·nik, musíme navíc rozli²ovat p°ípad, kdy jeden podprostor je obsaºen ve druhém �
v tomto p°ípad¥ je odchylka rovna 0 (skute£n¥ musíme deklarovat samostatn¥, nebo´ p°edchozí
konstrukce je v této situaci jaksi degenerovaná).

De�nice. Odchylka netriviálních a�nních podprostor· B a C v eukleidovském prostoru E je
rovna odchylce jejich zam¥°ení

−→
B a

−→
C v
−→
E :

^(B, C) := ^(
−→
B ,
−→
C ).

P°itom odchylka netriviálních vektorových podprostor·
−→
B a

−→
C v zam¥°ení

−→
E je de�no-

vána následovn¥:

(a) pokud
−→
B ∩
−→
C = {o}, pak

^(
−→
B ,
−→
C ) := min{^(u,v) | u ∈

−→
B ,v ∈

−→
C },

(b) pokud
−→
B ⊆

−→
C , pak

^(
−→
B ,
−→
C ) := 0,

(c) pokud
−→
B 6⊆

−→
C a
−→
B ∩
−→
C 6= {o}, pak

^(
−→
B ,
−→
C ) := ^(

−→
B ′,
−→
C ′),

kde
−→
B ′, resp.

−→
C ′ jsou podprostory obsaºené v

−→
B , resp.

−→
C , jeº jsou kolmé k pr·niku−→

B ∩
−→
C , tj.

−→
B ′ =

−→
B ∩ (

−→
B ∩
−→
C )⊥ a

−→
C ′ =

−→
C ∩ (

−→
B ∩
−→
C )⊥.

Uv¥domte si, ºe v p°ípad¥ (c) se odkazujeme na de�nici podle (a), coº je v naprostém po°ádku,
nebo´ podprostory

−→
B ′ a

−→
C ′ mají vºdy triviální pr·nik (a sou£asn¥ jsou oba netriviální). . . /
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Obrázek 11.15: K de�nici odchylky
−→
B a
−→
C : (a) odchylka je minimem ze v²ech moºných

odchylek, (b) odchylka je 0, (c) odchylka je odchylkou men²ích podprostor·
−→
B ′ a

−→
C ′,

jeº jsou kolmé k pr·niku.

Odchylka dvou p°ímek

Jsou-li oba podprostory p°ímky se zam¥°eními
−→
b = 〈u〉 a −→c = 〈v〉, pak je podle de�nicí jasné,

ºe

^(b, c) = arccos
|u � v|
‖u‖ · ‖v‖

.

Pravá strana rovnosti skute£n¥ nezávisí na výb¥ru sm¥rových vektor· a absolutní hodnota v £i-
tateli zaru£uje, ºe ze dvou moºných odchylek vybíráme práv¥ tu men²í (cosα ≥ 0 ⇐⇒ α ≤ π

2 ).

Obrázek 11.16: Odchylka p°ímek.

Odchylka p°ímky od podprostoru

Pokud není p°ímka kolmá k podprostoru, pak zdravý názor velí p°ímku kolmo promítnout do
podprostoru a m¥°it odchylku t¥chto dvou p°ímek. Následující v¥ta ukazuje, ºe tento nápad je
platný v libovolném eukleidovském prostoru:

V¥ta. Pro libovolnou p°ímku b a libovolný podprostor C v eukleidovském prostoru E platí:
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(1) pokud b ⊥ C, potom ^(b, C) = π
2 ,

(2) pokud b 6⊥ C, potom ^(b, C) = ^(u,uC), kde u ∈
−→
b je libovolný sm¥r p°ímky a uC ∈

−→
C

je jeho kolmý pr·m¥t do
−→
C .

D·kaz. První p°ípad je jasný. Druhý p°ípad zahrnuje také moºnost b ‖ C, tj.
−→
b ⊆

−→
C , kdy podle

de�nice vychází ^(b, C) = 0: kolmý pr·m¥t v tomto p°ípad¥ je uC = u, tedy ^(u,uC) = 0
a rovnost platí. Uvaºme generický p°ípad, kdy b 6⊥ C a b 6‖ C:

Pro libovolný vektor v ∈
−→
C ozna£íme α = ^(u,uC), α′ = ^(u,v). Chceme dokázat, ºe α ≤ α′

nebo ekvivalentn¥ cosα ≥ cosα′. Nejprve si v²imneme klí£ového p°edpokladu, tj. (u−uC) ⊥
−→
C ,

coº v d·sledku znamená, ºe u � v = uC � v. Odtud a z Cauchyovy�Schwartzovy nerovnosti (9.4)
dostáváme:

cosα′ =
u � v
‖u‖ · ‖v‖

=
uC � v
‖u‖ · ‖v‖

≤ ‖uC‖ · ‖v‖
‖u‖ · ‖v‖

=
‖uC‖
‖u‖

= cosα.

Obrázek 11.17: Odchylka p°ímky a obecného podprostoru.

Uv¥domte si, ºe z uvedeného také p°ímo vyplývá, ºe

^(b, C) + ^(b, C⊥) = π

2
.

Tento post°eh lze dál zobec¬ovat pro obecn¥j²í situace, viz následující odstavce.

Odchylka p°ímky od nadroviny

Jak uº jsme zvyklí, kdyº je C nadrovinou, pozorujeme jistá zjednodu²ení: Z poslední poznámky
a známého faktu cos(π2 − α) = sinα odvozujeme

^(b, C) = arcsin
|u � c|
‖u‖ · ‖c‖

, (11.18)

kde c ∈
−→
C
⊥
zna£í normálu nadroviny (a u ∈

−→
b sm¥r p°ímky stejn¥ jako vý²e).



86 III Eukleidovská geometrie

Obrázek 11.18: Odchylka p°ímky a nadroviny: cosβ = cos(π2 − α) = sinα.

Odchylka dvou nadrovin

Jsou-li oba podprostory nadrovinami s normálovými vektory b a c, pak ve v²ech p°ípadech, které
si umíme p°edstavit platí

^(B, C) = ^(〈b〉, 〈c〉) = arccos
|b � c|
‖b‖ · ‖c‖

.

Tato rovnost samoz°ejm¥ platí pro libovolné nadroviny v jakémkoli eukleidovském prostoru;
obecné zd·vodn¥ní lze najít v [HoJa, v¥ta 16.5].

Obrázek 11.19: Odchylka nadrovin.

Odchylky obecn¥

Obecn¥ sta£í diskutovat pouze takové podprostory, jejichº zam¥°ení mají triviální pr·nik. Nej-
jednodu²²í dal²í p°ípad, který není zahrnut mezi p°edchozími, m·ºe být reprezentován dv¥ma
rovinami ve £ty°rozm¥rném prostoru. Geometrické °e²ení této (stejn¥ jako jakékoli jiné) úlohy
spo£ívá v nalezení takové dvojice vektor· u ∈

−→
B a v ∈

−→
C , ºe

^(B, C) = ^(u,v).

Dosud jsme vysta£ili s kolmým promítáním vektoru do podprostoru, nejinak tomu bude i nyní.
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Pro vý²e jmenované vektory totiº platí

^(u,v) = ^(u,
−→
C ) = ^(

−→
B ,v),

coº podle v¥ty na str. 84 znamená, ºe tato odchylka je rovna bu¤ π
2 nebo odchylce

^(u,uC) = ^(vB ,v),

kde uC zna£í kolmý pr·m¥t vektoru u do
−→
C a vB zna£í kolmý pr·m¥t vektoru v do

−→
B . Odtud

zejména vyplývá, ºe uC ∈ 〈v〉 a sou£asn¥ vB ∈ 〈u〉. Pokud znovu kolmo promítneme uC do
−→
B ,

resp. vB do
−→
C dostaneme

uCB = b · u, resp. vBC = c · v

pro n¥jaká b, c ∈ R. Jinými slovy, vektor u ∈
−→
B je charakteristickým vektorem (odpovídají-

cím charakteristickému £íslu b)7 transformace
−→
B →

−→
B sloºené ze dvou zmi¬ovaných kolmých

projekcí, které ozna£íme pC :
−→
B →

−→
C a pB :

−→
C →

−→
B . Podobn¥ pro vektor v ∈

−→
C . . .

Odtud by m¥lo být jasné, jak ur£it odchylku B a C v p°ípad¥, ºe nem·ºeme pouºít ºádný
z p°edchozích speciálních post°eh·:

• popí²eme n¥jak kolmé projekce pC :
−→
B →

−→
C a pB :

−→
C →

−→
B , /

• uvaºujeme sloºené zobrazení pB ◦ pC :
−→
B →

−→
B ,

• ur£íme charakteristické vektory transformace pB ◦ pC (m·ºe jich být víc!),

• odchylka ^(B, C) je pak ur£ena takovou dvojicí vektor· u a uC = pC(u), pro n¥º je ^(u,uC)
nejmen²í,

• následující v¥ta dodává, ºe takové u odpovídá nejv¥t²ímu charakteristickému £íslu b.

(Podobn¥ m·ºeme uvaºovat sloºení pC ◦ pB :
−→
C →

−→
C ; výsledek je samoz°ejm¥ stejný.)

Poznámka ke t°etímu kroku: transformace tohoto typu jsou docela speciální a obecn¥ pro
n¥ platí, ºe z jejich charakteristických vektor· lze vºdy sestrojit bázi prostoru

−→
B .8 Pokud má

transformace aspo¬ dv¥ r·zná charakteristická £ísla, je t°eba v následujícím kroku vybírat. Pokud
by náhodou byla v²echna stejná, tak to znamená, ºe transformace je násobkem identity a je jedno,
který vektor vybereme. . .

V¥ta. Pro libovolné podprostory B, C ⊆ E, jeº nemají ºádné spole£né sm¥ry, platí:

(1) pokud B ⊥ C, potom ^(B, C) = π
2 ,

(2) pokud B 6⊥ C, potom ^(B, C) = ^(u,uC) = ^(vB ,v), kde u ∈
−→
B , resp. v ∈

−→
C je

charakteristický vektor odpovídající nejv¥t²ímu charakteristickému £íslu transformace
pB ◦ pC :

−→
B →

−→
B , resp. pC ◦ pB :

−→
C →

−→
C .

V kaºdém p°ípad¥ m·ºeme dodat:

(3) pokud b a c jsou nejv¥t²í charakteristická £ísla zmi¬ovaných transformací, potom je
0 ≤ b = c < 1 a ^(B, C) = arccos

√
b = arccos

√
c.

7P°ipomenutí pojm· charakteristických £ísel a vektor· najdete na 110
8Jedná se o tzv. symetrické lineární transformace a zd·vodn¥ní uvedeného faktu najdete v jakékoli u£ebnici

lineární algebry, která se o t¥chto transformacích zmi¬uje; viz nap°. [Zl, £ást 23.3].
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První £ást tvrzení je jasná a uvádíme ji hlavn¥ pro zd·razn¥ní podobnosti s v¥tou na str. 84
(onu v¥tu nyní chápeme jako d·sledek v¥ty práv¥ formulované). V p°edcházející diskuzi jsme
zd·vodnili tém¥° v²echno. Pot°ebujeme si uv¥domit uº jen n¥kolik drobností:

Odchylka α := ^(u,uC) je minimální práv¥ tehdy, kdyº cosα je maximální. Navíc pro vektory
u,uC a uCB platí

cosα =
‖uC‖
‖u‖

=
‖uCB‖
‖uC‖

.

P°itom uCB = bu, coº po dosazení a úprav¥ dává

b =
‖uC‖2

‖u‖2
= cos2 α.

P°itom 0 ≤ ‖uC‖ < ‖u‖, tudíº 0 ≤ b < 1 a cosα =
√
b. Podobn¥ m·ºeme argumentovat s vek-

torem v, coº pochopiteln¥ p°eskakujeme. Uv¥domte si, ºe tvrzení (3) skute£n¥ platí i v p°ípad¥,/
kdy B ⊥ C.

Obrázek 11.20: K obecné diskuzi o odchylce. . .

11.5 D·leºité poznámky

Tím diskuzi o odchylkách kon£íme, coº v²ak neznamená, ºe jsme téma zcela vy£erpali. Na záv¥r
znovu upozor¬ujeme na zvlá²tní fenomén, který v obecných eukleidovských prostorech musíme
mít na z°eteli:

• Odchylka π
2 není totéº co kolmost!

Pokud mají zam¥°ení podprostor· triviální pr·nik, pak to totéº je; v opa£ném p°ípad¥ m·ºeme
nanejvý² °íct, ºe

• B ⊥ C =⇒ ^(B, C) = π
2 .

Opa£ná implikace obecn¥ neplatí � nejmen²í protip°íklad lze vymyslet v prostoru dimenze 4,
viz odst. 10.2 pro nápov¥du. . ./
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11.6 Cvi£ení
/

(1) Pro v²echny moºné dvojice podprostor· z p°edchozích cvi£ení ur£ete jejich vzdálenosti a od-
chylky.

(2) Neopome¬te zejména podprostory ze cvi£ení 6.5(1) a zamyslete se znovu nad jejich vzájem-
nou polohou.

(3) Pro n¥jaké jednoduché, ale netriviální, p°ípady zkuste ur£it jejich vzdálenost a odchylku
podle de�nice.

(4) Ve vhodném eukleidovském prostoru udejte p°íklad dvou nadrovin, které mají vzdálenost 2.

(5) Ve vhodném eukleidovském prostoru udejte p°íklad dvou podprostor·, které mají odchylku
π
2 a p°itom nejsou kolmé.

12 Obsahy, objemy a dal²í

Základní poznatky o obsazích rovnob¥ºník· a objemech rovnob¥ºnost¥n· jsme si zopakovali
na str. 67. V celé této podkapitole bereme tyto poznatky jako výchozí. Nejprve zformulujeme
obecnou de�nici objemu (k-rozm¥rného) rovnob¥ºnost¥nu. Následn¥ se budeme zamý²let nad
tím, jak takové objemy efektivn¥ po£ítat. Jak jsme uº d°íve ukázali, k tomu se bude báje£n¥
hodit determinant v r·zných podobách, viz pojem vn¥j²ího sou£inu, Gramova determinantu,
ale téº vektorového sou£inu. . .

12.1 Obecná de�nice

k-rozm¥rný rovnob¥ºnost¥n je ur£en jedním vrcholem a k-ticí lineárn¥ nezávislých vektor·. Ob-
jem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory v1,v2, . . . v obecném eukleidovském prostoru E budeme
zna£it V(v1,v2, . . . ).9 Nejjednodu²²í p°ípady jsou tyto:

• jsou-li ur£ující vektory ortonormální, pak se jedná o krychli a V(v1,v2, . . . ) = 1,

• jsou-li tyto vektory ortogonální, pak se jedná o kvádr a V(v1,v2, . . . ) = ‖v1‖ · ‖v2‖ · · · · .

Obecná induktivní de�nice vypadá následovn¥:

• obsah rovnob¥ºníku = velikost jedné strany krát velikost vý²ky na tuto stranu,

• objem rovnob¥ºnost¥nu = obsah jedné st¥ny krát velikost vý²ky na tuto st¥nu,

• atd. . .

Vzhledem k zavedenému zna£ení m·ºeme tyto vztahy zapsat následovn¥:

De�nice. Objem V(v1,v2, . . . ) rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory v1,v2, . . . je nezáporné
reálné £íslo takové, ºe

9Pro jednoduchost mluvíme v obecných formulacích pouze o rovnob¥ºnost¥nech, p°i£emº máme na mysli, ºe 2-
rozm¥rný rovnob¥ºnost¥n je rovnob¥ºník, 1-rozm¥rný rovnob¥ºnost¥n je úse£ka, p°íp. 0-rozm¥rný rovnob¥ºnost¥n
je bod.
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• V(v1) := ‖v1‖,

• V(v1,v2) := V(v1,w2) = ‖v1‖ · ‖w2‖, kde w2 kolmý pr·m¥t vektoru v2 do v⊥1 ,

• V(v1,v2,v3) := V(v1,v2,w3) = V(v1,v2).‖w3‖, kde w3 je kolmý pr·m¥t vektoru v3

do 〈v1,v2〉⊥,

• atd. . .

Vektor w2, resp. w3 p°edstavuje vý²ku rovnob¥ºníku, resp. rovnob¥ºnost¥nu; £íslo ‖w2‖, resp.
‖w3‖ je velikost této vý²ky.

Obrázek 12.21: K objemu rovnob¥ºnost¥nu. . .

P°ímo z de�nice vidíme, ºe

V(v1,v2,v3, . . . ) = V(v1,v2,w3, . . . ) = V(v1,w2,w3, . . . ) = ‖v1‖ · ‖w2‖ · ‖w3‖ · · · · ,

kde vektory wi jsou navzájem kolmé vektory postupn¥ sestrojené podle návodu vý²e. Tento
nakolmovací algoritmus jsme v algeb°e jmenovali jako tzv. Gram·v�Schmidt·v proces. . .

Poznámky

(1) Vyjád°it obsah rovnob¥ºníku podle de�nice je snadné:/
V(v1,v2) = ‖v1‖ · ‖v2‖ · sinα, (12.19)

kde α = ^(v1,v2). Po£ítání objemu vícerozm¥rného rovnob¥ºnost¥nu podle de�nice v²ak m·ºe
být docela otravné, proto se za chvíli poohlédneme po n¥jakých zjednodu²eních. . .

(2) De�nici V(v1,v2, . . . ) m·ºeme bez problém· roz²í°it pro libovolné, tedy ne nutn¥ nezávislé
vektory, coº je £asto výhodné nerozli²ovat. P°ímo z de�nice plyne, ºe V(v1,v2, . . . ) je roven 0
práv¥ tehdy, kdyº vektory v1,v2, . . . jsou lineárn¥ závislé:10

• V(v1,v2, . . . ) = 0⇐⇒ vektory v1,v2, . . . jsou lineárn¥ závislé.

k-rozm¥rný objem tedy chápeme jako zobrazení

V :
−→
E × . . .×

−→
E → R≥0,

10V takovém p°ípad¥ mluvíme o degenerovaném rovnob¥ºnost¥nu.
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které k-tici vektor· p°i°azuje nezáporné reálné £íslo.

(3) Z úvodních poznámek okolo obr. 9.3 na str. 68 víme, ºe objem rovnob¥ºnost¥nu úzce souvisí
s determinantem, resp. s vn¥j²ím sou£inem vektor·. V následujících odstavcích tento pozna-
tek náleºit¥ zobecníme a zd·vodníme. Tento fakt by nem¥l být ºádným velkým p°ekvapením,
kdyº si uv¥domíme, ºe jak objem, tak vn¥j²í sou£in mají velmi podobné vlastnosti. Krom¥ vý²e
uvedeného poznatku (o tom, kdy je výsledek 0) je to zejména je²t¥ následující vlastnost:

• P°i°azení (v1, . . . ,vk) 7→ V(v1, . . . ,vk) de�nuje pozitivn¥-multilineární zobrazení
−→
E × . . .×

−→
E → R≥0.

P°ívlastek pozitivn¥-multilineární znamená, ºe zobrazení se chová jako absolutní hodnota n¥jakého
multilineárního zobrazení. Na vysv¥tlenou n¥kolik konkrétností pro k = 2, viz obr. 12.22:

V(v1, av1) = 0,

V(v1,v2) = V(v1,v2) + V(v1, av1) = V(v1,v2 + av1),

V(v1, bv2) = |b| ·V(v1,v2),

kde v1,v2 jsou libovolné vektory a a, b libovolná reálná £ísla.

Obrázek 12.22: Vlastnosti obsahu/objemu se nápadn¥ podobají vlastnostem determi-
nantu.

12.2 Gram·v determinant

Za£neme s malým kouzlem: Vyberme náhodn¥ vektory v1,v2 v n¥jakém eukleidovském prostoru.
Podle (10.13) na str. 76 umíme obecn¥ vyjád°it kolmou projekci w2 vektoru v2 do v⊥1 :

w2 = v2 −
v2 � v1

v1 � v1
v1.

Velikost tohoto vektoru, resp. její druhá mocnina, je rovna /
‖w2‖2 = ‖v2‖2 −

(v1 � v2)
2

‖v1‖2
.
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Dosazením do de�nující rovnosti V(v1,v2) = V(v1,w2) = ‖v1‖ · ‖w2‖, dostáváme

V(v1,v2) =
√
‖v1‖2‖v2‖2 − (v1 � v2)2,

coº m·ºeme interpretovat jako odmocninu z determinantu jisté matice:

V(v1,v2) =

√∣∣∣∣v1 � v1 v1 � v2

v2 � v1 v2 � v2

∣∣∣∣. (12.20)

Matice pod odmocninou na pravé stran¥ je tzv. Gramova matice, její determinant se zove Gra-
m·v:

De�nice. Gram·v determinant ur£ený k-ticí vektor· v1, . . . ,vk je determinant

G(v1, . . . ,vk) :=

∣∣∣∣∣∣∣
v1 � v1 . . . v1 � vk

...
. . .

...
vk � v1 . . . vk � vk

∣∣∣∣∣∣∣ .

P°edchozí výsledek nyní snadno zobecníme � jedná se nejobecn¥j²í a pom¥rn¥ elegantní
zp·sob ur£ení objemu obecného rovnob¥ºnost¥nu v obecném eukleidovském prostoru:

V¥ta. Pro libovolnou k-tici vektor· v eukleidovském prostoru platí

V(v1, . . . ,vk) =
√
G(v1, . . . ,vk).

Sledovat p°edchozí zd·vodn¥ní pro více neº dva vektory m·ºe být trochu problém. Proto nabízíme
alternativní zd·vodn¥ní, které je odvozeno ze základních vlastností determinantu.

D·kaz. Pro p°ehlednost formulujeme pouze pro trojici vektor·, následné zobecn¥ní by m¥lo být
z°ejmé. Vzhledem k vý²e uºívanému zna£ení platí:

G(v1,v2,v3) =

∣∣∣∣∣∣
v1 � v1 v1 � v2 v1 � v3

v2 � v1 v2 � v2 v2 � v3

v3 � v1 v3 � v2 v3 � v3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
v1 � v1 v1 � v2 v1 � v3

w2 � v1 w2 � v2 w2 � v3

w3 � v1 w3 � v2 w3 � v3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
v1 � v1 v1 �w2 v1 �w3

w2 � v1 w2 �w2 w2 �w3

w3 � v1 w3 �w2 w3 �w3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
v1 � v1 0 0

0 w2 �w2 0
0 0 w3 �w3

∣∣∣∣∣∣ = ‖v1‖2 · ‖w2‖2 · ‖w3‖2.

V t¥chto úpravách se nejprve odkazujeme na vlastnosti determinantu, tedy jeho antisymetri£nost
a multilinearitu. Odtud zejména plyne, ºe hodnota determinantu se nezm¥ní, kdyº k libovolnému
°ádku/sloupci p°i£teme libovolnou lineární kombinaci ostatních. To je p°esn¥ úprava, kterou jsme
postupn¥ d¥lali nejd°ív s °ádky, poté se sloupci:

w2 = v2 + av1, w3 = v3 + bv1 + cv2.

Záv¥r plyne z toho, ºe vektory wi nejsou jen tak ledajaké vektory uvedeného tvaru, ale práv¥
kolmé pr·m¥ty vi do 〈v1, . . .vi−1〉⊥. V²echny skalární sou£iny v Gramov¥ matici mimo hlavní
úhlop°í£ku jsou tedy nutn¥ nulové. . .
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12.3 Vn¥j²í a vektorový sou£in

Ve speciálních p°ípadech, jeº se týkají výhradn¥ po£tu ur£ujících vektor·, je moºné k vyjád°ení
objemu pouºít n¥kterou z následujících algebraických konstrukcí. . .

Vn¥j²í sou£in

Na obr. 9.3 na str. 68 je ukázáno, ºe obsah rovnob¥ºníku v eukleidovské rovin¥ je roven de-
terminantu matice tvo°ené sou°adnicemi ur£ujících vektor· vzhledem k n¥jaké ortonormální
bázi. Zobrazení, které dvojici vektor· (u,v) p°i°azuje onen determinant, jsme nazvali vn¥j²ím
sou£inem a ozna£ili [u,v]. Hodnota obsahu je vºdy nezáporná, hodnota vn¥j²ího sou£inu m·ºe
být jakákoli. Z uvedeného vyplývá, ºe pro libovolné dva vektory u,v ve dvourozm¥rném euklei-
dovském prostoru platí:

V(u,v) =
∣∣[u,v]∣∣.

Zobecn¥ní tohoto výsledku ve vý²e uvedeném duchu p°estává být názorné, poohlédneme se
tudíº po jiném argumentu. Obecná de�nice vn¥j²ího sou£inu n-tice vektor· v eukleidovském
prostoru dimenze n je uvedena na str. 67; vlastnosti vn¥j²ího sou£inu jsou následující:

V¥ta. Pro n-tici vektor· v n-rozm¥rném eukleidovském prostoru platí:

(1) P°i°azení (v1, . . . ,vn) 7→ [v1, . . . ,vn] de�nuje antisymetrické multilineární zobrazení
−→
E × . . .×

−→
E → R.

(2) [v1, . . . ,vn] = 0⇐⇒ vektory v1, . . . ,vn jsou lineárn¥ závislé.

(3)
∣∣[v1, . . . ,vn]

∣∣ = V(v1, . . . ,vn).

D·kaz. Tvrzení (1) a (2) plynou p°ímo z de�nice vn¥j²ího sou£inu, tzn. z vlastností determinantu.
Tvrzení (3) plyne z Cauchyovy v¥ty o sou£inu determinant· a z v¥ty 12.2:

[v1, . . . ,vn]
2
= det(v1, . . . ,vn)

2 = det(v1, . . . ,vn)
T · det(v1, . . . ,vn) =

= det
(
(v1, . . . ,vn)

T · (v1, . . . ,vn)
)
=

∣∣∣∣∣∣∣
v1 � v1 . . . v1 � vn

...
. . .

...
vn � v1 . . . vn � vn

∣∣∣∣∣∣∣ = G(v1, . . . ,vn).

Ze t°etí £ásti v¥ty je z°ejmé, pro£ se vn¥j²ímu sou£inu p°ezdívá téº orientovaný objem. . .

Vektorový sou£in

Pojem vektorového sou£inu bezpe£n¥ známe pro dva vektory v trojrozm¥rném eukleidovském
prostoru. Jedná se o operaci, která dvojici vektor· (u,v) p°i°azuje vektor u × v. Názorná geo-
metrická charakterizace vektoru u× v je na obr. 9.4 na str. 69 a v jeho blízkém okolí.

Analyticky lze tentýº vektor vyjád°it ze sou°adnicového vyjád°ení u = (u1, u2, u3) a v =
(v1, v2, v3) vzhledem k n¥jaké ortonormální bázi takto:

u× v =

(∣∣∣∣u2 v2
u3 v3

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣u1 v1
u3 v3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣) .
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Z uvedeného zatím není jasné, pro£ by uvedené dva p°ístupy m¥ly být ekvivalentní, coº rozhodn¥
chceme napravit. P°i po£ítání vektorového sou£inu jsme zvyklí si pomáhat následovn¥:∣∣∣∣∣∣

u1 v1 x1
u2 v2 x2
u3 v3 x3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣u2 v2
u3 v3

∣∣∣∣x1 − ∣∣∣∣u1 v1
u3 v3

∣∣∣∣x2 + ∣∣∣∣u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣x3. (12.21)

Jedná se Laplace·v rozvoj determinantu matice, která je tvo°ena sou°adnicemi daných vektor·
u,v a obecného vektoru x (v tomto po°adí!). Koe�cienty u xi potom bereme jako sou°adnice
vektorového sou£inu u × v. Tuto rovnost nyní musíme n¥jak koncep£n¥ (bezsou°adnicov¥) in-
terpretovat � na levé stran¥ vidíme vn¥j²í sou£in trojice vektor· (u,v,x), na pravé stran¥ je
skalární sou£in vektor· u × v a x. Vektorový sou£in u × v je tedy vektor jednozna£n¥ ur£ený
rovností

[u,v,x] = (u× v) � x,

která má platit pro libovolný vektor x.
Tento post°eh bereme jako obecnou de�nici, d°íve uvedené geometrické vlastnosti záhy snadno

odvodíme.

De�nice. Vektorový sou£in (n − 1)-tice vektor· (v1, . . . ,vn−1) v n-rozm¥rném eukleidov-
ském prostoru je vektor w spl¬ující

[v1, . . . ,vn−1,x] = w � x

pro v²echna x ∈
−→
E ; zna£íme w = v1 × . . .× vn−1.

Z de�nujícího poºadavku vyplývá, ºe vektorový sou£in je ur£en jednozna£n¥. Sou°adnicové vy-
jád°ení vektorového sou£inu lze obecn¥ ur£it úpln¥ stejn¥ jako v úvodním p°íkladu, tzn. pomocí
Laplaceova rozvoj determinantu podle posledního sloupce. . .

Vlastnosti vektorového sou£inu jsou následující:

V¥ta. Pro (n − 1)-tici vektor· v n-rozm¥rném eukleidovském prostoru platí:

(1) P°i°azení (v1, . . . ,vn−1) 7→ v1× . . .×vn−1 de�nuje antisymetrické multilineární zobra-

zení
−→
E × . . .×

−→
E →

−→
E .

(2) v1 × . . .× vn−1 = o⇐⇒ vektory v1, . . . ,vn−1 jsou lineárn¥ závislé.

(3) v1 × . . .× vn−1 je kolmý ke v²em vektor·m v1, . . . ,vn−1.

(4) Pokud jsou vektory v1, . . . ,vn−1 lineárn¥ nezávislé, pak n-tice (v1, . . . ,vn−1,w) tvo°í

kladnou bázi prostoru
−→
E .

(5) ‖v1 × . . .× vn−1‖ = V(v1, . . . ,vn−1).

D·kaz. Tvrzení (1)�(3) plynou p°ímo z de�nující rovnosti a vlastností vn¥j²ího sou£inu, tzn.
determinantu. Tvrzení (4) v podstat¥ také:

det(v1, . . . ,vn−1,w) = [v1, . . . ,vn−1,w] = w �w > 0.
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Tvrzení (5) je pro ‖w‖ = 0 platné triviáln¥. P°ípad ‖w‖ 6= 0 zd·vodníme tak, ºe je²t¥ trochu
rozepí²eme p°edchozí vztah:

‖w‖2 = [v1, . . . ,vn−1,w] = V(v1, . . . ,vn−1,w) = V(v1, . . . ,vn−1) · ‖w‖,

kde odkazujeme postupn¥ na v¥tu 12.3, p°edchozí nerovnost11 a p°ed chvílí zd·vodn¥né tvrzení
(3). Po d¥lení ‖w‖ dostáváme poºadovanou rovnost.

Poznámky

Ve speciálním p°ípad¥ n = 3 m·ºeme doplnit je²t¥ n¥kolik známých, p°íp. zajímavých v¥cí:

(1) Vektorový sou£in je podle tvrzení (1) bilineární antisymetrické zobrazení
−→
E ×

−→
E →

−→
E ,

coº m·ºeme chápat jako binární operaci na mnoºin¥
−→
E . Tato operace v²ak není asociativní.

Neasociativita plyne z následující rovnosti (kterou lze dokázat nap°. v sou°adnicích): /
(u× v)×w = (u �w)v − (v �w)u. (12.22)

Odtud také vyplývá platnost tzv. Jacobiho identity :

(u× v)×w + (v ×w)× u+ (w × u)× v = 0. (12.23)

Trojrozm¥rný eukleidovský prostor s operací vektorového sou£inu je tedy p°íkladem velice uºi-
te£né struktury, které se °íká Lieova algebra.

(2) Podle tvrzení (5) je velikost vektorového sou£inu u×v rovna obsahu rovnob¥ºníku ur£eného
vektory u a v. Pokud tento obsah vyjád°íme podle (12.19), potom vidíme, ºe platí

‖u× v‖ = ‖u‖ · ‖v‖ · sinα, (12.24)

kde α je odchylka vektor· u a v.

12.4 Shrnutí a uºitek

Stru£né shrnutí

Z p°edchozích odstavc· vidíme n¥kolik zp·sob·, jak ur£ovat objem obecného rovnob¥ºnost¥nu,
které jsou zpravidla mnohem efektivn¥j²í neº po£ítání podle de�nice 12.1:

• V¥ta 12.2 je univerzální a pracuje s Gramovým determinantem, jeº má práv¥ takový °ád,
jaký je po£et vektor· ve h°e (tedy naprosto nezávisle na dimenzi okolního prostoru).

• Objem n-rozm¥rného rovnob¥ºnost¥nu v n-rozm¥rném prostoru m·ºeme ur£it pomocí vn¥j-
²ího sou£inu vektor· podle v¥ty 12.3.

• Objem (n − 1)-rozm¥rného rovnob¥ºnost¥nu v n-rozm¥rném prostoru m·ºeme vyjád°it
pomocí vektorového sou£inu vektor· podle v¥ty 12.3(5).

11V²echno je kladné, takºe absolutní hodnoty psát nemusíme.
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Objem simplexu a mnohost¥nu

Obecné (my²leno i ²ikmé) hranoly, p°íp. libovolné mnohost¥ny lze vºdy rozloºit na jednodu²²í
objekty, u nichº umíme objemy vyjád°it. Tady zpravidla naráºíme na jehlany, resp. simplexy,
o kterých jsme se zatím nezmi¬ovali, proto p°ikládáme n¥kolik poznámek.

k-rozm¥rným simplexem se myslí konvexní obal k+1 bod· v obecné poloze. Dvourozm¥rným
simplexem je samoz°ejm¥ trojúhelník, trojrozm¥rný simplex je trojboký jehlan neboli £ty°st¥n.
Obsah trojúhelníku je roven polovin¥ obsahu opsaného rovnob¥ºníku; objem £ty°st¥nu je roven
t°etin¥ objemu opsaného hranolu, tzn. ²estin¥ objemu opsaného rovnob¥ºnost¥nu. Zobecn¥ní
t¥chto fakt· je následující:

V¥ta. Objem k-rozm¥rného simplexu je roven 1
k! objemu opsaného rovnob¥ºnost¥nu.

Zd·vodn¥ní tohoto tvrzení pro obecné k je úpln¥ analogické t¥m, které známe pro k = 2 a 3,
zejména pokud bereme jako fakt, ºe dva simplexy se stejnou základnou a stejnou vý²kou mají
také stejný objem. To je sice v duchu na²ich úvodních pozorování v odst. 12.1, av²ak elementární
zd·vodn¥ní tohoto faktu kupodivu neexistuje uº pro k = 3. Pro podrobnosti odkazujeme na
Dodatek 24, kde jsou p°ipomenuta také n¥která relevantní tvrzení z [Eu].

Vzdálenosti podprostor·

V odst. 11.2 poblíº obr. 11.14 jsme formulovali nápad, jak interpretovat vzdálenost podprostor·
jakoºto vý²ku vhodného rovnob¥ºnost¥nu. Zobecn¥ní uvedeného nápadu vypadá následovn¥:

V¥ta. Pro a�nní podprostory B a C v eukleidovském prostoru E uvaºme libovolné body X ∈ B
a Y ∈ C a n¥jakou bázi u1,u2, . . . sou£tu zam¥°ení

−→
B +

−→
C . Potom vzdálenost podprostor·

je rovna velikosti vý²ky rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory
−−→
XY ,u1,u2, . . . na st¥nu ur£enou

vektory u1,u2, . . . . Krátce:

v(B, C) = V(
−−→
XY ,u1,u2, . . . )

V(u1,u2, . . . )
.

V²imn¥te si, ºe nesta£í tup¥ dosazovat vektory z parametrického vyjád°ení podprostor· � v tako-
vém p°ípad¥ by se mohlo stát, ºe zm¥°íte nulovou vzdálenost, p°estoºe je ve skute£nosti nenulová!
Umíte si p°edstavit n¥jaký takový p°íklad?/
Normála nadroviny

Z v¥ty 12.3(3) víme, jak je moºné najít vektor, který je kolmý k n− 1 vektor·m v n-rozm¥rném
prostoru, aniº bychom °e²ili soustavu rovnic! Tato dovednost se dá pouºít nap°. p°i ur£ování
rovnicového vyjád°ení libovolné nadroviny v libovolném eukleidovském prostoru.

12.5 Cvi£ení
/

(1) Ve standardní eukleidovské rovin¥ jsou dány body

K = [1, 3], L = [0, 5], M = [1, 4].
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Alespo¬ £ty°mi r·znými zp·soby ur£ete obsah trojúhelníku KLM .

(2) �e²te tutéº úlohu v prostoru E = R3:

K = [1, 3,−5], L = [0, 5,−3], M = [1, 4,−3].

(3) Pro p¥tici bod· A,B,C,D,E ze cvi£ení 7.5(1) ur£ete:

• obsah trojúhelníku ABD, objem £ty°st¥nu ABDE, objem mnohost¥nu ABCDE,

• vzdálenost bodu E od roviny ABD, vzdálenost p°ímek AD a BE,

• rovnicové vyjád°ení roviny ABC.

(4) V eukleidovském prostoru E = R4 jsou dány vektory:

v1 = (3, 2, 0, 1), v2 = (1, 0, 0, 0), v3 = (1, 0, 2, 0).

Ur£ete vektorový sou£in v1×v2×v3 a objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory v1,v2,v3.

(5) Pro vektorový sou£in v prostoru dimenze 3 dokaºte (12.22), p°íp. (12.23).

(6) Uv¥domte si, ºe vektorový sou£in je formáln¥ de�nován také pro jeden vektor v eukleidovském
prostoru dimenze 2. Ur£ete výsledek nap°. pro v1 = (−1, 2).
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KAPITOLA IV

Geometrická zobrazení

O r·zných geometrických zobrazeních jsme se pom¥rn¥ zevrubn¥ bavili jiº v kurzu konstruk£ní
geometrie, viz [�á, zejména kap. III]. V tomto kurzu odkazujeme práv¥ na tyto znalosti, pro£eº
jsme si mohli dovolit za£ít rovnou s obecnými pojmy. Zatím jsme si postupn¥ p°ipomn¥li de�nice
a�nních (odst. 4.5), projektivních (odst. 8.5), shodných, podobných a ekvia�nních zobrazení
(odst. 9.2) a sou£asn¥ jsme zformulovali jejich ekvivalentní (algebraické) de�nice.

V této kapitole doplníme analytická vyjád°ení v²ech zmi¬ovaných typ· zobrazení a nau£íme
se je podle toho rozeznávat. Zejména se budeme soust°edit na transformace, tj. zobrazení n¥ja-
kého prostoru do sebe, a jejich charakterizace pomocí samodruºných prvk·. Zvlá²tní pozornost
v¥nujeme tzv. základním transformacím a jejich skládání. Na záv¥r uvádíme jemn¥j²í klasi�kace
shodností v rovin¥ a v prostoru a n¥kolik dal²ích poznámek.

13 Analytická vyjád°ení a charakterizace

P°ed tím, neº se nau£íme vyjad°ovat zobrazení analyticky, si v²echny probírané typy zobrazení a
jejich podstatné vlastnosti stru£n¥ zopakujeme. V hlavním odstavci této podkapitoly (odst. 13.4)
se je potom nau£íme na základ¥ takového vyjád°ení rozeznávat...

13.1 Opakování

Projektivní

Projektivní zobrazení je zobrazení mezi projektivními prostory, které zobrazuje p°ímky na p°ímky
nebo body. Základní v¥ta projektivní geometrie nám °íká, ºe kaºdé projektivní zobrazení f :
P(W )→ P(W ′) je ur£eno n¥jakým lineárním zobrazením

F :W →W ′

mezi zastupujícími vektorovými prostory, a to tak, ºe obrazX ′ = f(X) je reprezentován vektorem
x′ = F (x), kde x ∈ W je libovolný vektor reprezentující bod X ∈ P(W ) (viz de�nice 8.5). Dva
r·zné vektory x1,x2 reprezentují jeden a ten samý bod X práv¥ tehdy, kdyº se li²í o n¥jaký
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nenulový násobek. Proto dv¥ r·zná lineární zobrazení F1, F2 zadávají jedno a to samé projektivní
zobrazení f práv¥ tehdy, kdyº F1 = k · F2 pro n¥jaké k 6= 0. Z uvedeného mimo jiné vyplývá,
ºe projektivní zobrazení je jednozna£n¥ ur£eno obrazem n+2 bod· v dostate£n¥ obecné poloze,
p°i£emº n = dimP(W ) = dimW − 1 (viz v¥tu 8.5 na str. 56).

Obrázek 13.1: [Ku] Základní kolineace v rovin¥ je osová kolineace.

V tomto kurzu nepracujeme s obecnými projektivními prostory, ale výhradn¥ s projektivními
roz²í°eními a�nních prostor·, P(W ) = Ã = A ∩∞A. Báze ve W proto vºdycky volíme stejn¥
jako v odst. 8.3, tzn. tak, abychom snadno rozpoznali body vlastní od nevlastních. Na²e konvence
je taková, ºe tyto rozli²ujeme podle první (lépe °e£eno nulté) sou°adnice. To znamená, ºe a�nní
prostor A ⊂ Ã si p°edstavujeme jakoºto nadrovinu ve W ur£enou rovnicí x0 = 1.

A�nní

A�nní zobrazení je zobrazení mezi a�nními prostory, které zobrazuje p°ímky na p°ímky nebo
body a zachovává rovnob¥ºnost p°ímek (ekvivalentn¥, zachovává d¥licí pom¥ry trojic kolineárních
bod·). Základní v¥ta a�nní geometrie nás dovedla k charakterizaci a�nních zobrazení f : A → A′
v rámci v²ech projektivních zobrazení mezi projektivními roz²í°eními Ã → Ã′ jako takových
zobrazení, která zobrazují vlastní body na vlastní, coº je totéº jako nevlastní na nevlastní (viz
poznámky na konci odst. 8.5). To je ekvivalentní poºadavku, aby zastupující lineární zobrazení
F : W → W ′ zobrazovalo podprostor

−→
A ⊂ W do podprostoru

−→
A ′ ⊂ W ′. Zúºení F |−→A :

−→
A →

−→
A ′

je potom práv¥ indukované lineární zobrazení
−→
f k a�nnímu zobrazení f , o kterém se mluví

v de�nici 4.5. Z této de�nice také plyne, ºe obraz libovolného bodu X ∈ A lze vyjád°it ve tvaru

f(X) =
−→
f (
−−→
OX) + f(O), (13.1)

kde O ∈ A je jeden vybraný referen£ní bod (obvykle po£átek sou°adné soustavy). Tzn., ºe obecné
a�nní zobrazení f : A → A′ je jednozna£n¥ ur£eno lineárním zobrazením

−→
f mezi zam¥°eními

a obrazem jednoho vybraného bodu. To v d·sledku znamená, ºe a�nní zobrazení je jednozna£n¥
ur£eno obrazem n+ 1 bod· v obecné poloze, kde n = dimA.
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Obrázek 13.2: [Ku] Základní a�nita v rovin¥ je osová a�nita.

Pokud jsou a�nní prostory, mezi kterými zobrazujeme, navíc eukleidovské, rozli²ujeme dal²í
typy zobrazení:

Ekvia�nní

Ekvia�nní zobrazení jsou taková a�nní zobrazení, která zachovávají obsahy, resp. objemy, viz
deinici na str. 71. Objemová forma v eukleidovském prostoru je ur£ena vn¥j²ím sou£inem vektor·,
viz odst. 12.3. Proto m·ºeme ekvia�nní zobrazení charakterizovat následovn¥:

• zobrazení f : E → E ′ je ekvia�nní práv¥ tehdy, kdyº indukované lineární zobrazení
−→
f :−→

E →
−→
E ′ zachovává vn¥j²í sou£in aº na znaménko.1

Z de�nice je z°ejmé, ºe není moºné zobrazit v¥t²í prostor do men²ího ekvia�nním zp·sobem.
Dimenze prostoru E ′ je proto nutn¥ v¥t²í nebo rovna dimenzi E . Pokud je dim E = dim E ′, je kaºdé
ekvia�nní zobrazení nutn¥ bijektivní. V p°ípad¥, ºe dim E < dim E ′, je kaºdé ek�a�nní zobrazení
injektivní. Abychom mohli mluvit o zachovávání vn¥j²ího sou£inu i v takovém p°ípad¥, uvaºujeme
samoz°ejm¥ vn¥j²í sou£iny v E a na jeho obraze, tj. v eukelidovském prostoru f(E) ⊂ E ′. . .

Obrázek 13.3: [Eu1] Typická ekvia�nita je elace.

Shodná

Význa£nou podmnoºinou ekvia�nních zobrazení jsou samoz°ejm¥ zobrazení shodná. Shodná
zobrazení jsou zobrazení, která zachovávají eukleidovskou metriku. Algebraická charakterizace
v odst. 9.2 nám °íká, ºe shodná zobrazení jsou práv¥ taková a�nní zobrazení, ºe indukované line-
ární zobrazení zachovává skalární sou£in vektor·. Protoºe skalární sou£in je bilineární operace,

1Objem je vºdy nezáporný, vn¥j²í sou£in být libovolné £íslo. . .
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je tato podmínka ekvivalentní s poºadavkem, aby se n¥jaká (následn¥ potom kaºdá) ortonormální
báze zam¥°ení

−→
E zobrazovala na ortonormální bázi

−→
E ′.

Obrázek 13.4: [Se] Základní shodnost je soum¥rnost podle nadroviny.

Podobná

Podobná zobrazení jsou zobrazení, která zachovávají eukleidovskou metriku aº na konstantní
nenulový násobek (tzv. koe�cient podobného zobrazení). Ta lze algebraicky charakterizovat jako
a�nní zobrazení, jejichº indukované lineární zobrazení zachovává skalární sou£in aº na nenulový
násobek. To je ekvivalentní podmínce, aby se n¥jaká (následn¥ potom kaºdá) ortonormální báze
zam¥°ení

−→
E zobrazovala na bázi

−→
E ′, která je ortogonální a jejíº vektory jsou stejn¥ dlouhé (ov²em

ne nutn¥ jednotkové).

Obrázek 13.5: [Be] Základní podobnost je stejnolehlost.

Poznámky

(1) Shodná zobrazení jsou práv¥ podobná zobrazení s koe�cientem 1. Shodná zobrazení lze taky
charakterizovat jako podobná zobrazení, která jsou sou£asn¥ ekvia�nní. Krom¥ toho, t°i posledn¥
jmenované typy zobrazení mají n¥co spole£ného:

• Kaºdé ekvia�nní, podobné, resp. shodné zobrazení je nutn¥ injektivní, neboli prosté./
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To v d·sledku znamená, ºe kaºdé ekvia�nní, podobné, resp. shodné zobrazení mezi prostory
stejné dimenze je nutn¥ bijektivní.

(2) Sloºení dvou zobrazení stejného typu je op¥t zobrazení téhoº typu. Proto mnoºina v²ech
ekvia�nních, podobných, resp. shodných transformací eukleidovského prostoru (s operací sklá-
dání zobrazení) tvo°í grupu. Ta je podgrupou grupy v²ech a�nit, jeº je podgrupou v grup¥
v²ech kolineací roz²í°eného projektivního prostoru. Struktura uvedených vloºení je znázorn¥na
na obr. 13.6; pro p°ipomenutí jsou na schématu dal²í dva typy zobrazení, které dob°e známe,
av²ak na tomto míst¥ nediskutujeme.

Obrázek 13.6: Hierarchie geometrických zobrazení (v závorce uveden typický p°edstavi-
tel z kaºdé skupiny).

(3) P°ehled dosavadních poznatk· shrnujeme v tabulce tab. 13.1. Jako obvykle, E zna£í obecný
eukleidovský prostor, A a�nní prostor a Ã = A∪∞A projektivní roz²í°ení A. Dále W je zastu-
pující vektorový prostor pro Ã, tzn. Ã = P(W ). Pokud je f a�nní, potom F |−→A =

−→
f :
−→
A →

−→
A ′

je práv¥ indukované lineární zobrazení
−→
f .

Jediný sloupec, který v této tabulce zatím nemusí být srozumitelný, se týká analytického
vyjád°ení. V²echny p°ípadné otazníky odstraníme v následujících n¥kolika odstavcích. . .
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Tabulka 13.1: P°ehled geometrických zobrazení.
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13.2 Zna£ení a jiné konvence

Analytické vyjád°ení jakéhokoli zobrazení závisí na volb¥ sou°adných soustav. V a�nním prostoru
A uvaºujeme a�nní sou°adnice vzhledem k a�nnímu repéru (O; e1, e2, . . . ). Pokud je navíc a�nní
prostor eukleidovský, pak zpravidla p°edpokládáme, ºe vektory e1, e2, . . . jsou ortonormální;
odpovídající sou°adná soustava se pak jmenuje kartézská.

V projektivním roz²í°ení Ã = A ∪ ∞A a�nního prostoru A budeme pracovat výhradn¥ s
homogenními sou°adnicemi, které jsou tzv. standardním roz²í°ením n¥jakých sou°adnic a�nních.
V²echny konvence a zna£ení jsou stejné jako v odst. 8.3: roz²í°ená báze (e0, e1, e2, . . . ) zastupu-
jícího vektorového prostoru W je práv¥ taková báze, ºe vektory e1, e2, · · · ∈

−→
A jsou jako vý²e

a vektor e0 6∈
−→
A reprezentuje práv¥ bod O. . .

Uvaºujme projektivní zobrazení f : Ã → Ã′ mezi projektivními roz²í°eními a�nních prostor·.
Odpovídající lineární zobrazení mezi zastupujícími vektorovými prostory zna£íme F :W →W ′.
Kaºdé lineární zobrazení F je vzhledem k vybraným bázím ur£eno maticí F tak, ºe

F (x) = F · x

pro libovolný vektor x ∈ W , resp. jeho sou°adnice psány do sloupce. Pokud je dim Ã = m
a dim Ã′ = n, pak matice F má m + 1 sloupc· a n + 1 °ádk·. Obraz libovolného bodu X ∈ Ã
zna£íme X ′ ∈ Ã′ a vzhledem k p°edchozím konvencím jej budeme vyjad°ovat jako

x′ =

a b

c D

· x, (13.2)

kde a je reálné £íslo, b jem-tice £ísel v °ádku, c je n-tice £ísel ve sloupci aD je matice o rozm¥rech
n×m. D·vod, pro£ rozd¥lujeme matici F práv¥ na takovéto bloky, bude z°ejmý za chvíli. . .

13.3 D·leºité poznámky

(1) Je-li F matice zastupujícího lineárního zobrazení F vzhledem k vybraným bázím, pak v této
matici po sloupcích postupn¥ £teme sou°adnice obraz· bázových vektor· e0, e1, . . . . Vzhledem
k p°edchozím konvencím:

• v prvním sloupci jsou homogenní sou°adnice obrazu po£átku a�nní sou°adné soustavy,

• ve druhém sloupci jsou homogenní sou°adnice obrazu nevlastního bodu první sou°adné osy,

• ve t°etím sloupci jsou homogenní sou°adnice obrazu nevlastního bodu druhé sou°adné osy,

• atd.

Tento jednoduchý post°eh má velice uºite£né d·sledky jak p°i interpretaci zobrazení f daného
maticí F, tak p°i ur£ování této matice v p°ípad¥, ºe f je zadáno nap°. obrazy n¥kolika bod·; viz
cvi£ení 13.6 a dal²í.

(2) Analytické vyjád°ení (13.2) bývá £asto vyjád°eno p°ímo v homogenních sou°adnicích. Jedná
se jen o jinou formu zápisu, takºe tady není t°eba hledat ºádný problém � z maticového vy-
jád°ení lze vºdy snadno ur£it sou°adnicové a naopak. Pro p°edstavu, nap°. obecná projektivní
transformace p°ímky

f(x0 : x1) = (kx0 + lx1 : mx0 + nx1)
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ze cvi£ení 8.7(4) je reprezentována maticí

F =

(
k l
m n

)
.

(3) P°edpokládejme, ºe f a g jsou projektivní zobrazení, F a G jsou zastupující lineární zobrazení
a F a G jsou jejich matice. Pokud lze tato zobrazení sloºit,2 potom sloºené zobrazení g ◦ f
je reprezentováno lineárním zobrazením G ◦ F , jehoº matice je práv¥ sou£inem matic G · F.
P°i skládání zobrazení je proto obvykle výhodn¥j²í pracovat s odpovídajícími maticemi neº se
sou°adnicovým vyjád°ením.

(4) Zobrazení f je injektivní, surjektivní, resp. bijektivní práv¥ tehdy, kdyº zastupující lineární
zobrazení F má tutéº vlastnost. Na základ¥ jednoduchých poznatk· z lineární algebry m·ºeme
sm¥le tvrdit, ºe projektivní zobrazení f reprezentované maticí F je

• injektivní, práv¥ kdyº F má triviální jádro,

• surjektivní, práv¥ kdyº hodnost F je rovna po£tu jejích °ádk·,

• bijektivní, práv¥ kdyº matice F je £tvercová a detF 6= 0.

Zobrazení s netriviálním jádrem se nazývají singulární; typickými p°íklady jsou r·zná promítání
v¥t²ího prostoru do men²ího. Matice F je £tvercová, práv¥ kdyº f zobrazuje mezi prostory stejné
dimenze. V p°ípad¥ obecných projektivních zobrazení, nemá hodnota detF ºádný geometrický
význam (rozli²ujeme pouze, zda je determinant nulový £i nenulový).

13.4 Charakterizace

Nyní kone£n¥ umíme nabídnout charakterizaci jednotlivých typ· zobrazení podle jejich analy-
tického vyjád°ení.

V¥ta. P°edpokládejme, ºe projektivní zobrazení f mezi projektivními roz²í°eními a�nních
prostor· je v homogenních sou°adnicích vyjád°eno jako v (13.2). Potom platí, ºe

• f je a�nní práv¥ tehdy, kdyº a 6= 0 a b = 0.

D·kaz. Zobrazení f je a�nní, práv¥ kdyº zobrazuje v²echny nevlastní body na nevlastní a v²echny
vlastní body na vlastní. Z první podmínky vzhledem k p°edchozím volbám plyne, ºe b musí
sestávat ze samých nul. Ze druhé podmínky plyne, ºe a 6= 0 (jinak by se úpln¥ v²echny body
zobrazovali na nevlastní body).

Pokud tedy je zobrazení f a�nní, m·ºeme je reprezentovat jednozna£n¥ ur£enou maticí F, ve
které platí a = 1:

x′ =

1 0

c D

· x. (13.3)

2Pokud je obraz f obsaºen v de�ni£ním oboru g.
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Pro vzory tvaru x = (1, x1, x2, . . . ) jsou také obrazy tvaru x′ = (1, x′1, x
′
2, . . . ), takºe celá první

(nultá) sloºka v p°edchozím vyjád°ení je vlastn¥ zbyte£ná. (13.3) je proto ekvivalentní následu-
jícímu vyjád°ení v a�nních sou°adnicích:

X′ = D ·X+ c. (13.4)

A�nní zobrazení mezi prostory stejné dimenze dále rozli²ujeme takto:3

• pokud detD > 0, pak f je p°ímá a�nita,

• pokud detD < 0, pak f je nep°ímá a�nita.

Determinant detD se nazývá modul a�nního zobrazení f . Uv¥domte si, ºe pro transformace, tj.
zobrazení f : A → A, modul nezávisí na volb¥ sou°adné soustavy! Absolutní hodnota modulu /
odpovídá tomu, jak se m¥ní obsahy, resp. objemy. Znaménko modulu je kladné/záporné, práv¥
kdyº a�nita zachovává/m¥ní orientaci prostoru.

V¥ta. P°edpokládejme, ºe a�nní zobrazení f mezi eukleidovskými prostory je v kartézských
sou°adnicích vyjád°eno jako v (13.4), resp. v roz²í°ených homogenních sou°adnicích jako
v (13.3). Potom platí, ºe

• f je ekvia�nní práv¥ tehdy, kdyº detD = ±1,

• f je podobné s koe�cientem k práv¥ tehdy, kdyº DT ·D = k2 ·E,

• f je shodné práv¥ tehdy, kdyº DT ·D = E,

Aby první tvrzení v¥ty m¥lo v·bec n¥jaký význam, musí být matice D £tvercová. Zobrazení f
je tedy bu¤ zobrazením mezi prostory stejné dimenze, nebo se uvaºuje jeho restrikce na obraz.
Pro zbylé dv¥ £ásti ºádný takový p°edpoklad nepot°ebujeme. Jako obvykle, E zna£í jednotkovou
matici (jejíº rozm¥ry odpovídají dimenzi cílového prostoru).

D·kaz. V²echny t°i £ásti plynou p°ímo z algebraických charakterizací, jeº jsme p°ipomn¥li v úvod-
ním opakování v odst. 13.1, a ze znalosti pojmu matice lineárního zobrazení. V matici D jsou
totiº po sloupcích shromáºd¥ny sou°adnice obraz· bázových vektor· e1, e2, . . . . Tyto vektory
podle p°edpokladu tvo°í ortonormální bázi, tzn. ei � ej = 1 nebo 0 podle toho, zda i = j nebo
i 6= j. Bázové vektory tvo°í krychli s objemem 1.

Absolutní hodnota detD je rovna objemu rovnob¥ºnost¥nu ur£eného obrazy e′1, e
′
2, . . .bázových

vektor·; odtud plyne první £ást v¥ty.
V sou£inu matic DT ·D se na i-tém °ádku a j-tém sloupci nalézá práv¥ hodnota skalárního

sou£inu e′i � e
′
j ; odtud plynou zbylá dv¥ tvrzení.

13.5 Obzvlá²´ jednoduché p°ípady

Tady jmenujeme zobrazení s nejjednodu²²ími analytickými vyjád°eními. Ve v²ech p°ípadech se
jedná o a�nní transformace, jejichº indukované lineární zobrazení je násobkem identity. V dal-
²ích odstavcích jsou tyto transformace zmi¬ovány jako takové základní transformace, které mají
samodruºné v²echny sm¥ry. Jinými slovy m·ºeme tyto transformace charakterizovat jako takové
a�nní transformace, které zobrazují libovolnou p°ímku na p°ímku s ní rovnob¥ºnou (nebo bod).

Nejzákladn¥j²ím zobrazením v následujícím seznamu je stejnolehlost, v²echny ostatní po-
loºky lze chápat jako její speciální, resp. mezní p°ípady.

3Vzhledem k vyjád°ení (13.3) je detF = detD.
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De�nice. Stejnolehlost je a�nní transformace ur£ená st°edem S a koe�cientem k ∈ R, a to
tak, ºe −−→

SX ′ = k ·
−−→
SX, neboli X ′ = S + k ·

−−→
SX.

Obrázek 13.7: Stejnolehlost se st°edem S a koe�cientem k
.
= 2.

Vedle jména a obecného analytického vyjád°ení uvádíme také matici zastupujícího lineárního
zobrazení:

• identita: X ′ = X, F =

1 0

0 E

,
• posunutí o vektor v: X ′ = X + v, F =

1 0

v E

,
• stejnolehlost se st°edem S a koe�cientem k:

X ′ = kX + (1− k)S, F =

 1 0

(1− k)S kE

, (13.5)

• st°edová soum¥rnost se st°edem S: X ′ = −X + 2S, F =

 1 0

2S −E

,
• promítání do bodu S: X ′ = S, F =

1 0

S 0

.
Identita, st°edová soum¥rnost, resp. promítání do bodu jsou speciálními, resp. degenerovanými
p°ípady stejnolehlosti odpovídající hodnotám k = 1,−1, resp. 0. Posunutí je moºné interpretovat
jako stejnolehlost se st°edem v nekone£nu (a tedy koe�cientem k = 1). . .

Identita, posunutí a stejnolehlost s koe�cientem k > 0 jsou p°ímé a�nity. Stejnolehlost s ko-
e�cientem k < 0 je p°ímá práv¥ tehdy, kdyº dimenze a�nního prostoru je sudá. Promítání do
bodu je maximáln¥ degenerované (singulární) zobrazení, £asto p°ezdívané jako nulové zobrazení.
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Ve v²ech t¥chto p°ípadech jsme schopni b¥hem n¥kolika sekund rozhodnout o druhu zobrazení,
známe-li jeho analytické vyjád°ení. V ostatních p°ípadech se tomu budeme u£it, a to zejména
analyzováním tzv. samodruºných prvk·. . .

13.6 Cvi£ení
/

(1) Projektivní transformace v rovin¥ jsou dány maticemi zastupujících lineárních zobrazení:2 0 1
0 2 0
0 0 6

,
 3 0 0
−2 1 −2
−3 −3 0

,
 1 0 0

1 3 4
−1 4 −3

,
1 0 0
0 0 −1
2 1 0

 .

V kaºdém z t¥chto £ty° p°ípad·:

• za£n¥te s obrázkem a pokuste se odhadnout typ transformace,

• ur£ete typ transformace a rozhodn¥te, zda je transformace regulární/singulární,

• v p°ípad¥ a�nit ur£ete modul a rozhodn¥te, zda je transformace p°ímá/nep°ímá/up°ímná,

• ur£ete obraz n¥kolika dal²ích bod·, nap°. bodu E = [1, 1] £i nevlastních bod· odpoví-
dajících sou°adným osám.

(2) Dal²í £ty°i projektivní transformace jsou dány obrazy bod·

A = [0, 0], B = [2, 0], C = [0, 2], D = [2, 2],

a to následujícími zp·soby:

• A′ = [6, 2], B′ = [9, 2], C ′ = [7, 4], D′ = [9, 3],

• A′ = [6, 2], B′ = [9, 2], C ′ = [7, 4], D′ = [10, 4],

• A′ = [9, 4], B′ = [9, 1], C ′ = [6, 4], D′ = [6, 1],

• A′ = [9, 4], B′ = [9, 2], C ′ = [7, 4], D′ = [7, 2].

Ur£ete analytická vyjád°ení t¥chto transformací a °e²te p°edchozí sérii úloh.

(3) Ur£ete analytické vyjád°ení osové soum¥rnosti v rovin¥ (resp. v prostoru) podle osy ur£ené
body A = [2, 0] a B = [0, 2] (resp. A = [2, 0, 0] a B = [0, 2, 0]).

(4) Ur£ete analytické vyjád°ení st°edového promítání se st°edem S = [0, 0, 4] trojrozm¥rného
prostoru do roviny α = {x1 + x2 = 3}.

(5) Pokud toho je²t¥ nemáte dost, sloºte n¥které z vý²e uvedených transformací a °e²te znovu
n¥které z p°edchozích úloh.

(6) Konfrontujte svoje p°edchozí výsledky s n¥jakou vhodnou názornou pom·ckou.4

4Viz nap°. http://www.geogebratube.org/student/mWpijCH4E

http://www.geogebratube.org/student/mWpijCH4E
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14 Samodruºné prvky

Ve zbytku této kapitoly diskutujeme tém¥° výhradn¥ transformace f : Ã → Ã projektivního
roz²í°ení n¥jakého a�nního prostoru A, tj. zobrazení takového prostoru do sebe. Velmi uºite£nou
informaci o druhu dané transformace poskytují samodruºné, neboli invariantní prvky. N¥kolik
p°íklad· klasi�kací podle samodruºných prvk· uvádíme v podkap. 16.

Samodruºná podmnoºina M ⊂ Ã transformace f je taková podmnoºina, která se zobrazuje
sama do sebe, tj.

f(M) ⊆M.

Speciáln¥, samodruºné body jsou práv¥ pevné body transformace. Samodruºné body mohou být
jak vlastní, tak nevlastní. Nevlastním samodruºným bod·m se °íká samodruºné sm¥ry.

Nezapome¬te, ºe je nutné rozli²ovat mezi samodruºnými podmnoºinami a podmnoºinami
samodruºných bod·!/
14.1 Samodruºné body (a sm¥ry)

Bod X ∈ Ã je samodruºným bodem transformace f , pokud

f(X) = X,

coº je ekvivalentní podmínce
F (x) = λ · x, (14.6)

kde x ∈W je vektor reprezentující bod X ∈ Ã, F :W →W je lineární transformace odpovídající
projektivní transformaci f : Ã → Ã a λ je n¥jaké reálné £íslo. To znamená, ºe:

• Samodruºné body projektivní transformace f odpovídají práv¥ (nenulovým) charakteris-

tickým vektor·m zastupující lineární transformace F .

Ur£it charakteristické vektory lineární transformace F bychom m¥li um¥t z lineární algebry. Pro
jistotu si základní my²lenky stru£n¥ p°ipomeneme. . .

Algebraická odbo£ka

Podmínka (14.6) je v sou°adnicích ekvivalentní soustav¥ lineárních rovnic

(F− λE) · x = 0, (14.7)

kde F je matice zobrazení F a E je jako obvykle jednotková matice. Tato soustava má netriviální
°e²ení práv¥ tehdy, kdyº

det(F− λE) = 0. (14.8)

Determinant na levé stran¥ je polynom v prom¥nné λ, jehoº ko°eny jsou tzv. charakteristická
£ísla transformace F .5

Charakteristické vektory odpovídající p°íslu²ným charakteristickým £ísl·m získáme °e²ením
soustavy (14.7), kam postupn¥ tato £ísla dosazujeme za λ. Zejména, charakteristické vektory
odpovídající témuº charakteristickému £íslu tvo°í vektorový podprostor ve W . Naopak, nenu-
lové charakteristické vektory odpovídající r·zným charakteristickým £ísl·m jsou nutn¥ lineárn¥
nezávislé.

5Místo p°ívlastku charakteristický/-á/-é se v algeb°e zpravidla stru£n¥ji °íká vlastní. Z pochopitelných d·vod·
se rad¥ji drºíme prvního pojmenování.
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A�nní p°ípad

Pokud je transformace f a�nní, pak vzhledem k charakterizacím z odst. 13.4 m·ºeme soustavu
(14.7) psát jako 1− λ 0

c D− λE

 ·
x0
X

 =

0

0

 . (14.9)

Odtud vidíme, ºe vlastní samodruºné body (x0 = 1) a�nní transformace f nutn¥ odpovídají
charakteristickému £íslu λ = 1 a jsou °e²ením soustavy

(D−E) ·X = −c, (14.10)

zatímco samodruºné sm¥ry, tj. nevlastní samodruºné body (x0 = 0) mohou odpovídat jakýmkoli
charakteristickým £ísl·m λ a jsou °e²ením soustavy

(D− λE) ·X = 0. (14.11)

V²imn¥te si, ºe (14.10) je ekvivalentní s (13.4) po dosazení X ′ = X. . .

14.2 Jednoduchá pozorování

Z p°edchozího výkladu bezprost°edn¥ vyplývá n¥kolik geometricky zajímavých výsledk· s velmi
jednoduchým algebraickým zd·vodn¥ním. Samodruºný bod bez dal²ího p°ívlastku m·ºe být jak
vlastní, tak nevlastní; tyto p°ípady rozli²ujeme pouze tam, kde to je nutné.

Projektivní a a�nní

V¥ta. (1) Kaºdá projektivní transformace projektivního prostoru sudé dimenze má aspo¬
jeden samodruºný bod.

(2) Samodruºné body odpovídající témuº charakteristickému £íslu, tvo°í projektivní podpro-
stor.

D·kaz. (1) Matice zastupujícího lineárního zobrazení má rozm¥ry o 1 v¥t²í neº je dimenze pro-
storu. To znamená, ºe charakteristický polynom (14.8) je lichého stupn¥. Protoºe je to polynom
s reálnými koe�cienty, má nutn¥ aspo¬ jeden reálný ko°en. Pro kaºdý takový ko°en máme ga-
rantováno netriviální °e²ení soustavy (14.7), jeº ur£uje samodruºné body transformace.

(2) Samodruºné body odpovídající charakteristickému £íslu λ jsou ur£eny °e²ením homogenní
soustavy lineárních rovnic (14.7). V²echna tato °e²ení tvo°í vektorový podprostor v zastupujícím
vektorovém prostoru W , jenº zastupuje projektivní podprostor v projektivním prostoru P(W ).

Pov²imn¥te si, ºe ne°íkáme nic o samodruºných bodech odpovídajícím r·zným charakteristic-
kým £ísl·m. Úpln¥ klidn¥ se tak m·ºe stát, ºe projektivní transformace má n¥kolik izolovaných
navzájem r·zných samodruºných bod·. (Tyto body pak nutn¥ odpovídají r·zným charakteris-
tickým £ísl·m, takºe jich nem·ºe být víc neº je dimenze zastupujícího vektorového prostoru. . . )
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V¥ta. (1) Projektivní roz²í°ení kaºdé a�nní transformace a�nního prostoru libovolné di-
menze má aspo¬ jeden samodruºný bod (vlastní nebo nevlastní).

(2) Projektivní roz²í°ení kaºdé a�nní transformace a�nního prostoru liché dimenze má
aspo¬ jeden nevlastní samodruºný bod.

(3) Pokud má a�nní transformace n¥jaké vlastní samodruºné body, pak v²echny tyto body
tvo°í a�nní podprostor.

D·kaz. (1) Matice zastupujícího lineárního zobrazení je tvaru (13.3). Odtud plyne, ºe λ = 1 je
vºdy ko°enem charakteristického polynomu, viz téº zápis (14.9).

(2) Nevlastní samodruºné body jsou °e²ením soustavy (14.11). Charakteristický polynom det(D−
λE) je polynom s reálnými koe�cienty a je lichého stupn¥. Proto má aspo¬ jeden reálný ko°en.

(3) Vlastní samodruºné body jsou ur£eny jakoºto °e²ení (nehomogenní) soustavy lineárních rovnic
(14.10). Mnoºina v²ech vlastních samodruºných bod· je proto bu¤ prázdná, nebo tvo°í a�nní
podprostor v A.

Z uvedeného mimo jiné vyplývá, ºe pokud má a�nní transformace dva r·zné vlastní samod-
ruºné body, potom jsou samodruºné také v²echny body na p°ímce, která tyto body spojuje. Pro
nevlastní samodruºné body (samodruºné sm¥ry) n¥co podobného platí, pouze kdyº odpovídají
témuº charakteristickému £íslu, viz p°edchozí diskuzi. . .

Podobné a shodné

Nyní zúºíme na²i pozornost na podobnosti a shodnosti. V následující v¥t¥ jsou shodnosti zahrnuty
jakoºto podobnosti s koe�cientem k = 1:

V¥ta. Pro kaºdou podobnost f : E → E s koe�cientem k platí:

(1) Modul transformace f je roven ±kn, kde n = dim E.

(2) Je-li λ reálné charakteristické £íslo transformace
−→
f , pak λ = ±k.

(3) Samodruºné sm¥ry odpovídající r·zným charakteristickým £ísl·m jsou navzájem kolmé.

(4) Je-li U ⊆
−→
E samodruºný podprostor transformace

−→
f , pak také kolmý dopln¥k U⊥ je

samodruºným podprostorem.

D·kaz. (1) Modul f je podle de�nice práv¥ determinant detD, p°i£emº matice D je tvo°ena
obrazy vektor· ortonormální báze. Modul f je tedy (orientovaný) objem obrazu jednotkové
krychle. Pokud je f podobnost, m·ºe to být jedin¥ ±kn.

(2) Indukované zobrazení
−→
f zachovává velikosti vektor· aº na konstantní násobek k.

(3) Charakteristické vektory odpovídající r·zným charakteristickým £ísl·m jsou lineárn¥ nezá-
vislé; vybrané vektory ozna£íme u a v. P°itom charakteristická £ísla jsou v na²em p°ípad¥ pouze
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k a −k, tudíº jeden z vektor· se zobrazuje na sv·j k-násobek a druhý na −k-násobek; °ekn¥me
u′ = ku a v′ = −kv. Odchylka vektor· se zachovává ^(u,v) = ^(u′,v′) a sou£asn¥

π = ^(v,v′) = ^(v,u) + ^(u,v′) = ^(v,u) + ^(u′,v′).

Odtud plyne, ºe ^(u,v) = ^(u′,v′) = π
2 .

Obrázek 14.8: Charakteristické vektory odpovídající r·zným charakteristickým £ísl·m
jsou lineárn¥ nezávislé

(4) Uvaºme libovolný vektor w ∈ U⊥, tzn. w ⊥ U . Podle p°edpokladu je také w′ ⊥ U ′, kde
U ′ ⊆ U zna£í obraz podprostoru U . Zúºení podobnosti na jakýkoli invariantní podprostor je
zase podobnost (tedy bijekce), proto je obrazem U tentýº podprostor (tedy nikoli n¥jaký men²í
podprostor). Proto je w′ ⊥ U , neboli w′ ∈ U⊥.

Díky druhému tvrzení nemusíme p°i ur£ování samodruºných sm¥r· podobných (tedy i shod-
ných) transformací pracn¥ hledat ko°eny charakteristického polynomu! Sta£í jenom ov¥°it jediné /
dva moºné kandidáty λ = k a λ = −k.

V¥ta. Kaºdá podobná transformace, která není shodností, má práv¥ jeden vlastní samod-
ruºný bod.

D·kaz. Vlastní samodruºné body jsou °e²ením soustavy rovnic (14.10). Tato soustava má jed-
nozna£né °e²ení práv¥ tehdy, kdyº determinant matice D−E je nenulový.

Kdyby byl tento determinant nulový, znamenalo by to, ºe indukovaná lineární transformace
by m¥la charakteristické £íslo 1. To by v²ak bylo v rozporu s tvrzením (2) v p°edchozí v¥t¥. Proto
je det(D−E) 6= 0 a soustava má jednozna£né °e²ení.

14.3 Cvi£ení
/

(1) Pro kaºdou transformaci ze cvi£ení 13.6 ur£ete v²echny její samodruºné body.

(2) Zap°emý²lejte, zda n¥který z p°edchozích výsledk· neumíte vymezit konstruk£n¥.

(3) Udejte p°íklad projektivní transformace v rovin¥ (v£etn¥ analytického vyjád°ení), která má
vlastní samodruºný bod B = [1, 0] a bod C = [0,−1] zobrazuje na C ′ = [3, 2].

15 Základní transformace

Z d°ív¥j²ka známe n¥kolik p°íklad· základních transformací, a to zejména v rovin¥. V této £ásti
tento p°ehled okomentujeme, doplníme a jako obvykle zobecníme.
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15.1 Základní transformace v rovin¥

Základní bijektivní (regulární) transformace v rovin¥ jsou:

• osová kolineace (základní kolineace),

• osová a�nita (základní a�nita),

• stejnolehlost (základní podobnost),

• osová soum¥rnost (základní shodnost).

D·vod, pro£ t¥mto zobrazením °íkáme základní, tkví v tom, ºe skládáním základních transformací
je moºné vyjád°it v²echny transformace ur£itého typu (viz odst. 15.3). Krom¥ toho v²echny
transformace v uvedeném vý£tu mají n¥co spole£ného � v²echny základní transformace mají:

• osu = p°ímku samodruºných bod,

• st°ed = samodruºný bod takový, ºe kaºdá p°ímka jdoucí tímto bodem je samodruºná.

Osa a st°ed mohou být jak vlastní, tak nevlastní a podle toho taky m·ºeme jednotlivé typy
základních transformací rozli²ovat. P°ed tím, neº tak u£iníme, p°ipomeneme si n¥kolik základních
informací o úpln¥ nejzákladn¥j²í transformaci v rovin¥, tj. o osové kolineaci. V²echny ostatní
základní transformace chápeme jako speciální, resp. limitní p°ípady osové kolineace.

Mezi takové mezní p°ípady samoz°ejm¥ pat°í:

• st°edové promítání do p°ímky (projektivní),

• rovnob¥ºné promítání do p°ímky (a�nní).

Tyto p°íklady chápeme jako základní singulární transformace v rovin¥. Ob¥ tyto transformace
mají p°ímku samodruºných bod·, tedy osu. St°ed promítání v²ak není st°edem ve vý²e vyme-
zeném smyslu � obraz tohoto bodu není v·bec de�nován, tudíº nem·ºe být samodruºný! Tyto/
poznatky nebudeme v dal²ím zrovna d·sledn¥ opakovat, m¥li bychom je v²ak mít vºdy d·sledn¥
na pam¥ti. . .

Osová kolineace

Konstrukci obrazu bodu X v osové kolineaci ur£ené osou o, st°edem S a obrazem jednoho dal²ího
bodu A p°ipomínáme na obr. 15.9. Konstrukce je odvozena z následující de�nice (a Pappovy
v¥ty).

De�nice. Osová kolineace je transformace projektivní roviny ur£ená osou o, st°edem S
a obrazem A′ bodu A (A 6∈ o, A 6= S), a to tak, ºe pro obraz X ′ libovolného bodu X platí

XX ′ ∩AA′ = S a (X ′XX0S) = (A′AA0S) = konst., (15.12)

kde X0, resp A0, zna£í pr·se£ík p°ímky XX ′, resp. AA′, s osou o.

Konstant¥ (A′AA0S) se °íká charakteristika nebo modul osové kolineace.6 V obecné projektivní
rovin¥ umíme rozli²ovat pouze následující t°i p°ípady:

6De�nici dvojpom¥ru £tve°ice bod· najdete v odst. 8.4. Pojmenování modul se m·ºe zdát vzhledem k p°ed-
chozímu uºití pro a�nní transformace nevhodné � níºe vysv¥tlujeme, ºe tomu tak není.
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Obrázek 15.9: Obraz bodu X v osové kolineaci ur£ené osou, st°edem a obrazem bodu
A.

(1) A′ ∈ o, tzn. A′ = A0 a (A′AA0S) = 0: v tomto p°ípad¥ je obraz libovolného bodu X na
ose o a transformace je promítání ze st°edu S do p°ímky o.

(2) S ∈ o, tzn. S = A0 a (A′AA0S) = 1: v tomto p°ípad¥ se jedná o regulární zobrazení,
kterému budeme °íkat projektivní elace.

(3) A′ 6∈ o a S 6∈ o: obecná osová kolineace.

V projektivním roz²í°ení a�nní roviny m·ºeme rozli²ovat dal²í p°ípady podle toho, zda ur£ující
prvky osové kolineace jsou vlastní/nevlastní:

(a) S nevlastní, o vlastní: osová a�nita s modulem (A′AA0S∞) = (A′AA0).

(b) S vlastní, o nevlastní: stejnolehlost se st°edem S a koe�cientem (A′AA0∞S) = (A′AS).

(c) S nevlastní, o nevlastní: posunutí.

Obrázek 15.10: Obraz bodu X v osové a�nit¥ ur£ené osou, sm¥rem a obrazem bodu A.
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P°ehled

P°ehled v²ech základních transformací v rovin¥ podle typu a vzájemné polohy ur£ujících prvk· je
v tab. 15.2. V tomto p°ehledu navíc rozli²ujeme podle speci�ckých hodnot modulu. V²imn¥te si,
ºe v p°ípad¥, ºe základní transformace je a�nní, je tento modul totéº co modul a�nní transformace
ve smyslu de�nice na str. 107./

P°ípad identické transformace, resp. promítání do bodu uvádíme v závorkách, protoºe se
jedná o triviální, resp. degenerovaný p°ípad, který do tohoto p°ehledu sice pat°í, ale není základní
transformací ve vý²e vymezeném smyslu. Termín �harmonická soum¥rnost � není úpln¥ obvyklý,
pro£eº je rad¥ji v uvozovkách; v tomto p°ípad¥ je modul roven −1, coº znamená, ºe kaºdá
£tve°ice (X ′, X,X0, S) je v harmonickém pom¥ru. �ikmá soum¥rnost je harmonická soum¥rnost
s nevlastním st°edem a osová soum¥rnost je navíc charakterizována tím, ºe sm¥r soum¥rnosti je
kolmý k ose.

Uv¥domte si, ºe podmínky v jednotlivých sloupcích nejsou úpln¥ nezávislé! Z p°edchozího/
nap°. víme, ºe pokud S ∈ o, potom je modul nutn¥ roven 1. Taky se jist¥ nem·ºe stát, aby S i o
byly nevlastní a sou£asn¥ S 6∈ o. . .

st°ed S osa o S ∈ o modul druh

vlastní vlastní ne 0 st°edové promítání do p°ímky

ano 1 projektivní elace

ne −1 �harmonická soum¥rnost�

ne jinak osová kolineace

nevlastní vlastní ne 0 rovnob¥ºné promítání do p°ímky

ano 1 elace

ne −1 ²ikmá, resp. osová soum¥rnost

ne jinak osová a�nita

vlastní nevlastní ne 0 (promítání do bodu)

ne 1 (identita)

ne −1 st°edová soum¥rnost

ne jinak stejnolehlost

nevlastní nevlastní ano 1 posunutí

Tabulka 15.2: Klasi�kace základních transformací v rovin¥

15.2 Základní transformace obecn¥

V p°edchozím p°ehledu základních transformací v rovin¥ jsme za£ali post°ehem, ºe kaºdá taková
transformace má osu a st°ed. V tomto odstavci ukáºeme, ºe existence t¥chto prvk· spolu velmi
úzce souvisí. Úvodní de�nice vypadají takto:

De�nice. St°ed projektivní transformace je samodruºný bod takový, ºe kaºdá p°ímka pro-
cházející tímto bodem je samodruºná.
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Nadosa projektivní transformace je nadrovina samodruºných bod·.
Projektivní transformace, která má nadosu, se nazývá základní transformace.

Jinak m·ºeme °íct, ºe:

• Základní transformace jsou neidentické transformace s maximálním moºným podprostorem
samodruºných bod·.

Nejzákladn¥j²í transformací v obecném projektivním prostoru je nadosová kolineace a podobn¥
modi�kujeme ostatní pojmenování z p°edchozího odstavce. Základní singulární transformací je
promítání do nadroviny. Klasi�kace základních transformací je aº na tyto zm¥ny v názvosloví
úpln¥ stejná jako v tab. 15.2, proto se jí dále nezabývat nebudeme.

Místo toho dokáºeme dv¥ obecná tvrzení, jeº jsme zatím p°ehlíºeli. Jedná se o p·sobivé
zobecn¥ní Desarguesovy v¥ty:

V¥ta. P°edpokládejme, ºe f je neidentická regulární projektivní transformace. Potom
platí:

(1) f má nadosu práv¥ tehdy, kdyº f má st°ed.

(2) f má bu¤ práv¥ jednu nadosu (a práv¥ jeden st°ed), nebo ºádnou nadosu (a ºádný st°ed).

Nejd°ív trochu zna£ení: dimenze projektivního prostoru je n, tzn. dimenze zastupujícího vekto-
rového prostoru je n+ 1 (coº je také stupe¬ charakteristického polynomu (14.8)).

D·kaz. (1) Nadosa O je nadrovina samodruºných bod·, jeº odpovídá v²em °e²ením soustavy
(14.7). Odpovídající charakteristické £íslo λ proto musí být ko°enem charakteristického polynomu
s násobností alespo¬ n. Protoºe má tento polynom reálné koe�cienty a známe n jeho reálných
ko°en·, musí mít je²t¥ jeden reálný ko°en, který si ozna£íme t°eba µ.

(a) Pokud je µ 6= λ, pak charakteristický vektor odpovídající µ je lineárn¥ nezávislý vzhledem ke
v²em vektor·m odpovídajícím £íslu λ. To znamená, ºe tento vektor reprezentuje samodruºný
bod S, který neleºí v nadose O. Libovolná p°ímka jdoucí bodem S protíná nadrovinu O
v bod¥, který je samodruºný. Proto je libovolná p°ímka jdoucí bodem S samodruºná, tudíº
S je st°ed.

(b) Pokud je µ = λ, pak st°ed musí leºet v nadose O a v následujícím jej vymezíme. Uvaºme
libovolný bod A 6∈ O a jeho obraz A′. Protoºe transformace není identita, platí A′ 6= A a tyto
dva body ur£ují p°ímku, kterou ozna£íme a. P°ímka a protíná nadosu O v samodruºném
bod¥ Sa, a proto je a samodruºná. Podobn¥ pro libovolný jiný bod B 6∈ O platí, ºe b = BB′

je samodruºná p°ímka; pr·se£ík b s nadosou O ozna£íme Sb. Protoºe a i b jsou samodruºné
p°ímky, je jejich pr·se£ík samodruºným bodem, a proto musí leºet v nadose O. Odtud plyne,
ºe Sa = Sb je hledaný st°ed.

Naopak, p°edpokládejme, ºe S je st°edem transformace f . Uvaºme n + 1 libovolných bod·
A1, A2, . . . takových, ºe spolu s bodem S jsou v nejobecn¥j²í moºné poloze (tzn. ºádná (n+ 1)-
tice neleºí v jedné nadrovin¥). Podle p°edpokladu se aspo¬ jeden z t¥chto bod· musí zobrazit
n¥kam jinam neº sám na sebe; °ekn¥me, ºe A′1 6= A1. Nyní postupn¥ uvaºujeme dvojice p°ímek
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Obrázek 15.11: Pokud existuje nadosa O, potom existuje st°ed: (a) S 6∈ O, (b) S ∈ O
jakoºto spole£ný bod Sa = Sb = S′b = S′a.

pi = A1Ai a p′i = A′1A
′
i, kde i = 2, 3, . . . . Protoºe kaºdý bod A′i leºí na p°ímce SAi, pat°í kaºdá

dvojice p°ímek pi, p′i do n¥jaké roviny. Proto se pi a p
′
i protínají, a to v samodruºném bod¥, který

ozna£íme Oi. Z úvodních p°edpoklad· lze vydedukovat, ºe body O2, O3, . . . tvo°í nadrovinu O,/
jejíº kaºdý bod je samodruºný. Proto je O nadosou.

Obrázek 15.12: Pokud existuje st°ed S, potom existuje nadosa O jakoºto nadrovina
ur£ená body O1, O2, . . .

(2) P°emý²lejme, co by se stalo, kdyby transformace f m¥la dv¥ r·zné nadosy: Uvaºme dv¥
libovolné p°ímky a a b jdoucí libovolným bodem C, který neleºí ani v jedné nadose. Jak a, tak
b by protínala kaºdou z nados v samodruºných bodech, proto by jak a, tak b byla samodruºnou
p°ímkou. Odtud by plynulo, ºe C by byl samodruºný bod, coº by v d·sledku znamenalo, ºe
transformace by byla identická.

Podobn¥, se by se dalo zd·vodnit, ºe kdyby transformace m¥la dva r·zné st°edy, pak by to/
nutn¥ byla identita, coº by op¥t bylo ve sporu s p°edpokladem v¥ty.

Tvrzení v¥ty lze roz²í°it také pro singulární projektivní transformace, ov²em st°ed v takovém
p°ípad¥ má trochu jiný význam, neº jak jsme jej vymezili vý²e (zejména nemusí mít de�nován
obraz). Z pochopitelných d·vod· toto téma dál rozvád¥t nebudeme. . .
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15.3 Skládání základních transformací

Na úvod za£neme s tvrzením, které zobec¬uje sérii pozorování v rovin¥, jimiº jsme se bavili
v konstruk£ní geometrii.

V¥ta. (1) Kaºdá regulární projektivní transformace v prostoru dimenze n lze vyjád°it jako
sloºení nejvý²e n + 2 základních transformací.

(2) Kaºdá a�nní transformace v prostoru dimenze n lze vyjád°it jako sloºení nejvý²e n + 1
základních transformací.

Maximální po£et základních transformací ve zmi¬ovaném rozkladu z°ejm¥ souvisí s ur£eností
projektivních, resp. a�nních zobrazení, viz v¥tu 8.5 na str. 56, resp v¥tu 4.5 na str. 20:

Idea d·kazu je pom¥rn¥ prostá � v podstat¥ zobec¬uje celkem jasnou konstrukci v p°ípad¥
shodných transformací, kterou p°ipomínáme na obr. 15.13. Zd·vodn¥ní pro a�nní transformace
lze najít nap°. v [Sek, str. 38�39 ve II. díle]. Uv¥domte si, ºe £ím obecn¥j²í je typ transformace,
tím více máme volnosti v moºných rozkladech. . . /

Obrázek 15.13: [Sek] Kaºdá shodnost v rovin¥ je sloºením nejvý²e t°í osových soum¥r-
ností.

Poznámky

(1) Vzhledem k p°edchozí jemn¥j²í klasi�kaci základních transformací se m·ºeme ptát, co lze
získat skládáním základních transformací jistého druhu. Úvahy tohoto typu doporu£ujeme jako
uºite£né cvi£ení. Jistou nápov¥dou m·ºe být, ºe v a�nním p°ípad¥ je modul sloºené transformace /
roven sou£inu modul· transformací, z nichº je tato sloºena. Na ukázku uvádíme jeden z moºných
výsledk·:

• Kaºdá ekvia�nita v prostoru dimenze n lze vyjád°it jako sloºení nejvý²e n + 1 ²ikmých
soum¥rností.

�ikmá soum¥rnost je tedy o n¥co �základn¥j²í� ekvia�nita neº oblíbená elace.

(2) Skládáním základních transformací, které mají stejnou nadosu, musí být zase základní trans-
formace s toutéº nadosou. Speciáln¥, sloºením transformací s nevlastní nadosou (posunutí,
stejnolehlost) dostáváme transformaci se stejnou vlastností. Jinými slovy, posunutí a stejnoleh-
lost (a její speciální, p°íp. degenerované podoby) jsou jediné transformace, které mají v²echny
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sm¥ry samodruºné, a jejich skládáním nem·ºeme dostat nic typov¥ jiného. Triviálním poznatkem
tohoto druhu je:

• Sloºením posunutí o vektor u a posunutí o vektor v je posunutí o vektor u+ v.

Mén¥ triviální poznatek je zformulován v následující v¥t¥:

V¥ta (o skládání stejnolehlostí). V libovolném eukleidovském prostoru uvaºujme stejnoleh-
losti hi se st°edy Si a koe�cienty ki (i = 1, 2); sloºené zobrazení h2 ◦ h1 ozna£íme h.

(a) Pokud k1k2 = 1 a S1 = S2, potom je h identita.

(b) Pokud k1k2 = 1 a S1 6= S2, potom je h posunutí o vektor v = (1− k2)
−−−→
S1S2.

(c) V ostatních p°ípadech je h stejnolehlost s koe�cientem k = k1k2 a st°edem

S = S1 +
1− k2
1− k1k2

−−−→
S1S2.

Konstruk£ní zd·vodn¥ní tém¥° celé v¥ty v eukleidovské rovin¥ známe z kurzu konstruk£ní geome-
trie.7 V²echno najednou a úpln¥ obecn¥ dokáºeme z explicitního vyjád°ení sloºeného zobrazení
pomocí (13.5).

D·kaz. Stejnolehlost h1, resp. h2 je ur£ena p°edpisem h1(X) = k1X +(1− k1)S1, resp. h2(X) =
k2X + (1− k2)S2. Sloºené zobrazení h = h2 ◦ h1 je tedy ur£eno p°edpisem

h(X) = h2 (k1X + (1− k1)S1) = · · · = k2k1X + k2(1− k1)S1 + (1− k2)S2.

Odtud postupn¥ vyvozujeme:

(a) Pokud je k1k2 = 1 a S1 = S2, potom po dosazení dostáváme

h(X) = X + 0,

coº jsou transforma£ní rovnice identického zobrazení.

(b) Pokud je k1k2 = 1 a S1 6= S2, potom po dosazení a úprav¥ dostáváme

h(X) = X + (1− k2)(S2 − S1),

coº jsou transforma£ní rovnice posunutí o vektor v = (1− k2)
−−−→
S1S2.

(c) V ostatních p°ípadech je h obecná stejnolehlost s koe�cientem k = k1k2. Pokud S zna£í st°ed
stejnolehlosti h, pak její transforma£ní rovnice jsou h(X) = kX + (1 − k)S. Porovnáním
s p°edchozím vyjád°ením h dostáváme

S =
k2(1− k1)

1− k
S1 +

1− k2
1− k

S2,

coº je ekvivalentní s vyjád°ením ve v¥t¥.

V²echny stejnolehlosti, posunutí a identické zobrazení tvo°í grupu, které se °íká Mongeova
grupa. Bezprost°edním d·sledkem p°edchozí v¥ty je tzv. Mongeova v¥ta (o st°edech stejnoleh-
lostí t°í kruºnic v rovin¥). . .

7Podstatná £ást tvrzení (3) tkví v tom, ºe st°ed S leºí na p°ímce S1S2.
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15.4 Cvi£ení
/

(1) Pro kaºdou transformaci ze cvi£ení 13.6 rozhodn¥te, zda je nebo není základní; pokud je, tak
ji pojmenujte.

(2) Udejte p°íklad transformace v rovin¥ (v£etn¥ analytického vyjád°ení), která má vlastní osu,
nevlastní st°ed a modul = 1.

(3) Transformace eukleidovské roviny je dána analytickým vyjád°ením:

f(x1, x2) = (x2 + 4, −x1).

Dokaºte, ºe f je shodnost a vyjád°ete f jako sloºení osových soum¥rností.

(4) Jsou dány dv¥ transformace v rovin¥:

f1 = stejnolehlost se st°edem S1 = [2, 1] a koe�cientem k1 = 2,

f2 = stejnolehlost se st°edem S2 = [4,−1] a koe�cientem k2 = 1
2 .

Ur£ete druh a ur£ující prvky transformace f2 ◦ f1, resp. f1 ◦ f2.

16 Dal²í klasi�kace a poznámky

V této £ásti doplníme je²t¥ n¥kolik post°eh· k jednotlivým typ·m transformací, zejména ke
shodnostem a podobnostem.

16.1 Shodnosti

Jiº od útlého mládí známe v²echny shodnosti v rovin¥ a navíc je umíme pojmenovat. V tomto
odstavci nabízíme zd·vodn¥ní, pro£ jich není víc, p°edstavíme jejich klasi�kaci pomocí samod-
ruºných prvk· a sou£asn¥ °ekneme n¥co o jejich analytickém vyjád°ení. Poté nazna£íme, jak to
vypadá se shodnostmi v obecném eukleidovském prostoru.

Klasi�kace shodností v rovin¥

V rovin¥ rozli²ujeme následující druhy shodností:

(1) identita,

(2) posunutí,

(3) otá£ení,

(3') st°edová soum¥rnost,

(4) osová soum¥rnost,

(5) posunutá soum¥rnost.
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Obrázek 16.14: [Mar] Posunutá soum¥rnost.

St°edová soum¥rnost je otá£ení o p°ímý úhel, proto ji pod°azujeme obecnému otá£ení. První t°i
transformace jsou p°ímé, poslední dv¥ nep°ímé. P°i prvním pokusu o vyjmenování v²ech shodností
v rovin¥ se obvykle zapomíná na posunutou soum¥rnost, coº je sloºenina osové soum¥rnosti
a posunutí (ve sm¥ru osy).

Skládáním shodností m·ºeme dostat zase jenom shodnost � skládáním v²ech moºných dvojic
vý²e vyjmenovaných shodností lze ukázat, ºe tento vý£et je úplný. /

Alternativní zd·vodn¥ní téhoº plyne z faktu, ºe kaºdá shodnost v rovin¥ je jednozna£n¥ ur£ena
(shodným) obrazem A′B′C ′ n¥jakého trojúhelníku ABC. Postupn¥ m·ºeme uvaºovat v²echny
typov¥ r·zné (shodné) obrazy úse£ky AB, obraz bodu C je pak ur£en dvojzna£n¥ s tím, ºe jedna
moºnost odpovídá p°ímé shodnosti, druhá nep°ímé. Tímto zp·sobem umíme vy£erpat v²echny
druhy shodností z vý²e uvedeného seznamu, viz obr. 16.15.

Obrázek 16.15: P°ehled shodností v rovin¥ pomocí obraz· trojúhelníku: (a) A′B′ = AB,
(b) A′ = A a B′ 6= B, (c) A′ 6= A a B′ 6= B, (c1)

−−−→
A′B′ =

−−→
AB, (c2)

−−−→
A′B′ =

−−→
BA.

Klasi�kace podle samodruºných prvk·

P°i p°edchozím d·kladném rozboru jsme si mohli pov²imnout, ºe v²echny typy shodností lze
jednozna£n¥ identi�kovat podle samodruºných prvk·. Tento post°eh p°edstavuje moºný návod
k rozpoznávání shodností, a to zejména v p°ípadech, kdy jsou tyto dány transforma£ními rovni-
cemi. P°ehledné shrnutí je v tab. 16.3.
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Tabulka 16.3: [�í2] Klasi�kace shodností v rovin¥ podle samodruºných prvk·.

Analytické vyjád°ení, ur£ující prvky a kanonický tvar

V tabulce 16.3 je o n¥co víc informací, neº jsme zatím diskutovali. Obsahuje také transforma£ní
rovnice v tzv. kanonickém tvaru, coº jsou nejjednodu²²í moºná analytická vyjád°ení vzhledem
k obzvlá²´ vhodn¥ zvoleným sou°adným soustavám. Takové volby úzce souvisí s ur£ujícími
prvky toho kterého zobrazení, a ty jsou následující:

(1) k identit¥ není co dodat,

(2) posunutí je ur£eno vektorem,

(3) otá£ení je ur£eno st°edem a úhlem,

(3') st°edová soum¥rnost je ur£ena st°edem,

(4) osová soum¥rnost je ur£ena osou,

(5) posunutá soum¥rnost je ur£ena osou a vektorem posunutí.

Vhodných sou°adných soustav lze vºdy najít více (nikoli v²ak libovoln¥ mnoho). Návod k ur-
£ení takové soustavy tkví v porozum¥ní pojmu matice zastupujícího lineárního zobrazení, viz
odst. 13.3. Na základ¥ p°edchozího p°ehledu ur£ujících prvk· by m¥lo být snadným cvi£ením
zvolit sou°adnou soustavu pro kaºdou shodnost tak, aby transforma£ní rovnice byly v kanonic-
kém tvaru. /
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Analytické vyjád°ení shodnosti vzhledem k obecné kartézské sou°adné soustav¥ není o moc
komplikovan¥j²í neº vý²e uvedené. Podmínka

DT ·D = E

z druhé v¥ty v odst. 13.4 je natolik omezující, ºe matice D m·ºe být pouze dvojího typu, a to

bu¤ D+ =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
, nebo D− =

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
, (16.13)

kde α ∈ R a znaménka z°ejm¥ rozli²ují shodnost p°ímou a nep°ímou. Názornou interpretaci
parametru α najdete na obr. 16.16.

Obrázek 16.16: P°ímý a nep°ímý obraz ortonormální báze podle (16.13).

Z uvedeného by m¥lo být z°ejmé, ºe pro jakoukoli shodnost v rovin¥ je velmi snadné ur£it její
transforma£ní rovnice, viz cvi£ení 16.4./
Shodnosti v prostoru

Shodností v prostoru je o n¥co víc neº v rovin¥, jejich klasi�kace se v²ak velmi rychle redukuje
na p°edchozí klasi�kaci v rovin¥. Sta£í si v²imnout, ºe:

• Kaºdá shodnost v trojrozm¥rném prostoru má aspo¬ jeden samodruºný sm¥r.

(To je d·sledkem druhé £ásti v¥ty 14.2 na str. 111.) Kolmý dopln¥k k tomuto sm¥ru má dimenzi
2 a je to nutn¥ samodruºný podprostor (viz £tvrtou £ást v¥ty 14.2 na str. 112). Zúºení shodnosti
na tento podprostor je op¥t shodností, takºe to musí být n¥která z vý²e diskutovaných shodností
v dimenzi 2. Klasi�kace shodností v prostoru je tedy odvozena z p°edchozí klasi�kace v rovin¥
� úplný vý£et je následující:

(1) identita,

(2) posunutí,

(3) otá£ení,

(3') osová soum¥rnost,

(4) posunuté otá£ení,

(4') posunutá osová soum¥rnost,

(5) soum¥rnost podle roviny (zrcadlení),
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(6) posunuté zrcadlení,

(7) oto£ené zrcadlení,

(7') st°edová soum¥rnost.

Prominentní postavení základní shodnosti v prostoru zaujímá soum¥rnost podle roviny neboli
zrcadlení. Osová soum¥rnost v prostoru je p°ímá transformace, jakoºto speciální p°ípad otá£ení
kolem p°ímky. St°edová soum¥rnost v prostoru je transformace nep°ímá, zde chápaná jako spe-
ciální p°ípad oto£eného zrcadlení, coº je sloºenina oto£ení a zrcadlení podle roviny kolmé k ose
otá£ení. . .

Stejn¥ jako v rovin¥ platí, ºe v²echny druhy shodností v prostoru je moºné charakterizovat
podle jejich samodruºných prvk· � p°ehled je uveden v tab. 16.4.

Transforma£ní rovnice v této tabulce jsou op¥t v tzv. kanonickém tvaru. Shodnost v prostoru
má aspo¬ jeden samodruºný sm¥r, který je generován vektorem odpovídajícím charakteristickému
£íslu ±1. Bereme-li takový vektor jako první a doplníme k n¥mu dal²í vektory do ortonormální
báze celého prostoru, pak matice indukovaného lineárního zobrazení ke kaºdé shodnosti vzhledem
k takto vybrané bázi bude mít n¥který z následujících tvar·:(

1 0
0 D+

)
,

(
−1 0
0 D+

)
,

(
−1 0
0 D−

)
,

(
1 0
0 D−

)
,

kde bloky D± jsou práv¥ matice (16.13). (Aby to bylo zajímav¥j²í, v tabulce 16.4 vystupuje D+

pod pseudonymem Bα.)

Shodnosti obecn¥

Obecné záv¥ry v eukleidovském prostoru obecné dimenze se dají vytu²it z p°edchozí zkratky
v dimenzi 3 a cvi£ení 16.4(2):

Charakteristický polynom m·ºe mít za reálné ko°eny jedin¥ ±1 a komplexní ko°eny jsou
vºdy v (komplexn¥ sdruºených) párech. Kaºdý polynom má nad komplexními £ísly práv¥ tolik
ko°en· (v£etn¥ násobností), jaký je jeho stupe¬, tzn. jaká je dimenze okolního prostoru. Reálným
ko°en·m odpovídají reálné charakteristické vektory, které ur£ují samodruºné sm¥ry shodnosti.
Komplexn¥ sdruºeným ko°en·m odpovídají dvojrozm¥rné samodruºné podprostory takové, ºe
zúºení na tyto podprostory je práv¥ otá£ení o úhel rovný argumentu odpovídajícího komplexního
charakteristického £ísla.

Na první pohled není zcela jasné, jakou roli hrají vy²²í algebraické násobnosti ko°en·, coº na
tomto míst¥ nehodláme rozklí£ovat. Bez dal²ího zd·vod¬ování uvádíme následující charakterizaci,
viz [Zl]:

V¥ta. Zobrazení f : E → E je shodnost práv¥ tehdy, kdyº platí, ºe zam¥°ení
−→
E je p°ímým

sou£tem navzájem kolmých jedno- a dvourozm¥rných invariantních podprostor· takových, ºe
zúºení

−→
f na kterýkoli jednorozm¥rný podprostor je ± id a zúºení na kterýkoli dvourozm¥rný

podprostor je otá£ení o úhel rovný argumentu odpovídajícího komplexního charakteristického
£ísla.

Libovolnou shodnost lze tedy ve vhodné sou°adné soustav¥ vyjád°it maticí, která má na hlavní
diagonále práv¥ £ísla ±1 nebo bloky D± a jinak samé 0. . . /
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Tabulka 16.4: [�í2] Klasi�kace shodností v prostoru podle samodruºných prvk·.
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16.2 Podobnosti

V tomto odstavci doplníme n¥kolik typických poznámek k podobnostem, které by bylo ²koda
opomenout.

Rozklady podobností

Pokud obecnou podobnost f : E → E s koe�cientem k sloºíme s n¥jakou stejnolehlostí h : E →
E s koe�cientem 1

k , pak výsledná transformace g := h ◦ f je z°ejm¥ shodná. Protoºe kaºdá
stejnolehlost je invertibilní, platí f = h−1 ◦ g. Protoºe inverzní transformace ke stejnolehlosti je
op¥t stejnolehlost, práv¥ jsme zd·vodnili následující tvrzení:

V¥ta. Kaºdou podobnost lze vyjád°it (mnoha r·znými zp·soby) jako sloºení shodnosti a stej-
nolehlosti.

Ve £tvrté v¥t¥ v odst. 14.2 jsme dokázali, ºe kaºdá podobnost, která není shodností, má
práv¥ jeden vlastní samodruºný bod. Tento bod m·ºe hrát docela zajímavou roli p°i rozkladech
zmi¬ovaných v p°edchozí v¥t¥:

Uvaºme podobnost f s koe�cientem k a samodruºným bodem S. Chceme vyjád°it f jako
sloºení n¥jaké shodnosti g a stejnolehlosti h tak, aby platilo nap°. f = h ◦ g. To lze samoz°ejm¥
realizovat tisícerým zp·sobem, ale pokud zvolíme st°ed stejnolehlosti h práv¥ ve význa£ném
bod¥ S, pak nutn¥ musí být S také pevným bodem shodnosti g. Pro tento speci�cky zvolený
rozklad navíc platí, ºe je jedno, v jakém po°adí stejnolehlost a shodnost skládáme, coº rozhodn¥
nem·ºeme tvrdit obecn¥! Jinými slovy, pro takto (a práv¥ takto) zvolený rozklad platí: /

f = h ◦ g = g ◦ h.

Klasi�kace podobností

Odtud také plyne, ºe klasi�kace podobností v libovolném eukleidovském prostoru se omezuje
pouze na kompozice stejnolehlosti a shodnosti s n¥jakým pevným bodem. Nap°. v rovin¥ tak
dostáváme pouze t°i typy podobností:

(1) stejnolehlost,

(2) stejnolehlost sloºená s otá£ením (kolem st°edu stejnolehlosti),

(3) stejnolehlost sloºená s osovou soum¥rností (jejíº osa prochází st°edem stejnolehlosti).

Bez ohledu na znaménko koe�cientu stejnolehlosti platí, ºe první dva p°ípady p°edstavují p°ímé
podobnosti, t°etí je nep°ímá.

16.3 A�nity

V¥t²inu a�nit nemáme v·bec pojmenovánu. P°itom v²echny, které pojmenovány máme, jsme
zmínili mnohem d°íve. Pro zajímavost a porovnání p°ikládáme p°ehled v²ech a�nit v rovin¥
podle jejich samodruºných prvk·, viz tab. 16.5. Seznam je po°ád relativn¥ malý a jen mírn¥
roz²i°uje/zobec¬uje klasi�kaci shodností, která je v tab. 16.3. V²imn¥te si zejména míst, která
byla v p°ehledu shodností prázdná. /

Transforma£ní rovnice v tabulce jsou op¥t v tzv. kanonickém tvaru, tj. vzhledem k velmi
vhodn¥ zvolené a�nní (ne nutn¥ kartézské) sou°adné soustav¥. . .
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Tabulka 16.5: [�í2] Klasi�kace a�nit v rovin¥.

16.4 Cvi£ení
/

(1) Pojmenujte v²echny dosud nepojmenované shodnosti z p°edchozích cvi£ení.

(2) Odvo¤te charakterizaci (16.13) p°ímým výpo£tem. Vyjád°ete charakteristická £ísla a charak-
teristické vektory transformací ur£ených t¥mito maticemi a porovnejte výsledek s obr. 16.16.

(3) V eukleidovské rovin¥ ur£ete transforma£ní rovnice

• otá£ení kolem bodu S = [0, 2] o úhel α = +60◦,

• osové soum¥rnosti podle p°ímky ur£ené rovnicí 2x− y = 2.

• posunuté soum¥rnosti ur£ené osou y = x+ 1 a vektorem v = (−1, 1).

(4) V²echny podobnosti z p°edchozích cvi£ení vyjád°ete jako sloºení shodnosti a stejnolehlosti.

(5) �e²te tutéº úlohu tak, aby rozklad nezávisel na po°adí díl£ích transformací.

(6) Podle tab. 16.5 klasi�kujte v²echny a�nity z p°edchozích cvi£ení.



KAPITOLA V

Dodatky

17 Pseudo-eukleidovské prostory

pseudo-skalární sou£in, pseudo-shodnosti apod., . . .

18 Dal²í geometrická zobrazení

konformní a kontaktní zobrazení, n¥jaká katrogra�cká zobrazení

19 Kuºelose£ky a kvadriky

p°ehled metrické/a�nní/projektivní klasi�kace, . . .
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20 Kleinova geometrie p°ímek

prostor p°ímek, pr·nik a vzdálenost p°ímek, pr·nik p°ímky s rovinou, . . .

21 Lieova geometrie kruºnic

prostor kruºnic, dotyk a úhel pr·niku kruºnic, Apollóniovy úlohy, cyklogra�e, . . .

22 Grupové akce

22.1 P·sobení grupy na mnoºin¥

V²echny bijektivní transformace na (jakékoli) mnoºin¥ X tvo°í grupu (s operací skládání zob-
razení), kterou zna£íme SX .1 Grupa SX , stejn¥ jako jakákoli její podgrupa G ⊆ SX , p°irozen¥
p·sobí na mnoºin¥ X; jedná se o nejjednodu²²í p°íklady akce grupy na mnoºin¥. Nap°. grupa
symetrií krychle p·sobí na vrcholech krychle jakoºto podgrupa S8, grupa lineárních izomor�sm·
vektorového prostoru V je podgrupou SV apod.

Obecnou akcí grupyG na mnoºin¥X se myslí p°i°azení, kdy kaºdému prvku grupyG odpovídá
n¥jaká bijekce na mnoºin¥ X tak, ºe násobení v G korepsonduje se skládáním odpovídajících
bijekcí. Stru£n¥ji m·ºeme °íct, ºe

De�nice. Akce grupy G na mnoºin¥ X je grupový homomor�zmus φ : G→ SX .

Akci (nebo p·sobení) konkrétního prvku g ∈ G na X, obvykle zapisujeme jako x 7→ g(x)
místo správn¥j²ího x 7→ φ(g)(x).

1Pokud je mnoºina X kone£ná a má n prvk·, místo SX zpravidla pí²eme Sn a mluvíme o symetrické grup¥
nebo grup¥ permutací.
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22.2 Dal²í p°íklady
/(1) P°irozená akce GL(V ) (= grupa lineárních izomor�sm· vektorového prostoru V ) na V in-

dukuje také akci na mnoºin¥ v²ech k-rozm¥rných podprostor· ve V .

(2) Grupa O(n + 1) (= grupa shodností eukleidovského prostoru Rn+1) p·sobí na sfé°e Sn ⊂
Rn+1, a to zúºením p°irozené akce na Rn+1.

(3) R∗ (= R \ {0} s operací násobení) p·sobí na libovolném reálném vektorovém prostoru V
takto: r(v) = rv.

(4) V (vektorový prostor jakoºto komutativní grupa) p·sobí na kaºdém a�nním prostoru A se
zam¥°ením

−→
A = V takto: v(A) = A+ v.

(5) Libovolná grupa G p·sobí sama na sob¥, a to bu¤ zprava g(h) = hg, nebo zleva g(h) = gh.

(6) SX p·sobí na mnoºin¥ v²ech zobrazení X do Y takto: g(f) = f ◦ g.

22.3 Orbity, tranzitivní a efektivní akce

Orbita prvku x ∈ X vzhledem k akci grupy G na X je podmnoºina

G(x) = {g(x) | g ∈ G} ⊆ X.

Dv¥ r·zné orbity se nikdy neprotínají a sjednocení v²ech orbit je celá mnoºina X. Akce grupy
na mnoºin¥ tedy de�nuje relaci ekvivalence, jejíº t°ídy rozkladu jsou práv¥ orbity akce. Nap°.
akce grupy symetrií krychle na mnoºin¥ jejích vrchol· má jedinou orbitu (kaºdý vrchol krychle
lze zobrazit na kterýkoli jiný), akce GL(V ) na V má dv¥ orbity (jednoprvková orbita {o} a kom-
plementární podmnoºina V \ {o}) apod.

Akce G na X je tranzitivní, pokud má jedinou orbitu. Jinými slovy, jeden vybraný (ekviva-
lentn¥, kaºdý) prvek z X lze zobrazit na kterýkoli jiný p·sobením n¥jakého prvku z G. Mnoºina
X s tranzitivní akcí grupy G se jmenuje homogenní prostor grupy G. Kaºdá orbita je tedy
homogenním prostorem.

Akce je efektivní (nebo v¥rná), pokud jediný prvek z G, který p·sobí jako identita na X, je
neutrální prvek grupy G. Ekvivalentn¥, odpovídající homomor�zmus φ : G→ SX je injektivní.

Rozhodn¥te, zda vý²e zmi¬ované akce jsou efektivní a tranzitivní; pokud nejsou tranzitivní, /
ur£ete jejich orbity.

23 Frízové a tapetové vzory

Speci�ckým p°íkladem grupové akce je akce grupy symetrií n¥jaké podmnoºiny v eukleidovském
prostoru: Symetrie podmnoºiny X ⊆ Rn je shodnost v Rn, která zobrazuje X na sebe. V²echny
symetrie X (s operací skládání) tvo°í grupu, která m·ºe mít r·zné vlastnosti podle typu pod-
mnoºiny X.

Frízové a tapetové vzory v R2 lze celkem jednodu²e charakterizovat podle odpovídajících
grup symetrií, které jsou sice nekone£né, ale diskrétní. Grupa symetrií frízového, resp. tapetového
vzoru se nazývá frízová, resp. tapetová grupa. (�asto se také mluví o jedno- a dvourozm¥rných
krystalogra�ckých grupách, coº nazna£uje, ºe toto téma má p°irozené vícerozm¥rné analogie.)
Srozumitelný úvod do problematiky najdou zájemci nap°. v [Po].
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V¥ta. Aº na izomor�smus existuje práv¥ 7 frízových a práv¥ 17 tapetových grup.

Obrázek 23.1: Sedm frízových vzor· s r·znými grupami symetrií.

24 T°etí Hilbert·v problém

Tady dopl¬ujeme diskuzi, kterou jsme vyprovokovali za v¥tou 12.4 na str. 96, jeº popisuje ob-
jem k-rozm¥rného simplexu jako 1

k! objemu jím ur£eného rovnob¥ºnost¥nu. P°ipomínáme, jak
klasikové nahlíºejí tento problém pro k = 2 a 3; ve²keré nespeci�kované citace jsou z [Eu]:

k = 2: Jinými slovy m·ºeme °íct, ºe úhlop°í£ka v rovnob¥ºníku jej rozd¥luje na dva trojúhel-
níky se stejným obsahem. To je p°esn¥ obsahem tvrzení I.41, jeº odkazuje na I.37. T¥mto
tvrzením perfektn¥ rozumíme z kurzu konstruk£ní geometrie, a to s pouhým pravítkem,
kruºítkem a n·ºkami v ruce!

k = 3: V tomto p°ípad¥ sta£í ukázat, ºe trojboký (obecn¥ ²ikmý) hranol lze rozd¥lit na t°i £ty°s-
t¥ny se stejným objemem, coº je práv¥ tvrzení XII.7, viz obr. 24.2. Toto tvrzení se odkazuje
na v¥tu XII.5, jejíº zd·vodn¥ní je v²ak p°ekvapiv¥ mnohem komplikovan¥j²í neº analogický
výsledek v dimenzi 2.

V¥ta XII.5 je dokázána Eudoxovou exhaustivní metodou, coº je technicky pom¥rn¥ kompli-
kovaná procedura, která je v podstat¥ ekvivalentní s in�nitezimálními úvahami, jak je známe
z matematické analýzy. P°irozenou otázkou je, zda to nejde ud¥lat lépe. Práv¥ tato pozorování
jsou prazdrojem velice zajímavého Hilbertova problému £. 3: 2

2http://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my

http://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my
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Obrázek 24.2: [Ha] Objem trojbokého jehlanu je roven t°etin¥ objemu opsaného hranolu.

• Platí pro libovolné dva mnohost¥ny se stejným objemem, ºe jeden lze rozst°íhat na kone£ný
po£et men²ích mnohost¥n·, z nichº lze sloºit ten druhý?

Odpov¥¤ (z roku 1900) je záporná:

• Mnohost¥ny, pro které je toto moºné, musí mít stejný tzv. Dehn·v invariant.

�e²ení je veskrze algebraické; celou zápletku i s rozumnými podrobnostmi lze najít nap°. v [Ha,
podkap. 27].
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Kapitola II

4.4, str. 18 � Cvi£ení

(3) V²echna °e²ení uvedené rovnice jsou {c1e2x cosx+ c2e
2x sinx+ 2 | c1, c2 ∈ R}.

6.2, str. 30 � Zd·vodn¥ní v¥ty

(1)
−→
B a

−→
C jsou komplementární, pokud

−→
B +

−→
C =

−→
A a

−→
B ∩
−→
C = {o}. Z první rovnosti plyne,

ºe kaºdý vektor
−−→
BC pat°í do

−→
B +

−→
C , tudíº podprostory se protínají. Z druhé rovnosti plyne

dim(
−→
B ∩
−→
C ) = dim(B ∩ C) = 0, tudíº pr·nikem je bod.

(2) Jist¥ je dimB a dim C ≥ 1, jinak by B a C byly rovnob¥ºné.
Z mimob¥ºnosti také plyne B ∩ C = ∅, coº podle p°edchozí v¥ty a rovnosti (4.2) znamená,

ºe dim(
−−−→
B + C) = dim(

−→
B +

−→
C ) + 1. Dále z°ejm¥ platí dim

−→
A ≥ dim(

−−−→
B + C). Podle (6.8) m·ºeme

psát:

dim
−→
A ≥ dim(

−−−→
B + C) = dim(

−→
B +

−→
C ) + 1 = dim

−→
B + dim

−→
C − dim(

−→
B ∩
−→
C ) + 1.

Z mimob¥ºnosti dále plyne, ºe
−→
B ∩
−→
C není roven ani

−→
B ani

−→
C (jinak by B a C byly rovnob¥ºné),

tzn. jak dim
−→
B , tak dim

−→
C je > dim

−→
B ∩
−→
C . Jinými slovy jak rozdíl dim

−→
C − dim(

−→
B ∩
−→
C ), tak

rozdíl dim
−→
B − dim(

−→
B ∩
−→
C ) je ≥ 1. Dosazením do pravé strany v p°edchozím výrazu vidíme, ºe

platí jak dimA ≥ dimB + 2, tak dimA ≥ dim C + 2.

(3) Protoºe C je nadrovina a B je s ní r·znob¥ºný podprostor, platí B+C = A. Odtud také plyne
dim(

−→
B +

−→
C ) = dimA. Podle (6.8) m·ºeme psát:

dim(
−→
B ∩
−→
C ) = dim

−→
B + dim

−→
C − dim(

−→
B +

−→
C ) = dim

−→
B + dim

−→
A − 1− dim

−→
A = dim

−→
B − 1,

coº se m¥lo dokázat.



136 Návody

Obrázek 24.3: [Ma] P°í£ky ke dv¥ma mimob¥ºkám, jeº jsou rovnob¥ºné s danou rovinou,
tvo°í tzv. parabolický hyperboloid.

6.5, str. 34 � Cvi£ení

(4) viz obr. 24.3.

7.5, str. 44 � Cvi£ení

(6) viz obr. 24.4:

x1 + x2 + x3 + x4
4

=
2x1+x3

2 + 2x2+x4

2

4
=

3x1+x2+x3

3 + x4

4
= . . . . . .

8.6, str. 59 � Dvojpom¥r pro malí°e

Jsou-li A,B,C,D kolineární body takové, ºe
−−→
AB =

−−→
BC =

−−→
CD, pak jejich dvojpom¥r podle (8.25)

vychází

(ABCD) =
2

1
· 2
3
=

4

3
.

Kapitola III

10.1, str. 74 � Zd·vodn¥ní v¥ty

Místo
−→
C ⊆

−→
E pí²eme U ⊆ V .

• U⊥ je vektorový podprostor (plyne z de�nicí a bilinearity skalárního sou£inu):

x,y ∈ U⊥ =⇒ x�u = 0 a y�u = 0 (pro lib. u ∈ U) =⇒ (ax+by)�u = 0 =⇒ ax+by ∈ U⊥.
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Obrázek 24.4: [Be] Konstrukce bodu 1
4 (x1 + x2 + x3 + x4)

• U ∩ U⊥ = {o} (plyne z pozitivní de�nitnosti skalárního sou£inu):

u ∈ U a u ∈ U⊥ =⇒ u ⊥ u =⇒ u = o.

• U + U⊥ = V (plyne z de�nice a v¥ty o sou£tu a pr·niku vektorových podprostor·):

Je-li dimU = k, dimV = n a u1, . . . ,uk je n¥jaká báze U , pak U⊥ je ur£eno soustavou k
(nezávislých) rovnic v n neznámých:

U⊥ = {x ∈ V | x � u1 = 0, . . . ,x � uk = 0}.

Proto je dimU⊥ = n− k. Navíc platí

dim(U + U⊥) = dimU + dimU⊥ − dim(U ∩ U⊥) = k + n− k − 0 = n.

Protoºe n = dimV , musí být U + U⊥ = V .

10.2, str. 75 � Podivné vlastnosti kolmosti

Uvaºme 4-rozm¥rný eukleidovský prostor E a n¥jakou kolmou bázi (e1, e2, e3, e4) zam¥°ení
−→
E .

Sta£í zvolit nap°. podprostory B, C ⊂ F ⊂ E , jejichº zam¥°ení jsou
−→
B = 〈e1, e2〉,

−→
C = 〈e1, e3〉

a
−→
F = 〈e1, e2, e3〉.
V eukleidovském prostoru

−→
F platí

−→
B
⊥
= 〈e3〉 ⊂ 〈e1, e3〉 =

−→
C , tedy B a C jsou kolmé v F .

Av²ak v eukleidovském prostoru
−→
E pozorujeme:

−→
B
⊥
= 〈e3, e4〉, coº v ºádném p°ípad¥ neob-

sahuje, ani není obsaºeno v 〈e1, e3〉 =
−→
C , tedy B a C nejsou kolmé v E .
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