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Tento text je urCen pro studenty pedagogického asistentstvi matematiky pro zékladni
Skoly. Jednd se o pifehledny studijni material dopliujici zakladni studijni literaturu
v discipliné¢ Algebra 3. Jelikoz se jednd o text dopliiujici a osvétlujici zakladni studijni
literaturu ([2], [5], [6], [12], [15], [16] ), nejsou v tomto textu v zdjmu zachovani lepsi ¢tivosti
a plynulosti textu uvadény dikazy jednotlivych tvrzeni. VSechny dikazy lze nalézt ve studijni
literatute. Text je psan pro prehlednost velmi struéné a €asto se (na rozdil od zakladni studijni
literatury) omezuje pouze na piipady, s nimiz se miiZze student v praxi setkat (napft. kapitola o
polynomech je omezena pouze na polynomy nad télesem realnych c¢isel). Pro studium textu je
nutno predpokladat znalosti zakladi algebry (mnoZinové operace a jejich vlastnosti, binarni
relace a jejich vlastnosti, relace uspofddani a uspofddané mnoziny, relace ekvivalence a
rozklad mnoziny, binarni algebraické operace a jejich vlastnosti, algebraické struktury a jejich
homomorfismy). Standardni je rovnéz oznaceni zakladnich ciselnych mnozin:

N —mnozina vSech pfirozenych cCisel (samoziejme vcetné Cisla nula)

Z — mnozina vSech celych ¢isel

Q — mnozina vSech racionalnich c¢isel

R — mnozina vSech realnych ¢isel

C — mnozina vSech komplexnich cisel.

U mnozin Z, Q, R budeme v piipadé potieby uZivat i oznaéeni Z', @, R* a Z, QO , R,
oznacujici podmnozinu vSech kladnych, resp. zapornych ¢isel daného ¢iselného oboru. Bude-
li do této podmnoziny zatazena i nula, doplnime oznaceni indexem nula, napt. Z, , Q, .

1. Prirozena cCisla



Jednou ze zékladnich charakteristik mnoziny vSech pfirozenych cisel je to, Ze kazdé
pfirozené C¢islo ma svého bezprostiedniho nasledovnika (pro kazdé n// N je to Cislo n + I).
Tento ,,fakt“ znaji uZ Z4ci na 1. stupni ZS a je asto didakticky vyuZivan pfi vyuce. Existence
nasledovnika vyuzijeme pii teoretickém zavedeni mnozZiny pfirozenych cisel. Nejprve
axiomaticky definujeme tzv. Peanovu mnoZinu a potom ukiZeme, ze tato mnozZina je
univerzalnim modelem mnoziny vSech pfirozenych cisel. Poznamenejme jesté, ze vétSinu
dikazli v ¢astech 1 - 5 lze nalézt v publikacich [12], resp. [2], z nichzZ je pievzata i podstatna
cast textu.

Axiomy Peanovy mnoziny P

(A1) Ke kazdému prvku x mnoziny P existuje jeho nasledovnik, ktery budeme oznacovat x' .
(A2) V mnozin¢ P existuje prvek e// P, ktery neni nasledovnikem zddného prvku mnoziny P.
(A3) Ruzné prvky maji rizné nasledovniky.
(A4) Axiom uplné indukce. Necht M U P. JestliZe plati:

a) elJM,

b) (OxOP) xOM = x' OM,

pak M =P.

Véta 1.1. Necht' x// P, pak plati:
(1) x #x',
Q) x # e = (QuOP)x =u.

Cast (1) piedchozi véty fika, ze kazdy prvek je rizny od svého nasledovnika. Ze druhé
casti pak plyne, ze kazdy prvek x Peanovy mnoziny s vyjimkou prvku e je nasledovnikem
né&jakého prvku u/7P. Tento prvek u budeme nazyvat predchiidce prvku x a znagit x.

Véta 1.2. Peanova mnozina je nekonecnd mnozina.

Definice 1.3: Necht’ a// P je libovolny prvek. Necht mnozina U(a) [/ P je pro kazdy prvek
al/P definovana takto:

(1) aliU(a),

(2) x[JU(a) = 'x[0U(a) (pokud 'x existuje).
Pak mnozinu U(a) budeme nazyvat Gisek Peanovy mnoziny ptislusny k prvku a .

Poznamka 1.4. Je ziejmé, ze pro kazdé a// P je ptislusny usek U(a) kone¢na mnozina.

Poznamka 1.5. Z ptedchoziho plyne, Ze Peanovu mnozinu miizeme povazovat za teoreticky
model mnoZiny piirozenych &isel. V tomto p¥ipadé prvek e je roven &islu 7, nasledovnik x' je
roven ¢islu x + 7 a modely useka ptislusnych ke kazdému ptirozenému ¢islu chapanému jako
prvek mnoziny P si lze piedstavit takto: U(1) = {1}, U2) = {1, 2}, U3) = {1, 2, 3}, U(4) =
{1, 2, 3, 4} atd. Je ztejmé, Ze pocet prvki kazdého tseku je urCen pfirozenym cislem, jemuZz
dany usek pfislusi. Proto i v dalSim textu je mozné predstavit si porovnavani prvka Peanovy
mnoziny (relaci uspofadani v mnozin€ P) a nasledné i operace s€itani a ndsobeni v mnozin¢ P
pomoci mnoziny piirozenych ¢isel. I kdyZ teoreticky postup je opacny (z obecné teorie
v mnozin€¢ P plynou specialni vlastnosti v mnozing pfirozenych cisel), je pro pochopeni
podstaty vhodné uz na tomto misté¢ vyuzit mnoziny pfirozenych cisel jako modelu Peanovy
mnoziny P. Poznamenejme dale, Ze existuje 1 moznost vybudovat axiomaticky Peanovu
mnozinu tak, Ze prvek e je roven Cislu 0 (viz napt. [2]). V tom piipadé je samoziejmé nutné



vSechny definice a tvrzeni pieformulovat. Protoze ale ¢islo nula neni prvkem mnozZiny

vvvvvv

Relace usporadani v mnoziné P
Definice 1.6: Necht' a, b [/P. Pakplati:a < b = a [JU(b).

Poznamka 1.7. Je ziejmé, ze relace < zdefinice 1.6. je reflexivni, antisymetrickd a
tranzitivni, jedna se tedy skutecné o uspotfadani v mnoziné P. Pro kazdé¢ dva rizné prvky a, b
mnoziny P vzdy plati pravé jeden ze vztaht a// U(b), b[J U(a), proto je usporadani <
linearni. Hasseovskym diagramem linearné uspofddané mnoziny (P, < ) je fetézec
s nejmensim prvkem e. Dale poznamenejme, Ze zapis @ < b oznacuje tzv. ostré uspotradani,
tedy a < b a souCasné a Z b.

Véta 1.8. Necht a, b [/P. Pak plati:
(1) (Da OP)a < a
(2) Mezi prvky a, a' neexistuje zadny prvek x mnoziny P s vlastnosti @ < x < a';
(3) Mnozina (P, <) je dobfe usporddana mnozina.

Operace s¢itani v mnoZiné P

Véta 1.9. Na mnozin¢ P existuje pravé jedna operace + takova, ze pro kazdou dvojici x, y
prvkitt mnoziny P plati:
(Hx+e= x' ,

@) x+y=@+y).
Definice 1.10. Operace + z pfedchozi véty se nazyva operace s¢itdni v mnozing€ P .
Véta 1.11. Operace + je v mnozin¢ P asociativni a komutativni.

Véta 1.12. V grupoidu (P, +) plati zdkony o odecitani, tj. pro kazd¢ tii prvky x, y, z mnoziny
P plati implikace x +y=x+z = y=z.

Véta 1.13. Necht x, y //P. Pak nastane pravé jeden z nasledujicich ti pripadi:
() x=y,
(2) existuje p [/P s vlastnostix =y +p,
(3) existuje g L/P s vlastnostiy =x +q .

Operace sc¢itani je spojena s relaci uspofadani fadou vztahii. Né&které z nich jsou uvedeny
v nasledujici vete.

Véta 1.14. Necht' x, y, z, u, v [/ P. Pak plati:
(Dx<yex+z<y+z,
2)xsy e xtzsy+tz,
B)xsyusv=xtusyty,
@ x<y=xsy.
Operace nasobeni v mnoZziné P



Véta 1.15. Na mnoziné P existuje pravé jedna operace [takova, Ze pro kazdou dvojici x, y
prvkli mnoziny P plati:

(HxCk=x,

Q) xO'=xD +x.

Definice 1.16. Operace [ ptedchozi véty se nazyva operace ndsobeni v mnoZzing€ P .

Poznamka 1.17. Pokud v zapise pocetnich operaci v mnozin¢ P nepouzijeme zavorky, ma
operace nasobeni prednost pted operaci s¢itani. Rovnéz se v zapisech velmi ¢asto vynechava
oznaceni [bperace nasobeni, tj. misto x [ piSeme jenom xy.

Véta 1.18. Operace [Je v mnozin¢ P asociativni, komutativni, mé neutralni prvek (prvek e) a
s operaci s¢itani je svazana distributivnim zakonem:
x,y,zUP: xUy+z)=xDO +xL[k.

Operace nasobeni je spojena s relaci usporadani fadou vztahi. Nékteré z nich jsou uvedeny
v nésledujici vété (zajimava je analogie s obdobnymi vztahy pro s¢itani). Poznamenejme
jeste, ze tvrzeni (3) nasledujici véty fika, ze v grupoidu (P, DIplati zakony o kraceni.

Véta 1.19. Necht' x, y, z, u, v [/ P. Pak plati:
Dx<yexk<ylt,
2)xsy = xksylt,
B)xk=ylk=x=y
@ xsyusv=xlh<syD.

Disledek 1.20. Algebraicka struktura (P, +, 0lje komutativni polookruh s jednickou.

Poznamka 1.21. Z definice mnoziny P a popsanych vlastnosti relace usporadani a operaci
s¢itani a nasobeni v této mnoziné vyplyva, ze polookruh vsech pfirozenych cisel (N, +, [} je
jednim z moznych modeld polookruhu (P, +, Ol Roli prvku e hraje Cislo /, nasledovnikem
¢isla x je ¢islo x + 1, usek mnoziny N piislusny ¢islu n obsahuje vSechna pfirozena Cisla od
¢isla 1 po ¢islo n atd.

Poznamka 1.22. Jako problémova se jevi otazka, kolik modelt polookruhu (P, +, [Jexistuje,
tzn. zda jsou pfirozena cCisla uréena jednoznacné, resp. zda viibec néjaky model mnoziny P
existuje. Existenci modelu mnoziny P a tim i existenci pfirozenych ¢isel 1ze snadno ukazat;
jde o kardindlni ¢isla kone¢nych mnozin. Tém se budeme vénovat v dalSim textu. Odpovédi
na otazku poc¢tu modeli Peanovy mnoziny je tvrzeni, ze téchto modeld je nekonec¢né mnoho,
vSechny jsou ale navzdjem izomorfni. Proto Ize tvrdit, Ze pfirozend Cisla Ize definovat az na
izomorfismus jedinym moznym zplsobem. Dtlezitou vétu o tomto izomorfismu nyni
uvedeme:

Véta 1.23. (O jednoznacnosti prirozenych Cisel) Necht' V;, NV jsou dvé mnoziny ptirozenych
¢isel (dva modely Peanovy mnoziny). Pak existuje pravé jedna bijekce f: N; — N; s vlastnosti

Ox ONp:f(x')=[fx)] " .

4

Prirozena ¢isla jako kardinalni ¢isla koneénych mnoZzin



V této Casti se omezime pouze na konecné mnoziny. I kdyz v obecné teorii mnozin jsou
studovana 1 kardindlni cCisla nekoneénych mnozin, pro ucely konstrukce oboru vSech
pfirozenych ¢isel se nekone¢nymi mnoZinami nemusime zabyvat.

Vime, ze dvé mnoziny jsou ekvivalentni, jestlize existuje bijekce (vzajemné jednoznacné
zobrazeni) jedné na druhou. Tato relace ekvivalence na systému vSech kone¢nych mnozin 1M1
(oznaCujeme ji ~) je ekvivalenci v relanim smyslu (zfejmé je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni). Proto generuje jednoznanym zpusobem rozklad M|~ na systému vsech
koneénych mnozin M. Ttidy rozkladu M|~ se nazyvaji kardinalni ¢isla. Kardinalnim ¢islem
koneéné mnoziny M tedy rozumime tfidu rozkladu M|-, ktera obsahuje mnozinu M. Misto
oznaceni kardinalni ¢islo mnoZiny M se €asto uziva téz pojmu mohutnost mnoziny M (piSeme
card M). Nyni definujeme ptirozena Cisla jako kardinalni ¢isla kone¢nych mnozin.

Popiseme-li vySe uvedenou konstrukci popularné (a matematicky ne zcela presné), pak
kardinalni ¢islo kone¢né mnoziny M je systém mnozin, ktery kromé dané mnoziny M
obsahuje vSechny mnoziny (nekone¢né¢ mnoho), které maji tentyz pocet prvki jako mnozina
M. Tato jedina spole¢na vlastnost vSech téchto mnozin, tj. stejny pocet prvki, je vyjadiena
piirozenym Ccislem, které je kardinalnim c¢islem mnoziny M  definovano. Ve Skolské
matematice na ZS proto fikame, Ze piirozena ¢isla vyjadiuji poéty prvki koneénych mnozin.

Ptechod od struktury (P, +, DIk jejimu modelu (v, +, [ lze popsat takto: Necht n [/ P je
libovolny prvek Peanovy mnoziny. Usek mnoziny P piisluiny k prvku » je mnoZina
Umn) = fe, ¢, €', ", ..., 'n, n). Tato mnoZina je kone&na, proto jisté nalezi do nékteré tiidy
rozkladu M|.. Tato tfida rozkladu je kardindlnim ¢islem koneéné mnoziny U(n) a
odpovidajici ptirozené ¢islo je ¢islo n. Lze tedy tvrdit, Ze usek U(n) obsahuje pravé n prvki.
Odtud prvku e odpovida &islo 7, prvku €' &islo 2, prvku e ¢&islo 3 atd. Pfirozené uspotadani
mnoziny ptirozenych ¢isel lze pak definovat ve shodé¢ s definici porovnavani prvkll Peanovy
mnoziny (kazdé ¢islo nalezejici do U(n) je mensi nebo rovno €islu n).

Jin4 situace je u definice obou zakladnich operaci s¢itani a nasobeni. I kdyz lze tyto
operace definovat stejnym zplisobem jako v abstraktni Peanové mnozing, z metodickych
divodli se ob¢ operace zavadéji odlisné, na zdkladé mnozinovych operaci.

Definice 1.24. (Sc¢itani kardinalnich cisel) Necht' 4, B jsou kone¢né mnoziny, necht’ plati
A n B =¢. Pak definujeme

card 4+ card B = card (4 [/B) .

Definice 1.25. (Nasobeni kardinalnich ¢isel) Necht’ 4, B jsou kone¢né mnoziny.
Pak definujeme

card A [ard B = card (4 xB) .

Poznamka 1.26. Lze ukazat, ze ob¢ operace definované definicemi 1.24. a 1.25. maji vSechny
vlastnosti, které ocekdvame od operaci s¢itdni a nésobeni ptirozenych ¢isel. PovSimnéme si
nyni omezujici podminky 4 n B =¢ v definici 1.24. V piipad¢ jejiho vypusténi bude pro
soucet kardinalnich ¢isel mnozin 4, B platit vztah card 4 + card B = card (4 [/ B), pficemz
Cislo na levé strané této neostré nerovnosti je obecné vétsi nez ¢islo na pravé strané o pocet
prvka priniku obou mnozin. Plati tedy rovnost
card A +card B — card (A n B) = card (4 [/B) .

Z teoretického hlediska se jedna o princip inkluze a exkluze pro n = 2. Pokud jsou tedy
mnoziny A, B disjunktni, pak card (4 n B) = 0 a ptedchozi rovnost ptejde v definici s¢itani
kardinalnich ¢isel podle definice 1.24.



2. Cela cCisla

Obecna teorie



Definice 2.1. Necht' (G, [J (H, [Ijsou grupoidy (dale budeme k oznaceni grupoidl uzivat
pouze symbol nosné mnoziny). Rekneme, Ze grupoid G lze vnofit do grupoidu H, jestlize
existuje injektivni homomorfismus f grupoidu G do grupoidu H.

Véta 2.2. Necht’ G je komutativni grupoid. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(1) Grupoid G je asociativni a plati v ném zakony o kraceni.
(2) Grupoid G lze vnoftit do né¢jaké grupy.

Poznamka 2.3. Dlkaz této véty je konstruktivni, obsahuje konstrukei tzv. podilové grupy /-
grupoidu G. Tuto konstrukci nyni popiseme:

Vyjdeme z kartézského souc¢inu G X G. Necht na G X G je definovdna binarni relace ~
definovana takto:
[a, b] ~ [c, d] = a ll =b [ pro kazdé dvé dvojice z G xG. (D)
Tato relace ~ je ekvivalence, existuje tedy rozklad G X G |~ . Mnozinu tfid rozkladu G X G |~
oznaéme /. Na mnozinovém systému / definuyyme nyni bindrni operaci o nasledujicim
zpusobem. Necht /a, b], [c, d] jsou reprezentanti dvou tfid systému /. Pak plati
[a, b] o [c,d] = [a L, bLH]. (2)
Grupoid (7, o) je faktoroidem grupoidu (G, [I Lze dokazat, ze algebraicka struktura (7, o) je
dokonce grupa. Tato grupa se nazyva podilova grupa grupoidu (G, (I Vnoteni ¢ : G - [
grupoidu G do grupy /~ je definovano pro kazdy prvek g //G predpisem
W@ ={lgly x]; xG}L. 3)
Je-1i misto multiplikativniho oznaceni (operace [J uzito oznaceni aditivniho (operace +), pak
defini¢ni vztahy (1), (2), (3) ptejdou do tvaru:

[a, b] ~ [c,d] = a+d=>b+c prokazdé dvé dvojicez G xG, (4)
[a, b] o [c,d] =[a+c D+d] , (5)
W@ ={lg+x x| x[JG} (6)

Misto oznaceni podilova grupa pak fikdme rozdilova grupa.

r wr

Cela cisla
Definice 2.4. Rozdilova grupa pologrupy (N, +) se nazyvé aditivni grupa celych Cisel (Z, +).

Poznamka 2.5. Pti konstrukei grupy (Z, +) postupujeme podle obecné konstrukce. Vychozim
kartézskym soucCinem je N X N, relace ~ je definovana vztahem (4) pro G = N, operace o,
kterou budeme oznacovat symbolem +, tj. stejn€ jako scitani Cisel pfirozenych (ziejmé
nebude dochazet k nedorozuméni), je pak definovana pomoci vztahu (5), tedy

[a, b] + [c,d] =[a+c b+d]. (7)

Cela ¢isla jsou podle této konstrukce tfidami rozkladu N x N |~ . Vnofeni ¢ : N - Z
grupoidu N do grupy Z je definovano analogicky jako v (6), tedy pro kazdy prvek n [/ N
predpisem

WYm)={[n+x x]; x[/N}.

Poznamka 2.6. V dalSim textu o celych ¢islech je nutno rozliSovat mezi ptipadem, kdy /a, b/
bude oznacovat tuto jednu konkrétni uspotfddanou dvojici pfirozenych ¢isel a ptipadem, kdy
bude hrat roli reprezentujici dvojice néjakého celého ¢isla. V tomto druhém piipadé budeme
uzivat tu¢ného oznaceni [a, bJ. Plati tedy napt. [4, 2] = {/3, 1], [4, 2], [5, 3], [6, 4], ...}. Celé



¢islo je vzdy reprezentovano nekonec¢nou mnozinou navzajem ekvivalentnich uspotadanych
dvojic ptirozenych cisel. Podle dohodnutého oznaceni je nutno také rozliSovat nasledujici
vztahy: Napft. pro uspotradané dvojice /3, 3/, [6, 4] plati [5, 3] Z[6, 4], [5, 3] ~ [6, 4], pro
dvé cela cisla /5, 3], [6, 4] ale plati rovnost [5, 3] = [6, 4], protoze obé tyto dvojice jsou
reprezentanty téze tfidy rozkladu systému N x N |.. Poznamenejme, Zze v dalSim textu
budeme pro zjednoduSeni oznacovat celd Cisla velkymi tu¢nymi pismeny, napt. A4, B, .... Toto
oznaceni neni v rozporu suvedenou konstrukci; vzdy lze pftejit k reprezentaci pomoci
uspotadanych dvojic, napt. A = [a;, az], B = [b;, b/, ....

Operace s celymi Cisly a jejich vlastnosti

Poznamka 2.7. Scitani celych cCisel je, jak jiz bylo zminéno v poznamce 2.2., definovano
predpisem
[a, b] + [c, d] =[a + ¢, b+ d].

Véta 2.8. Operace + z predchozi poznamky 2.7. je komutativni, asociativni, ma neutralni
prvek 0 reprezentovany dvojici [m, n] pro libovolné n// N a ke kazdému celému Ccislu
A = [a, b] existuje prave jedno opacné Cislo —A = [b, a].

Véta 2.9. Algebraicka struktura (Z, +) je komutativni grupa, ve které plati zakony o d¢leni, t
rovnice A + X = B ma vzdy feSeni v mnoziné Z pro kazda dvé cela ¢isla 4, B.

Disledek 2.10. V grupé (Z, +) plati zdkony o kraceni (v aditivni symbolice zadkony o
odecitani) a existuje praveé jedna inverzni operace k operaci sc¢itani. Tato operace se nazyva
odcitani a je definovéana vztahem A —B =A + (-B).

Poznamka 2.11. Z predchozi véty a véty 2.1. Ize odvodit pocetni pravidlo pro operaci
odcitani:

[a,b] —[c,d]=[a+d,b+c].
Pov§imnéme si, Ze v definici od¢itani vystupuji na pravé strané¢ pouze soucty piirozenych
Cisel, tzn. operace odcitani je neomezen¢ definovand a tedy algebraickd struktura (Z, - je
grupoid. Tento grupoid neni pologrupou, protoze operace od¢itani zfejme neni asociativni ani
komutativni.

Definice 2.12. Na mnoZin¢ Z definujme binarni operaci [hésledujicim zptsobem:
[a, b] UJc, d] = [ac + bd, ad + bc].

Tuto operaci nazveme nasobenim v mnoziné celych cisel. Tato operace je v mnozing
Z neomezenég definovana, struktura (Z, [Jje tedy grupoid.

Véta 2.13. Grupoid (Z, [ je asociativni, komutativni a méa neutralni prvek I reprezentovany
dvojici [n+1, nf pro libovolné n//N .

Véta 2.14. V grupoidu (Z, [Iplati omezeny zédkon o kraceni, tzn. pro kazda tfi cela ¢isla x, y,
z, xZ0 plati implikacex ) =xk = y=z.

Véta 2.15. Operace nasobeni je v mnozin¢ celych c¢isel svazana soperaci scitani

distributivnim zakonem, tj.
A, B, COZ: AUB+C)=AB+A L.
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Disledek 2.16. Algebraicka struktura (Z,+,[1 je komutativni okruh s jednickou
charakteristiky nula, ktery neni télesem. V tomto okruhu neexistuji vlastni délitelé nuly, je to
tedy obor integrity.

Poznamka 2.17. V oboru integrity vSech celych ¢isel (Z, +, [l plati fada tvrzeni, bézné
uzivanych pti vypoctech. Uved'me nékteré piiklady.

Véta 2.18. Necht' A, B, C [JZ. Pak plati:
(1) «(4A) =4;

(2) (4+B)=(A) +(B);

(3) (A-B)=B -A;

4)A-B-C) =(A+C) —B;

(5) (-4A) B=A0-B)=—A4 [B).

Relace usporadani v mnoziné celych cisel

Definice 2.19. Necht 4 = [a, b] je celé &islo. Rekneme, Ze toto &islo je kladné a piseme
A > 0, prave kdyz plati a > b. Je-li a = b, pak ¢islo A = 0 ; ve zbyvajicim ptipad¢ proa < b
fikame, Ze celé Cislo A je zaporné a piSeme A < 0.

Poznamka 2.20. Je zfejmé, ze jeden z pfedchozich pifipadii vzdy musi nastat. Kazdé celé
¢islo je tedy bud’to kladné nebo zaporné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad mnoziny
vSech celych cisel na Cisla kladna, nulu a ¢isla zdpornd. Ve shod€ s béznou terminologii
zavadime 1 oznaceni A < ( a fikame, ze Cislo A4 je nekladné, resp. v piipadé A4 =0 je toto Cislo
nezaporné.

Definice 2.21. Necht' A4, B jsou cela &isla. Rekneme, Ze 4 < B, pravé kdyz plati4 —B < 0.
Je-lid —B = 0, pak A = B ; ve zbyvajicim ptipadé pro A —B > () pak plati 4 >B.

Poznamka 2.22. Je zfejmé, Ze i v piedchozi definici jeden z ptipadl vzdy musi nastat. Relace
uspotadani vSech celych ¢isel je tedy linearni. I zde se bézn€ uziva i neostra nerovnost 4 < B
pro piipad A —B < 0 a analogicky A = B pro ptipad 4 —B = 0.

Véta 2.23. Necht’ A4 je celé Cislo. Pak plati:
()A>0= -A<0.
2)A<0= -A4>0.

Véta 2.24. Necht' 4, B jsou kladna cela ¢isla. Potom jejich soucet A + B 1 soucin A [B jsou
také kladna cela Cisla.

Poznamka 2.25. Vyse definovana relace uspotfadani v mnoziné vSech celych ¢isel je spojena
s operacemi v této mnozing fadou vztahli. Uved'me alespoini nékteré.

Véta 2.26. Necht' A, B, C, D jsou libovolna celé ¢isla. Pak plati:
(1) JestlizeA >B a C < 0, potom AC < BC,;

(2) Jestlize A+ C >B + C, potom A >B;

(3) Jestlize AC >BCa C > 0, potom A >B;
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(4) Jestlize AC >BC a C < 0, potom A <B,;
(5) JestlizeA >BaC > D,potomA+C > B+D;
(6) JestlizeA>BaC>DaC>0aB>0,potomALC>B[D.

Véta 2.27. Necht' 4, B jsou libovolna cela Cisla, pficemz B # 0. Pak existuje jednoznacné
uréena dvojice celych &isel Q, R (pfitemz 0 < R <|Bl) s vlastnosti 4 = B 0Q + R. Cislo 4
se nazyva délenec, Cislo B délitel, Cislo Q je podil (n€kdy téz neuplny podil) a Cislo R je
zbytek. Proces nalezeni Cisel Q, R se nazyva déleni se zbytkem v mnozin¢ celych ¢isel.

Definice 2.28. Absolutni hodnotu | Al celého &isla 4 definujeme takto:
(1) Je-lid > 0, pak | Al =4 ;
(2) Je-liA < 0, pak| Al =-A.

Véta 2.29. Necht’ 4, B jsou libovolna cela ¢isla, pak plati:

(1) 1Al =1-4l;
(2) As|Al;
(3) 1Al =4

4) |48 =l4l08l;
5)lA+Bl <|A+|Bl;
6)|4-Bl =4 -8l.

Poznamka 2.30. Vnoteni ¢/: N — Z grupoidu N do grupy Z je definovano podle pozndmky
2.2. pro kazdy prvek n [J N predpisem ¢ (n) = {[n + x, x/; x[J N}. Kazdé celé kladné (t;.

ptirozené) Cislo n je tedy reprezentovano dvojici [/n + X, x/, Cislo nula je reprezentovano
dvojici [x, x[ a kazdé celé zaporné Cislo —n je reprezentovano dvojici [x, n + x/.

3. Racionalni ¢isla

Obecna teorie
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Definice 3.1. Necht R = (R, +, [1 S = (S, +, [1jsou okruhy. Rekneme, ze okruh R lze vnorit
do okruhu S, jestlize existuje injektivni homomorfismus f okruhu R do okruhu S.

Véta 3.2. Necht’ (R, +, [1je komutativni okruh. Pak jsou nésledujici vyroky ekvivalentni:
(1) V okruhu (R, +, [Iplati omezeny zékon o kraceni, tzn.

Ux, y,z UR, xZ0: xO=xk=>y=z.
(2) Okruh R lze vnotit do télesa.

Poznamka 3.3. Dukaz této véty je konstruktivni, obsahuje konstrukci tzv. podilového télesa
T okruhu R. Tuto konstrukci nyni popiSeme:

Vyjdeme z kartézského sou¢inu R x R— {0}, ktery oznac¢ime M a budeme nazyvat mnozina
vSech zlomktli okruhu R. Necht na M je definovana bindrni relace ~ definovana takto:

[a, b] ~ [c,d] = a ll =b [k prokazdé dvé dvojice z mnoziny M. (8)
Tato relace ~ je ekvivalence na M, existuje tedy rozklad M |- . MnozZinu tiid rozkladu M |-
ozna¢me 7. Na mnozinovém systému 7" definujme nyni binarni operace s¢itani a nasobeni
nasledujicim zpiisobem. Necht’ /a, b/, [c, d] jsou reprezentanti dvou tfid systému 7 . Pak plati
[a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd], [a, b] Uc, d] = [ac, bd] 9)

Lze dokazat, ze algebraicka struktura (7, +, [1je téleso. Toto téleso se nazyva podilové téleso
okruhu R. Nulou tohoto télesa je tiida {/0, r/; r[J R}, jednic¢kou tiida {/r, v/, r[JR}. Vnoieni
¢: R - T okruhu R do télesa T je definovéano pro kazdy prvek » //R ptedpisem

W) ={[rk x/; x[JR)}. (10)
Racionalni cisla
Definice 3.4. Podilové teéleso okruhu (Z, +, [Ise nazyva téleso raciondlnich ¢isel (Q, +, [

Poznamka 3.5. Pii konstrukci télesa (Q,+,[] postupujeme podle obecné konstrukce.
Vychozim kartézskym soucinem je M = Z x Z— {0}, relace ~ je definovéana vztahem (8) pro
R = Z. Protoze se podle obecné teorie jednd o zlomky, budeme uspotddané dvojice z mnoziny

M zapisovat jako zlomky, tedy misto /a, b/ budeme psat %. Odtud je také ziejmé, proc se

v mnozin¢ M pro druhé slozky vsech dvojic nepfipousti ¢islo nula. Operace s¢itdni a nasobeni
jsou definovany vztahy (9); po vyjadifeni pomoci zlomku tedy

a,c_adtrbe ac_ac
b d bd ~ b d bd
Racionalni ¢isla jsou podle této konstrukce tfidami rozkladu M |~ . Vnofeni ¢ : Z - Q

okruhu Z do télesa Q je definovano analogicky jako v (10), tedy pro kazdy prvek z [/ Z
predpisem

zlx
Y == x0Z={0}).
Analogicky jako u celych ¢isel budeme rozliSovat jeden konkrétni zlomek od raciondlniho

< « « ., a o
¢isla. Tuénym oznacenim y budeme oznacovat stav, kdy tento zlomek bude reprezentovat

SIS , Yy 7 o a ¥ . s
racionalni ¢islo, zatimco béznym zplisobem 3 budeme oznaCovat tento jeden konkrétni
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zlomek. Plati tedy napf. 3. { 363 _—2] ...}. Poznamenejme, ze v dal§im textu budeme

4 "4°8°12 -28
pro zjednoduSeni oznacovat racionalni c¢isla velkymi tuénymi pismeny, napt. 4, B, .... Toto
oznaceni neni, tak jako u celych ¢&isel, v rozporu s uvedenou konstrukci; vzdy lze pfejit

: . N . y a b ) NP
k reprezentaci pomoci uspofadanych dvojic, napt. 4 = —-, B = —, .... Ob& operace s¢itani a
a, b,
nasobeni 1ze pak uzitim tohoto oznaceni psat jako
a c¢ _ad+bc
+ €=

b d_ bd

a _ac
" b d bd’
Véta 3.6. Operace s¢itani v mnoziné vSech racionalnich ¢isel je komutativni, asociativni, ma
neutralni prvek, ke kazdému raciondlnimu Cislu existuje pravé jedno Cislo opaéné a plati
zakony o dé€leni. Algebraicka struktura (Q, +) je tedy komutativni grupa.

Poznamka 3.7. V grupé (Q, +) plati analogické vlastnosti a vztahy jako v grupé (Z, +), neni
tedy nutné je na tomto misté znovu uvadét. Poznamenejme jen, Ze neutralnim prvkem je ¢islo

0 -~ o @ a .
0 reprezentované tiidou 3 a opac¢nym racionalnim cCislem k cCislu 2 je cislo _Z’ které lze

-a a
reprezentovat bud’to tfidou Y nebo tfidou —.

Poznamka 3.8. Analogicky jako pro cela cisla lze zavést operaci od¢itani jako pficteni
opa¢ného prvku, tedy 4 —B = A + (—B). Takto lze snadno odvodit bézn¢ uzivany vztah pro
odcitani zlomk:

a c¢ _ad-bc

b d bd

Poznamka 3.9. Operace od¢itdni mé v mnoZzin€ vSech racionalnich ¢isel tytéZ vlastnosti jako
v mnozin¢ celych ¢isel (tj. neni komutativni ani asociativni).

Poznamka 3.10. Nyni se budeme vénovat operaci nasobeni v mnozin¢ vSech raciondlnich

o o .. a ac
¢isel. Pfipomeneme definici: — o =2
b d bd
Véta 3.11. Operace nasobeni v mnoziné @ je komutativni, asociativni a ma neutralni prvek.
, 11z Y s . a o
Timto neutralnim prvkem je ¢islo I reprezentované tiidou zlomkt —. Algebraickd struktura
a

(0, 11 je komutativni monoid. Operace ndsobeni je distributivni vzhledem k operaci sc¢itani
v mnozing vSech raciondlnich cisel.

Poznamka 3.12. Budeme-li zkoumat i existenci inverznich prvka a platnost zakonti o déleni
vzhledem k operaci nasobeni v mnoziné¢ @, snadno zjistime, Ze jedinym prvkem, ktery
neumoziuje obecnou platnost téchto vlastnosti, je ¢islo 0. Po jeho odstranéni z mnoziny Q
muzeme vyslovit nasledujici vétu.

Véta 3.13. (1) Algebraicka struktura (Q —{0}, [1je komutativni grupa.
(2) Algebraicka struktura (Q ,+, [lje komutativni téleso.
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. . b
Poznamka 3.14. Inverznim prvkem k racionalnimu ¢islu % je ¢islo — (pfedpokladame, ze
a

a Z 0 ). Toto ¢islo vzdy jednoznaéné existuje (b Z 0 podle konstrukce raciondlnich ¢isel a

v

-1
a Z 0 podle predpokladu), nazyva se prevracené Cislo k ¢islu % a oznacuje (%) . Pri

e T 4 o 1
oznaceni raciondlniho ¢isla A se pievracené cCislo kromé zapisu A~ zapisuje téz v

V mnoziné Q@ —{0} jsme nyni pfipraveni k definici operace déleni.

Definice 3.15. Dé¢leni v mnoziné Q — {0} je definovano jako nasobeni pievracenym cislem, tj.

A : B =A OB™ . Vyjadfeno pomoci definice operace nasobeni a pievraceného ¢&isla
dostavame

a c
b d bc
Poznamka 3.16. Piipomenime znovu, Ze existence pievracené¢ho Cisla i operace déleni jsou

neomezené definovany v mnoziné Q — {0}, tedy ze skute¢né¢ nemuize dojit k ,,déleni nulou®.
Pro operace déleni a nasobeni plati rovnéz fada vlastnosti, z nichz uvedeme napt-.:

Véta 3.17. Necht' A, B, C [JQ. Pak plati:
(1) ™) =4;

2) AB)T=4a"B;

3) ABH)'=BHU;

4 AaBHx?=40B)7;
5)AO0B )" =4l B

4

Relace usporadani v mnoziné racionalnich cisel

a . s < y o o
Definice 3.18. Necht 4 = — je raciondlni ¢islo. Rekneme, Ze toto Cislo je kladné a piSeme

A > 0, pravé kdyz plati a i b jsou bud’to obé soucasné kladna celé Cisla nebo obé soucasné
zaporna cela Cisla. . Je-li a = 0, pak Cislo A = 0 ; ve zbyvajicim piipadé€ (jedno z ¢isel a, b je
kladné celé ¢islo a jedno zaporné) fikame, Ze raciondlni ¢islo 4 je zaporné a piSeme 4 < 0.

Poznamka 3.19. Je ziejmé, ze jeden zptfedchozich pfipadii vzdy musi nastat. Kazdé
raciondlni ¢islo je tedy bud’to kladné nebo zaporné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad
mnoziny vSech raciondlnich Cisel na ¢isla kladnd, nulu a ¢isla zaporna. Ve shodé¢ s béznou
terminologii zavadime i oznaceni 4 < () a tikdme, Ze Cislo 4 je nekladné, resp. v piipadé
A = 0 je toto Cislo nezaporné.

Definice 3.20. Necht' 4, B jsou racionalni &isla. Rekneme, 7e 4 < B, pravé kdyz plati

A-B < 0. Jelid —B =0, pak A = B ; ve zbyvajicim ptipad¢ pro A — B > 0 pak plati
A >B.
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Poznamka 3.21. Je ziejmé, ze i v predchozi definici jeden z ptipadi vzdy musi nastat. Relace
uspotadani vSech racionalnich cisel je tedy linearni. I zde se béZn¢ uziva i neostrd nerovnost
A < B pro piipad A —B < 0 a analogicky A = B pro piipad 4 —B = 0.

Poznamka 3.22. Pro relaci uspofaddni v mnoziné raciondlnich ¢isel a jeji spojeni s operacemi
v mnozin¢ @ plati analogické vztahy jako v mnoziné celych ¢isel, stejné je definovéana i
absolutni hodnota raciondlniho ¢isla. Vzhledem k tomu, Ze (Q ,+, [l je komutativni téleso,
nema smysl v mnozin¢ raciondlnich Cisel zavadét déleni se zbytkem. Plati vSak zajimava
vlastnost relace usporadani racionalnich ¢isel, kterd v mnozinach ptirozenych ani celych ¢isel
nema analogii.

Definice 3.23. Usporadani v mnozin¢ racionalnich cisel je husté (tj. (Q,< ) je husté
uspotadana mnozina), jestlize plati
Ox,y JQyx Zy; [1z[]Q: x <z<y.

Poznamka 3.24. Definice hustého uspotadani tikd, ze ,,mezi kazda dve€ rizna racionalni ¢isla
1ze vlozit dalsi racionalni ¢islo®. Z teorie uspofadanych mnozin z toho plyne, Ze usporadana
mnozina @ nema skoky. Vysvétleni této skutecnosti ponechdme na teorii konstrukce realnych
Cisel.

Desetinné rozvoje racionalnich ¢isel

Poznamka 3.25. Je zfejmé, Ze raciondlni ¢isla nevyjadiujeme vyluéné ve tvaru zlomku, napf.
velmi Casto se setkavame s jejich vyjadienim pomoci desetinnych rozvojt.

Véta 3.26. Kazd¢ racionalni cislo lze vyjadfit pomoci desetinného rozvoje, pficemz tento
desetinny rozvoj je bud'to ukon¢eny nebo je periodicky. Ukonceny je praveé tehdy, je-1i dané

T a . . . ) .o

raciondlni ¢islo tvaru Pry— tj. obsahuje-li rozklad jeho jmenovatele na prvocinitele pouze
275

prvocisla 2 nebo 5.

Nastin ditkazu. Pti déleni Ccitatele zlomku jeho jmenovatelem mohou nastat pouze dvé
moznosti. Bud’to je zbytek od jistého kroku dé€leni roven nule, pak je desetinny rozvoj
ukonéeny. Nenastane-li tento pfipad, je rozvoj neukonceny. Protoze vSak pocet vSech
moznych nenulovych zbytk musi byt mensi nez jmenovatel zlomku, musi se nutn¢ od jist¢ho
kroku zbytky opakovat.

Definice 3.27. Zlomek, jehoZz jmenovatel je roven nékteré mocniné Cisla deset, se nazyva
desetinny zlomek. Racionalni ¢islo, jehoz desetinny rozvoj je ukonceny, se nazyva
v rozvinutém tvaru desetinné ¢islo.

Poznamka 3.28. Pfevod zépisu racionélniho Cisla ze zlomku na desetinny rozvoj provadime

délenim Citatele jmenovatelem; opacny pievod bud'to pirechodem na desetinny zlomek a
upravou (v pripade kone¢ného rozvoje) nebo uzitim souctu konvergentni geometrické tady.

4. Realna ¢isla
Poznamka 4.1. Protoze (Q ,+, [l je komutativni téleso, tzn. ze strukturdlniho hlediska

»hejbohatsi“ strukturou, nelze jiz provést jeji ,,zlepSeni“. Proto konstrukce realnych cisel
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nemuze byt provedena pomoci podilovych struktur; l1ze dokazat, Ze konstrukci podilového
télesa raciondlnich c¢isel nedostaneme jiz nic nového. Té¢leso redlnych cisel musi byt
konstruovano na jiné béazi. Ktomu lze vyuzit uspofddanych mnozin; budto teorii fezl
pochazejici od R. Dedekinda nebo teorii uplnych metrickych prostori. Zde vyuZzijeme
Dedekindovych fezii. Nejprve opét zakladni prehled teorie.

Obecna teorie

Definice 4.2. Necht (E, <) je linearn€ uspotadana mnozina. Dvojice a = (4, B), A JE, B [JE
se nazyva fez v mnoziné E, jestlize plati:

(WALB=E,AZI BZJ,

2y x[JA [y[JB = x<y,

3)A nB= .

Poznamka 4.3. Systém {4, B} tvoti tedy rozklad mnoziny E; mnozina 4 je dolni skupina fezu
a a mnozina B je horni skupina fezu a .

Poznamka 4.4. (Typy fezil). Necht a = (4, B) je fez vmnozin¢ E. Pak mohou nastat
nasledujici Ctyfi piipady.
Rez 1. druhu: Mnozina 4 obsahuje nejvétsi prvek a mnoZina B neobsahuje nejmensi prvek;
Rez 2. druhu: MnoZina 4 neobsahuje nejvétsi prvek a mnozina B obsahuje nejmensi prvek;
Rez 3. druhu: MnoZina 4 neobsahuje nejvétsi prvek a mnoZina B neobsahuje nejmensi prvek;
Rez 4. druhu: MnoZina 4 obsahuje nejvétsi prvek a mnozina B obsahuje nejmensi prvek.
Protoze tezy 1. a 2. druhu popisuji v podstaté tutéz situaci, budeme je v dalSim textu
ztotoznovat. Kazda linearn¢ uspofadand mnozina proto mize mit pouze fezy 1., 3. a 4. druhu.

Definice 4.5. Rez 3. druhu z poznamky 4.4. se nazyva mezera v linearn¢ usporadané mnozing,
fez 4. druhu z poznamky 4.4. se nazyva skok v linearné uspotradané mnozing.

Véta 4.6. Linearn¢ uspordadand mnozina, kterd obsahuje alespon dva prvky, je husté
usporadand, pravé kdyz nema skoky.

Priklady: a) fez 1. druhu: E=Q; 4 = {x[JQ: x< 1}, B={[Q: x> 1};
b)fez 3. druhw: E=Q;4 = (x[0Q: X’ <2}, B={x[00: x* > 2} ;
c)fez 4. druvhw: E=Z;4A={xJZ: x< 1}, B={0Z: x> 2}.

Definice 4.7. Linearn¢ uspotadand mnozina se nazyva spojité usporadana, pravé kdyz nema
skoky ani mezery.

Definice 4.8. Necht’ (R, <), (S, <) jsou linearn¢ usporadané mnoziny. Zobrazeni f: R — S'se
nazyva vnoieni (R, <) do (S, <), jestlize plati:
(1) fje injektivni;

) Ux,y JR:x =y = f(x) < f(y).
N¢kdy se pro toto zobrazeni fuziva téZ oznaceni izotonni zobrazeni.

Véta 4.9. Kazdou linearn€ uspotadanou mnozinu lze vnofit do linearn€ usporadané¢ mnoziny
bez mezer.
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Véta 4.10. Necht’ (R, <) je linearn€ usporddand mnozina. Ozna¢me S mnozinu vSech ezt 1. a
3. druhu v mnozin€ R. Necht na § je definovano uspotadani takto:

a=(,B),B=(C,D),a S asp -A4LC
Pak § je linearn¢ usporadana mnozina, ktera neobsahuje mezery.

Definice 4.11. Linearn¢ uspotadana mnozina (S, <) z predchozi véty se nazyva normalni obal
linearn€ uspotfaddané mnoziny (R, <).

Poznamka 4.12. Ztotoznime-li prvky mnoziny R siezy 1. druhu v R, pak normalni obal
mnoziny R se skladé z prvkd mnoziny R a mezer v R.

Oznaceni 4.13. Necht' (E, <) je linearn¢ uspotddand mnozina. Pro kazdy prvek m [J E
budeme jeji podmnozinu {x//E: x < m} oznaCovat (m].

Véta 4.14. Necht' (R, <) je linearné usporddand mnozina a necht’ (S, <) je jeji normalni obal.
Uvazujme vSechny fezy 1. druhu v mnoziné R (podle poznamky 4.4. je kazdému prvku
r[J R piifazen pravé jeden fez 1. druhu, kde prvek r je nejvétSim prvkem dolni skupiny
prislusného fezu). Ozna¢me a = (4, B) libovolny fez 1. druhu v mnozin€ R, necht’ » //R je
nejvetsi prvek mnoziny 4. Definujme nyni zobrazeni /- R — S takto: Pro kazdy prvek »//R
necht’ je jeho obrazem fez f{7) v mnoziné S definovany takto:
fr)=((r], R=(r]).
Pak zobrazenif: R — S je vnoteni (R, <) do (S, <).

Realna Cisla

Poznamka 4.15. Z teorie racionalnich ¢isel vime, Ze (Q, <) je linearn¢ uspofadand mnozina,
ktera nema skoky (uspotradani je husté). Lze vSak snadno dokazat, Zze obsahuje mezery, napf.

V2 je zcela jisté Cislo, které neni racionalni (nelze ho vyjadtit pomoci zlomku).

Véta 4.16. V linearnd uspoiadané mnoziné (Q, <) existuji pouze fezy 1. a 3. druhu. Rezy 1.
druhu odpovidaji raciondlnim ¢isliim a fezy 3. druhu mezerdm v usporadané mnoziné (Q, <).

Definice 4.17. Normalni obal linearn¢ usporadané mnoziny (Q, <) je linearné uspotradana
mnozina (R, <). Podle véty 4.10. linearné uspotddand mnozina (R, <) neobsahuje mezery,
existuji v ni tedy pouze fezy 1. druhu.

Véta 4.18.
(1) Linearn¢ uspotadana mnozina (R, <) je spojité uspoiradana (neobsahuje mezery).
Q) Ux,y UR x < y; [z[]Q:x <z<}y.

Definice 4.19. V uspofadané mnozin€ (Q, <) odpovidaji fezy 1. druhu raciondlnim ¢islim a
fezy 3. druhu (tj. mezery) odpovidaji ¢islim iraciondlnim. Kazda mezera v usporadané
mnozin¢ (Q, < ) tedy urCuje pravé jedno iracionalni ¢islo. Oznafime-li mnozinu vSech
iracionalnich ¢isel I, pak plati R = Q /[/1 .

Poznamka 4.20. Protoze linedrné uspofadand mnozina (R, < ) neobsahuje mezery, lze

konstatovat, ze kazdy bod Ciselné osy je obrazem pravé jednoho redlného Cisla a naopak,
kazdé realné &islo lze jednoznacné znazornit na Ciselné ose. Uvedené skute€nosti plynou 1
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z axiomu spojitosti, znamych z axiomatické teorie vystavby geometrie. Tyto axiomy jsou dva,
Archimédiv a Cantorliv. Zejména Cantortiv axiom, podle né¢hoz prinik do sebe zatfazenych
usecek je neprazdny, podstatné prispiva k predstaveé obrazi realnych cisel na ¢iselné ose.

Usporadani v mnoZiné realnych ¢isel

Poznamka 4.21. Pfipomenme, Ze realnd Cisla jsou sjednocenim racionalnich fez 1. a 3.
druhu, tj. kazdé redlné Cislo je raciondlnim fezem. V pfipad¢ fezu 1. druhu jde o dislo
raciondlni, v ptipadé fezu 3. druhu jde o ¢islo iraciondlni.

Definice 4.22. Necht’ a =(4, B), £ =(C, D) jsou fezy v mnozin¢ Q (tj. dv¢ realna ¢isla). Pak
plati:
asp = ALDC.

Definice 4.23. Necht Q" = {#[J Q: r > 0}, tj. Q" oznatuje mnozinu vsech kladnych
racionalnich &isel. Pak fez (@ — QF, Q) je realné &islo, které ozna¢ime symbolem 0 a
nazyvame nulou. Cislo a /7R je kladné, je-li a > 0, &islo a [7R je zaporné, je-li a < 0.

Operace v mnoziné€ realnych ¢isel

Definice 4.24. Necht a = (4, B), b = (C, D) jsou libovolna redlna cisla. Polozme nyni
C={a+p;,alJB BLD)}, C; =0 —C, Pak C = (C;, C;) je realné ¢Cislo, které nazveme
souctem realnych Cisel @, b a zna¢ime a + b.

Véta 4.25. Necht’ a, b, ¢, jsou libovolna realnd cisla. Necht’ plati a < b. Potom plati také
nerovnost a + ¢ < b + ¢ . (Uspotfadani realnych c¢isel je monotonni vzhledem ke scitani).

Véta 4.26. Operace scitani je v mnoziné vSech realnych ¢isel komutativni, asociativni, ma
neutrdlni prvek a plati zakony o d€leni (rovnice a + x = b ma feseni pro libovolna reélna Cisla
a, b). Algebraicka struktura (R, +) je komutativni grupa.

Definice 4.27. Z ptedchozi véty plyne, Ze rovnice a + x = b ma feSeni pro libovolna realné
Cisla a, b. Toto feSeni piSeme ve tvaru x = b —a a nazveme rozdilem realnych cisel a, b.
prislusna operace se nazyva odc¢itani realnych cisel.

Definice 4.28. Necht' a = (4, B), b = (C, D) jsou libovolna redlna ¢isla. Polozme nyni:
C={alB, alJB B[D)}, C;=Q —C, Pak C = (C;, C5) je realné ¢islo, které nazveme
sou¢inem realnych ¢isel a, b a znaéime a [A.

Véta 4.29. Necht q, b, ¢, jsou libovolna realna Cisla. Pak plati:
(D) (ma) lb=alf-b) = —(a lb);

) (~a9)U-b)=alb;

(3) a [b = 0 prave tehdy, je-li a = 0 nebo b = 0.

Véta 4.30.

(1) Algebraicka struktura (R — {0}, [1je komutativni grupa.
(2) Algebraicka struktura (R ,+, [1je komutativni téleso.
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Véta 4.31. (Véta o supremu a infimu) Necht' M je libovolnéd neprazdnd podmnozina mnoziny
redlnych ¢isel. Pak plati:

(1) Je-1i M zdola ohranicena, existuje infp M ;

(2) Je-li M shora ohranicena, existuje supg M.

Véta 4.32. (Vnofteni raciondlnich ¢isel do ¢isel realnych)
Necht' a [7Q. Oznaéme R, = {x[/R: x < a}. Pak zobrazeni /> Q — R definované predpisem

f(a) = (Ra, R _Ra)

je izomorfni vnofeni linedrn¢ usporadané mnoziny @ do linearné uspofddané mnoziny R.

Poznamka 4.33. Z matematické analyzy jsou znamy nasledujici definice:
(1) Posloupnost {an}:: , Je cauchyovska, jestlize ke kazdému & > 0 existuje pfirozené Cislo ny

s vlastnosti, ze pro kazdou dvojici ptirozenych cisel m, n > ny plati |am —-a,| <E.

(2) Posloupnost {an}le je konvergentni s limitou L, jestlize ke kazdému & > 0 existuje

ptirozené Cislo ny s vlastnosti, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n > ny plati |an - L| <eE.

Je ztejmé, Zze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovskd, opak obecné neplati. V
metrickém prostoru R je ale kazda cauchyovska posloupnost konvergentni, to znamena, ze R
je uplnym metrickym prostorem. Této teorie Uplnych prostort lze vyuzit téz ke konstrukci
télesa redlnych cisel misto teorie fezili. Nyni nasleduje nékolik didaktickych poznamek.
Nasledujici poznamka je ptevzata z publikace [4], s. 90 — 92.

Poznamka 4.34. Jiz na stfedni Skole se setkaji studenti s dikazem, ze Sislo~/2 nelze vyjadrit
ve tvaru zlomku, tzn. ze kromé Cisel raciondlnich existuji jeSté Cisla iracionalni, pfiCemz
iraciondlnimi ¢isly jsou témét vSechny odmocniny, hodnoty goniometrickych funket,
logaritmti atd. Studentim vSak vétSinou chybi ndzorna geometrickd ptedstava; velmi tézko
odlisuji pojmy mezera a skok na ¢iselné ose. Tyto pojmy, zndmé jiz ze starovéké matematiky,
jsou pfitom ke spravnému pochopeni redlnych ¢isel nezbytné. Nyni uvedeme dva modely
realnych Cisel, aritmeticky a geometricky. S obéma se setkd jiz zak zakladni Skoly.
Aritmetickym modelem je pro n¢j mnozina vSech ¢isel, geometrickym modelem ¢iselna osa.
[zomorfismus obou modeld umoziuje nerozliSovat mezi ¢islem a jeho obrazem na Ciselné
ose. Aritmeticky model je Castéjsi, geometricky model je pfitom nazornéjsi a pro zavadeéni
realnych ¢isel na Skolach vhodné;jsi.

Mnozina R je:

* usporddand , tj. pro kazda dvé x, y [/R nastane pravé jeden z piipadi x< y, x =y, x >y;

* husta,tj. Ux,y [JR x <y, [Jz [JR: x < z <y,

* archimedovska,tj. [/x,y [JR, 0 < x <y, [Jn [JN:x(n —1) £y < xn;

*  spojita, tj. kazda neprazdna shora ohranicend mnozina M // R ma supremum.

V geometrickém modelu Ize ptedchozi Ctyti tvrzeni formulovat ndzornéji:

e Jsou-li X, Y dva body na ose o, nastava pravé jeden z ptipadt: X = Y, Xlezi vlevood ¥, ¥
lezi vlevo od X.

*  Mezi kazdymi dvéma riiznymi body existuje bod.

* Jestlize B je vnitinim bodem usecky AX a jestlize na polopiimce AX sestrojime
posloupnost bodi B; = B, B,, B3, ... tak, Ze postupné¢ nanasime usecku 4B (tedy usecka
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AB, je n-nasobek useCky AB), pak po jistém poctu krokl piekrocime bod X (bod X bude
prvkem jisté usecky By.;By).
* Na ciselné ose nejsou skoky (diry).

Aritmeticky model mnoziny R je méné piehledny, 1ze v ném vSak uskuteciovat vSechny
aritmetické operace a dobfe rozliSovat mezi racionalnim a iracionalnim ¢islem.

Od historie k dnesku

Poznamka 4.35. Problém dikazu existence iracionalnich Cisel je velmi stary. Jiz v antickém
Recku se objevila tzv. prvni krize matematického mysleni, ktera se tykala ,,nesouméfitelnosti
usecek®. V tehdejs$i matematice byla znama racionalni ¢isla i to, ze jakékoliv raciondlni ¢islo
lze ptfesnou geometrickou konstrukci zobrazit na Ciselné ose. Spolecné€ se znalosti hustoty
uspofadani raciondlnich ¢isel byl tehdy vSeobecné piijiman nézor, Ze jiné ¢isla nez racionalni
neexistuji, ze kazdé cislo lze vyjadfit zlomkem a ze kazdy bod ciselné osy je obrazem
n¢jakého raciondlniho cisla. Objev faktu, Ze v jakémkoliv ¢tverci jsou jeho strana a
uhlopficka tzv. nesouméfitelné a ze délku uhlopticky nelze vyjadrit zlomkem (ma-li strana
¢tverce délku a, ma uhlopticka délku~/2 a), zpusobil v tehdejsi dobé doslova pozdvizeni,
nebot’ nebylo zndmo, jak vznikly problém vyfeSit. Zteorie uz vime, Ze princip
nesoum¢fitelnosti znamend to, ze linedrné uspofddana mnozina raciondlnich ¢isel obsahuje
mezery. VyfeSeni problému nesouméfitelnosti, tj. zavedeni iracionalnich ¢isel, mohlo byt
uspesné teoreticky ukonceno az mnohem pozdé€ji, po uznani aktudlniho nekonecna v dile

Bernarda Bolzana.

Pfipomeneme nyni Cantoriiv axiom spojitosti, zndmy z geometrie. Podle n¢j je prinik do
sebe zatazenych usecek neprazdny. Po uznani aktudlniho nekone¢na a s tim souvisejicim
zavedeni limitnich procesti do matematiky lze dokazat, ze pifi nekone¢ném poctu do sebe
zatazenych usecek je prinikem pouze jednoprvkova mnozina. Pfi nekoneéném poctu do sebe
zatazenych usecek na Ciselné ose je tedy prinikem jediné Cislo. Proto je mozné iracionalni
¢islo, které je mezerou na Ciselné ose (racionalnim fezem 3. druhu), definovat jako prinik
nekonecné¢ mnoha do sebe zatazenych usecek na Ciselné ose. Levé krajni body téchto usecek
tvofi rostouci shora ohranic¢enou posloupnost racionélnich ¢isel, kterd proto musi mit limitu.
Analogicky pravé krajni body tvoii klesajici zdola ohrani¢enou posloupnost racionalnich
¢isel, kterd musi mit rovnéz limitu. Ob¢ tyto limity se rovnaji a jejich hodnota je hledané
iracionalni ¢islo. Uvedeme dva ptiklady:

a) Necht' (4, B), A= {x[0Q: x’ <2}, B={x[J0Q: x’ > 2} je fez tfetiho druhu v mnozin& Q.
Budeme postupné volit ¢isla z mnoziny A 1 B tak, aby ¢isla mnoziny 4 tvofila rostouci
posloupnost a ¢isla z mnoziny B klesajici posloupnost. Tyto dvojice ¢isel budou krajnimi
body vnotfenych intervall, kterymi budeme postupné stale pfesnéji aproximovat hodnotu
zvolené mezery (fezu 3. druhu).

rF=1; 2 =4 tedy 1<+2 <2

(1,4)° = 1,96; (15 =225, tedy 14<2 <15

(1,417 = 1,9881; (1,427 = 2,0164, tedy 141 < 2 < 1,42

(1,414)° = 1,999396; (1,415)° = 2,002225,  tedy 1414 < N2 < 1415

(14141 = 1,99967881; (1,4143)° = 2,00024449 , tedy ~ 1,4141 < 2 < 1,4143
atd.
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Uvedeny proces aproximace je nekonecny a ¢islo 2 je tak postupné urcovano se stale
vetsi presnosti. Pri praktickém pocitani v praxi se spokojime s piesnosti, ktera postacuje
k feSeni daného matematického problému.

b) Proces postupné aproximace iracionalniho ¢isla lze i programovat. Piikladem mtize byt
priblizné urceni cCisla Eulerova ¢isla e. Vime, Zze 2 < e < 4. Dale z matematické analyzy

, y g I, . - i L .
vime, ze plati: lim (1+=)"= e, lim (1+=)"" = e, pticemz prvni z t&chto posloupnosti
n

n-o n n-o

{(1+—)} je rostouci sprvnim c¢lenem 2, druhd ztéchto posloupnosti
n
n=1

n+l

1 . o L y o “r

{(1 +—j } je klesajici s prvnim ¢lenem 4. Obecné tedy muzeme Eulerovo dislo
n n=1

aproximovat pro n //N pomoci nerovnosti

(]_I_i)n <ec< (1+i))1+] )
n n

Zavérecné poznamky k realnym ¢islim
A) Surdické vyrazy

Poznamka 4.36. Surdické vyrazy jsou redlna Cisla tvaru a + Vb, kde a, b jsou nezéaporna
racionalni ¢isla, b neni druhou mocninou zadného racionalniho ¢isla. Jedna o velmi starou
problematiku - vzorce pro upravu surdickych vyrazl znal jiz ve 12. stoleti indicky matematik

Bhéskara. Pro upravu surdickych vyrazii plati vztahy: (pfedpokladame, ze a SJb > 0)

\/a+\/gi\/a—\/3 =\/2(ai\/a2 -b), at-b =\/a+ a’ b i\/a_ a’ b .

2 2
Pomoci uvedenych dvou vztahii se nékteré¢ vyrazy s odmocninami témét ,,zdzracn&" upravi,

napt. vyraz \/ 3+242 —\/ 3-2J2.Zdea=3b=38, podle prvniho ze vzorct je vysledek
roven 2. Takto Ize upravovat i odmocniny z vyssich Cisel, napt. /100 — 2+/2499 = V51 -7,
V3143600 =5+ 6, Jx+y+2xy +y[x+y=2xy = 2/x.

Poznamka 4.37. Nyni se budeme vénovat upravam vyrazu X = i/ Ja+b —{/ Ja -b . Pokud

Ya—-b’ je raciondlni &islo, pak lze po umocnéni vyrazu X na tieti a Upravé psat
X’=2b-33a-b> X, coz je rovnice, ze které lze hodnota X vypo&itat. Napf. ve vyrazu
{/\/E +2 —%/\/E —2jea =5 b= 2. Rovnice je potom tvaru X° =4 - 3X, odkud je jeden koten
X = I ihned patrny vcetné toho, Ze dalsi realna feSeni tato rovnice nema. Dodejme jesté, Ze

obdobny rozbor lze provést i v ptipadé, kdy ve vyrazu X je mezi odmocninami znaménko
plus.
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B) Algebraicka a transcendentni Cisla

Definice 4.38. Algebraické Cislo je takové realné Cislo, které je kofenem néjakého polynomu
s raciondlnimi koeficienty. Z mnoziny vSech polynomt, jejichz je dané algebraické cCislo
kotfenem, vybereme polynom s nejnizs§im stupném. Tento stupeit polynomu je také stupném
tohoto algebraického Cisla.

Poznamka 4.39. Kazdé raciondlni cislo je algebraické. Algebraicka je vSak i1 fada
iraciondlnich cisel. Napft. cislo V2 je algebraické, nebot je feSenim rovnice x’—2 = 0. Z
poznatkt algebry a geometrie plyne, Ze pomoci kruzitka a pravitka (bez stupnice) lze sestrojit
prave a jen ty usecky, jejichz délky jsou algebraicka ¢isla stupné mocniny dvou. Z toho plyne
nefeSitelnost nckterych geometrickych tloh jako je kvadratura kruhu, trisekce uhlu ¢i
duplikace krychle (tfi klasické problémy antické matematiky).

Véta 4.40.
(1) Oznaéme 4 mnozinu vsech algebraickych ¢isel. Pak (4 ,+, [1je komutativni téleso.
(2) Koteny polynomu, jehoz koeficienty jsou algebraicka Cisla, jsou opét algebraicka ¢isla.

Definice 4.41. Transcendentni Cislo je takové redlné cislo, které neni kofenem zadné
algebraické rovnice s racionalnimi koeficienty.

Poznamka 4.42. (Viz [3]) Dikaz existence transcendentnich Cisel pfinesl v roce 1844
francouzsky matematik Joseph Liouville. Je zifejmé, ze transcendentni ¢isla musi byt
iraciondlni, jejich iracionalita je vSak ,,jiného typu‘ nez napt. u surdickych cisel, kterd jsou
algebraicka. I kdyz od roku 1840 byla zndma existence transcendentnich ¢isel, po fadu let se
nedafilo dokézat transcendentnost dvou vyznamnych iracionalnich ¢isel 7 a e. Az v roce 1873
dokazal Hermite transcendentnost ¢isla e a vroce 1882 Ferdinand von Lindemann
transcendentnost Cisla 7.

Poznamka 4.43. Lze dokdzat, Ze vjistétm smyslu vétSina iraciondlnich ¢isel je
transcendentnich. Abychom si ud¢lali alespont obecnou pfedstavu o transcendentnich Cislech,

uvedeme vysledek, ktery dokéazali v roce 1934 Gelfand a Schneider. (Viz [3], s. 100).

Véta 4.44. Necht a, [ jsou algebraicka realna Cisla, necht’ S je iracionalni ¢islo a necht’
a #0, a #1.Potom viechna &isla tvaru a” jsou transcendentni.

Piiklad 4.45. Podle pfedchozi véty 4.44. mezi transcendentni Cisla patii napiiklad cisla

22 35 (7)Y (3
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5. Komplexni Cisla
Véta 5.1. Téleso realnych &isel 1ze vnofit do télesa, ve kterém ma rovnice x” + 1 = 0 feSen.

Poznamka 5.2. Dtkaz je konstruktivni. Konstrukci tohoto télesa popisSeme. Oznacme C
kartézsky sou¢in R xR ,tzn. C=R xR = {[a, b]; a [JR, b [JR}. Na mnozin¢ C definujme
operace s¢itani a nasobeni takto:

[a, b] +[c,d] =[a+c b+d],

[a, b] Uec, d] = [ac —bd, ad + bc].
Lze ukézat, ze (C ,+, [Ije téleso. Neutralnim prvkem vzhledem operaci s¢itani je [0, 0],
neutrdlnim prvkem vzhledem operaci nasobeni je /1, 0/; opaénym prvkem k prvku /a, b/ je
dvojice [—u, -b], prevracenym prvkem k prvku /a, b/, kde a° + b’ Z 0, je uspofadana

}. Plati /0, 1] [, 1] = [-1, 0], 4. [0, 1] *+ [1, 0] = [0, 0] .

a’ +b’> a’ +b?
Necht nyni f: R — C je zobrazeni definované pro kazdé redlné Cislo » [/ R ptedpisem f(r) =
[, 0]. Pak fje vnoteni télesa (R ,+, [Ido télesa (C,+, [

dvojice [

Definice 5.3. T¢leso (C,+, [lIse nazyva téleso komplexnich ¢isel.

Poznamka 5.4. Z predchozi definice plyne, Ze rovnice A+ X = B ma v oboru komplexnich
Cisel vzdy jednoznacné feSeni X = B— A4 a také rovnice 4 [X = B ma za podminky 4 Z [0, 0]
: B
v oboru komplexnich ¢isel vzdy jednoznacné feSeni X = i V oboru komplexnich ¢isel tedy

1ze neomezené od¢itat i délit (kromé ,,déleni nulou®). Snadno 1ze odvodit ptislusné vztahy:
[a, b] —[c,d] =[a —c, b—d],

[a,b] _| ac+bd bc-ad

[C,d] cz+d2’c2+d2

] [e, d] #0.

Poznamka 5.5. Ve smyslu pozndmky 5.2. lze ztotoznit kazdé redlné Cislo » s komplexnim
&islem [r, 0]. Zapis [0, 1] °+ [1, 0] = [0, 0] tedy skuteén& znamena, e rovnice X +1=0
ma v mnozin¢ vSech komplexnich ¢isel feseni. Timto feSenim je komplexni ¢islo /0, 1]. Toto
Cislo ale nemiize byt redlné; zavadime pro n¢j oznaceni i a nazyvame ho komplexni jednotka.
Protoze z definice obou operaci sCitdni a ndsobeni lze psat kazdé komplexni ¢islo /a, b] ve
tvaru /a, b] = [a, 0]+ [0, b] = [a, 0] + [b, 0] [[D), 1], 1ze pfi uvedeném ztotoznéni a oznadeni
psat [a, b] = a + bi.

Definice 5.6. Zapis @ = a + bi se nazyva algebraicky tvar komplexniho ¢isla a = /[a, b].
Cislo a se nazyva reilna ¢ast komplexniho ¢&isla @ , &islo b se nazyva imaginarni Gast
komplexniho ¢isla a. . Je-li a = 0, tikdme, Ze Cislo @ je ryze imaginarni. Redlna cast
komplexniho ¢isla a se nékdy také oznacuje Req, imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla a se
n¢kdy také oznacuje Ima.

Poznamka 5.7. Vzhledem k rovnosti i° = -/ plati pro mocniny ¢isla 7 nasledujici vztahy:

i"=ipron =1 (mod4),
i"=-Ipron =2 (mod 4),
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i"=—ipron =3 (mod 4),
i"=1pron =0 (mod 4).

V algebraickém tvaru Ize potom zapsat vSechny Ctyii zakladni operace takto:
(a +bi) + (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,

(a +bi) —(c +di)=(a —c)+ (b —d)i,
(a + bi) Uc + di) = (ac —=bd) + (ad + bo)i,

a+bi:ac+bd +bc—adl,
c+di 2 +d? 2+d?

Véta 5.8. V mnozin€ vSech komplexnich ¢isel C neexistuje relace uspofadani.

Definice 5.9. Necht’ a = a + bi je komplexni ¢islo. Pak komplexni ¢islo @ = a —bi se nazyva
komplexné sdruzené c&islo k ¢islu a . Nezéporné realné cislo |a| = Va’ +b° se nazyva

absolutni hodnota komplexniho ¢isla .

Véta 5.10. Necht’ a, [jsou komplexni ¢isla, pak plati:
(1) la|=0 « a=o0;

2) [-a| =lal;

B) le+8 < || +|8;
@) |atp = |of OA;
) la-p = [a-|4]:
(6) M=‘ﬂ pro B#0;

8 1B

) o’ =atw;

8) a+B=a+p;

9 alB=alpB;

(10) Rea = é(a'+5’), Ima= —é(a—a).

Poznamka 5.11. Vime uz, ze v oboru vSech komplexnich c¢isel 1ze provadét vSechny Ctyfi
zakladni operace scitani, odcCitani, nasobeni a déleni (krom¢ déleni nulou). Nyni se budeme
zabyvat mocninami a odmocninami komplexnich ¢isel. K tomu ale musime zavést vhodné;jsi
vyjadireni komplexniho ¢isla nez je algebraicky tvar. Zndzornime-li kazdé komplexni ¢islo
a+ bi geometricky v tzv. Gaussové rovin¢, bude jeho obraz lezet v bod¢ s kartézskymi
soufadnicemi /a, b]. Z matematické analyzy je vSak zndmo jest¢ vyjadieni polohy bodu
pomoci polarnich soufadnic. V téchto soutfadnicich se kartézské priiméty na osy x, y nahradi
vzdalenosti daného bodu od pocatku soustavy soufadnic a orientovanym thlem, ktery svira
privodi¢ spojujici dany bod s poc¢atkem soustavy soutadnic s polopiimkou vyjadiujici kladny
smér osy x. Napt. bod /I, 1] mé v polarnich soufadnicich vyjadieni V2 (cos 45°+ sin 459,
bod /- V3,1 ] ma v polarnich soufadnicich vyjadieni 2(cos 150 °+ sin 150 9), atd. Vyjadiime-
li timto zpisobem komplexni ¢islo, fekneme, ze jsme ho vyjadtili v goniometrickém tvaru.
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Komplexni ¢islo a = a+ bi je tedy v goniometrickém tvaru a = r(cos @ + i sin ¢). V tomto
vyjadieni r = |a| a uhel ¢ ur¢ime pomoci znalosti a, b a znalosti zavedeni goniometrickych

funkci pomoci jednotkové kruznice.

Véta 5.12. Necht a = r(cos @ + i sin @), B= s(cos Y + i sin ), [ Z 0 jsou komplexni Cisla.
Pak plati:

(1) alB=rs(cos (¢ +y) +isin (¢ +),
2) %:f(cos (B-w)+isin(p-)).

Poznamka 5.13. Pro libovolné komplexni ¢islo existuje jeho n-t4 mocnina. Je-li dané Cislo
vyjadieno v algebraickém tvaru, lze uzit binomickou vétu, kde mocniny ¢isla i pfevadime
podle poznamky 5.7. Je-li ve tvaru goniometrickém, uzijeme tzv. Moivreovu vétu. Tento
postup byva pocetné snazsi.

Véta 5.14. (Moivreova). Necht' @ = r(cos @ + i sin @) je libovolné komplexni ¢islo, necht’
n [JN. Pak plati:
a' =r"(cos n@ +isinng).

Poznamka 5.15. Nyni obratime pozornost k odmocnindm komplexnich ¢isel. Protoze
v oboru C neexistuje relace usporadani, nema smysl uvazovat o kladnych ¢i zapornych
komplexnich ¢islech, a proto pro kazdé n /N existuje n-t& odmocnina z komplexniho ¢isla a.

Oznacime-li tuto odmocninu z , plati pro ni vztah z = Ya, tedy z" = a. Posledni rovnice je
vSak rovnici binomickou, jejiz feSeni je z algebry zndmé. Vime dokonce, ze tato rovnice ma n
feSeni, protoze téleso komplexnich Cisel je algebraicky uzaviené. Existuje tedy celkem n
odmocnin n-tého fadu z komplexniho cisla a.

Véta 5.16. Necht je ddna binomicka rovnice 2 = a.. Cislo a vyjadiime v goniometrickém
tvaru jako @ = r(cos ¢ + i sin @), pak feSeni dané rovnice je:
+2kn +2kn
zZp = Q/;(cos ¢— + 1 sin ¢—), k=01 .. n-1
n n

Poznamka 5.17. Postupnym konstruovanim jednotlivych ciselnych obori od polookruhu
Cisel pfirozenych az ktélesu komplexnich cisel jsme dospéli ke strukture, ktera je
z algebraického hlediska ,,nejbohatsi“. I kdyz v C neexistuje usporadani, Ize provadét vSechny
¢tyti zékladni operace (kromé déleni nulou) a pro kazdé komplexni ¢islo existuje jeho
mocnina i odmocnina libovolného fadu. T¢€leso komplexnich cisel je algebraicky uzaviené,
tedy kazdy polynom stupné n ma v C pravé n kotent (pocitame-li kazdy tolikrat, kolik je jeho
nasobnost). Proto jiz z praktického hlediska nema vét$si vyznam zkoumat dal§i mozZnosti
roz$iteni télesa komplexnich Cisel. I kdyz existuje rozsifeni na téleso kvaternionti, neni ti¢elné
se na tomto miste touto problematikou zabyvat.
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6. Cyklickeé grupy

Poznamka 6.1. V dal$im textu budeme nékdy (nebude-li mozZno dojit k nedorozuméni)
algebraické struktury oznaCovat pouze symbolem jejich nosné mnoziny, tzn. napf. misto
oznaceni grupy (G, +) budeme psat pouze G. Text této, 6. ¢asti, je volné zpracovan podle
publikaci [9] a [11], v niz lze nalézt i dikazy jednotlivych tvrzeni.

Poznamka 6.2. Necht’ G je grupa. Ze zakladniho kurzu algebry vime, Ze prinik libovolného
poctu podgrup grupy G je rovnéz podgrupa grupy G .

Véta 6.3. Necht' G je grupa, necht’ M je libovolnd podmnozina mnoziny G. Symbolem <M >
ozna¢me prunik vSech podgrup v G, které obsahuji mnozinu M. Pak <M > je nejmensi

podgrupa v G (z hlediska jeji mohutnosti), obsahujici mnozinu M.

Definice 6.4. Podgrupa <M > se nazyva podgrupa generovana mnozinou M. Je-li M = {a}, pak

budeme psat <a> a hovofit o podgrupé generované prvkem a .

Priklad 6.5. G = {1, 2, 3}, S(G) = {e, a, b, ¢, d, f} je grupa vSech permutaci mnoziny G, kde:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
e= ,a= , b= ,
1 2 3 1 2 2 1 3
1 2 3 1 3 1 2 3
c= ,d= , [ = .
2 3 1 3 2 3 2 1

Sestavime operac¢ni tabulku grupy (S(G), o), kde o je operace skladani permutaci:

~ N W

ol e a b ¢ d
f
ele a b ¢ d
alf
bla e d f b
clc
dib ¢ e a f
fld
c b f d e
a
d f a e ¢
b
fd ¢ b a
e

Grupa (S(G), ) ma tyto podgrupy:
H;={e}, Hy={e, a}, H; = {e, b}, Hy={e, [}, Hs = {e, ¢, d}, Hs = S(G).
Pak plati:

(e) = Hi {a) = Ha (8) = Hs (e) =(d) = s, (£) = Ha fa.b}) = Hy

Véta 6.6. Necht' G je grupa, necht’ a //G. Potom <a> ={d'; k0Z) .
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Definice 6.7. Grupa G, ktera je generovana jednim prvkem, tj. G = <a>, se nazyva cyklicka

grupa. Prvek a se nazyva zékladni prvek cyklické grupy.

Piiklad 6.8.

a) Grupa G = {1, — 1, i, —i} ¢tvrtych odmocnin z jedné je cyklicka, zakladnimi prvky jsou
bud’ i nebo —i.

b) Grupa (Z, +) je cyklicka, zakladnimi prvky jsou bud’ / nebo — /.

c) Grupa (Z,, +) je cyklicka, zakladni prvek je C;.

Definice 6.9. Necht’ G je kone¢na grupa. Pak pocet prvki této grupy se nazyva fad grupy G .

Véta 6.10. (Lagrange) V libovolné konecné grupé G je tad této grupy G délitelny fadem
kazdé jeji podgrupy.

Véta 6.11. Necht' G = <a> je koneéna cyklicka grupa fadun (tj. G = fe =d’, ', a°, ..., a"~')).
Pak prvek o je zakladnim prvkem grupy G < NSD(k, n) = 1.

Priklad 6.12. Grupa (Zs,+) je cyklicka grupa fadu 6, zakladnimi prvky jsou C; nebo Cs.
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7. Faktorové struktury

Definice 7.1. Necht' (G, [llje grupoid. Necht' X, Y /7G. Pak sou¢inem mnozin X, ¥ rozumime
mnozinu X [V = {z; z =x h; x JX, y [7Y}. Je-li jedna z mnozin X, Y jednoprvkova, napt.
X = {x}, pak misto zapisu {x} [IV budeme psat pouze x [V nebo stru¢né xY.

Definice 7.2. Necht' (G, [1je grupoid, necht’ 2 je rozklad na mnoziné G. Pak 2 nazveme
vytvortujici rozklad na grupoidu G, jestlize pro kazdé dvé tiidy X, Y [/ Q existuje tfida Z// Q2
s vlastnosti X Y /7 Z. Polozime-li X oY = Z, pak (Q, o) je grupoid, ktery nazyvame
faktoroid grupoidu G (nebo kratce faktorgrupoid).

Piiklad 7.3. a) Necht' (G, [l je libovolny grupoid. Pak nejhrub$i rozklad Q; = {G} i
nejjemnéjsi rozklad Q2 = {{g}; g [JG} jsou vytvorujici.

b) Necht' m je pevné pfirozené Cislo vétsi nez dvé. Necht Z,, = {Cy, ..., Cy-} je rozklad
mnoziny Z na zbytkové tidy. Pak tento rozklad je vytvorujici a (Z,, ,+) je faktorgrupoid
grupoidu (Z,+).

Definice 7.4. Necht’ (G, [llje grupoid, necht’ = je relace ekvivalence na G. Pak = je relace
kongruence na grupoidu (G, [J] jestlize plati
a=b=alk=blt, clh =clbprolibovolnéa, b, c 7G.

Véta 7.5. Necht’ (G, [lje grupoid, necht’ = je relace ekvivalence na G. Pak jsou nasledujici
vyroky ekvivalentni:

(1) Relace = je kongruence na (G, [J}
(2)a=b,¢c=d = alt =b [l prolibovolnéa, b, ¢, d G .

Véta 7.6. Necht’ (G, [lje grupoid, necht’ =je relace ekvivalence na G ,necht’ Q je rozklad na
G piislusny ekvivalenci =. Pak relace = je kongruence na grupoidu (G, [J] pravé kdyz Q je
vytvortujicim rozkladem.

Véta 7.7. Necht' (G, [)lje grupa, necht’ (H, [lje podgrupa grupy G. Pak {a [H; a [7G}, resp.
{H [h; a [7G} jsou rozklady na G.

Definice 7.8. Necht’ H je podgrupa grupy G. Pak rozklad {a [H, a [7G}, resp. {H Lk, a [7G}
se nazyva levy, resp. pravy rozklad grupy G podle podgrupy H. Oznaceni: G/ H, G/, H. Tiida
a OH, resp. H Ua tohoto rozkladu se nazyva leva, resp. prava téida prvku a vzhledem
k podgrupé H.

Poznamka 7.9. Z ptedchoziho plynou nasledujici dtsledky:

1. a JalH, a [JH [h (nebot a =a [k =e [k e [/H),

2. HOG/H, HUG/,H (nebot H=e [H =H[¥),

3. xJaOH = x UH = a UH (tedy kazda leva tfida je uréena libovolnym svym prvkem;
podobné pro pravé tridy),
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4. HIH=H.

Véta 7.10. Necht’ (G, [lje grupa, necht’ (H, [Jje podgrupa grupy G, necht’ a, b [7G. Pak plati:
(1) a, b patti do jedné tiidy G/H < a '[b [JH,
(2) a, b patii do jedné ttidy G4, H = b[h™'[7H.

Véta 7.11. Necht' (G, [llje grupa, necht’ (H, [l je podgrupa grupy G, necht a, b /7 G jsou
libovolné prvky. Pak existuji nasledujici bijektivni zobrazeni /. all — HId, g: alAl - blH,

Poznamka 7.12. Ttidy rozkladu jsou stejn¢ pocetné vzhledem k dané grupé. VSechny tiidy
rozkladu (pravé 1 levé) jsou stejné pocetné vzhledem k libovolnému prvku. Pocet tfid v levém
1 pravém rozkladu vzhledem ke stejné podgrupé je stejny.

Definice 7.13. Podgrupa H grupy G se nazyva invariantni podgrupa (n¢kdy téz normalni
délitel), jestlize pro kazdy prvek a [7G plati alB = Hld.

Véta 7.14. Necht' (G, [lje grupa, necht (H, [Jlje podgrupa grupy G. pak jsou nasledujici
vyroky ekvivalentni:

(1) H je normalni d¢litel,

(2) h [JH, g G libovolné = g~ '[h [k JH,

(3) g JGlibovolné¢ = g 'Hk=H,

4) G/H=G/,H,

(5) G/ H, G/, H jsou vytvortujici rozklady na grupé G.

Poznamka 7.15. Je-li H je normalni délitel v grupé G, pak G/ H = G/, H. Proto se v tomto
ptipad¢ uziva pouze oznaceni G/ H . Rozklad G/ H je vytvorujicim rozkladem na G.
Poznamenejme jesté, Zze v komutativni grup¢ je kazda podgrupa invariantni.

Poznamka 7.16. Z teorie cyklickych grup vime, ze fadem konecné grupy je pocet prvki této
grupy. Déle je dokazovana Lagrangeova véta, podle které v konecné grupé je jeji fad délitelny
fadem kazd¢ jeji podgrupy. Odtud mj. plyne, Ze konecné grupa, jejiz pocet prvki je prvocislo,
ma pouze dvé podgrupy: trividlni a sebe samu. Pro kazdou (kone¢nou) podgrupu H konecné
grupy G dale plati, ze pocet prvku ve vSech tiidach rozkladt G/ H, G/, H je stejny a je roven
poctu prvkl podgrupy H, a ze pocet tfid rozkladi G/ H, G/, H je rovnéz stejny.

Definice 7.17. Necht' H je podgrupa kone¢né grupy G. Pak systémy G/ H, G/, H maji stejny
pocet tfid, ktery se nazyva index podgrupy H v grupé G.

Véta 7.18. Necht' H je podgrupa konecné grupy G. Pak tad grupy G je soucinem fadu
podgrupy H a indexu podgrupy H v grupé G. (Dlsledkem je Lagrangeova véta.)

Véta 7.19. Necht' (H, [lje invariantni podgrupa grupy (G, [ Pak faktorgrupoid (G/H ,°) je
grupa. Jednotkovym prvkem této grupy je tfida H a pro libovolné x, y [/ G plati:
xH) o (yH) =« 0) H, (xO)™ =x""[H.

Definice 7.20. Necht' (H, [je invariantni podgrupa grupy (G, [l Pak faktorgrupoid (G/H , )
se nazyva faktorgrupa grupy G podle normalni podgrupy H.
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Véta 7.21. VSechny vytvotujici rozklady na grup€ jsou praveé rozklady grupy vytvotené jejimi
invariantnimi podgrupami, tedy jediné faktorgrupoidy grupy jsou jeji faktorgrupy.

Priklad 7.22. V piikladu 6.5. byla uvedena grupa (S(G), ) permutaci ttiprvkové mnoziny a
vSechny jeji podgrupy. Uvazujme dv€ znich, a to nejprve podgrupu H = {e, a} a potom
podgrupu K = {e, ¢, d}. Plati:

a) S(G)1H={{e a}, {b ¢} {d [}}. S(G))H={{e a}, {b d} {c f}}.4.S(G)/H # S(G)/,H.
Podgrupa H neni invariantni. Rad podgrupy H je 2, jeji index je 3.

b) S(G)/K ={{e c d}, {a b f}}. S(G))K = {{e c d} {a b, f}}, tedy S(G)/ K =S(G)/, K.
Podgrupa K je tedy invariantni a plati S(G)/K = {{e, ¢, d}, {a, b, f}}. Rad podgrupy K je 3,
jeji index je 2. Ozna¢me nyni tfidy rozkladu S(G)/K, napt. E = {e, ¢, d}, A = {a, b, f}, pak
faktorgrupa (S(G)/K , o) grupy (S(G), o) je uréena operacni tabulkou

o|E A

E|E A4
AlA E

Definice 7.23. Necht’ (R ,+, [lje okruh. Neprazdna mnozina I /7R se nazyva ideal okruhu R,
jestlize plati:

ijdl=i-jll

QibOLrOR= il OLrO oL

Poznamka 7.24. Plati, ze (I,+, [llje podokruh okruhu (R ,+, [Jla (1,+) je invariantni podgrupa
grupy (R ,+). Rozklad (R ,+)/(I ,+) budeme znacit pouze R/I. Poznamenejme dale, ze kazdy
okruh obsahuje dva zakladni idealy, a to nulovy ideal {0z} a nevlastni ideal R.

Véta 7.25. Necht’ R je okruh, 7 jeho ideal. Pak rozklad R/ je vytvotujici rozklad na grupoidu
R, I

Véta 7.26. Necht’ R je okruh, I jeho ideal. Pak (R/ I ,+, [)l je okruh, jehoZ operace jsou
definovéany nésledujicim zptsobem: Necht a, b jsou libovolné prvky mnoziny R. Pak plati

(a+1)+b+1)=(+b)+1 (a+D0Ob+1) =(lb) +1.

Definice 7.27. Necht’ R je okruh, 7 jeho ideal. Pak okruh (R/I,+, [l se nazyva faktorokruh
okruhu R podle idealu /.

Véta 7.28. Necht' (R ,+, [lje okruh a Q vytvotujici rozklad na grupoidech (R ,+) i (R ,[}]
tentyz na obou téchto grupoidech. Necht' 7 /7 Q2 je ta tfida, ktera obsahuje O . Pak [ je ideal
okruhu R a plati R/ = Q.

Definice 7.29. Necht R je okruh, / jeho ideal. Rekneme, Ze prvky a, b /7R jsou kongruentni
podle idedlu 7, jestlize plati a —b//1. PiSeme a =b (I).

Véta 7.30. Necht’ R je okruh, 7 jeho libovolny idedl. Kongruence podle idedlu / je kongruence
na grupoidech (R ,+) i (R[] rozklad pfislusny této kongruenci je R/1 .
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Véta 7.31. Necht' (R ,+, [llje okruh. Pak v8echny kongruence na grupoidech (R ,+) i (R ,[]l
jsou kongruencemi podle n¢kterého idedlu okruhu R. Kazdy faktorokruh okruhu R je tedy
faktorokruhem podle n¢kterého idedlu. okruhu R.

8. Svazy a Booleovy algebry

Definice 8.1. Svazem nazyvame algebraickou strukturu S = (S, U, [J) se dvéma bindrnimi
operacemi prusek ( [J) a spojeni ([J), které spliuji pro kazdé tii prvky a, b, ¢//S nésledujici
podminky:

(1) albUOc¢=@0 b OcaldbdUc=@bUc,
2) alb=b0Ua, allb=b0a,

3) alUa =a, ala=a,

4 alU@UOb)=a, al(@l b)=a.

Poznamka 8.2. Svaz Ize také definovat jako uspofddanou mnozinu (S, <), v niz pro kazdé
dva prvky a, b existuje jejich infimum ( ozn. [J) a supremum (ozn. [J).

Definice 8.3. Svaz (S, U, U) se nazyva:

(1) distributivni, jestlize pro kazdé a, b, c[/Splati a U (bU ¢c)=(a U b) U@ U ¢,
alb U ¢)=(alb) O (alc),

(2) modularni, jestlize pro kazdé a, b, c¢//S spliujicia < cplatia b U ¢)=(@ U b) U ¢

(3) komplementarni, jestlize ma nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek I a ke kazdému prvku
alJ/S existuje jeho komplement, tj. prvek b//S s vlastnostia Ub =1,a 10 b =0;

(4) booleovsky, je-li distributivni a komplementdrni (pak jsou komplementy urceny
jednoznacéng);

(5) tplny, jestlize pro kazdou podmnozinu mnoziny S (i nekone¢nou) existuje jeji supremum
a infimum.

Definice 8.4. Svaz, ktery je uplny, distributivni a komplementarni (doplikovy), se nazyva
Booleova algebra.

Poznamka 8.5. Booleovu algebru je mozno definovat pifimo, bez vyuziti svazové
interpretace. To je obsahem nasledujici definice.

Definice 8.6. Necht’ B je neprazdna mnozina, na niZ jsou definovany dvé binarni operace +, [
a jedna unarni operace = (doplngk), spliiujici pro kazdé x, y, z 7B nasledujici axiomy (symbol
pro nasobeni [Ibudeme bez Gjmy na srozumitelnosti ¢asto vynechavat):

) x+y=y+tux, Xy=yx

2) xt@ptz=xty+tz x(yz)=(xy)z

3) xUy +2) =(xy) +(x2), x+t@z)=@x+yUx+z
4) x+0=x, x =x

(5) x+x =1, x =0.

Pak algebraicka struktura (B, +, [) se nazyva Booleova algebra.

Poznamka 8.7. V interpretaci Booleovy algebry pomoci svazli je operace scitani (ozn.+)
jinym oznaCenim operace spojeni (ozn. [J) a operace nasobeni (ozn. [ jinym oznaenim
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operace prusek (ozn. L[J). Pro ,,pocitani* v Booleové algebie plati krom¢ axiomu z definice
fada zajimavych pravidel. Nékteré z nich jsou obsahem nésledujici véty:

Véta 8.8. Necht’ (B, +, [} je Booleova algebra, necht’ x, y/7B. Pak plati:

(1) x) =x,

) r'=o, 0 =1

3) X+x=ux, xk=x,

4 x+1=1, xM=0,

(5) x+y =x0, «0) " =x +y,

© x+@al)=x, xUx+y) =x,

(7 x+@xD)=x+y, xx+y)=x0 ,

(8) x+y=0ex=0ay=0, x=1<=x=1ay=1,
9) X=y = xy +xy=0,

(10) x=y = (xty)Ux+y =1,

Poznamka 8.9. V Booleové algebie plati princip duality: Necht ¢ je platna formule
Booleovy algebry. Jestlize v této formuli nahradime operaci s¢itani ndsobenim a naopak,
operaci nasobeni sCitdnim, a dale zaménime prvky 0, I, dostaneme opét platnou formuli
Booleovy algebry. Jako ilustrace miZe slouzit ptredchozi definice a véta.

Poznamka 8.10. Existuji dva nejvyznamnégj$i modely Booleovy algebry, a to mnozinova

algebra a algebra pravdivostnich hodnot vyrokd.

a) Mnozinova algebra. Necht' M je neprazdna mnozina. Nosi¢em B Booleovy algebry bude
systém 2" viech podmnoZin mnozZiny M, roli operace s&itani bude hrét operace sjednoceni
mnozin a roli operace nasobeni bude hrat operace prinik mnozin. Jako dopln¢k prvku
Booleovy algebry bude vystupovat doplnék mnoziny v mnozin¢ M. Prvkem 0 bude
prazdna mnozina, prvkem / zakladni mnozina M.

b) Algebra pravdivostnich hodnot vyroka. B = {0, 1}, jako operace s¢itani bude figurovat
disjunkce vyroki, jako ndsobeni bude figurovat konjunkce vyroki. Roli dopliku bude
hrat negace vyroku, prvkem 0 bude nepravdivy vyrok, prvkem I pravdivy vyrok.

V tomto smyslu lze konstatovat, ze mnoZinova algebra i algebra pravdivostnich hodnot

vyrokli maji tentyz matematicky zdklad.

Priklad 8.11. Zjednoduste zapis mnoziny:

) (ANnEnC O[DnNA) [OB] " LOEN C nA) D[(BLID) nAJ .

Reseni: Zadany zéapis mnoziny piepiSeme do Booleovy algebry. Dostaneme booleovsky
vyraz, ktery upravime:

aec + [(da) "+ b] "+eca+ [(b+d) a] =ae(c+c)+dab+bda=ae+ab (d+d)=
ae+ab =ae+b).

Po zpétném piepisu do symboliky mnozinové algebry dostaneme hledané zjednoduseni:
An(ELR).
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9. Ciselné soustavy

Poznamka 9.1. Problematika zapistu Cisel provazi lidstvo uz od starovéku. Je znama tada
poznatkii o zpusobech numerace béhem historického vyvoje, napf. numerace ve starém
Egypté a Mezopotamii, numerace antického Recka a Rima nebo numerace starych Mayil.
Jedna se o velmi zajimavé otazky, kterymi se vSak na tomto mist¢ nemlzeme zabyvat.
Konstatujme pouze, ze béhem vyvoje se vykrystalizovaly dva typy ¢iselnych soustav, a to
pozi¢ni a nepozi¢ni. Zékladni rozdil je v tom, Ze nepozicni soustavy nerozliSuji fad Cislice
v zapisu Cisla, kdezto pozi¢ni soustavy ano. VétSina numeracnich soustav v davné historii
byla nepoziéni (Egypt, Mezopotamie, Recko, Rim), zatimco v dne$ni dob& se uZivaji
vyhradné pozi¢ni soustavy. Jedind nepozi¢ni soustava, se kterou se jesté dnes miizeme setkat,
jsou fimské ¢islice. Uvédomme si ovSem, Ze s fimskymi Cislicemi nepocitame (neprovadime
zadné pocetni vykony), slouzi pouze jako zépisy letopoctl atp. Pozi¢ni soustavy, jak uz bylo
feceno, rozlisuji fad Cislice. Proto je potifeba mit urcen tzv. zdklad pozi¢ni ¢iselné soustavy.
Dnes se uziva pro bézné pocitani vyhradné soustava se zdkladem deset (desitkova soustava).
Ve vypocetni technice se miizeme setkat jeSté se soustavami, jejichz zakladem jsou nékteré
mocniny ¢isla dvé (soustava dvojkovd, Ctytkovéa, osmickova a Sestnactkovd). Pozi¢nim
¢iselnym soustavam bude vénovana tato kapitola. Budeme se zabyvat pfevody zépist Cisel a
pocetnimi vykony v nedesitkovych Ciselnych soustavach. Ziejmé se miizeme omezit pouze na
kladna cisla; zacneme Cisly pfirozenymi a nasledné si uvedeme i prevody zdpisi Cisel
raciondlnich.

Priklad 9. 2. Nepozi¢ni soustavy nerozliSuji fad ¢islice, zatimco pozi¢ni soustavy ano. Tedy
napf. v zépise fimskymi ¢islicemi je Cislo I I I rovno tfem, zatimco v desitkové soustavé je
¢islo 111 rovno sto jedenacti. Nepozi¢ni soustavy nemaji symbol pro nulu, ktery je naopak
v pozi¢nich soustavach nutny. Napf. Cisla stojedna, tisic jedna jsou zapsana v desitkové
soustavé 101, 1001, zatimco pomoci fimskych ¢islic C I, M L.

Véta 9. 3. Necht' zje pevné zvolené ptirozené Cislo vétsi nez jedna, necht a je libovolné
prirozené Cislo. Pak plati:

(1) Existuje pfirozené ¢&islo n s vlastnosti 2" < a < z
(2) Cislo a lze vyjadfit pravé jednim zptisobem ve tvaru

" tad vaiz+a, (*)

n+l

-1
a=a,z"+a,72"" +a,»z

kdea;,i =0, 1, 2, ..., n jsou nezdporna cela Cisla mensi nez z.

Definice 9. 4. Necht’ plati oznaceni ptredchozi véty a pro Cisla a, n plati vyjadieni (x). Pak
fikdme, ze jsme Cislo a vyjadrfili v Ciselné soustavé o zadkladu z. Zkracené piSeme a =
(anay-i...ap). , pricemz zavorky lze v zapisu vynechat. Cislo z nazyvame zéklad ciselné
soustavy, symboly a;, i = 0, ..., n se nazyvaji Cislice (cifry). O Cislici q; fikdme, Ze je tadu i,
&islo z' se nazyva jednotka faduipro i=0, ..., n.

Poznamka 9. 5. Je-li z > 10, plyne z ptedchozi véty, ze v soustavé o zakladu z musi existovat

praveé zruznych cifer 0, 1, ..., z — I. ProtoZze v bézné uzivané desitkové soustavé mame
k dispozici pouze deset cifer 0, ..., 9, je nutno doplnit dal§i symboly. Podle mezinarodni
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konvence se vziva 4 = 10, B=11, C =12, D = 13, E = 14, F = 15. Soustavy o zadkladu
vétsim nez 16 se jiz nepouZzivaji, proto neni potieba zavadét dalsi symboly.

Poznamka 9. 6. (Porovnavani ¢isel). V kazdé pozicni Ciselné soustavé plati stejnd pravidla
pro porovnavani cisel jako v soustavé desitkové (obecné neni problém ovérit). Konkrétné
tedy plati: Obsahuje-li zapis ptirozeného Cisla a v ¢iselné soustavé o zékladu z praveé n Cislic
(&islice nejvyssiho fadu je nenulova), pak 2" < a < 2" Jsou.li zapsana dvé pfirozena &isla a,
b v ¢iselné soustaveé o stejném zakladu (Cislice nejvyssiho fadu jsou nenulové), pak plati:

1. To ¢islo, v jehoZ zapisu je vice Cislic, je veEtsi.

2. Maji-li zapisy obou c¢isel stejny pocet Cislic, pak je vétsi to ¢islo, v jehoz zapisu Eislice
nejvyssiho fadu oznacuje vEtsi prirozené Cislo.

3. Necht’ dvé rizna ¢isla a, b jsou zapsana v téze soustaveé zapisem o stejném poctu Cislic, tj.
(anan-i...ap)-, (buby-i...by).. Existuje-li ¢islo k (0 < k < n) s vlastnosti a; = b;proi =n, n—I, ...,
k+1, a; Z by, pak vétsi je to Cislo, v jehoz zépise Cislice fadu £ oznacuje veétsi prirozené ¢islo.

Poznamka 9. 7. (Pievadéni zapist ptirozenych cCisel) Pti prevadéni zapisu ptirozeného Cisla a
z desitkové soustavy do ¢iselné soustavy o zdkladu z postupujeme tak, ze Cislo a vydélime
Cislem z se zbytkem. V dalSim kroku vezmeme nelplny podil pfedchoziho déleni a opét
délime zakladem soustavy. Takto pokracujeme tak dlouho, dokud neni neuplny podil roven
nule (po kone¢ném poctu déleni tento piipad musi nastat). Hledany zapis ¢isla a v soustaveé o
zakladu z je urCen vSemi zbytky po vSech provedenych délenich, které napiSeme vedle sebe
po¢inaje od posledniho k prvnimu. Pfi praktickém prevadéni vyuzivame nejcastéji
jednoduché schéma o dvou sloupcich, které si ilustrujeme nejprve pro a = 986, z = 4, pak pro
a = 2507, z = 16. Do prvniho tadku zapiSeme do zahlavi ¢isla a, z, do levého sloupce pisSeme
neuplné podily a do pravého sloupce zbytky. Vysledny zapis pak ziskdme zapsanim zbytk
,»odspodu nahoru®“. Obraceny pirevod znedesitkové do desitkové soustavy se provadi
rozvojem v nedesitkové soustave.

Priklad 9. 8.

986
246
61
15
3
0

L W~ N NN

986 = 331224.
Zkouska: 3122, =3 . 4'+3. £ +1. £ +2.4+2=3.256+3.64+16+8+2=986.

Priklad 9. 9.

2507
156 11
9
0

2057 = 9CBys .
Zkouska: 9CB;s=9. 16"+ 12. 16+ 11 =9.256 + 12. 16 + 11 = 2304 + 192 + 11 = 2507.
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Pov§imnéme si, Ze v piipade z > 10 ptepisujeme dvouciferné zbytky pomoci pismen a opacné,
pfirozvoji ¢isla misto pismene pouZzijeme piislusné dvouciferné ¢islo.

Poznamka 9. 10. Na zaklad¢ poznamky 9.7. Ize nyni pievést zapis jakéhokoliv ptirozeného
Cisla z desitkové soustavy do nedesitkové a naopak. V piipad€, Zze chceme pievést zapis
pfirozen¢ho ¢isla zapsané¢ho v nedesitkové soustavé do jiné nedesitkové soustavy, je
nejvyhodnéj$i prechod ptes desitkovou soustavu. Existuji ovSem piipady (a jsou hojné
vyuzivany zejména v informatice), kdy lze takovy pievod mezi dvéma nedesitkovymi
soustavami provést pfimo. To Ize provést tehdy, jestlize pro dva zaklady soustav z; , z, plati
vztah z; = z," pro n&jaké ptirozené &islo n. S ohledem na praktické vyuziti jsou dilezité
zejména piimé prevody mezi soustavou dvojkovou a ctyikovou, dvojkovou a osmickovou,
dvojkovou a Sestnactkovou, resp. mezi ¢tyftkovou a Sestnactkovou. Pievody se provadi na
zaklad¢ nasledujici véty:

Véta 9. 11. Necht’ pro dva zaklady soustav z; , z, plati vztah z; = z," pro né&jaké piirozené
¢islo n. Pak Cislo zapsané n ciframi v ¢iselné soustavé o zakladu z, lze zapsat jedinou cifrou
v Ciselné soustaveé o zakladu z; .

Priklad 9. 12. Pieved’te Cislo 7710110010110, do soustavy se zakladem 8.

Vime, 7e 8 = 2°. Plati : 110101010110,=1.2" +1.2"+0. 22 +1.2°+0.27+1.2°+0
24124024122 +1.2+0=(1.22+1.2+0) .2 +1.22+0.2+1).
QP+0.22+1.2+0).22+(1.22+1.2+0)=6.8+5.8+2.8+6=065265.

Poznamka 9. 13. Postup uvedeny v pfedchozim piikladu je téZkopadny a nepiehledny.
V praxi postupujeme tak, ze pfi pfevodu zapisu ptirozeného Cisla ze zdkladu z, na zéklad z; =
z," zapiSeme dané &islo ve zkraceném tvaru v soustavé z, rozdélime zprava na n-ciferné
skupiny, pticemz kazda takova skupina n cifer da podle véty 9. 11. jednu cifru v soustave z;.
Priklad 9.12. 1ze pak psat takto: 1710110010110, = 110/110/010/110;= 65264 . Pii opaéném
prevodu postupujeme analogicky. Musime si vSak uvédomit, ze vzdy vytvaiime z kazdé cifry
v soustave z; skupinu n cifer v soustave z,, tedy napt. 301, = 110001, 3015 = 011000001, ,
tzn. napft. ¢islo nula je zapsano v prvnim ptipad¢ dvéma nulami, zatimco ve druhém piipadé
tfemi nulami.

Poznamka 9. 14. Nyni se budeme zabyvat pfevody zapisi redlnych cisel. Bez Gjmy na
obecnosti se mizeme omezit na kladna realna ¢isla. Pfipomeneme potfebné oznaceni.

Necht' a je kladné redlné cislo. Pak nejvétsi celé ¢islo, neptevySujici ¢islo @, oznacime

[a] a budeme nazyvat cela ¢ast &isla @ . Cislo a —[a] se oznaduje (@ ) a nazyva se necela
cast redlného Cisla a. Platitedy: a=[a] +(a),[als a<[a]l+ 1,0 a)<I, [al JZ.V
ptipadé a > 0 je dokonce [a] L/N .
Ptevod zapisu kladného redlného ¢isla @ provadime nasledujicim zplisobem. Plati a = [a] +
(a ) . Protoze [a] [J N, lze zapis Cisla [a] ptevést do soustavy o zdkladu z metodami
popsanymi vyse pro pievod zapist ptirozenych Cisel. Zbyva pirevést do soustavy o zakladu z i
necelou ¢ast Cisla a, tedy (a ),. Plati 0 < (a ) <1, ptfiCemz piipad (a ) = 0 je trividlni a
budeme ho z ivah vylucovat (¢islo a by bylo v tomto piipad¢ ptirozené). Uvazujeme tedy
pouze ptipad 0 < (a) <I. Prevody zépistu takovych ¢isel se nyni budeme zabyvat. Protoze
nemuze dojit k nedorozuméni, mizeme misto (@) psat pouze Q.

Véta 9. 15. Necht' a je kladné realné ¢islo s vlastnosti 0 < a < I, necht’ z je pfirozené Cislo
veétsi nez jedna. Polozme ay = 0, ay-a.Pron = 1, 2, ... nyni polozime
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a, =[z. au4], a,= (z. a,— ) . Pak Cislo a lze vyjadtit ve tvaru a = ay, ajaza;...., pticemz
toto vyjadieni je jednoznacné.

Poznamka 9. 16. Jak jsme jiz uvedli v kapitole o t¢lese raciondlnich a realnych cisel, rozvoj
¢isla a je bud’to ukonceny nebo periodicky pro @ raciondlni, zatimco pro @ iraciondlni je
rozvoj nekone¢ny a neperiodicky. Typ rozvoje vSak nemusi byt tentyz jako v desitkové
soustave, coz ukazeme na ptikladech.

Piiklad 9. 17.

a) a=0,5 z=3. Polozime ay = 0, ay-0, 5. VypoCteme 3. 0,5 = 1,5 a dostdvame a; = I, a;

= 0,5. Opét vypocteme 3 . 0,5 = 1,5 a obdrzime stejné hodnoty a, = I, a, = 0,5. Takto lze

pokra¢ovat do nekoneéna, tedy plati 0,5 = 0,1111....3. Cislo 0,5 je tedy ve trojkové soustavé

&islem periodickym. Spravnost vypoétu snadno ovéiime: 0,/111...;=1.37+1 .37+ 1.
1

37+ = % = 0,5 (jedna se o konvergentni geometrickou fadu).
! 3

b) a = 7,65, z = 4. Podle umluvy a = 0,65. Polozime ay = 0, ay-0,65. Vypocteme 4. 0,65 =
2,6 a dostavame a; = 2, a; = 0,6. Opét vypoéteme 4 . 0,6 = 2,4 a obdrzime hodnoty a, = 2,
a> = 0,4. Déle jiz bez komentéte: 4. 0,4 = 1,6, a;=1, a3=0,6,4.06=24, a,=2, a,
=04,4.04=16, a; =1, a;= 0,6 atd. Plati tedy 0,65 = 0,221, . Protoze podle zadani
jsme méli pievést zapis Cisla a = 7,65, staci doplnit pfevod celé ¢asti tohoto Cisla, tzn. ¢isla 7.
Snadno zjistime, Ze 7 = 13, dohromady tedy mame 7, 65 = 13, 221,.
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10. Zakladni pojmy a tvrzeni z teorie délitelnosti

Obecna teorie délitelnosti v okruhu

Poznamka 10. 1. VSude v dal§im budeme pfedpokladat, Ze okruh R mé jednicku, kterou
oznacime I (existence nulového prvku Ogje samoziejmd). Dale poznamenejme, Ze tato ¢ast
0 obecné teorii délitelnosti v okruhu, véetné dikazl tvrzeni, je pfevzata z publikace [5].

Definice 10. 2. Necht' R je okruh, necht a, b //R . Jestlize existuje prvek r [/ R takovy, ze
a=>b.r, pak fikame, Ze b d€li a (prvek a je délitelny prvkem b) a piSeme b | a . V opacném
ptipadé fikame, Ze prvek a neni délitelny prvkem b a piSeme b ¢t a. Relace | se nazyva relace
délitelnosti na okruhu R .

Poznamka 10. 3. Slovnich formulaci pfedchozi definice existuje cela fada. Lze napf. fici, Ze
prvek a je nadsobkem prvku b , prvek b je délitelem prvku a atd. Prvek 0r je délitelny vSemi
prvky okruhu R (ve vztahu O = b . r staci polozit » = Og), naproti tomu prvkem 0O je dé€litelny
prave jen prvek Og (vztah a = Ok . r je splnén jediné v ptipad¢ a = 0r). Velmi Casto se v teorii
délitelnosti prvek Og z ivah vylu€uje a omezujeme se pouze na nenulové prvky okruhu.

Véta 10. 4. Necht’ R je okruh, pak plati:
1. Relace délitelnosti na R je reflexivni a tranzitivni.
2. Necht’ a;, ay, ..., ax, b jsou takové prvky okruhu R , pro které plati b |a; proi =1, 2, ..., k.

k
Necht ¢, t,, ..., tyjsou libovolné prvky z R. Pak b | Zaiti .

i=1

Definice 10. 5. Necht' e /7 R je prvek s vlastnosti e |/z . Pak prvek e se nazyva jednotka
okruhu R .

Poznamka 10. 6. Jednotka okruhu R je zfejmé takovy prvek, k némuz existuje inverzni prvek
vzhledem k operaci nasobeni. Lze dokézat, Ze mnozina J(R) vSech jednotek okruhu R tvofi
vzhledem k operaci nasobeni grupu.

Definice 10. 7. Necht' R je okruh. Jestlize pro prvky a, b [/ R existuje jednotka e [/ J(R)
s vlastnosti a = b . e, pak fikame, Ze prvek a je asociovan s prvkem b.

Véta 10. 8. Relace asociovanosti z definice 10. 7. je relace ekvivalence na mnoziné R .

Poznamka 10. 9. Vzhledem k ptedchozi véte plati, ze je-li prvek a je asociovan s prvkem b,
pak je také prvek b asociovan s prvkem a. Muzeme tedy fikat, Ze prvky a, b jsou v R
asociovany a piSeme a ~ b.

Poznamka 10. 10. Relace asociovanosti je ekvivalence na mnoziné R . Existuje tedy rozklad
mnoziny R , ktery je touto ekvivalenci urcen. Ttidy tohoto rozkladu jsou tvofeny navzajem
asociovanymi prvky. Jednou tfidou je vZzdy mnozina {0g}, dalsi tfidou je vzdy mnozina J(R),
protoZze vSechny jednotky jsou asociovany s jednickou /. Ddle jiz obecné nelze fici nic, snad
s vyjimkou pfipadu, kdy R je teleso. V télese je kazdy nenulovy prvek jednotkou, a proto
rozklad R/~ ma pravé dvé tiidy {0z} a J(R) = R —{0g}. Z hlediska d¢litelnosti je proto téleso
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nezajimavé (také proto se v matematice nezkouma d¢litelnost v oboru racionalnich nebo
realnych cisel).

Poznamka 10. 11. Nyni se zamé&fime na ptipad, kdy R bude oborem integrity. VSude v dalSim
budeme tedy v R krom¢ existence jednicky predpokladat neexistenci vlastnich délitelti nuly.

Véta 10. 12. Necht’ R je obor integrity. pak plati:
a~b < al|lb O bla.

Véta 10. 13. Necht’ R je obor integrity, necht a, b, ag, by [/R. Pak plati:
1. Pro kazdou jednotku e /7J(R) a kazdy prvek » [/R platie |r.
2. Jestlize plati ap ~ a, by ~ b,pak a |b <= agp|by.

Diisledek 10. 14. Kazdy prvek oboru integrity R je dé€litelny vSemi jednotkami z R a vSemi
s nim asociovanymi prvky v R .

Definice 10. 15. Necht' R je obor integrity, necht » //R. Pak vSechny jednotky z R a vSechny
prvky asociované s prvkem r se nazyvaji nevlastni délitelé prvku » (nékdy téz trivialni
délitelé). Ostatni délitelé prvku r (pokud existuji), se nazyvaji vlastni délitelé.

Definice 10. 16. Necht’ » // R je nenulovy prvek, ktery neni jednotkou v R . Pak prvek r se
nazyva reducibilni (rozlozitelny) v R , jestlize méa v R vlastni d¢litele. v opacném piipadé se
tento prvek nazyva ireducibilni (nerozlozitelny).

Poznamka 10. 17. Prvek r //R se tedy nazyva reducibilni, jestlize jej Ize vyjadtit jako soucin
dvou takovych prvkl oboru integrity R, z nichZ Zadny neni v R jednotkou ani neni s prvkem r
asociovan. Pokud takové vyjadieni neexistuje, je prvek r ireducibilni. Odtud déle plyne, Ze
v télese, kde kazdy nenulovy prvek je jednotkou a vSechny nenulové prvky jsou navzijem
asociovany, nema otazka reducibility a ireducibility opodstatnéni (vSechny nenulové prvky
télesa jsou ireducibilni).

Véta 10. 18. Necht’ R je obor integrity, necht’ r, s //R , necht’ plati » ~ s . Potom plati:
r je ireducibilnivR < s jeireducibilni v R .

Definice 10. 19. Necht’ R je obor integrity, necht’ M je neprazdna podmnozina R . Pak prvek
t [JR se nazyva spolec¢ny délitel mnoziny M v R , jestlize pro kazdy prvek m [JM plati ¢ | m.
PiSeme ¢ | M.

Definice 10. 20. Necht' R je obor integrity, necht’ M je neprazdnd podmnozina R . Pak prvek
d [JR se nazyva nejveétsi spolecny délitel mnoziny M v R , jestlize plati:

l.d|M

2.Prokazdé ¢t [/Rplati: t |M = t]|d.

Poznamka 10. 21. Je-li M kone¢nd mnozina, napt. M = {a;, ..., ay} , pak hovofime o
spole¢ném déliteli (nejveétSim spoleéném déliteli) prvkl ay, ..., ax . Poznamenejme jeste, ze
obecné v oboru integrity z definice 10. 20. neplyne existence nejvétsiho spoleéného délitele
mnoziny M. O jeho jednoznacnosti vSak obecné tvrzeni vyslovit Ize.
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Véta 10. 22. Necht’ R je obor integrity a necht’ existuje nejveétsi spolecny délitel d mnoziny M
vR Pak D ={r [JR;r ~ d}je mnozina vSech nejvétSich spole¢nych d¢litelii mnoziny M
VR

Délitelnost v oboru celych ¢isel

I. Uvod, zakladni pojmy

Poznamka 10. 23. Z algebry vime, ze mnozina vSech celych Cisel s operacemi scitani a
nasobeni tvofi obor integrity. Proto lze dé€litelnost v mnoziné vSech celych ¢isel chapat jako
specidlni ptipad vysSe popsané obecné teorie delitelnosti v oboru integrity. Jednotky oboru
integrity Z jsou Cisla /, —/, s kazdym celym ¢islem z je asociovano pouze opacné celé Cislo
—z. Protoze vime, ze kazdé celé Cislo je délitelné vSemi jednotkami v Z a vSemi celymi Cisly
s nim asociovanymi, plyne odtud, Ze kazdé¢ celé Cislo z ma Ctyfi trividlni délitele: 7, -1, z, —=.
Ireducibilnimi prvky v oboru integrity Z jsou pravé vSechna prvocisla, reducibilnimi prvky
jsou Cisla sloZzend. Do oboru integrity Z lze pifimo pienést i definici nejvétSiho spole¢ného
délitele. Protoze vSak teorie délitelnosti v mnozing celych Cisel patii mezi zakladni ucivo pfi
vyuce matematiky na vSech stupnich skol, uvedeme déle tuto teorii pfimo, bez odkazu na
obecnou teorii délitelnosti v okruhu. Budeme postupovat velmi strucné, zajemce lze odkazat
na publikaci [2] a elektronicky uc¢ebni kurz [17].

Definice 10. 24. Rikame, Ze celé &islo b déli celé ¢&islo a (nebo b je délitelem a nebo a je
délitelné b nebo a je nasobkem b), pravé kdyz existuje celé Cislo x, pro které plati a = b . x.
Zapisujeme b | a. Jestlize k ¢islim @, b [ Z neexistuje x U Z takové, ze a = b . x, tikame, ze b
nedéli a a zapisujeme b t a.

Definice 10. 25. Plati-lia = b . x, pak ¢isla b a x jsou délitelé Cisla a a nazyvaji se sdruzeni
délitelé cisla a. Délitelé ¢isla a patiici do mnoziny pfirozenych ¢isel se nazyvaji piirozeni
délitelé ¢isla a.

Poznamka 10. 26.

1. Kazd¢ cel¢ Cisloa # 0, 1, =] ma alespon 4 celoCiselné délitele, a to Cisla 7, a, I, —a.
Tyto délitele nazyvame samoziejmymi (trividlnimi) déliteli ¢isla a. (Ostatni délitele Cisla
a, pokud existuji, nazyvame nesamoziejmymi nebo netrividlnimi déliteli ¢isla a.)

2. Cisla I a—I maji pravé dva délitele v mnozing Z, ato 1, —I.

Cislo 0 ma nekoneéné mnoho déliteld, a to kazdé celé &islo.

4. Cislo 0 neni délitelem zadného nenulového ¢&isla a, protoze neexistuje zadné celé &islo x
tak, aby platilo 0. x =a.

5. Cislo 0 je délitelem sebe sama (0|0), nebot’ pro libovolné celé &islo x plati 0. x = 0.
Poznamenejme jesté, Ze tento posledni pfipad se v praxi nezavadi ani nevyuziva. Proto ve

(98]

< . s . o 0 . , —_ ,
Skolské matematice fikame, Ze podil 0 neni definovan (pouze v matematické analyze se

predchozi zlomek tesi jako tzv. neurdity vyraz pii pocitani limit).

Véta 10. 27. Pro libovolna cela Cisla a, b, ¢ plati:
a) (bla U blc)y = (b|(a+c) O b (a—c),
b) bla = (-b)|a,
c) bla = b|(-a).
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Poznamka 10. 28. Na zaklad¢ casti b) a c) véty 10.27. mizeme dale teorii dé€litelnosti
budovat jen v mnozin¢ piirozenych ¢isel. (Urcime-li pfirozené délitele ptirozeného Cisla a,
umime snadno urcit vSechny délitele ¢isla a i ¢isla —a).

Definice 10. 29. Cel¢ Cislo, které je délitelné dvéma se nazyva sudé¢ Cislo. Celé Cislo, které
neni délitelné dvéma (tj. pfi déleni dvéma déava zbytek 7) se nazyva liché Cislo.

II. Znaky délitelnosti

Znaky d¢litelnosti jsou véty, které umoziuji rozhodnout o délitelnosti ¢isla jinym ¢islem bez
provedeni dé€leni, jen ze zapisu daného cCisla. Ve vSech dalSich uvahiach mame na mysli
piirozena Cisla zapsana v desitkové soustave.

Véta 10. 30.

1. Piirozené Cislo a je délitelné dvéma (péti, deseti) pravé tehdy, kdyz je dvéma (péti,
deseti) délitelné Cislo, zapsané jeho cifrou nultého fadu.

2. Pfirozené Cislo a je délitelné ctyfmi, pravé kdyz je Ctyfmi délitelné Cislo zapsané jeho
poslednim dvoj¢islim.

3. Piirozené Cislo a je délitelné osmi, pravé kdyz je osmi délitelné Cislo zapsané jeho
poslednim troj¢islim.

4. Piirozené Cislo a je délitelné tfemi (deviti), pravé kdyz je tiremi (deviti) dé€litelny jeho
ciferny soucet. (Ciferny soucet je soucet vSech Cisel zapsanych jednotlivymi cislicemi
v zapisu Cisla a)

5. Pfirozené Cislo a je délitelné jedendcti, pravé kdyZ je jedenécti délitelny soucet Cisel
zapsanych jednotlivymi ciframi sudého fadu zmenSeny o soulet Cisel zapsanych
jednotlivymi ciframi lichého fadu v zapisu Cisla a.

Uvedené znaky délitelnosti plynou z obecnéjsi véty:

Véta 10. 31.

L. Délime-li pfirozené ¢islo a dvéma (péti, deseti) dostaneme stejny zbytek, jako kdyz
délime dvéma (péti, deseti) Cislo zapsané cifrou nultého fadu v zdpisu ¢isla a.

II. Délime-li ptirozené Cislo a (aspon trojciferné) ¢tyimi, dostaneme stejny zbytek, jako
kdyz délime Ctyfmi Cislo zapsané jeho poslednim dvojc¢islim.

III.  Délime-li ptfirozené Cislo a (asponl Ctyfciferné) osmi, dostaneme stejny zbytek, jako

kdyz délime osmi ¢islo zapsané jeho poslednim troj¢islim.

IV.  Délime-li pfirozené Cislo a tfemi (deviti), dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime
ttemi (deviti) jeho ciferny soucet.

V. Délime-li ptirozené cCislo a jedenacti, dostaneme stejny zbytek, jako kdyz délime
jedenécti soucet Cisel zapsanych ciframi sudého tadu zmenseny o soucet Cisel
zapsanych ciframi lichych radu.

Véta 10. 32. Je-li celé Cislo a souctem dvou celych ¢isel, z nichz jedno je nasobkem celého
¢isla b, pak druhy sc¢itanec dava pti déleni ¢islem b stejny zbytek jako ¢islo a.
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II1. Nejvétsi spolecny délitel

Definice 10. 33. Spole¢ny délitel pfirozenych Cisel a, b je kazdé ptirozené Cislo d, pro které
plati d | aad | b. Nejvetsi spolecny délitel prirozenych Cisel a, b je ten ze spolecnych déliteld,
ktery je délitelny vSemi spolecnymi déliteli. Oznacujeme NSD(a, b).

Poznamka 10. 34. V mnoziné pfirozenych ¢isel lze tézZ fici, Ze nejvetsi spoleny délitel je
nejveétsi (maximalni) ¢islo z mnoziny vSech spolecnych déliteli.

Poznamka 10. 35. Nejvétsi spolecny délitel dvou Cisel miizeme urcit riiznymi zptisoby:
a) vyuzitim definice,
b) pomoci tzv. Euklidova algoritmu (na zédklad¢€ nasledujici véty 10. 36.),
¢) pomoci rozkladu danych ¢isel na soucin prvoc€initeld.

Véta 10. 36. Jestlize prirozené Cislo a dava pii déleni nenulovym pfirozenym cislem b
nenulovy zbytek z, tzn. a = b . ¢ + z a plati nerovnost z < b, pak plati, Ze mnozina vSech
spole¢nych délitela cisel a, b je mnozinou vSech spole¢nych délitela isel b, z. Také nejvétsi
spolec¢ny délitel Cisel a, b je roven nejvétsimu spoleCnému déliteli Cisel b, z, tj. NSD(a, b) =
NSD(b, z). Tim pievadime problém uréeni NSD(a, b) na uréeni NSD(b, z). Cisla b a z jsou
mensi nez Cisla a, b.

Navéte 10. 36. je zaloZzen postup vypoctu nejvetsiho spolecného délitele dvou
ptirozenych cisel nazyvany Euklidiv algoritmus. Pouziti Euklidova algoritmu ukazeme na

priklade¢:

Priklad 10. 37. Uréete NSD(600, 252) pomoci Euklidova algoritmu.

Reseni:
600 : 252 =2 neboli 600 =252.2+ 96
96
252 :96=2 252=96.2+ 60
60
96 : 60 =1 96 =60.1+ 36
36
60: 36 =1 60=36.1+24
24
36: 24=1 36=24.1+12
12
24 : 12= 2 24 =12.2
0

Nejvétsi spolecny délitel cisel 600 a 252 je Cislo 12, tj. posledni nenulovy zbytek pfi
postupném déleni.
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Definice 10.38. Prfirozend Cisla a, b se nazyvaji nesoudélna, pravé kdyz je jejich nejvétsi
spolecny délitel roven 7, tedy NSD(a, b) = 1. Ptirozena Cisla a, b se nazyvaji soudélnd, praveé
kdyzZ je jejich nejvétsi spolecny délitel vétsi nez 1, tedy NSD(a, b) > 1.

Poznamka 10. 39. Definice 10. 33. a 10. 38. lze rozsifit na libovolny konecny pocet
prirozenych cCisel. V pfipadé, ze pocet téchto Cisel je vétsi nez dvé, je ale nutno pojem
nesoudélnosti upiesnit.

Definice 10. 40. Necht’ a;, a,, a3, ..., a,, n > 2, jsou nesoudélna ptirozena Cisla (s vlastnosti
NSD(a,, a;,, a;s, ..., a,) = I). Jestlize pro libovolnou dvojici indexti i, j [/ {1, 2, ..., n} plati
NSD(a;, a;) = 1, pak fikame, ze ¢isla a;, a», a3, ..., a, jsou po dvou nesoudélna. Jestlize
naopak existuje dvojice indexi i, j// {1, 2, ..., n} s vlastnosti NSD(a;, a;) > I, pak fikame, Ze
¢islaay, az, a;, ..., a,nejsou po dvou nesoudélna (jsou pouze nesoudélnd podle predpokladu).

Piiklad 10. 41. Cisla 7, 19, 31 jsou po dvou nesoudéIna, zatimco &isla 6, 10, 15 jsou ,,pouze™
nesoudélna.

IV. Nejmensi spole¢ny nasobek

Definice 10. 42. Spole¢ny nasobek prirozenych cCisel a, b je kazdé ptirozené Cislo m, které je
délitelné obéma Cisly a, b, tj. a | mab | m. Nejmensi kladny spolecny nasobek pfirozenych
¢isel a, b je ten ze spolecnych nasobkl, ktery je délitelem vSech spoleénych nasobki Eisel
a, b. Zapisujeme NSN(a, b).

Poznamka 10. 43. V mnozin¢ piirozenych Cisel lze téz fici, ze NSN(a, b) je nejmensi Cislo
z kladnych spole¢nych nasobku ¢isel a,b. Definici 10. 42. Ize rozsitit na libovolny konecny
pocet ptirozenych &isel ay, ..., an.
Poznamka 10. 44. Nejmensi spolecny nasobek Cisel a, b miizeme urcit riznymi zplisoby:

a) vyuzitim definice,

b) pomoci vztahu mezi NSN(a, b) a NSD(a, b)
¢) pomoci rozkladu danych ¢isel na soucin prvociniteli

Véta 10. 45. Pro kazda dvé ptirozend Cisla a, bplati a. b = NSN(a, b) . NSD(a, b).
Poznamka 10. 46. Vétu 10. 45. nelze rozsitit na vice nez dvé ptirozena Cisla.
V. Obecna kritéria délitelnosti:

Véta 10.47: Je-li pfirozené Cislo délitelné po dvou nesoudélnymi ¢isly, je délitelné i jejich
soucinem. Tuto vétu lze také obratit.

Priklad 10. 48. Plati /12 =3 .4, 18 =2.9, 165 = 3. 5. 11. Proto 1ze délitelnost ¢islem
dvandct odvodit ze soucasné délitelnosti Cisly 3 a 4, délitelnost Cislem /8 pomoci délitelnosti
Cisly 2 a 9 a délitelnost ¢islem /65 pomoci délitelnosti Cisly 3, 5 a 11.

Véta 10. 49. (Obecné¢ kritérium délitelnosti piirozeného Cisla a = ap +10a; +10 Zag +10° asz +
...+10 "a,, ptirozenym ¢&islem n):
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Pro dané piirozené Cislo a vypocteme jeho ciferny soucet ¢ s vahami jednotlivych cifer
takto: Pro kazdé k = 0, ..., m ozna&ime [ zbytek po d&leni &isla 10* &islem n (plati tedy 5, =
10f(mod n)). Potom ¢ = ay By + a; B + a> B + ...+ an By . Podle pravidel pro po&itani
s kongruencemi (bude uvedeno déle) dava Cislo ¢ pii déleni Cislem n stejny zbytek, jako ¢islo
a. Odtud plyne tvrzeni: Cislo a je délitelné &islem n, pravé kdyz &islo ¢ je délitelné Eislem 7 .

Poznamka 10. 50. Poznamenejme, ze posloupnost ¢isel £ je vzdy kone¢na a pocet jejich
prvkl nemtize byt vétsi nez Cislo n—I (pocet moznych nenulovych zbytkt pii déleni ¢islem n).
V opacném piipad€, pokud by néktera mocnina deseti byla délitelna Cislem n, nepouzili
bychom toto obecné kritérium. Kritérium délitelnosti Cislem n by potom bylo analogické
kritériu délitelnosti Cislem 4, 8, 25....).

Piiklad 10. 51.

a) Délitelnost &isla 5894 sedmi. Plati: I = I(mod 7), 10 =3(mod 7n), 100 =2"(mod 7), 1000
=6(mod 7), 10* =4(mod 7), 10° =5(mod 7), 10° =1(mod 7), 10" =3(mod 7), 10° =2(mod 7)
atd. Induktivnim postupem jsme zjistili, ze posloupnost zbytkd 7, 3, 2, 6, 4, 5 se neustale
opakuje. Proto =1, B =3, =2, =6, B:,=4, =15 B =1, =3, B =2 atd. Nyni
vypoteme c =4 .1 +9.3+8.2+ 5.6 =77 cozje cislo délitelné sedmi. Proto i Cislo
5894 je delitelné sedmi. Poznamenejme, ze sohledem na vlastnosti kongruenci lze
v posloupnosti ¢isel 5 nehradit kterékoliv z nich ¢islem kongruentnim s n, tedy posloupnost
1, 3, 2, 6, 4, 5 1ze nahradit posloupnosti /, 3, 2, =1, =3, -2, ktera je 1épe zapamatovatelna a pfi
vypoctech vhodnéjsi (vypoctena Cisla ¢ jsou mensi nez pro ptivodni hodnoty). Napft. pro ¢islo
5894bybyloc=4.1+9.3+8.2+5.(-1) =42

b) Délitelnost Cisla a =548 893 672 185 729 643 cislem 7. Vypocteme posloupnost zbytka
[ (podrobnosti si jiz odpustime): 1, -7, =2, =3, 4, 6, =8, 5, =1, 7, 2, 3, 4, 6, 8, =5. Nyni
urcime ciferny soucet ¢ ¢isla a s vahami cifer: ¢ = 3.1 =4.7 =6.2 =93+ 2.4+ 7.6 5.8 + 8.5
—11+27+72+63-34-96+88—-85+4.1 -57= —42. Cislo ¢ dava po déleni
¢islem 17 zbytek 9, tj. také zadané Cislo a dava pti déleni sedmnacti zbytek 9, neni tedy
¢islem /7 délitelné.

VI. Prvocisla, ¢isla sloZena

Definice 10. 52. Prirozené cislo p > I nazyvame prvocislem, pravé kdyz ma praveé dva rizné
prirozené délitele (tj. Cisla 7 a p). Pfirozené Cislo a > I, které neni prvocislem (tj. ma vice nez
dva pftirozené délitele), nazyvame slozenym cCislem.

Poznamka 10. 53. Cislo / podle definice neni prvoéislo ani &islo slozené.

Véta 10. 53. Kazdé slozené pfirozené ¢islo n >1 ma alespoil jednoho prvociselného délitele,
mensiho nez/n .

Disledek 10. 54. Jestlize ptirozené Cislo n neni délitelné Zadnym prvocislem mensim nebo
rovn}'/m\/; , pak n je prvocislo.

Véta 10. 55.. Kazd¢ slozené Cislo a lze vyjadfit praveé jednim zplisobem ve tvaru souinu
kone¢ného poctu prvocisel
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a=p; p5 O. Ep;k

kde p;, p2, ..... , Pk jsou prvocisla, e, ey, ..., ex jsou nenulova pfirozena cCisla.
Tento zapis se nazyva prvociselny (n€kdy téZ kanonicky) rozklad ptfirozeného ¢isla a a p;, p»,
...... Pr jsou tzv. prvocinitelé rozkladu.

Poznamka 10. 56. Prvociselny rozklad ptirozeného ¢isla vyuzivame piedevsim

a) k vypoctu nejvétSiho spolecného délitele a nejmensiho kladného spolecného nasobku
danych cisel a, b

b) kuréeni poctu vSech piirozenych délitelit daného ptirozeného ¢isla a

¢) kurceni vSech ptirozenych déliteld daného ptirozeného Cisla a.

ad a) Nejvétsi spolecny delitel danych ptirozenych Cisel je souc¢inem vSech prvocinitelt, ktefi
se soucasné vyskytuji v prvociselnych rozkladech vsech danych cisel, a to s nejmensSim
s vyskytujicich se exponentid. Nejmensi spoleény nasobek danych ¢isel je soucinem vSech
ruznych prvociniteld, ktefi se vyskytuji v rozkladech danych cisel, a to v nejvétsi mocning.

Priklad 10. 57. Uréete NSD(108, 90) a NSN(108, 90).

Reseni: 108 =2°.3° 90=2.3.5
NSD(108,90) =2 .3° = 18
NSN(108, 90) = 2°. 3°. 5 =540

ad b) Urceni poctu vsech prirozenych délitelti daného ptirozeného cisla:
Véta 10. 58. Je-li a = pff Q?? . [p;k prvociselny rozklad pfirozeného &isla a > 1, pak
pocet vSech ptirozenych délitelt ¢isla a (ozn.(a)) je urcen takto:

@) = (e; + .(es+ 1). ... (ex+1)

ad c) VSechny piirozené délitele ¢isla a urime jako vSechny mozné souciny vsech
prvocinitela Cisla a, pficemz kazdy prvocinitel je umocnén postupné na vSechny mocniny od
0 az po tu, ve které se vyskytuji v kanonickém rozkladu ¢isla a .

Priklad 10. 59. Zjistéte pocet vSech pfirozenych délitelit Cisla 648 a napiSte vSechny
prirozené délitele Cisla 648. Dale urcete vSechny dvojice sdruzenych délitelt ¢isla 648.

Reseni: 648 = 2°. 3% 1(648) = (3+1). (4+1) = 20,
tzn. ¢islo 648 ma 20 ptirozenych délitela.

300 30 | 32| 3 37
1131 9| 27| 81
21 6 | 18| 54 | 162
24| 12] 36| 108 | 324
81 24| 72| 216 | 648

Sdruzené dvojice délitelt: 7. 648, 2.324, 3.216, 4.162, 6.108, 8.81, 9.72,
12.54, 18.36, 24.27.

VII. Neurcité rovnice (nékdy téz diofantické nebo diofantovské)
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Neurcité rovnice jsou rovnice se dvéma nebo vice nezndmymi, které se fesi v oboru vSech
celych Cisel.

Definice 10. 60.
Linearni neurcita rovnice o dvou neznamych x, y je rovnice

a.xtb.y=c az0,bZ0,a b clJQ.

Poznamka 10. 61. Je-li alesponi jeden z koeficienti a, b, ¢ raciondlni necelé cCislo,
vynasobime rovnici vhodnym cislem tak, aby vSechny tii koeficienty nabyly celociselnych
hodnot.

Véta 10. 62. (Resitelnost linearni neurgité rovnice.)

Neurcita rovnice a. x+ b.y =c ma feSeni v pripad¢, ze nejvetsi spolecny délitel koeficienta
a, b je také delitelem cCisla c¢ . Pak feSenim je nekonecn€ mnoho dvojic celych ¢isel x, y.

V ptipadé, Ze nejveétsi spolecny délitel ¢isel a, b neni délitelem koeficientu ¢, pak rovnice
nema feseni.

Postup reSeni neurcité rovnice:
I. Necht’ xy, ygje jedno pevné feseni neurcité rovnice. Potom obecné feseni je dano vztahy

blt R alt 0z,
NSD(a,b) NSD(a,b)
Vychozi dvojice xy, ypse urci bud'to asudkem nebo se vypocte z podilti Eukleidova algoritmu
pii hledani NSD(a, b).

X=Xt

II. Redukéni metoda.

VIIIL. Kongruence, rozklad na zbytkové tridy.

Poznamka 10. 63. Problematika kongruenci a zbytkovych tfid je dilezitou soucasti moderni
algebry. Lze ji rozdélit na dvé soucdsti, které jsou obé zaloZené na relaci kongruence v oboru
vSech celych cisel. V prvni Casti se budeme nejprve vénovat samotné relaci kongruence a
jejim dilezitym vlastnostem (podobnym vlastnostem rovnic). Jejich vyznam a uziti poznate
ve cvicenich. V nasledujici Casti se pak stru¢né dotkneme i rozkladu na zbytkové tiidy a
vlastnostem algebraickych struktur definovanych na systémech zbytkovych ttid. I kdyz jste se
témto strukturam jiz vénovali diive, do kapitoly o délitelnosti organicky patii také.

Véta 10. 64. Necht a, b jsou cela Cisla takova, ze b # 0. Potom existuji cela Cisla ¢, r
spliujici vztah:
a=bg+r, 0 5 r< /b/ pricemz toto vyjadieni je jednoznacné.

Pozndamka: Je nutno si uvédomit, Ze zbytek r pii déleni je vzdy nezaporny, a to i pii déleni
zapornym Cislem. Napt.a = =26, b =8, g = -4, r = 6, protoze 26 =8 . (—4) + 6.

Definice 10. 65. Eulerova funkce @(n) vyjadfuje pocet prirozenych ¢isel mensich nebo

rovnych ¢&islu n, nesoudélnych s n. Necht n = p,°t. ... p°k, pak plati @m) = n
k

|_| ( —L) . Je-li n prvogislo, pak @) =n —1.

i=1 I
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Definice 10. 66. (Kongruence) Necht ¢, b U Z, m [/N, m = 2. Pak tikdme, ze Cislo a je

kongruentni s ¢islem b podle modulu m a piSeme a = b (mod m), pravé kdyz m | (a —b). Dvé
¢isla kongruentni podle n¢jakého modulu m davaji pti déleni timto modulem m tyz zbytek.

Véta 10. 67. Relace kongruence je ekvivalence na mnoziné vSech celych cisel (je reflexivni,
symetricka a tranzitivni).

Véta 10. 68. Viastnosti kongruenci:

1) Necht p je prvocislo, pak a = b (mod p") = a = b (mod p)

Plati-li kongruence podle modulu, ktery je mocninou prvocisla, plati i podle modulu rovného
tomuto prvocislu.

2)a = b(modm;),i=12,..k = a = b(mod NSN(mj,...,my))

Plati-1i kongruence podle nékolika moduli, plati i podle modulu rovného nejmensimu
spole¢nému nédsobku téchto moduld.

k k k k
3)a; = bj(modm),i=1..k = > a =) b (modm), [ =[] (mod m).
i=1 i=1 i=1 i=1

Kongruence podle téhoz modulu 1ze s¢itat 1 nasobit.

Necht’ v dal§im plati ¢ = b (mod m):

YYa+x = b+x(modm), a.y = b.y(modm)

K obéma strandm kongruence Ize piicist stejné celé ¢islo a ob¢ strany kongruence 1ze
vynasobit tymz celym ¢islem. Obecné ale nelze ob¢ strany kongruence délit tymz celym
¢islem, napt. 24 = 40 (mod 8), ale po vyd¢leni ¢tyimi 6 ¥ 10 (mod 8).

5Ymlz = a+z = b(modm)

Celé cislo, které je ndsobkem modulu, Ize pficist pouze k jedné stran¢ kongruence.

6) a" = b" (mod m)

Obé strany kongruence lze umocnit na libovolny pfirozeny exponent.

7ydla O dlb O NSD( m)=1 = % = S(modm)

Obé strany kongruence lze vydeélit celym ¢islem nesoudélnym s modulem.
8) ac = bc (mod mc)

Obe¢ strany kongruence i modul 1ze vynasobit tymz celym kladnym cislem.
b
NelaOelbOele= =2 (mod D)
e e e

Obé strany kongruence i modul Ize vydé€lit tymZz celym kladnym ¢islem riznym od nuly.
10)a =b(modm) O dlm = a = b(modd)
Plati-li kongruence podle modulu m, plati i podle modulu rovnému libovolnému kladnému

déliteli ¢isla m, vétsimu nez jedna.

47



Véta 10. 69. (Eulerova véta) Necht m U N, m > 1, a U Z, NSD(a, m) = 1, pak plati:

a®™ =1 (mod m).
Je-li specieln& p prvodislo, které neni délitelem &isla a, pak plati @” =1 (mod p) (tzv. mala
Fermatova véta).

Definice 10. 70. Necht’ m je pevné ptirozené Cislo vétsi nez jedna. Ozna¢me

= {x [JZ; x dava po d¢leni ¢islem m zbytek i } ,proi =0, 1, ..., m — L.
Pak mnozina C; se nazyva zbytkova tfida podle modulu m. Symbolem Z,, pak oznaCime
mnozinu vSech zbytkovych tfid podle modulu m , tj. Z,, = {Cy, C;, ..., Cp—1}.

Poznamka 10. 71. ProtoZe pii déleni ¢islem m jsou mozné zbytky 0, I, ..., m — 1, je pocCet
zbytkovych tfid podle modulu m roven ¢islu m. Kazda zbytkova tfida podle modulu m
obsahuje nekonecné mnoho celych ¢isel, kterd davaji pti déleni modulem m tyz zbytek (tzn.
lisi se o n&jaky celoc¢iselny ndsobek modulu m).

Priklad 10. 72.a) m =

Co—{...,—8,—4048 A

Cr={.,-7 31509 ..}

C={..,0, 220610 ..}

Ci={.,-5-1,3711 ..}
bym=235

Co=1{...-10, =5, 0, 5, 10, ...}
Cr={...,9 41611, ..}
Co={..,=8 -3,2,7,12, ..}
Cs={,=7, 23813 .}
Ci={ =6, -1,49 14 ..}

Véta 10. 73. Necht m je pevné pfirozené Cislo vétsi nez jedna. Pak mnozina Z, vSech
zbytkovych tfid podle modulu m tvoii rozklad mnoziny Z vSech celych &isel.

Poznamka 10. 74. Nyni se budeme zabyvat bindrnimi operacemi s¢itdni a nasobeni
definovanymi na mnozin¢ Z, pro riazné¢ moduly m. Ob& operace na systému vSech
zbytkovych tfid budeme chapat nasledujicim zplisobem: Necht napt. m = 5. Zapis souctu Cs
+ C4 = C; znamena, Ze seCtenim libovolného celého ¢isla davajiciho pti déleni péti zbytek 3 s
libovolnym celym ¢islem déavajicim pti d€leni péti zbytek 4 dostaneme vzdy celé ¢islo, které
pii délené péti dava zbytek 2. Analogicky zapis spoje ndsobeni C, . C;, = C; znamena, ze
vynasobenim libovolného celého ¢isla dévajiciho pii déleni péti zbytek 2 s libovolnym celym
¢islem davajicim pii déleni péti zbytek 4 dostaneme vzdy celé Cislo, které pti délené péti
dava zbytek 3. Popularné feceno, vysledek scitani ¢i nasobeni zbytkovych tiid podle modulu
m ziskame tak, ze secteme nebo vynasobime indexy zbytkovych tiid ze zadani ulohy, zjistime
zbytek souctu ¢i soucinu pii déleni Cislem m a tento zbytek je indexem zbytkové tiidy
hledaného souctu nebo soucinu. Jinymi slovy, rozklad Z,, mnoziny Z je vytvofujici vzhledem
k operaci s¢itani i operaci nasobeni.

Poznamka 10. 75. V nasledujicich tvrzenich se budeme zabyvat typy algebraickych struktur
definovanych na mnozinach zbytkovych tfid. Tvrzeni op¢t nebudeme dokazovat, vzdy
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uvedeme jen ilustraci dané struktury pomoci tabulky. Kvili zjednoduSeni zapisi rovnéz
budeme misto tfidy C; uvadét pouze index i (zfejmé nebude moci dojit k nedorozuménti).

Véta 10. 76: Necht’ m je pevné ptirozené Cislo vétsi nez jedna. Pak algebraicka struktura
(Z,,, +) je komutativni grupa s neutralnim prvkem Cj.

Ilustrace (Z;, +):

W~ o+
W —|o|lo

— (O |[W (N[N
N[ — [ OD|W (W

O | W NI [ = | =

Véta 10. 77. Necht m je pevné prirozené Cislo vétsi nez jedna. Pak algebraicka struktura
(Z,,, . ) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem C; a agresivnim prvkem Cj.

[lustrace (Z4, .):

101123
0/]0/0/0]0
1/0]1]2]3
21012102
310131211
Ilustrace (Z5s, .):
.10]1]2]3/4
0/0/0/0]0]O0
1/0|1]2(3|4
210(2|4|1]|3
310(3|114/|2
41041321

Poznamka 10. 78. Prohlédneme-li si pozorné ob¢ tabulky v ilustraci pfedchozi véty, vidime,
Ze pii operaci nasobeni ziejmé¢ podstatné zavisi na modulu. Odstranime-li z obou téchto
tabulek prvni fadek a prvni sloupec, odpovidajici tfidé Cj, dostdvame nasledujici tabulky
struktur (Z, —{Cy}, .)a(Zs —{Cy}, .):

Mustrace (Z, —{Cy}, .):

— N W[ W

WD | = | =
N[N
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Tlustrace (Zs —{Cy} , .):

BN =
AN~
W= NN
N [—]|W W
— N WA

Struktura (Z; — {Cy} , .) nyni jiz neni ani grupoid, nebot’ obsahuje v tabulce prvek 0 , ktery
nepatii do nosné mnoziny (neni v zahlavi tabulky). Oproti tomu, struktura (Zs — {Cyp} , .) se
jesté ,,zlepsila, nyni jde jiz o komutativni grupu. Ktery ptipad nastane, zavisi na modulu.

Véta 10. 79. Necht modul m je prvocislo. Pak algebraickd struktura (Z, — {Cy} , .) je
komutativni grupa. Je-1i modul m ¢islo slozené, pak (Z,, —{Cy} , .) neni ani grupoidem.

Diisledek 10. 80. Necht’ modul m je prvocislo. Pak algebraicka struktura se dvéma operacemi
(Z,, —{Cy} ,+, .) je komutativni téleso.

Poznamka 10. 81. Podle ptfedchoziho tvrzeni neni (Z, — {Cy} , .) pro slozeny modul ani
grupoidem. Protoze je vSak potieba popsat i struktury zbytkovych tfid se dvéma operacemi
pro slozeny modul m, musime né&jak ,,o8etfit* situaci nul vyskytujicich se v tabulkach (napf.

(Z;={Cy}, ).

Definice 10. 82. Necht’ modul m je sloZené ¢islo, necht’ pro dvé zbytkové ttidy C,, C, podle
modulu m plati C, ZCy, C, ZCy. Jestlize C,. C, = Cy, pak obé¢ ttidy C,, C, se nazyvaji vlastni
délitelé nulového prvku Cj .

Poznamka 10. 83. Definice vlastnich délitelit nulového prvku (strucné jen déliteld nuly) je
samoziejm¢ obecnéjsi. Struktury zbytkovych tiid vSak poskytuji uziteCnou ilustraci tohoto
pojmu. Soucasné¢ ve shod¢ s obecnou teorii algebraickych struktur se dvéma operacemi
umoznuje existence délitelti nuly popsat i struktury (Z,,,+, .) pro slozeny modul m.

Véta 10. 84. Necht’ modul m je slozené Cislo. Pak algebraicka struktura se dvéma operacemi
(Z, +, .) je komutativni okruh, ktery nikdy neni oborem integrity (obsahuje délitele nuly).

Priklad 10. 85. V okruhu (Z,+, .) je délitelem nuly C> ; v okruhu (Zs, +, .) jsou délitelé nuly
C>, Cs ; v okruhu (Zs ,+, .) jsou délitelé nuly C> Cy, Cs.
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11. Polynomy

Poznamka 11. 1. Tato kapitola 11 o polynomech i kapitola nasledujici, vénovana teSeni
algebraickych rovnic, je pfevzata (volné zpracovéana) z publikace [5].

Poznamka 11. 2. Nebude-li vyslovné feceno jinak, budeme se zabyvat pouze polynomy
s redlnymi koeficienty.

Definice 11. 3. Polynomem f jedné proménné nad télesem redlnych cisel budeme nazyvat
algebraicky vyraz tvaru

-1
f=a,x" + a,-x"

‘ot tax+ta . (1)
Redlna Cisla a; pro i = 0, ..., n se nazyvaji koeficienty polynomu f, x oznacuje proménnou.
Koeficient a, se nazyva vedouci koeficient polynomu f, koeficient ay se nazyva absolutni clen
polynomu f. Stupeil polynomu je vzdy ur€en nejvySsi mocninou u proménné x; pii oznaceni
polynomu (1) je stupefi polynomu f roven n , piSeme st(f) = n. Je-li a, = I, tikdme, Ze
polynom £ je normovany. Mnozinu vSech polynomt jedné proménné x nad télesem realnych
¢isel budeme oznacovat R/x/. Polynom fbudeme nékdy oznacovat téz f(x).

Poznamka 11. 4. Je-li stupent polynomu roven nule, neobsahuje vyraz (1) proménnou x. To
ovSem znamend, ze kazdé redlné Cislo lze chapat také jako polynom nad télesem redlnych
Cisel.

Definice 11. 5. Necht' f'=r, r [/R, r Z 0. Pak fikame, Ze polynom f'je konstantni polynom a
plati st(f) = 0. Je-li f = 0, pak tikame, Ze fje nulovy polynom (oznacujeme 0) a definitoricky
klademe stupen takového polynomu roven —oo. Nulovy polynom neni tedy totéz jako
polynom stupné nula. Je-li f = I, pak fikame, ze f je jednotkovy polynom (oznacujeme 1).
Polynomy stupné jedna nazyvame téz linearni polynomy, polynomy stupné¢ dva nazyvame
kvadratické polynomy a polynomy stupné tii kubické polynomy. Pro polynomy vysSich
stupiili se zvlastni oznaceni bézné nezavadi.

vvvvvv

okruhem R je obecné definovan jako jista nekone¢na posloupnost prvki z R. Timto se zde
nebudeme zabyvat, zdjemce mlize podrobné informace nalézt v publikaci [5], s. 15 —18.

Poznamka 11. 7. Pro operace s¢itani a nasobeni polynomu plati pravidla, bézné¢ znama uz ze
zéakladni skoly. Jejich znalost nadéle predpokladame.

Véta 11. 8. Algebraicka struktura (R/x/, +, .) je obor integrity, ktery neni télesem. Nulovym
prvkem je nulovy polynom 0 , jednic¢kou je jednotkovy polynom 1. Tento okruh budeme
kratce znacit jen R/x].

Diikaz: Operace s¢itani polynomt je ziejmé& komutativni a asociativni, neutralnim prvkem je
0. Ke kazdému polynomu f existuje opacny polynom —f, tedy (R/x/, +) je komutativni grupa.
Operace nasobeni polynomu je rovnéz komutativni a asociativni s neutralnim prvkem 1 .
Inverzni prvek (ptevraceny polynom) vSak obecné neexistuje (pouze pro polynomy 1 a —1).
Distributivnost operace nasobeni k operaci s¢itani je ziejma, proto (R/x/, +, .) je okruh, ktery
neni télesem. Neexistence déliteld nuly v (R/x]/, +, .) plyne z obecné véty 1. 3. a jejiho
dasledku ([5], s. 20 — 21).
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Poznamka 11. 9. Z obecné teorie d¢€litelnosti v oboru integrity plyne, ze jednotkami okruhu
R/x] jsou pravé vSechny nenulové konstantni polynomy (nenulova redlna ¢isla, viz téz [5],
véta 1. 4. s. 21) a s kazdym polynomem f // R/x] jsou asociovany vSechny jeho ndsobky
nenulovym redlnym ¢islem. Poznamenejme dale, ze zptfedchozi véty plyne existence
neomezené definované operace od¢itani polynoma v R/x/ (pfevadi se na pricitani opa¢ného
polynomu), zatimco operace dé€leni polynomit v R/x/ neni obecné definovdna. Tomu se
budeme dale vénovat. Pro operace s¢itani a nadsobeni polynomi v R/x/ plati fada zifejmych
vztahil, z nichz nékteré nyni uvedeme (ptredpoklddame, Ze £, g L/R/x]):

st(f + g) < max {st(f), st(g)},
st(f.g) =st(f) +st(g),
plati zakony o kraceni (fZ0, f.g=f. h= g=h).

Poznamka 11. 10. Vlastnosti polynom nad R/x/ nejsou v obecném piipadé tak samoziejmé,
jak se zda na prvni pohled. Napf. u polynomii nad okruhem Z, plati pro /= 2x, g = 2x’ vztah
stf. g) = st (0x°) =st(0) = —c0 < 3 = st(f) + st(g), v Zy[x] déle plati (1 + 2x) . (1 + 2x) = 1,
tzn. jednotkou v Z,/x/ muze byt i linearni polynom. Témito piipady se vSak nebudeme
zabyvat (podle poznamky 11. 2. se omezujeme pouze na polynomy s redlnymi koeficienty).

Definice 11. 11. Necht' f, g [/ R/x]. Existuje-li polynom /4 [/ R/x] s vlastnosti f'= g . h, pak
fikame, ze polynom g déli polynom f'a piSeme g | /. V opacném piipad¢ fikame, Ze polynom
g nedé&li polynom f'a piseme g ¢ f.

Poznamka 11. 12. Analogicky jako v obecné teorii je nulovy polynom v R/x/ délitelny
kazdym polynomem z R/x], zatimco vztah 0 | f plati jediné v pfipadé, Zze f = 0 . Protoze R/x]
je obor integrity (a R je dokonce t€leso), lze na dé€litelnost v R/x] pievést vSechny pojmy a
tvrzeni z obecné teorie délitelnosti v oboru integrity.

Definice 11. 13. Necht f, g [/ R/x] jsou dva realné polynomy, g Z 0. Jestlize existuji
polynomy g,  [/R/[x] s nasledujicimi vlastnostmi

l. f=g.q+r,

2. st(r) < st(g),

pak fikame, ze lze provést déleni se zbytkem polynomu f polynomem g . Polynom g se
nazyva podil a polynom r zbytek tohoto déleni.

Véta 11. 14. D¢leni se zbytkem polynomu f polynomem g Ize provést pro libovolnou dvojici
redlnych polynomi f, g //R/x], g #0, pticemz podil i zbytek jsou urceny jednoznacné.

Poznamka 11. 15. V obecném piipad€ polynomt f, g nad libovolnym okruhem se mlze stat,
ze déleni se zbytkem nelze viibec provést, pfipadné ze podil a zbytek nejsou urceny
jednoznacéné. S témito piipady se ale ve Skolské praxi bézné€ nesetkavame, proto se jimi
nebudeme zabyvat. Podrobnosti Ize nalézt v [5] na s.23 — 25.

Poznamka 11. 16. Zname téleso realnych cisel R 1 téleso komplexnich ¢isel C , pficemz
vime, Ze téleso C je nadtélesem télesa R . Proto lze vSechny polynomy s readlnymi koeficienty
chépat soucasné¢ jako polynomy v C/x/, tj. polynomy skomplexnimi koeficienty. Pro
libovolnou dvojici takovych komplexnich polynomu f, g [/ C[x], g Z 0, které maji vSechny
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koeficienty realné, vzdy ale dostaneme jako podil i zbytek opét polynomy se vSemi realnymi
koeficienty.

Definice 11. 17. Necht /' // R/x] je polynom tvaru (1), necht’ ¢ //R je pevné zvolené realné
¢islo. Pak realné ¢islo

a, " F a7 var tactag
se nazyva hodnota polynomu /v bod¢ ¢ a oznacuje f(c). Je-li f{c) = 0, pak Cislo ¢ nazyvame
kofen polynomu f'.

Poznamka 11. 18. Kofenem nulového polynomu je kazdé realné cislo, naopak kazdy
polynom stupné nula nemé nikdy zadny koten. Pro polynomy z R/x/ plati ndsledujici fakta:

- Linearni polynom ma vzdy prave jeden koten.

- Polynomy vyssich stupiii kofeny mit mohou, ale také nemusi.

- Neexistuje obecny algoritmus pro urceni kofent polynomu.

V dalsim textu se k problematice ur¢ovani kofent jesté vratime.

Véta 11. 19. Necht £, g [/R/x]. Pak plati:
l. f=g = [clJR; f(c) =g(c) .
2. elJR; (f+g)(c) = flc) + g(c)

(f =8 (¢) = flc) —g(c)

(-8 () =flc). glc)

Véta 11. 20. Redlné Cislo ¢ je kotfenem polynomu f// R/x/, pravé kdyz polynom (x —c¢) d¢li
polynom f. Pro polynom (x —¢) se v tomto pifipad¢ uziva nazev kofenovy Cinitel.

Definice 11. 21. Necht’ R je téleso vSech realnych cisel, necht’ k je pfirozené Cislo. Prvek c¢//
R se nazyva k — nasobny koten (kofen nasobnosti k) polynomu f//R/x], jestlize plati:

1. x=¢)*|f.

2. (x =) S

Pro k£ = I budeme uzivat ndzvu jednoduchy koten.

Poznamka 11. 22. Jestlize plati podle pfedchozi definice (x —c¢) k | /, pak také samoziejmé
plati (x —¢) ™ | f pro vSechna pfirozena ¢islam = 1, 2, ..., k. Proto je k — nasobny kofen podle
véty 11. 20. kofenem ve smyslu definice 11. 17.

Véta 11. 23. Necht’ f//R/x] je polynom s readlnymi koeficienty, f Z 0 . Jsou-li redlna ¢isla ¢,
¢, ..., ¢, navzajem ruzné kotfeny polynomu f o ndsobnostech k;, ko, ..., k, , pak polynom f'je

délitelny polynomem (x—c; )¥ Gx—c, )*2 O..Gx-c, ).

Diisledek 11. 24. Necht’ f// R/x] je realny polynom stupné m = 0. Pak plati: Jsou-li redlna
¢isla ¢y, ¢y, ..., ¢, navzdjem razné koteny polynomu f o nasobnostech k;, ko, ..., k, , pak plati
nerovnost k; + k; + ... + k, £ m. Kazdy realny polynom stupné¢ m = 0 ma tedy nejvyse m
redlnych koteni .

Poznamka 11. 25. AZ doposud jsme chépali redlné polynomy ve smyslu definice 11. 3. jako

algebraické vyrazy. Z matematické analyzy vSak vime, Ze redlny polynom lze soucasné
chapat jako ptedpis jisté realné funkce s velmi ,,sympatickymi‘ vlastnostmi (je definovand a
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spojitd na celé redlné ose, v kazdém bodé¢ ma derivaci, snadno se integruje atd.). Tuto
moznost nyni teoreticky popiSeme.

Definice 11. 26. Necht’ f// R/x] je realny polynom. Pak zobrazeni @& : R — R, definované
vztahem @ (r) = f(r) pro libovolné redlné ¢islo r, se nazyva polynomidlni funkce polynomu /.
Je-li ¥ R — R né&jaké zobrazeni, pak % se nazyva polynomidlni funkce, je-li polynomialni
funkcei néjakého redlného polynomu z R/x/.

Definice 11. 27. Rekneme, Ze dva realné polynomy £ g /7 R/x] jsou funkéné rovné, plati-li
&= @,, tzn. pro libovolné redlné Cislo r plati f(r) = g(r).

Véta 11. 28. Dva realné polynomy f, g L/R/x] jsou rovné, pravé kdyz jsou funkéné rovné.

Poznamka 11. 29. Piedchozi véta 11. 28. plati obecné nejen pro polynomy nad télesem
redlnych cisel, ale nad libovolnym nekone¢nym oborem integrity (viz [5], s. 31.). Obecné
tedy neni mozné z funkcni rovnosti dvou polynomil nad libovolnym okruhem usuzovat na
jejich rovnost (opacnd implikace plyne z véty 11. 19.). S touto situaci se vSak bézné v praxi
nesetkate (priklad viz [5], s. 31.). Proto je mozné (a v matematické analyze bézné vyuzivané)
ztotoznit polynom s jeho polynomialni funkci (n€kdy se uziva i nazvu polynomické funkce).

Poznamka 11. 30. Nyni se budeme zabyvat problematikou d¢litelnosti v oboru integrity
R/x], tj. délitelnosti redlnych polynomi. Mizeme vyuzit vS§ech pojmu a tvrzeni, které jsme
uvedli v kapitole o obecné teorii délitelnosti v oboru integrity.

Véta 11. 31. Necht' £, g //R/x] jsou dva realné polynomy takové, ze f Z0 a g |f. Pak plati:
st(g) < st(f).

Véta 11. 32. Necht f, ¢ [/ R/x] jsou dva realné polynomy. Pak jsou nasledujici vyroky
ekvivalentni:

l.f~g

2. flg Lglf

3. Existuje nenulové redlné ¢islo ¢ s vlastnosti f=c. g

Poznamka 11. 33. Pfipomenme, ze jednotkami okruhu R/x/ jsou pravé vSechny nenulové
konstantni polynomy (nenulova realna ¢isla, viz téz [5], véta 1. 4. s. 21). Podle piedchozi
véty jsou s kazdym polynomem f // R/x] asociovany vSechny jeho néasobky nenulovym
realnym cislem.

Véta 11. 33. Necht pro polynomy z R/x] plati: g | f1, g | f>, ..., g | f (kde k je pevné piirozené
k
¢islo) , necht’ &y, h, ..., by jsou libovolné realné polynomy z R/x/]. Pak g |z fih; .
i=1

Definice 11. 34. Necht' 4, 11, >, ..., fx [JR/x]. Plati-li h | fipro i = 1, 2, ..., k, pak polynom % se
nazyva spole¢ny délitel polynomd f, 15, ..., fx -

Definice 11. 35. Necht’ £}, /5, ..., fr [/ R[x]. Pak nejvétSim spolecnym délitelem polynomt f;,

fa, ..., fr nazyvame polynom d//R/[x], pro ktery plati:
1. d je spole¢nym délitelem polynomd f;, £, ..., f«,
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2. je-li h/JR[x] spole¢nym délitelem polynomui f3, f>, ..., fx, pak je & | d.
Oznacujeme d = NSD (f1, 1>, ..., f1).

Véta 11. 36. K libovolnym polynomim f;, f>, ..., fi L/ R/x] (k [JN) existuje nejvétsi spolecny
délitel.

Véta 11. 37. Mnozinu vSech nejvétSich spole¢nych déliteld polynomt f;, f>, ..., fv L/ R/x]
obdrzime jako mnozinu vSech nenulovych konstantnich nasobkii jednoho (libovolného)
nejvetsiho spolecného délitele polynomu 17, £, ..., fx L/R/X].

Poznamka 11. 38. V mnozin¢ vSech nejvétSich spolenych déliteld polynomu 17, /5, ..., fi L/
R/x] existuje vzdy jeden, ktery je normovany. Ten budeme oznacovat pouze (1, f>, ..., fi)-

Poznamka 11. 39. Dilezitou otazkou je nyni zpiisob vypoctu nejvetsiho spolecného délitele
redlnych polynomt. Nejvyhodnéjsi metodou je Eukleidiv algoritmus postupného déleni,
jehoz princip jiz byl uveden v kapitole o dé€litelnosti v oboru celych ¢isel. Ukédzka praktického
vypoctu je uvedena v [5], s. 36 — 39.

Véta 11. 40. Necht f, g// R/x] jsou realné polynomy, z nichz alespoil jeden je nenulovy.
Potom plati:

1. Existuji polynomy u, v//R/x] s vlastnosti f.u+g.v=(f g

2.Je-li navic st(f), st(g) = 1, pak lze polynomy u, v z ¢asti 1. vybrat tak, ze plati nerovnosti

st(f) > st(v), st(g) > st(u).
Definice 11. 41. Polynomy f, g//R/x] nazyvame nesoudélné, je-1i (f, g) = 1.

Véta 11. 42. Necht’ f, g/7 R/x]; pak polynomy f, g jsou nesoudé€lné, pravé kdyz existuji
polynomy u, v//R/[x] s vlastnosti f. u + g. v = 1.

Véta 11. 43. Necht' £, g, h [J/R[x], pak plati:
. g=10¢h=1 = (gh=1
2.hl(fg) U p=1 = hlg

3.glf DhlfO@h=1= (ghlf

Poznamka 11. 44. Nyni nasleduje struéné pojednani o rozkladu polynomi nad télesem
redlnych cisel. Protoze vime, ze v tomto pifipadé Casto hraje dulezitou roli i téleso Cisel
komplexnich (napf. polynom x° + I nelze rozlozit v oboru realnych &isel, ale je moZno ho
rozlozit v oboru ¢isel komplexnich), budeme od nynéjska do svych uvah zahrnovat i téleso
komplexnich ¢isel. Jak vime, jedna se o nadtéleso télesa vSech redlnych ¢isel. MnoZzinu vSech
polynomt nad télesem komplexnich ¢isel budeme oznacovat C/x].

Definice 11. 45. Necht f/7 R/x], st (f) = 1. Rekneme, ze polynom f je reducibilni
(rozlozitelny) v R/x] (nebo téZ nad télesem R), jestlize existuji polynomy g, h// R/x], I<
st(g), st(h) < st(f) takové, ze plati

f=g.h

V opacném pripad¢ fikame, Ze polynom fje v R/x/ ireducibilni (nerozlozitelny).

Véta 11. 46. Necht' f//R/x]. Pak plati:
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1. Je-li freducibilni v R/x/, pak je reducibilni v C/x].
2. Je-li fireducibilni v C/x/, pak je ireducibilni v R/x]/.

Poznamka 11. 47. Kazdy linedrni polynom je vzdy ireducibilni (jak v R/x/, tak v C/x]).
Véta 11. 48. Necht' f, g/7R/x], necht fje ireducibilni nad R . Pak plati: (f, g¢) =1 [/ f|g.

Véta 11. 49. Necht' f//R/x]; pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
a) fje ireducibilni v R/x]
b)je-lif|(g. h), kde g, h[JR[x], pak f| g nebo f| /.

Poznamka 11. 50. Cast b) predchozi véty lze matematickou indukci rozsifit pro libovolny
kone¢ny soucin polynomi. Vyjadieno slovy: Jestlize ireducibilni polynom déli soucin
kone¢n€ mnoha polynomil , potom musi délit alespon jednoho z nich.

Véta 11. 51. Necht' f//R/x], st (f) = 1. Pak plati:
1. Polynom f1ze vyjadfit jako soucin konecného poctu ireducibilnich polynomt nad R
2. Toto vyjadreni je jednoznac¢né az na poradi a asociovanost.

Piiklad 11. 52. Cast 2. predchozi véty lze ilustrovat takto:
Ziejmé platix® =1 = (x + I)(x — 1), ale také napt. x’ =1 = (4x + 4) [éx —é] nebo také

1 1 . :
X -1= [Ex—gj (3x + 3) atd. Podle ¢asti 2. ptedchozi véty se jednd o tentyz rozklad

polynomux’ - 7.

Definice 11. 53. Necht' (M, +, .) je libovolné téleso. Rekneme, Ze toto téleso je algebraicky
uzaviené, jestlize kazdy polynom f7/M/x], st (f) =1, ma v M alespon jeden koten.

Véta 11. 54. Necht' (M, +, .) je libovolné téleso. Pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
1. T€leso M je algebraicky uzaviené.
2. Kazdy polynom f//M/[x], st (f) = 1 lze vyjadtit ve tvaru soucinu linearnich polynomu
z M[x].
3. Ireducibilni polynomy v M/x] jsou pravé vSechny line4rni polynomy.

Véta 11. 55. Necht' M je algebraicky uzaviené téleso. Pak kazdy polynom f7/M/[x],
st (f )= n =1 ma vM pravé n kofenil, pocitame-li kazdy koten tolikrat, kolik je jeho
nasobnost.

Poznamka 11. 56. Vlastnost algebraické uzavienosti jsme definovali obecné pro libovolna
télesa. Vratime-li se k naSemu piedpokladdanému omezeni na téleso R a jeho nadtéleso C, je
zfejmy rozdil mezi nimi. I kdyz se feSenim algebraickych rovnic budeme jeste¢ v dalSim
Téleso R neni algebraicky uzaviené (jist¢ si kazdy sam sestavi rovnici, kterd nema realné
kofeny), zatimco téleso C algebraicky uzaviené je. Dokazat presn¢ formalné tuto skute¢nost
je ale velmi obtizné. Proto nasledujici vétu (nazyvanou ,,Zakladni véta algebry*) uvedeme
stejné jako ostatni tvrzeni bez dikazu i bez odkazu na n¢j. Mozna se zd4 formulace zakladni
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vety algebry zbytecna (sam fakt je intuitivné jasny), ale z historického hlediska ma tato véta
znacny vyznam.

Véta 11. 57. Téleso C vsech komplexnich cisel je algebraicky uzaviené.

Poznamka 11. 58. Protoze t¢leso C je algebraicky uzaviené, plati pro n¢j vSechno to, co jsme
uvedli obecné pro algebraicky uzaviend télesa (véty 11. 54. a 11. 55.). Sta¢i ve tvrzenich
téchto vét nahradit oznaceni M pismenem C .

Definice 11. 59. Necht’ f//R/x] je re4lny polynom, kde
f= a X" *a, X" T+ X tax+a. 2)
Pak derivaci polynomu f rozumime polynom f”//R/x] definovany vztahem:
. 0, je=list(f)<0
4 _{nﬁhn O+ +2ay B+a;, je-list(f)=1"

Poznamka 11. 60. I kdyz jsme (na rozdil od matematické analyzy) definovali derivaci
polynomu c¢isté formalné, 1ze snadno rozepsanim dokazat, Ze jeji vlastnosti jsou analogické
jako v matematické analyze. Uved’'me nékteré z nich:
necht st (f) = n, pak st (f) =n —1

- fre)=rtgl

- (f.9)=fegtfg’;

Ly =k
Analogicky se zavadi rovnéz derivace vyssich fadt pomoci vztahu

fEY = (%) prok ONy, fV =

Definice 11. 61. Necht’ f// R/x] je re4lny polynom tvaru (2), necht’ ¢ [/ R je pevné zvolené
realné Cislo. Je-li

fix) =ap+ai(x —c) tas(x —cf + ... +a,(x —¢)"; a; IR
pak pravou stranu nazyvame Tayloriiv rozvoj polynomu f o stiedu c .

Véta 11. 62. Necht f[/R[x], st (f) =n =1, necht ¢ [JR. Pak existuje pravé¢ jeden Taylortv
rozvoj polynomu f o stiedu c , ktery je tvaru

f( ) f"( ) f(”)( )

) =flc) + ——= (x —¢) + (x =)+ (x =c)".

Poznamka 11. 63.

a) Pozorny ¢tenaf si jist¢ povsimnul, Ze Taylortiv rozvoj polynomu f o stfedu c je jeho ptesné
vyjadreni, proto v ném nevystupuje zadny zbytek (jako pii rozvojich funkci €', sin x, cos x
apod.).

b) Pro vypocet koeficientii Taylorova rozvoje polynomu f o stfedu ¢ (a obecné pro d€leni
polynomu linearnim polynomem) existuje algoritmus, zvany Hornerovo schéma. Jeho princip
poznate dale, zdivodnéni viz [5],s. 51 — 52.

¢) Vyznam derivace polynomu v algebie pii hledani kotfent polynomu bude ukazan v kapitole
o algebraickych rovnicich.

Poznamka 11. 64. Uziti Hornerova schématu:
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1. Déleni polynomu linedrnim normovanym polynomem.

2. Vypocet koeficientli Taylorova rozvoje.

3. Zjisténi hodnoty polynomu v daném bodé.

4. Zjisténi, zda dané cislo je kofenem polynomu (feSenim piislusné algebraické rovnice.

Priklad 11. 65. Ukazka Hornerova schématu.

Zakladni funkci Hornerova schématu je déleni polynomu f linearnim normovanym
polynomem g. Neni-li g normovany polynom, tj. je tvaru ax + b, a Z0, a Z I, pak nejprve
délence f'1 délitele g vydelime ¢islem a. Polynom g tim normujeme a upravime na tvar x —c. .
Necht’ tedy jsou oba polynomy vyjadieny takto:

" twxX taxta, g=x—c

f=a,x" +a,-x
Hornerovo schéma je tabulka, obsahujici dva fadky a dva sloupce. Levé horni zahlavi
nevyplitujeme, do pravého horniho zdhlavi vypiSeme vSechny koeficienty délence f (véetné
nulovych). Do levé spodni ¢asti napiSeme Cislo ¢ z délitele a jsme piipraveni pocitat hodnoty
v pravé spodni Casti. Koeficient a, sepiSeme o fadek niz. Potom ¢islem ¢ vynasobime toto
¢islo a, a pfi¢teme ¢islo a,-; z horniho fadku. Vypoctené Cislo zapiSeme pod koeficient a,,—;.
Vynasobime jim cislo ¢, pricteme a,-, a vysledek napiSeme pod a,-; . Takto postupujeme,
dokud nejsou v pravé horni ¢asti vycerpany vSechny koeficienty délence. Posledni Cislo
napravo v dolnim fadku oddélime. Toto oddélené ¢islo je zbytkem pii dé€leni, kdezZto Cisla
neoddélend v pravé dolni ¢asti oznacuji koeficienty podilu. Postup ilustrujeme na ptikladu:

f=3x-2x-7x"+4x-8, g=x-2.

3.0 =2 7 4 8
213 6 10 13 30 |52

Plati tedy: 3x° =2x° —=7x’ +4x -8 :x -2 =3x"+6x +10 x> + 13 x + 30, zbytek je 52.
Soucasné jsme overili, Ze Cislo 2 neni kofenem polynomu f, protoze f(2) = 52.

Poznamka 11. 66. V posledni ¢asti kapitoly o polynomech se kratce dotkneme i problematiky
interpolacnich polynomu a polynomi vice proménnych.

Véta 11. 67. Necht' f, g [/ R/x] jsou redlné polynomy, st (f), st (g) = n, kde n je pevné
prirozené Cislo. Jestlize oba polynomy f, g nabyvaji stejnych hodnot v alespon (n + 1)
riznych bodech, pak plati f = g.

Véta 11. 68. Necht' ¢;, ¢z, ..., cy+7 jSOu navzajem riiznd redlnd Cisla, necht y; , vo, ..., yuss
jsou libovolnd redlna cisla. Pak existuje praveé jeden realny polynom f//R/x] takovy, ze st (f)
< naplatiffc) =y;proi=12,...,n+ 1L

Poznamka 11. 69. Lagrangetv tvar interpola¢niho polynomu.
Necht plati pfedpoklady a oznaceni véty 11. 68. Pak hledany polynom f{x) je tvaru

F(x)= v, B (x—cx)(x=c3)l.W(x=cpey) 1,03 (x—ci)(x—c3)l.[(x=cpsp)

(cp=cy)(cp—c3)U.Ucy—cpey) (cy—cp)(cy—c3)U.Ucy —cysp)
ot e O (x—c;)(x—cy)l...l(x—¢c,) .

(Cn+] —C])(Cn+1 ‘CQ)D--anH _Cn)
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Polynomy vice proménnych

Poznamka 11. 70. Polynomy vice proménnych jsou formalné definovany analogicky jako
polynomy jedné proménné pomoci nekonecnych posloupnosti. Timto se zde nebudeme
zabyvat (podrobnosti viz [5]). Pro naSe ucely postaci intuitivni pfedstava, podle niz maji
polynomy vice proménnych tvar analogicky polynomiim jedné proménné s tim rozdilem, ze
obsahuji dal$i proménné (obecné znacené x; , xz, ..., x, , v pfipad€ nejvyse tii proménnych
=6y +2x2 -5yz+1,
g=x +) +2 atd
I znaSeho intuitivniho pohledu je ale zfejmé, Zze na polynomy vice proménnych nelze
mechanicky prenést nckteré pojmy zteorie polynoml jedné promeénné, napt. stupen
polynomu. Tim se nyni budeme zabyvat. MnoZzinu vSech polynomti » proménnych nad
télesem reédlnych cisel budeme oznacovat R/x; , ..., x,/. Polynomim vice proménnych nad
jinymi okruhy se opét nebudeme vénovat. Poznamenejme jeSté, Ze analogicky jako u
polynomi jedné proménné jsou definovany operace sCitani, odCitani a ndsobeni polynomu
vice proménnych.

Véta 11. 71. R/x,, ..., x,] s operacemi s¢itani a ndsobeni je obor integrity.

Definice 11. 72. Necht R/x;, ..., x,/ je obor integrity polynoml » proménnych nad télesem
redlnych ¢isel. Necht' iy, ..., i, jsou nezdporna cela Cisla. Pak vyraz

X 7 0L (o)
nazyvame ¢lenem o n proménnych, nebo stru¢né clenem.
Je-li f= Za Dx?l Dcéz D..Dc,’;" [JR[x; , ..., x,] , pak (@) nazyvame Elenem polynomu f .
Redlné &islo a nazyvame koeficientem ¢lenu (e). Stupném ¢lenu le Dcéz 1. Dcfln nazyvame
Cisloi; +... +1i,.
Definice 11. 73. Stupen nenulového polynomu f // R/x; , ..., x,/ je roven maximalnimu ze

stupiiti jeho ¢lent s nenulovymi koeficienty. Polynom, jehoz vSechny ¢leny maji stejny stupen
s, nazyvame homogenni polynom (stupné s).

Véta 11. 74. Kazdy polynom f [/ R/x; , ..., x,] lze napsat ve tvaru souctu homogennich
polynomt navzajem riznych stupii, pfi¢emz toto vyjadieni je jednoznacné (az na poradi).

Definice 11. 75. Necht f = > a k) B2 Q.G O Rfx; , ..., x,] a necht (c;, ..., ) je

uspofadana n-tice realnych Cisel. Pak redlné Cislo Za [lcl]’ B:lj [1.02;" se nazyva hodnota

polynomu f'v bodé¢ (cj, ..., ¢,) a oznacuje se f(cj, ..., cu). Je-li f(cy, ..., ¢,) = 0, tikame, Ze (cy, ...,
¢n) je kofenem polynomu f.

Poznamka 11. 76. Otazky hledani kotfend, reducibility a ireducibility v R/x; , ..., x,/ jsou
pomérné komplikované, proto je zde feSit nebudeme. PovSimneme si pouze mozZnosti
ztotoznéni polynomu vice proménnych s jeho polynomialni funkci (je definovana analogicky
jako u polynomt jedné proménné).

Véta 11.77. Necht f, g L/R/x,, ..., x,]. Pak plati:
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f=g = [y, ..,c)) IR"; flcy, ..., cn) = g(Cl, ..., Cn) .
Dva polynomy z R/x;, ..., x,,/ jsou tedy rovné, pravé kdyz jsou funkéné rovné.

Poznamka 11. 78. Pfi studiu polynomt jedné proménné jsme vyuzivali toho, ze jeho Cleny
bylo mozno sefadit sestupné nebo vzestupné. Tuto metodu vSak u polynomt vice proménnych
nelze pouzit. Musime proto definovat jiny postup.

Definice 11. 79. Necht 4 = xi/ G52 0.0k, B = X371 332 0.5 jsou dva &leny o n
proménnych. Rekneme, Ze &len A4 je pied &lenem B, existuje-li index i, / < i < n, spliujici
ki=si, ..., ki=si-, ki> s;.

Jestlize ¢len A4 je ptfed Clenem B nebo A = B, piSeme 4 > B.

Véta 11. 80. Relace > je relace linedarniho uspotadani na mnoziné vsSech ¢lent o n
proménnych.

Definice 11. 81. Relaci > nazyvame relaci lexikografického uspotadani clend o n
proménnych. Jsou-li ¢leny polynomu ' //R/x;, ..., x,] uspotadany pomoci této relace, fikame,
7e jsme Eleny polynomu fuspoiadali lexikograficky. Clen, ktery je pted viemi ostatnimi &leny
tohoto polynomu f', nazyvame vedouci ¢len polynomu f.

Véta 11. 82. Necht' f, ¢ [/ R[x; , ..., x,] jsou libovolné dva redlné nenulové polynomy n
proménnych. Pak soucin vedoucich ¢lenti polynomi fa g je vedoucim ¢lenem soucinu f.g.

Definice 11. 83. Polynom f{x;, ..., x,) 7 R[x; , ..., x,/] se nazyva symetricky, jestlize se
nezméni zadnou permutaci proménnych, tzn. pro libovolnou permutaci (a;, ..., @;,) indexu
1, 2, ..., nplati:

f(xal e X, ) =f(x1, .o, Xu) .

Mnozinu vSech symetrickych polynomt » proménnych nad télesem redlnych ¢isel budeme
oznacovat Ry[x; , ..., x,/.

Véta 11. 84. R/x,, ..., x,] je podobor integrity oboru integrity R/x;, ..., x,/.

Véta 11. 85. Necht' 4 = x;(] Dc§2 . Dc,/f” je vedouci ¢len symetrického polynomu f{x;, ..., x,).
Pak plati k; =2 k, 2... 2 k,.

Véta 11. 86. Necht A4 fof Bcgz D..Dc,]f” je ¢len o n proménnych. Pak existuje pouze

kone¢né mnoho vedoucich ¢lenli symetrickych polynomit o #» proménnych, které jsou za
¢lenem 4.

Definice 11. 87. Polynomy z R/x,, ..., x,/ tvaru:
O (Xg, ..., Xp) =x7 +x2+ ...+ X,
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O (X[, ooy X)) = X1 X2 F X7 X3+ 0 T XX, X2x3 0+ X Xy

Gi(xp o Xy) = Y x;, O, 0Ly
i) =iy <..<iy
On (X1, ey Xn) =X .X20 oo Xy

nazyvame elementdrni symetrické polynomy »n proménnych.

Poznamka 11. 88. Elementarni polynom 0j je tedy souctem vSech proménnych x; ,..., x,,
polynom 03 je souctem vSech soucint jejich dvojic, polynom 0z je souctem vsSech soucind
trojic, oy ¢tvefic atd. Polynom ¢, je nakonec soucinem vSech proménnych x; ,..., x, . Pro

piipad n = 3 a zavedené oznaceni proménnych x, y, z je tedy:
g =xty+tz
O =xy +xz+tyz
03 = Xxyz

Poznamka 11. 89. Predchozi definici 11. 88., spole¢né s vétami 11. 85 a 11. 86 jsme si
»pripravili padu® pro uvedeni hlavni véty o symetrickych polynomech, kteréa fesi existenci a
jednoznac¢nost vyjadfeni libovolného symetrického polynomu pomoci elementarnich
symetrickych polynomi. Uvedenim této véty konc¢ime naSe pojednani o polynomech vice
proménnych. Prakticky pfevod symetrickych polynomi pomoci elementarnich symetrickych
polynomt je pomérné pracny a zdlouhavy a poznate jej ve cviceni, véetné¢ fady zajimavych
aplikaci v praxi.

Véta 11. 90. Kazdy symetricky polynom f(x;, ..., x,) [J Ry[x; , ..., x,] lze vyjadfit jako
polynom n proménnych o;, 03, ..., g,nad R, tzn.

f(xb ooy xn) = ¢(0'1, vy 0;1)

pricemz toto vyjadieni je jednoznacné.

12. Rozklady polynomii, algebraické rovnice a jejich reSeni

Definice 12. 1. Algebraickou rovnici budeme rozumét rovnici tvaru
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ap X" *a, X" T+ X taxta =0, 3)

kdea; [/Rproi=20, 1, ..., n.

Poznamka 12. 2. Reseni algebraické rovnice je, jak je vidét z jejiho tvaru (3), izce spjato
s hledanim kofend polynomu. Resit algebraickou rovnici (3) znamena hledat kofeny jeji levé
strany. Kofeny lze nalézt mnoha zpiisoby. Radu z nich dale uvedeme. DuleZité viak je (a
v praxi se c¢asto vyuzivd) umét rozlozit polynom na levé stran¢ rovnice (3). Poznamenejme
jeste, ze rozklad levé strany (3) ma znaény vyznam také v pripade, Ze se jedna o algebraickou
nerovnici. Posledni poznamka je terminologicka. Pod oznaCenim feSeni rovnice se rozumi
bud’'to pocetni postup vedouci k ziskani kofenii nebo pfimo mnozina koieni rovnice (3).
Rekneme-li tedy, Ze feSeni je pracné a zdlouhavé, mame na mysli proces, kdezto vyrok
,»Rovnice nema feSeni* znamena, ze mnozina kofent je prazdna. Z kontextu bude vzdy jasné,
co mame na mysli.

Poznamka 12. 3. Jak jiZ bylo uvedeno v definici 12. 1., vSude v této ¢asti se budeme zabyvat
polynomy a algebraickymi rovnicemi, jejichz vSechny koeficienty jsou redlna cisla; jejich
kofeny vSak mohou byt jak realné, tak komplexni. Jednd se tedy v téchto rovnicich o
polynomy nad télesem komplexnich ¢isel, tj. o polynomy z C/x/. ProtoZe vSak s polynomy,
jejichz alespon jeden koeficient je komplexni, se v praxi bézné nesetkate, miizeme si dovolit
vyse uvedené zjednoduseni.

Poznamka 12. 4. Z ptedchozi ¢asti piipominame, ze t€leso komplexnich ¢isel je algebraicky
uzaviené, coz ma mj. tyto disledky:
1. Ireducibilni v C/x] jsou pravé vSechny linearni polynomy (tzn. kazdy polynom stupné
alespon dv¢ 1ze v oboru C rozloZit)
2. Kazdy polynom stupné m ma v C pravé m kotenu (poc¢itame-li kazdy koten tolikrat, kolik
je jeho nasobnost).
3. Kazdy polynom f [T C[x], f= anx" + @y X" + ... + a; X* + a1 x + ay (ay # 0) lze vyjadiit
jako soucin n linedrnich normovanych polynomt a nenulové konstanty ve tvaru

f=a,. (x—cy)).(x —¢cz)... (x —¢cy),c; JC,i=12,..,n

(toto vyjadreni, které je jednoznacné az na potadi, se nazyva kanonicky rozklad polynomu f).

Poznamka 12. 5. Nyni se vratime k pojmu derivace polynomu z R/x]/ a uvedeme, jak lze
derivaci vyuzit pii hledani jeho koteni.

Véta 12. 6. Necht' f//R/[x] a necht’ ¢ [/R je k - ndsobnym kofenem polynomu f .
a) Je-li k = 1, pak ¢ neni kofenem f~
b) Je-li k > 1, pak c je (k — 1) — ndsobnym kotenem /.

Véta 12. 7. Necht' fL/R/[x], ¢ [/R , necht k > [ je ptirozené Cislo. Pak plati:
1. ¢ je k—nésobny kofen f < c je (k —1)— ndsobnym kofenem polynomu (f, )
2. cje k—nasobny kofenf < flc)=1(c)= .. =f*Vwc)=0 %) Z 0.

Véta 12. 8. Necht' f//R/[x], st (f) = 1. Necht dale g//R/x] je polynom splitujici

=01 -q
Pak polynom g ma stejné koteny jako polynom f', ale kazdy pouze jednoduchy.
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Poznamka 12. 9. Nyni se budeme vénovat problematice kofent a rozkladem polynomi z
C/x] s redlnymi koeficienty.

Véta 12. 10. Necht' f//C[x] je polynom s redlnymi koeficienty. Necht komplexni Cislo ¢ je k&
— nasobnym kofenem polynomu f . Pak také komplexné sdruzené Cislo ¢ je £ — ndsobnym
kotfenem polynomu f.

Véta 12. 11. Ireducibilnimi polynomy v R/x/ jsou pravé vSechny linearni polynomy a
vSechny kvadratické polynomy se zapornym diskriminantem.

Disledek 12. 13. Pro kazdy polynom f* /7C/x] s realnymi koeficienty plati:

1. Polynom f'mé vzdy sudy pocet imaginarnich kotent (jsou ,,sparované* po dvou komplexni
sdruzenosti) — nemusi mit ov§em zadny imaginarni koten.

2. Je-li f lichého stupné, musi mit lichy pocet realnych kotent.

3. Kazdy redlny polynom £, stupné alespoii 3, je nad télesem R reducibilni.

4. Kazdy realny polynom lze vyjadfit jako soucin redlného c¢islo a konec¢ného poctu redlnych
normovanych linedrnich polynomii a redlnych normovanych kvadratickych polynomu se
zapornymi diskriminanty. Je-li f nenulovy polynom, pak je toto vyjadieni jednoznacné az na
potadi.

Poznamka 12. 14. Ptedchozi dusledek mj. fikd, ze kazdy polynom stupné alespon tii lze v R
rozlozit, a to az na linearni a kvadratické nerozlozitelné ¢initele. Netika ale, jakym zptisobem.
Hledani rozkladi polynomi neni obecné algoritmicky feSitelné. Pouziva se bud’to hledani
kotent a postupné déleni kofenovymi Ciniteli, dale se uzivd rlznych vzorcii, vytykani a
umélych uprav.

Piiklad 12. 15. Rozlozte v R polynom f=x"+ 1 .

Frl= 2+ D) -2 =+ 1) = 2x+ (P -2x+ ).

Z rozkladu je sou¢asné vidét, ze algebraicka rovnice x* + / = 0 nema 7adny realny kofen, ale
dvé dvojice komplexné sdruzenych kotfent (jejich vypocet neni zajimavy). Dal§i moznosti,
jak tuto rovnici vyfesit, je fesit ji jako rovnici binomickou. O tom se jesté dale zminime.

Poznamka 12. 16. Mezi kotfeny a koeficienty polynomt v C/x] plati zajimavé tzv. Victovy
vztahy, které nyni uvedeme. Jisté si povSimnete, ze pro kvadratické polynomy se tyto vztahy
probiraji uz na stfedni Skole. Poznamenejme, ze v této vété uvazujeme vSechny koteny, tj. i
komplexni (pouze v oboru C mé polynom stupné n pravé n kotena).

Véta 12. 17. Necht /7 Clx], st () =n > 1, kde

-1 2
f=a X"t ax"" +.. tax tax+ta,

anecht’ ¢/, ¢z, ..., ¢, jsou kofeny polynomu f. Pak plati:
a,_
Intl v+ o,
al’l
adp-2 _
=cijcrtcecjezst...tceje,texe; . ey
a

n
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a,—
(-D)F =R = N e &y, Oy,

n i< =iy

a
(—])"—0 = C/.Co. ... Cp
an

Poznamka 12. 18. Pravé strany ve Vietovych vztazich jsou elementarni symetrické polynomy
vytvoiené z kotenti polynomu f. Jejich uziti na ptikladech opét poznate ve cviceni.

Poznamka 12. 19. Nyni provedeme v rovnici (3) dalS$i omezeni. Budeme ptedpokladat, ze
vSechny koeficienty polynomu na levé stran¢ rovnice (3) jsou cela Cisla. Je-li alespon jeden
z nich ¢islo racionalni (nikoliv celé), pak rovnici vynasobime spole¢nym jmenovatelem vsech
takovychto racionalnich koeficienti a tim vSechny koeficienty pfevedeme na celociselné
hodnoty. Uvedeme nyni né&kolik uzitecnych tvrzeni, které mohou napomoci pii hledani
kotenli takovych rovnic s celoCiselnymi koeficienty. I kdyz casto k cili vést nemusi, ve
Skolské praxi jsou velmi uzite¢né. Jejich pouziti opét poznate ve cviceni.

Véta 12. 20. Necht’

-1
a, X" + a,— x"

+...+a2x2+a1x+a0,aiUZ,a,,7-‘0 4)

. . : PPV N . s

je polynom s celymi koeficienty a necht’ raciondlni ¢islo — je kofenem f'(r, s jsou nesoudélna
s

Cisla). Pak plati: r|ay asoucasné s |a,.

Diisledek 12. 21.

1. Je-li celé ¢islo ¢ kofenem polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, pak ¢ | ay,

2. Je-1i leva strana rovnice (4) normovany polynom (tj. a, = /), pak kazdy racionalni koten je
celé ¢islo.

Poznamka 12. 22. Vsechna tvrzeni ptedchozi véty i jejiho disledku maji tvar implikace,
pricemz zadnou z nich nelze obratit. Tyto implikace se nejCastéji vyuzivaji v obménéném
tvaru (zformulujte sami). Nelze tedy napt. tvrdit, Ze kazdy celociselny d¢litel absolutniho
¢lenu je feSenim rovnice (4). Lze ale vSechny délitele Cisla ay nalézt a pomoci Hornerova
schématu vyzkousSet, zda mezi nimi neni kofen. Pokud ani jeden ztéchto d¢liteli neni
kotfenem rovnice (4), pak vime, Ze dana rovnice celociselna feSeni nema. Podobn¢ 1ze vypsat
vSechny ,,podezielé zlomky* a ovéfit, zda néktery neni kofenem. Téchto zlomkl vSak muze
byt velmi mnoho a jejich zkouseni mize byt zdlouhavé. Proto uvedeme jeste jedno tvrzeni,
pomoci kterého je mozné vétSinu ,,podezielych® zlomki jesté pred zkousenim Hornerovym
schématem vyftadit.

Véta 12. 23. Necht’

-1

ap X"+ an X"t vaxtay,al0Z, a, Z 0

. . : TRV . 1
je polynom s celymi koeficienty a necht’ raciondlni ¢islo — je kofenem f'(r, s jsou nesoudélna
s

Cisla). Pak plati: [Im/[JZ: (r —ms) | f(m) .

Poznamka 12. 24. Piedchozi véta se uziva témét vzdy ve dvou specielnich piipadech, a to
pro hodnoty m rovny I a —I; plati tedy (» —s) |f(1), (r +5) | f(—1) .
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Poznamka 12. 25. Pii hledani kotenu algebraickych rovnic je uzite¢né 1 nésledujici tvrzeni,
platné pro algebraické rovnice s redlnymi koeficienty. (Podrobnosti viz [13]).

Véta 12. 26. Necht’

"y Yo taxta) =0

je algebraické rovnice. Necht ¢, ..., ¢, jsou jeji kofeny (redlné i komplexni).
Necht' A = max {|a;|, i =0, ..., n=1}. Pak plati:

ap X"+ a,- x

. , A
1. Pro kazdy index i,i =1, 2, ..., nplati nerovnost |¢;| < I + —.

|an|

2. Pocet kladnych redlnych kofenii je roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti
nenulovych koeficientd a,, a,, ..., a;, ap nebo o sudé ¢islo mensi.

Diisledek 12. 27. Jsou-li vSechny koeficienty polynomu kladna redlna ¢isla, nemiize mit tento
polynom kladné koteny.

Piiklad 12. 27. Je dana algebraickd rovnice 4x° —x’ +4x° +x -8 =0.

A=8, |c|<1+ ﬁ = 3. Absolutni hodnota v§ech kofeni tedy lezi v intervalu (=3, 3).

Posloupnost koeficientt je 4, =1, 4, 1, =8, obsahuje tedy 3 znaménkové zmény. Proto tato
rovnice ma bud’to 3 nebo / kladny kofen v intervalu (0, 3).

Poznamka 12. 28. Nyni stru¢né popisSeme zakladni metody feSeni nékterych vybranych typii
algebraickych rovnic (podrobnosti viz [5], s. 102 — 105).

I. Linearni rovnice ax + b =0 zieymé
II. Kvadraticka rovnice ax’ + bx + ¢ =0 znamé ze stiedni skoly
II1. Kubicka rovnice a; LAad tax+t ap=0 (5

Nejprve vydélime rovnici (5) ¢islem a; (predpokladame samoziejmé a; Z ), preznacime
koeficienty a proménnou oznacime z:
Zrar+bz+re=0

o a ; , y .
Zavedeme substituci z = x - 3 Po dosazeni a upravé dostaneme rovnici Vv tzv.

redukovaném tvaru
X +px+qg=0. (6)

o 1 3 ¢ . p’

2 1 I
Oznadime & :cos?ﬂ' sin? :5+z B Déale necht K = +-— oznacuje jednu

(pevné zvolenou) z obou hodnot napsané¢ho vyrazu. Necht’ dale u znaci libovolnou (pevnou)

ze tii tietich odmocnin 31/—%+ K a koneéné v znadi tu z tictich odmocnin 31/—% - K , ktera

spliuje vztah 3uv = —p. Potom kofeny rovnice (6) jsou
X;=u-+v, x;=£.u+£2.v, x3=£z.u+£.v. (7)
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Vzorce (7) se nazyvaji Cardanovy vzorce.

Zaved'me nyni vyraz D = — 4 p° =27 ¢°, ktery budeme nazyvat diskriminant. O druhu
kotenti rovnice (6) lze rozhodnout podle hodnoty diskriminantu polynomu na levé strané
rovnice (6). Omezime se na kubickou rovnici (6) srealnymi nenulovymi koeficienty (v
ptipadé p = 0 nebo g = 0 je feSenti trivialni).

a)D=0 X] = —Zi/%, X2 = X3 = i/%

b) D > 0 jeden kotfen realny a dva imaginarni komplexné sdruzené koteny, uréené vztahy
(7).

c) D <0 tfi redlné koteny, které vSak ani pomoci Cardanovych vzorcii (7) nelze vytesit
(tzv.“cassus irreducibilis®). Nutné je pouzit goniometrické feseni:

q

2

[hjf 7]

Kofeny rovnice (6) jsou pak ur¢eny vztahy: x; =2 ( ?J [tos ?,

X =—2( @J@os(g—g} X3 =—2[ @J@os(%+§r}.

Poznamenejme, ze Cardanovy vzorce i posledn¢ uvedené vztahy jsou pro praktické
pocitani velmi pracné a zdlouhavé. Problém je rovnéz v tom, Ze obdrzené formalni vysledky
je nutno Casto pracné upravovat na pouzitelny tvar, zejména, uzijeme-li pocitace. Vyjimkou
jsou pouze specialné sestavené kubické rovnice na ilustraci Cardanovych vzorcti. Uvedeme
priklad.

Nejprve z rovnice cos @ = vypocitame hodnotu Ghlu @ (jednu pevné zvolenou).

Piiklad: Reste rovnici x° =3x+1=20.

Vypocteme pottebné hodnoty. Podle zadani p = =3, ¢ = 1. Potom D = =23 < (0, dale tedy

i, odtud ¢ ; = 2772 ,Po= 4?77 Zvolime ¢ = 2?77 Potom po

cos ¢ =

dosazeni a uprave obdrzime fesSeni

2n 7l 5n
X;=2cos —, xy =—2cos — , x3 =—2cos — .
9 9 9
V tomto piipadé je feSené pomérn¢ snadné (i kdyz kofeny obdrzime pouze pomoci
goniometrickych funkci). Nyni si ukdzeme, jaké ,,problémy* mize zpiisobit vyuziti n€kterého
matematického softwaru. Pomoci programu Derive obdrzime nésledujici:

2

-4 +4i3

X :§3—4+4i\/§+

b
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NS oy SR BN NS ervory SR |
4 Y-a+4i3 2 2 J-4+4i3
R oy SR B WL VR arory SRR
4 J-4+4id3 2 |2 J-4+4iV3

Je jasné, ze pro jakékoliv dalsi vyuziti jsou takto vyjadiené kofeny zcela nevhodné. Proto
museji nasledovat formalni upravy. Prevedeme-li komplexni ¢&islo —4 +4i/3 na

. . 2 2 o u
goniometricky tvar 8(cos?+i sin?j, lze wurcit tfi hodnoty vyrazu J-4+4i3

2 cos2—7T+isin2—r[ , 2 cos8—n+isin8—ﬂ , 2 cosﬂﬂ'sinﬂ . Dosadime-li prvni z
9 9 9 9 9 9

hodnot odmocniny do vyrazu pro kofen x;, dostaneme po upravé realnou hodnotu

U o , . e L , o
x; =2cos o Dals$im dosazenim dostdvame z pocitacem urcenych vysledkii kofeny

4n 87 Y oaxr . 7 8n .
Xy =2cos —, x3 =2cos —. Snadno se piesvéd¢ime, ze —2cos — = 2cos — a také
? 9 9 9 9

Sn in . .. R : :
—2cos o = 2cos 5 tj. trojice feSeni vypoctena piimo podle Cardanovy teorie a pomoci
pocitace je samoziejmé tatdz. Pro uplnost dodejme pfiblizné ¢iselné hodnoty kotenti: x; =

2cos 27” — 1,532088886, x, = 2cos 47” = 0,3472963553, x5 = 2cos 87”= ~1.879385241.

Zaveérem poznamenejme, ze Cardanovy vzorce se v obecném piipadé vyuzivaji az tehdy,
kdyZ neni moZny Z&dny jiny postup. V kubickych rovnicich ve Skolské matematice se
vétSinou podaii jeden z kofenii urcit pfimo, napf. uzitim teorie hledani kofenti polynomu
s celociselnymi koeficienty (véta 12.20 az véta 12. 26). Po vydéleni kofenovym cCinitelem
pomoci Hornerova schématu jiz neni problém vyfeSit zbylé dva koteny jako feSeni
kvadratické rovnice. Pokud to tvar kubické rovnice umoziuje, 1ze rovnéz tuto rovnici fesit
jako rovnici binomickou.

IV. Rovnice &tvrtého stupné  a,x’ + a3 x° +axx’ +a;x+ap=10 (8)

Struéné popiseme metodu feseni podle R. Descarta (viz [19]). Rovnici (8) vydélime ¢islem ay
(zteyme a4 # 0, jinak by rovnice nebyla ¢tvrtého stupné). Obdrzime rovnici
X+ B+ O+ Dx+E=0

.. L B , , " ..
Nyni pouZijeme substituci x = y - z Po dosazeni a tupravé dostaneme rovnici
v redukovaném tvaru
Y P+ 0y +R=0 9)

Polynom ¢tvrtého stupné na levé stran¢ rovnice (9) se nyni budeme snazit rozlozit na dva
normované kvadratické trojcleny. Pouzijeme metodu neurcitych koeficientd. Rozklad
pfedpokladdme ve tvaru

&’ +Ky+L)" + My + N),
musi tedy platit
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O + Ky + L)’ + My +N) = 0. (10)

Po roznésobeni a porovnani koeficientli s rovnici (9) dostaneme soustavu rovnic

K+M=0
KM+L+N=P
KN+ LM=0Q
LN =R

Redeni takovych soustav je obecn& velmi obtizné. V tomto piipadé ale budeme tspé&sni
(musime ale vyuzit umé¢lého kroku). Nejprve za M dosadime —K a vypocteme

L+N =P+K’
L-n--2
K
LN =R

Nyni nasleduje avizovany umély obrat. Pro soucet, soucin a rozdil dvou libovolnych ¢isel u, v
plati vztah:

(u + v)2 - (u— v)2 = 4uy
Tento vztah nyni uplatnime na vyrazy L, N:

2
(P+K?) —[—%) = 4R

Hodnoty P, O, R jsou vsak koeficienty rovnice (9). Proto lze z posledni rovnice vypocitat
hodnotu K . Po uprave dostaneme

Ki+2PK' +K* (PP —4R) — O° =0
Tato rovnice obsahuje pouze sudé mocniny neznamé K. Proto zavedeme substituci S = K°.
Tim ziskam kubickou rovnici o neznamé S, jejiz feSeni bylo uZ popsano diive. Po vyfeSeni tii
kotent S po zpétném dosazeni ziskdme hodnoty K a miizeme dopocitat hodnoty L, V.
Nyni jiz mizeme dosadit do rozkladu (10) a po vyieSeni dvou kvadratickych rovnic ziskat

o ‘o o o : , oo B “x s
feSeni v proménné y . Pak uz jen staci dosadit prvni substituci x =y — i a konecné¢ ziskame

hledané feSeni rovnice ¢tvrtého stupné (8) proménné x.

Z uvedené¢ metody (neni samoziejmé jedind moznd) plyne, Ze obecné feSeni rovnice
¢tvrtého stupné je nesmirné pracné a zdlouhavé a v praxi se takika nepouziva. V rovnicich ve
Skolské praxi je vzdy mozno vyuzit jiny postup (nalezeni kofene a déleni kofenovymi Ciniteli,
feSeni jako rovnice binomicka nebo reciprokd), ptipadné je v praxi nutno pouzit pocitac.

V. Rovnice vysSich stupni

Pro rovnice 5. stupné a stupni vysSich uz zadny obecny algoritmus feSeni neexistuje.
Podle teorie, vytvofené francouzskym matematikem Galoisem, pro kazdé n = 5 existuje
algebraickd rovnice stupné n, ktera neni feSitelnd algebraickymi metodami. Mnohé rovnice
vysSich stupiiti fesit miizeme, musi mit ale specialni tvar. Bud'to je mozné postupné ,,hadani*
kotenti podle 12. 20. az 12. 26. nebo je rovnice takového tvaru, ktery umoznuje fesit rovnici
jako binomickou nebo reciprokou. Obé tyto metody znate ze stfedni Skoly.

Dalsi metodou, jak ziskat kofeny algebraické rovnice, je uziti numerickych metod. Tyto
metody se uzivaji velmi Casto v souvislosti s rozvojem vypocetni techniky. Obecny postup
sestava ze tfi krokii: ohraniceni kotend, jejich separace a aproximace. Mezi dnes uzivané
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metody patii metoda pileni intervalli, metoda prosté iterace, metoda teCen (Newtonova
metoda) a Halleyova metoda. Témito problémy se nebudeme zabyvat, jsou obsahem
discipliny Numerické metody.
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