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Kapitola 1

KOMBINATORIKA

1 Cotojekombinatorikaakdy vznikla

Jak uvidime, neexistuje naotazky v nadpisejednoduchaodpovéd. Castetnou odpovédi naprvni
Cast otézky je — v jistém smyslu — cela prvni kapitola.

Tak jak je obtiznésdélit, coto je viibec matematika, je nesnadné charakterizovat i jeji jednot-
livée Casti. Pokusme se al espon strucné naznatit, co je predmétem kombinatoriky (nazyvanétéz
kombinatoricka analyza, kombinatoricka teorie apod.) ajakymi metodami se v kombinatorice
pracuje.

Casto se podle autora jedné z prvnich ugebnic kombinatoriky E. Netta (kniha Lehrbuch
der Combinatorik vySla v roce 1901) fika, ze ,kombinatorika je ast matematiky zabyvajici
se rozd&ovanim, usporadavanim, nebo vybérem prvkll ngaké mnoziny“. Z moderngiho
hlediska je centranim pojmem kombinatoriky tzv. konfigurace, coz je pojem, ktery bychom
mohli charakterizovat jako , zobrazeni néjaké mnoZziny objektl do koneéné abstraktni mnoziny
se zadanou strukturou“ (viz Bergeovu knihu [[1]). Uvedena formulace sice pékné zni, Ctenar
z ni v&ak patrné téZzko pochopi, co to konfigurace vlastné je. Objasnéni tohoto pojmu vyplyne
z dalSiho textu, nebot' v ném budeme studovat Fadu nejrozmanitgjSich konfiguraci. Kromé téch
nejelementarngjSich, tj. variaci, permutaci a kombinaci (Ctenéfi dobfe znamych jiz se stfedni
8koly), to budou naprf. rozklady konetnych mnozn, rozklady prirozenych €isel na sCitance,
rozdélovani predmétli do prihradek, latinské Gtverce, blokova schémata, konetné afinni roviny
adasi.

Jaky je hlavni okruh otézek s témito konfiguracemi spojeny? Konfigurace jsou nejCastgi
studovany z nasledujicich aspekti:

(1) Existujejista konfigurace nebo nikoliv? (Budeme napfiklad FeSit, zdaexistuji ortogonal ni
latinské Ctverce daného Ffadu, zda existuje jista afinni rovina a podobnég.)
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4 |. KOMBINATORIKA

(2) Kolik existuje pfedepsanych konfiguraci? (StfedoSkol ska kombinatorika v podstaté spo-
Civa v ur€eni pottu variaci, permutaci a kombinaci daného typu. My se v&ak budeme
zabyvat i podstatné komplikovang&Simi problémy.)

(3) Lzenajit metodu, jak vypsat vechny konfigurace daného typu? (Je ziejmé, zejde o kva
litativné odlisnou Ulohu nez je popsanav bodé (2).)

(4) Jakéje, asymptatické” chovani pottu danych konfiguraci? (Vzhledem k tomu, Ze bu-
deme téméf neustale pracovat s koneCnymi mnozinami, bude pocet konfiguraci daného
typu téméF vzdy konetny. Proto by se mohlo zdat, Ze nejjednodussi urceni poctu vsech
konfiguraci spoCivaprosté ve vypsani vsech moznosti. To jeviak ve vétsiné pripadt prak-
ticky vylouceno, nebot pocet danych konfiguraci je tak obrovsky, ze vypocitat vsechny
moznosti nelze — staci si napriklad jen uvédomit, jak rychle roste funkce n!. | kdyz Casto
zname napr. rekurentni formuli pro poCet k(n) konfiguraci daného typu (pro vSechna
n € N), roste funkce k(n) tak rychle, Ze jiz pro poméné mala n nelze k(n) presné vy-
¢iglit ani pomoci pocitacll. Pak se alespon snaZime ngjit n&akou ,,jednoduchou” funkci,
ktera popisuje, ,.jak rychle* k(n) roste.)

(5) Jaknajit zkonfiguraci daného typu tu, ktera optimal né vyhowuj e zadanym predpokl adiim?
(Ulohy tohoto typu maji fadu konkrétnich aplikaci v matematice i mimo ni. Uvedenym
problémem se zabyva intenzivné rozvijena cast kombinatoriky — tzv. teorie , kombinato-
rickych algoritmdr“.)

O vétsiné uvedenych aspektll se v dalSim alespon struéné zminime. Presto zlistava fada
zavaznych ¢asti kombinatoriky, o nichz nemtizeme pojednat ani ve zkratce. Jmenujme za
jiné alespoi kombinatorickou teorii uspofadanych mnoZzin, Pélyovu teorii enumerace Ci teorii
kédovani. K popsani uvedenych teorii nemame k dispozici dostatetny matematicky aparat, ani
nam to neumoZznuje rozsah tohoto textu.

Metody v kombinatorice uzivané mtizeme rovnéz popsat jen castetné. Jak alespoil nazna-
Cime, uziva se v kombinatorice vyrazné i téch nekomplikovangsich metod algebry, readlné i
komplexni analyzy i geometrie. Krométoho s kombinatorikavytvorilai své specifické metody,
z nichz se pozd&i zminime napfiklad o metodé inkluze a exkluze a o teorii vytvor ujicich funkci.

Jak uvidime, fadu kombinatorickych problémli |ze velmi snadno zformulovat, avsak jejich
feSeni je velmi Casto obtizné.

Prozatim jsme se pokusili alespon nazna€it, co to kombinatorika je. Nyni strucné k jeji
historii.

Prvni ,kombinatorické" vysledky Ci aespoi ndznaky jsou aZ prekvapive staré. Pravdépo-
dobné nejstarsi , konfiguraci“ 1ze nalézt v jednom z nejstarSich dochovanych textt v historii
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lidstva. V posvatné knize taoismu I-ting, (tj. Kniha promén) z roku pfiblizné 2200 pf. n. |. jsou
dvé konfigurace, nazyvané Lo-3u a Riéni mapa. Na obrazkun je konfigurace Lo-3u.
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Obr. 1.1: Konfigurace ,Lo-3u

Na nésledujicim obrazku[L.2 je tato konfigurace pfevzata ze stfedovékého textu.
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Obr. 1.2: Konfigurace , Lo-3u" ve stfedovékém textu

Nahradime-li znazornéné skupiny bodt &isly, obdrZzime znamy magicky Gtverec (nazyvany
téz Saturn):

0w b
= 01 ©
O NDN
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V tomto Ctverci je soucet Cisel v kazdem Fadku, sloupci i UhlopFicce roven Cislu 15.
Druhakonfigurace, kterou podle povésti méla na svém krunyfi znazornénu posvatna zelva
vylézgjici z feky Ho, je znazornéna na obr.[1.3
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Obr. 1.3: Konfigurace , Riéni mapa

Znazornime-li toto schémacidy, obdrzime

7
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10 10
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10 10
1
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Toto schéma je pozoruhodné svou ,, stftedovou symetrii“. Plati napfiklad
5+3=8,5+1=6 atd.,,3+10+2=8+7, 3+10+1=8+6 atd.

Rada kombinatorickych pojmti je doloZena napiklad ve staré indické matematice.

Kombinatorika jakozto matematicka disciplina se v&ak zatina konstituovat az ccav 16. az
17. stoleti, prakticky — vecelku evidentné — soucasné se vznikem teorie pravdépodobnosti.
Kombinatorické Gvahy |ze vysledovat v dile B. Pascala, P. Fermata a dalSich. Prvni publiko-
vanou praci z kombinatoriky je Leibnizovo dilo Disertatio de Arte Combinatoria z roku 1666.
V 18. stoleti k rozvoji kombinatoriky zvlast vyznamné prispé L. Euler. Opravdu bouflivy
rozvoj vsak kombinatorika prodélava az ve 20. stoleti, zejména pak v poslednich tficeti letech,
kdy se v souvidlosti srozvojem vypocetni techniky rozviji celatzv. diskrétni matematika, jejiz
vyznamnou soucasti je pravé kombinatorika.
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2 Zakladni kombinatorické funkce

2.1. Definice. Funkci n! (Cti n faktoridl) definujeme pro vSechnan e N takto:

Nt = 1 pron=0
~|1-2-...-n pron>o0.

Pro v&echnan € Ny tak plati:

n+DH!'=(n+1)-n!

2.2. Priklad. Profunkci n! |ze dokazat fadu vztahtl, od elementarnich po velmi komplikované.
Napriklad v matematické analyze se dokazuje, ze

(Pfipomefme, Ze souctem nekonecnéfady > | a, rozumime nasledujici limitu (pokud existuje):
n=0

nIim S, kdes,=ag+a; +---+ap.)

Odtud napriklad plyne

WK
>
=N
'_\
Il
WK
|_\

Zi=Z£'—(e—2)=(e—1)—(e_2)=1,
Ton=1l

(n—1! <n! n

n=2 ’ n=2 n=2

2.3. Poznamka. Zaobecnénim funkce n! navsechnakladnarealnacislaje tzv. Eulerova funkce
gama definovana takto:

'(x) :fe—t 7 tdt, x> 0.
0

Lze dokazat, Ze pro kazdé pfirozené €islo n plati: '(n) = (n — 1)!. Funkce I'(x) je pritom
spojitav celém definicnim oboru.

Hodnoty n! rostou srostoucim n ,, velmi rychle". Pro alespon CasteCnou predstavu uvadime
v tabulce na stran€[I51 hodnoty n! pron € {1, ..., 25}.
K pfibliznému vypoctu hodnot n! pro velkan se negj€astgji uzivatzv. Sirlingovy formule

n'~+2nxn-e".n",
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kde symbol ~ znai, Ze podil vyrazli na obou stranach pro n — oo konvergujek 1.

2.4. Definice. Bud k € N libovolné. Funkci (x)x definujeme pro vSechnarealna x takto:
Xk=X-X=1)-(X=2) -...-(x—k+1).

Dale klademe
(X)o =1

2.5. Definice. Bud k e N libovolné. Funkci (x)® definujeme pro vdechnarealna x takto:
OO =x.-(x+1) - xX+2)-...-(x+k—1).

Déale klademe
x)© =1,

2.6. Definice. Bud k € N libovolné. Pro kazdé redlné ¢islo x definujeme

Xy _ Xk _X-X=1)-XxX=2)-...-(x—k+1)
<k>_ ki k! ‘

Pro celé zaporné Cislo k pokladame

7\
~ X
N——
Il
©

2.7. Poznamka. Symbol (i) (Eti ,x nad k) se obvykle nazyva binomicky koeficient. (Toto
pojmenovani je spojeno se jménem vyznamného algebraika 16. stoleti Michaela Sifela.) Pro
n, k € Np se (i) nazyva také kombinacni &islo. O kombinatorickém vyznamu funkci n!, ()i,
(x)® a () budeme hovofit v nasledujicich paragrafech.

2.8. Pfiklad. (8) Prokazdéx € R plati (}) = 1, zejména (§) = 1.

o (=" 02 a0
1y . (=1). (=3} . (=5
(C) (%)z(z) (2)25. 2) ( ):_1%8.

(d) Pron, k € No, n < k plati (}}) = 0, nebot (n), = 0.



2. Zakladni kombinatorické funkce 9

comy _ (M _ n!
(&) Pron, ke No,nz kplati () = == = .

(f) Prokazdén e Ny plati

2\ _ =D o2n\ (=" (2n-1
(n)' 22 '(n>'22”1'<n—1)'

Vskutku, pro n = 0 jetvrzeni evidentni. Necht jetedy n > 0. Pak

2\ _ 1 1 3 2n -3 2n—1\ _
33 ()7 (75
1 (=" (2n)! (=" @)
nl 20 2.4.....(2n—2.-2n 22 " (n)2 _

_(=pn <2n) (=" (Zn — 1)
-2 \n) 221t \n-1)
(9) Prokazdéen e Ny plati
N_ =yt oon-—2
(n) T n.oan-1 (n—l)'
Vskutku, podle definice plati

(50 C-27)

Dosadime-li za soucin
1 1 3 2n -3
H5)
vyraz z prikladu (f), dostavame
(%) (=t <2n — 1) 1
n 22n-1 n—-1/ 2n-1

-p"t (@2n-1)! 1 =t @n-2
221 ‘piin—1)! 2n—1 n.22-1 (n—1)12 "

=yt /2n-2
~on.2»1 \n-1)

Dosadime-li do posledniho vztahu n+1 misto n, obdrZzime,, symetrictgjsi“ vzorec (platny

pro kazdé n € Np):
I\_ D 2n
n+1) (n+1.22+1 \n )
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2.9. Definice. Podledefiniceje (X)n = X(X —1)(X—2) ... (X —n+1) polynom n-tého stupné.
Oznatime-li koeficient u xX symbolem s(n, k), dostavame

(X)n =s(n, 0) +s(n, 1)x +s(n, 2)x2 +...+s(n, n)x".

Koeficienty s(n, k) se nazyvaji Stirlingova isla 1. druhu.

2.10. Véta. Pro Sirlingova ¢isla 1. druhu plati nasledujici rekurentni formule:

s(n+1,k)=s(n,k—1) —n-s(n, k),
s(n, 0) =s(n,n) = 1.

Dlkaz. Tvrzeni s(n, 0) = s(n, n) = 1jezifeimé. Dokazmetedy prvni vztah. Podle definice plati
(Xn+1 = Xn - (X —N),
takZe, opét podle definice,
coets(n+ L KX+ = (o sin k= DXt +s(n, kXK + L) (x — n).

Porovnanim koeficientdl u x¥ na levé a pravé strané posledni rovnosti obdrZime dokazovanou
formuli. °

2.11. Poznamka. Rekurentni formule z véty nam umoziuje, jak se étenal miize snadno
presvedCit, postupné potitat Cislas(n, k). Nékteré hodnoty uvadime v tabulce na strané[153

2.12. Vé&ta. Pro kazdé celé ¢ido k a kazdé realné Cislo x plati:
() ()= (52)
k k+1 k+1
Dilkaz. Prok < 0jetvrzeni spinéno trivialné. Necht tedy jek > 1. Pak
<X) +( X ) = Ok, ke _ KFEDOOk+ Okt _

k k+1 k! (k+1)! (k+1)!
o k+D - x(x=1---(xX—k+D+x(xX—=1)---(x—=k) _
- (k+1)! -
O X(X=1)---(x—=k+1)-(k+1+x—k) _
- (k+1)! -

X+ D1 _ (x+1
k+1)! (k+1)'

Tim je dilkaz hotov. o
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2.13. Poznamka. Z definice binomickych koeficientl a z véty [2.12 plyne platnost nasledujici
rekurentni formule:
Pron, k € N, n > k plati

-0 ()-()

Tato formule nam umoziuje postupné potitat hodnoty (). Tabulce hodnot (i) se obvyklefika
Pascalliv trojUhelnik. (Viz tabulku v pFiloze na stran&[I52}) Jak si Etendr jisté iz pfi nejriizng-
gich prilezitostech uvédomil, je vétSina pojmt nazvanych po diivéSich osobnostech, po nich
pojmenovana neopravnéne. Negjinak tomu je i v tomto pripadg, byt jde o nazev v evropské
tradici obvykly. Blaise Pascal (1623-1662) toto schéma popsal ve své davné knize Traité du
triangle arithmétique (tj. Pojednani o aritmetickém trojuhelniku), avsak prokazatelné dfive
je znali napriklad arabsky astronom al-Tusi (1265), &nsky matematik Chu Si-Chie (1303) &i
indicky matematik Narajana Pandita (1365). Dokonce i v evropske literatufe se toto schéma
vyskytlo pfed Pascalem — v knize Petra Apiana (1495-1552). To v&ak nic neméni na skutec-
nosti, Ze je toto schema mnohdy uzitetng, jak s ostatné Ctenar jisté uvédomil jiZ na stfedni
Skole.

Pro kombinatni Cisla Ize dokazat ¥adu rovnosti, tzv. kombinatorickych identit, které se
v matematice uplatiiuji v nejneotekavangisich souvisostech. Dllkazy nékterych téchto identit
vyzaduji d@imysinych metod — viz napf. knihu [6]. V nasledujici vété shrneme jen nékolik
nejelementarngsich.

2.14. Véta. Budte n > k nezaporna cela €ida. Pak plati:
@ () = (220

n

) X () =2"
k=0
n

© Y k-(g=n-20"1,
k=0
n

(d Y (=D¥[)=0 prokazdé pFirozene&islon.
k=0

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne pfimo z definice. (Radky Pascalova trojthelnika jsou tedy , symet-

rické".)
(b) Indukci. Pron = O jetvrzeni trivialni. Necht tedy formule plati pro danén > 0. Pak

£ 00)-C)-E)- 0+ E0-E0-(1)-
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" /n " /n
= =2"+ 2" =M,
()% (02
(c) Protoze () = (,", ), plati
n n n n n n
“ (k)””‘k)'(n—k) =" <k> :E'Kk)*(n—k)]‘
Odtud

(d) Prfimym vypoctem dostavame
" M N J/m=1y (m-1\7_
Lo ()= (o) X () ()]

n-1 n-1
_ (N kafN—1 k(N—1)\ _
_<0)+Z(_1) ( ‘ )+kz:1:(—1)< } )_

k=0
n-1 n-1
-> D ( ) )+Z(—1) ( . >_o.
k=0 k=0
Casto je uzivanai nasledujici formule,
2.15. vé&ta. Pro kaZzdérealné x akazdén e Ny plati:
S0 (1) (27 (3700
Z = + + +.. 4+ = .
s k 0 1 2 n n

Diikaz. Indukci. Pro n = 0 je rovnice spravna. Necht tedy uvedeny vztah plati pron > 0. Pak

n+l n
Z(x+k) _ Z(x+k>+<x+n+1>:
- k s k n+1
X+n+1 N X+n+1l\ /Xx+n+2
() ()= (30)
[ J
Dosadime-li ve véte[2.15 n — k misto k a x misto x + n, dostaneme okamzité tvrzeni
nasledujiciho diisledku.
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2.16. DUsledek.
1 o 8 R e R o R
Z = + + +.o.+
s n—k n n—-1 n-—2 0

Cviceni

()

1. Dokazte, ze
n

Z(k-k!) =(n+1)!—1

k=1

2. Dokazte, ze pro Stirlingova ¢ida 1. druhu plati vztah

n

Zs(n, Kk\=0, n> 1

k=1
3. Dokazte identitu
s X\ (n=x\ L (x=1\ X
B2l
k=0 k=1

4. Tzv.Catalanovu posloupnost 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, . . . definovanouvzta

hem
(2

studoval jiz Euler. Dokazte, ze plati:

a) C; =2C;

b) cz=3c,—¢;

C) C4=4c3— 3¢

d) ¢s =5¢c4 —6c3 +C;

€) Cs = 6C5 — 10c, + 4C3

f) ¢; = 7ce — 15¢c5 + 10c4 — C3

9 Cn:(Zn—1>_<2n—1>:<2n>_< 2n )

n-1 n+1 n n-1

@2n+2)-(2n+1)

h) Che1 = n+2) - (n+1) :

(]
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3 Zakladni kombinatorické pojmy

Negjprve zavedeme oznaceni, které budeme v celém dalSim textu dodrzovat.

3.1. Oznaceni. Kardinalni ¢islo konetné mnoziny X znacime|X|. Symbolem $£(X) oznacime,
jak je obvyklé, mnoZzinu véech podmnoZin mnoziny X. Pro k € Ng oznatme

Pu(X) ={A; AC X, |Al =k}
Mnoho kombinatorickych Gvah je zalozeno na nasledujicim ziggmém faktu.
3.2. Véta. Budte A, B konetné mnoziny. Pak |A x B| = |A| - |B].

3.3. Poznamka. Jinymi slovy je véta[3.2) €asto formulovana jako tzv. pravidlo soucinu néasle-
dovné

Lze-li objekt X vybrat r zplisoby a po kazdém takovem vybéru | ze objekt Y vybrat s zplisoby,
pak | ze usporadanou dvojici [ X, Y] whbrat r - s zplisoby.

Jako aplikaci véty [3.2 uvedme tvrzeni, které v roce 1935 odvodili madarsti matematikove
P. Erdos a G. Szekeres.

3.4. V&ta. Kazda posloupnost ay, ay, . . ., amprs MmN+ 1 navzajem riiznych celych Gisel nutné
obsahuje klesajici vybranou podposioupnost o vice nez m prvcich nebo rostouci vybranou
podposioupnost o vice nez n prvcich.

Dilkaz. Pro kazde i = 1,2,...,mn+ 1 oznatme k; poCet Cisel v nejdelSi klesgjici pod-
posloupnosti s prvnim prvkem a a anaogicky necht r; je poCet prvkl v nejdeldi rostouci
podposioupnosti zaCingjici prvkem & .

Predpokladejme, Zetvrzeni véty neplati. Pak prokazdéi platil < ki < m,1 <r; < n,takze
zobrazeni & — [ki, ri] je zobrazenim mnozZiny {as, a,, ..., amne1} do kartézského soucinu
{1,2,...,m} x {1, 2,..., n}. Uk&zeme, Ze toto zobrazeni je prosté.

Necht jei < j. Pak plati & < aj nebo a > a; (nebot Cislaa;, a; jsou podle predpokladu
riiznd). Je-li a < a;, pak plati zfgmér; > rj,jelia > a;, plati zasek; > k;. V obou pfipadech
jelki,ri] # [kj Ny ] To jevsak spor, nebot nemiiZze existovat injekce mnoziny o mn+ 1 prvcich
do mnoziny o mn prvcich. °

3.5. Definice. Bud n € N, |[X| =n. Prok € N, k < n nazveme variaci k-té tfidy v X kazdy
fetézec (A, <), kde A € P«(X).

3.6. Véta. Budte k < n pfirozena ¢isla. Necht' | X| = n. PocCet variaci k-té tfidy v X je roven
cidu
Mk=n-n-=1).-...-(n—k+1).
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Dilkaz. Tvrzeni plyne z pravidla soucinu. Prvni prvek lze vybrat n zplsoby, druhy n — 1
zplisoby atd. o

3.7. Poznamka. Pocet usporadanych k-tic bez opakovani z n prvki je tedy roven &islu (n),
pro libovolnan, k € N (nebot pro k > n je (n)x = 0 podle definice).

3.8. Dlisledek. Budte X, Y konetnémnoziny, | X| =k, |Y| = n. Pak promnozinuinj (X") véech
injekci X do Y plati
linj (X)] = (N)k.

’ 3.9. Definice. Variace n-tétfidy z n prvkové mnoziny se nazyvaji permutace t&to mnoziny.

Z véty [3.6 okamzité plyne.
3.10. Véta. PoCet permutaci n prvkové mnoziny je roven ¢islu (n), = n!.

3.11. Poznamka. Je-li X = {1,2,...,n}, je podle definice permutaci mnoziny X kazdy
fetézec {a; < a» < --- < an), kde g € X pro kazdé i. ZapiSeme-li tento Fetézec jako
usporadanou n-tici [ag, @y, . . ., a, ], miZzeme danou permutaci ztotoznit se zobrazenimi — a;.
Toto zobrazeni je obvyklé zapisovat ve tvaru

( 1 2 ... n )

a a ... ag /-

Jinymi slovy, za permutace mnoziny X miizeme povaZzovat bijekce mnoziny X nasebe.
Odtud a z véty [3.10 okamzité plyne

3.12. Dlisledek. Budte X, Y konetné mnozny. Pak pro mnozinu bij (Y*) vSech bijekci X na

Y plati

0 jeli [X] ZIY],

bij (YX)| =
bij ¥ {|Y|! jeli [X] = 1Y].

3.13. Definice. Bud X konetna mnozina, k € Ny bud libovolné. Kombinaci k-té tfidy z X
rozumime kazdou k prvkovou podmnozinu mnoziny X. (Mnozina $x(X) je tedy mnozinou
vSech kombinaci k-té tfidy z X.)

Z vét[3.6 a[3.10 bezprostiedné plyne
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3.14. Vé&ta. Bud' X konetna mnozna, | X| = n. Pak pro kazdé k € Ny plati

o _ (M _(n
|P(X)| = W (k)

3.15. Priklad. Kolika zplisoby miizeme na Sachovnici (o 64 polich) rozestavit 8 véZ tak, aby
se zadné dvé z nich vzajemné neohrozovaly?

Tomu, kdo vi, jak v Sachu tahavéz, je zZfefmé, Ze hledame praveé vsechnatakovarozestaveni
VEZi, kdy v kazdé fadeé a v kazdem dloupci stoji pravé jedna véz. OCislujeme-li pevné fady a
sloupce¢idy 1, ..., 8, je poloha kazdé figury na Sachovnici jednoznacné urCena dvajici [i, j],
kdei jecidofady a j €islo sloupce. Odtud je zigimé, Ze hledanych rozestaveni je 8! = 40 320.

3.16. Priklad. (a) Kolika zptisoby miizeme rozestavit 6 déti do kruhu?

Do fady |ze rozestavit 6 déti 6! = 720 zplisoby. Protoze z kazdé fady utvorime evident-
nim zplisobem kruh, je poCet takto vzniklych kruhti rovnéz 720. Vzhledem k tomu, Ze vak
nerozliSime dva kruhy ligici se jen pootoCenim, je hledany pocCet %) =120.

(b) Kolik nahrdelnikii | ze utvorit ze 6 koralkd 6 rliznych barev?

Mohlo by se zdéat, Ze podle (a) je spravna odpovéd 120. Protoze vSak nerozliSime dva
nahrdelniky, z nichz jeden vznikl ,, pfevracenim” druhého, je hledany pocCet %) = 60.

3.17. Priklad. Bud A mnoZina véech moznych pofadi 16 oddilti v 1. fotbalové lize. Pro
X,y € ApoloZmex ~y <= VX, Y jestgné poradi na prvnich tfech mistech a stejné dva
oddily sestupuji. UrCete |A/~|.

Ze zadani plyne, Ze | A| = 16!. Relace ~ je zZfejmé ekvivalence na A, takze masmysl se ptat
po pottu prvkd faktormnoziny A/ ..

Protoze poradi muzstev na prvnich tfech mistech je mozno urcit (16)5 zplisoby a ze zbyva-
jicich muzstev miizeme dvé sestupujici urgit (%) zplisoby, plati

13 13-12
|[A/~] = (16)3 - (2) =16-15-14. — = 262 080.

Prozatim jsme hovofili o variacich, permutaci a kombinacich bez opakovani. Nyni budeme
uvazovat pfipady, kdy se prvky dané mnoziny mohou v uvedenych vybérech opakovat.

3.18. Definice. Bud X kone¢na mnozina, | X| = n. Pro libovolné k € Ny oznatme V (n, k)
pocet vech usporadanych k-tic prvkli z X, v nichz setyto prvky mohou opakovat. Tyto k-tice
nazyvame k-variace s opakovanim z prvkli mnoziny X.

3.19. Vé&a. Prokazdén, k € Ny plati V (n, k) = nk.
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Dukaz. Indukci vzhledem k &islu k. Tvrzeni V (n, 0) = n® = 1 je zZfgfmé. Necht tedy V (n, k) =
=nk. Bud [ ay, ..., a | libovolnak-variace s opakovanim. Je ziejmé, Ze potet (k + 1)-variaci
tvaru[ay, ..., a, x]jeroven&islun. Odtud plyne, zeV (n, k + 1) =n-V (n, k) = n-nk = nk*1,

3.20. Priklad. Budte X, Y konetné mnoziny. Necht X = {ay, ..., ay}. Pfifadime-li kazdemu
zobrazeni f: X — Y uspofadanou k-tici [ f(ay), ..., f(ak) ], vidime okamZitg, Ze

IYX| =V (X[, YD =YX

3.21. Definice. Bud k € N libovolné. Bud dano n pfedmétti k druhtl. Necht n; znagi pocet
predmétll i-teho druhu, i = 1,...,k. (Tj. ny +--- + ng = n.) Symbolem P(ny, ..., Nnk)
oznalme podet prvkl mnoZziny vSech usporadanych n-tic téchto predmétdl. Tyto n-tice nazy-
vame permutace s opakovanim.

Z véty [3.10 okamzité plyne
3.22. vé&ta. Prokazda Cidang, ..., ng € Ny plati

Ny +---+n)!

P(ny,....,ng) =
( ) ny!-no!-. .- ng!

3.23. Priklad. (a) Kolik rtiznych Cisel 1ze utvorit z ¢isla 3855835 preskupenim cifer?

ProtoZe dané Cislo obsahuje dvé cifry 3, tfi cifry 5 adveé cifry 8, je hledany pocet

7!
P(2,3,2) = TR A 210.
(b) Kdyz Christian Huygens objevil Saturnliv prstenec, zasifroval svlij objev, jak bylo v té
dobé Casté, do nasledujiciho tzv. anagramu:

aooooea ccccc d oeeeee g h o diiiiii M mm  nnnnnnnnn
0000 pp Qq Ir s it uuuuu

Nalezitym usporadanim pismen dostaneme zpravu Annulo cingitur tenui, plano, nusquam
cohaerente, ad eclipticaminclinato. Cesky Obklopen prstencem tenkym, plochym, nikde neza-
véSenym, naklonénym k ekliptice.

Urcime, zajak dlouho by pocitat, ktery by vypsal milion permutaci Huygensova anagramu
za sekundu, vypsal vdechny permutace.
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Spoctéme, kolik je vSech permutaci daného anagramu. Z poCtu jednotlivych pismen
v anagramu plyne, ze vsech permutaci je

62!
9. (72 (B4 (4)2. (2)3

P(7,5151,17,4,294,21,2155)=

Toto ¢islo je pribliznérovno &islu 3,573- 10%°. Potitat by tedy potfeboval vice nez 10°* sekund.
O velikosti tohoto Cidlasi udélame predstavu, kdyz si uvédomime, Ze trvani naseho vesmiru —
tj. priblizné 15 miliard rokll — je méné nez 10" sekund.

3.24. Poznamka. Zajimaveé aplikace Cisel P(ny, ..., nk) Ize ngit napriklad v Gvahach o tzv.
svazu k-tic.

Bud k pfirozenétislo. Symbolem NX oznatme mnoZinu véech usporadanychk-tic[ay, . . . , a]
nezépornych celych Cisel. Definujeme-li naNc',‘ relaci < takto:

[a,...,a ] <[bg,....,bx] & @ <b provdechnai =1,...,Kk,

je zZigjme, ze relace < je usporadani na mnoziné NX. Pritom je evidentni, ze (N§, <) je svaz,
V némz

sup{a,b} = [max (az, by), ..., max (&, bx) I,
inf{a,b} = [min(ag, by),..., min(a, by) 1.
Svaz N miizeme reprezentovat nasledujicim zplisobem. Bod [ &y, . . ., & ] € NX znéazornime

jako bod eukleidovského prostoru Ex advabody a=[ay,...,ac],b=[by, ..., b ] spojime
Sipkou sméfujici z a do b pravé tehdy, kdyz existuje index i takovy, ze

q = bj pro j #i,
) bj +1 pro j =i.

(Tzn., Ze za do b vede Sipka préave tehdy, kdyZ a pokryvab ve svazu (N§, <).)

Nyni se pokusme ur€it pocet ,, cest* z bodu a do bodu b pro kazdé dva prvky a, b < N(')‘,
a < b. (Cestou rozuméme posloupnost na sebe napojenych Sipek.)

Tak napriklad v N$ existuje 10 cest z bodu 032 do bodu 000 znézornénych v tabulce.

Budtenynia=1[ay,...,ax],b=[by,..., b]libovolnédvaprvky v NC')‘, takove, zea < b.
Oznatmea; — by =n;,i =1,..., k. Definujmeproi =1,..., k zobrazeni o;: NX — N& takto:

o[ X, oo, Xk =X, o, X, X — L, X1y ey X ]

Nyni pfifadme kazdé cesté z a do b odpovidajici posloupnost zobrazeni «;. (Tak napr. cesté
z bodu 032 do bodu 000 uvedené na prvnim Fadku v tabulce [1.1] odpovida posloupnost
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032 —» 02 — 012 — 002 — 001 — 000
032 - 02 — 012 — 011 — 001 — 000
032 - 02 —- 012 —» 011 — 010 — 000
032 - 02 — 021 — 011 — 001 — 000
032 - 02 — 021 - 011 — 010 — 000
032 - 02 — 021 —» 020 — 010 — 000
032 - 031 — 021 —» 011 — 001 — 000
032 - 031 — 021 —» 011 — 010 — 000
032 - 031 — 021 —» 020 — 010 — 000
032 - 031 —- 030 — 020 — 010 — 000

Tabulka 1.1: Cesty z bodu 032 do bodu 000

oy, a2, 02, a3, a3, posledni cesté pak posloupnost as, az, as, az, az.) Je zZigme, Ze popsané
prifazeni je bijekci mnoziny cest z a do b na mnozinu vSech posloupnosti utvorenych z o tak,
Ze sev nich «; vyskytuje nj-krét. Odtud plyne, Ze hledanych cest je

(Xk:(ai - bi)>!

i=1

(@ —b)!-...- (& —b)!

P(n1,...,nk)=

3.25. Definice. M&me dostatecny poCet prvkl n druhtl. Symbolem C (n, k) oznaéme pocet
vSech moznosti, jak z téchto predmétll vybrat skupinu vytvorenou z k objektll (bez ohledu na
poradi). Témto skupinam fikame k-kombinace s opakovanim.

3.26. Vé&ta. Pro kazden, k e No plati C (n, k) = (™).

Dilkaz. Pron = 0 nebo k = 0 je tvrzeni trividlni. Necht tedy n # 0 # k. Kazdou k-kombinaci
s opakovanim Ize velmi jednoduse (a jednoznatné) popsat pomoci posloupnosti nul a jed-
nicek takto: necht je dana posloupnost as, ay, ..., a+n_1, V NiZ je k jednicek an — 1 nul.
Prifadme této posloupnosti k-kombinaci s opakovanim, v niz je tolik predmétt 1. druhu, kolik
jev dané posloupnosti jedni ek pred prvni nulou, tolik pfedmétti druhého druhu, kolik jev dané
posloupnosti jedni¢ek mezi prvni a druhou nulou atd. ZfFgmé nyni plati:

+k—1' +k—1 +k_1
c(n,k)zp(k,n_l)zﬁz(n ‘ >:<nn_1 )
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3.27. Priklad. Budte X, Y konetnéfetézce. Zjistime, kolik existuje izotonnich zobrazeni X do
Y.

Necht X = {X; < Xp < --- <X}, Y ={y1 < Y2 < --- < yp}. Bud f: X — Y izotonni
zobrazeni. Pak plati f(x1) < f(X) < ... < f(Xx), takZzeizotonnich zobrazeni X do Y jetolik
jako vSech neklesgjicich k-tic prvkli z Y. To, Ze k-ticim (v nichZ se prvky mohou opakovat)
predepiSeme pevné poradi, je totéz, jako kdyz pofadi prvkll v k-ticich nerozliSujeme. Podle
véty [3.26 je tedy izotonnich zobrazeni X do Y

X[ +1Y] -1
C(|Y|,|><|>=( )
IX]

3.28. Priklad. (a) Kolika zptisoby miizeme mezi 4 chlapce rozd&lit 50 stejnych kuliek?

Postupujeme jako v diikazu véty [3.26, Pfidejme k 50 kuli¢kam 3 kaminky. Poskladame-li
kulicky s kaminky do fady, rozdéli 3 kaminky posloupnost na 4 Useky. Oznaime-li chlapce
A, B,C, D achlapci A dame vSechny kuli€ky z prvniho Useku, chlapci B vSechny kulicky
Z druhého Useku atd., je ihned zfejmé, Ze vSech rozdéleni je

= 23426.

53\ 53.52.51
P(50,3)=( )z—

3 3-2

(b) Pozménme priklad (a) tak, Ze budeme pozadovat, aby kazdy chlapec dostal alespon
jednu kulicku.

Podle (a) tedy chceme zjistit, v kolika posloupnostech 50 kulitek a 3 kaminkl nejsou
Zadné dva kaminky vedle sebe a rovnéz neni kaminek ani na prvnim ani na poslednim misté
posloupnosti. Tento poCet zjistime jednoduchym obratem. Dame-li kazdemu chlapci pfedem
jednu kulicku, zlistane jich 46, které pak jiz miizeme rozdélit libovolné. Hledanych rozdéleni

jetak
49\ 494847
P(4 = = — —  =18424.
- (9)- 215

Na&sl edujici tlohajevelmi jednoduché, v dalSim sevsak nani budeme nékolikrat odvol avat.

3.29. Priklad. M&me p prvkl 1. druhu a g prvki 2. druhu. Kolik existuje permutaci s opako-
vanim téchto prvkl takovych, Ze Zadné dva prvky 1. druhu nestoji vedle sebe?

Hledanych permutaci je zigjmé tolik, kolika zplisoby |ze rozmistit p prvkl 1. druhu do
g — 1 mezer mezi prvky 2. druhu a pred prvni a za posledni z nich, tj. celkem naq + 1 mist.
Tzn., Ze hledany pocet je (qgl) pokudje p < g+ 1ajeroven0, pokud p > g + 1.
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3.30. Priklad. Bud dan (c + m)-Uhelnik Ay, Ao, ..., Acim, kdec, m € N, ¢+ m > 3. Kolika
zplisoby | ze obarvit jeho vrcholy tak, aby jich bylo ¢ éervenych, m modrych a Zadné dva sousedni
vrcholy nebyly Cervené?

Oznatme hledany poCet obarveni t (c, m). Je zitgfmé, ze pro ¢ > mjet (c, m) = 0. Necht
tedy ¢ < m. Ulohu lehce vyFesime pomoci Glohy [3.29 Oznatime-li vysledek prikladu
symbolemr (p, q), je zfejmé takovych , pfipustnych® obarveni vrchold, pfi nichZ je vrchol Ay
Cerveny, celkemr (c — 1, m — 2). Pfipustnych obarveni, pfi nichz je A; modry, jer (c, m — 1).

Odtud
m-—1 m c+tm/m
t(c,m):r(c—l,m—2)+r(c,m_1):< >+< )z <>

c—1 c m (o

3.31. Priklad. Muz prodavajici VeCernik (za 5 korun) u sebe nema na zacatku prodeje zadné
penize. Ihned se pfed nim utvofila fronta m + k lidi, pfi¢emz m lidi ma u sebe pouze desetiko-
runovou minci a k lidi pouze pétikorunu. Kolika zplisoby se tito lidé mohou postavit do fronty
tak, aby mél prodavajici vzdy nazpét na desetikorunu? (RozliSujeme rozestaveni ,, pétikorun“ a
»desetikorun® anikoliv jednotlivé lidi se stejnou minci.)

Pocet vSech moznych rozestaveni ,, pétikorun“ a, desetikorun“ dofronty je poCet pfislusnych
permutaci s opakovanim, tj.

m! - k! k

P(m.K) = (m+Kk)! _ <m+k).

Déleje zfegmé, ze Ulohama alespon jedno feSeni praveé tehdy, kdyz m < k; jinak setotiz prodej
nutné zastavi. V dal8im tedy pfedpokladame, zeplati 0 < m < k.

Kazde rozestaveni lidi ve fronté miizeme evidentné zapsat jako posioupnost m jednitek
(oznatujicich lidi s desetikorunou) a k pétek (oznaCujicich lidi s pétikorunou). Podle zadani
hledame pocet , pfiznivych* permutaci, tj. takovych permutaci (ay, ..., ak+m) M jedniek a
k pétek, které maji nasledujici viastnost: pro kazdé d takove, ze 1 < d < m+k je mezi prvky
ay, ..., aq aespon tolik pétek jako jednicCek.

Nejprve dokazeme, Ze pocet nepriznivych pfipadl je roven ¢islu

P(m—1k+1)= (m+k).

k+1
Necht tedy ay, .. ., ak+m j€ NEaka nepfizniva permutace. Necht' dy je nejmensi index takovy,
ze mezi prvky ag, ..., aq, je vice jedniCek nez pétek. Pak zieimeé dy = 2s + 1, pficemz mezi

prvky ag, ..., ax je s jednicek a s pétek. Pripiseme-li pfed zadanou permutaci jednu pétku,
dostaneme tak permutaci m jedniCek ak + 1 pétek. V této permutaci stoji na prvnim misté pétka
amezi prvnimi 2s + 2 leny jenyni s + 1 jedniek as + 1 pétek.
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Nyni v permutaci 5, ag, ..., a+m zameime na prvnich 2s + 2 mistech vzgemné pétky
a jednicky. Plvodni nepriznivé permutaci ay, . . ., ax+m tak popsanym zplisobem prifadime
permutaci m jedniCek a k + 1 pétek, v niz na prvnim misté stoji cifra 1. Pfitom je zigimé, ze
rliznym nepriznivym permutacim jsou prifazeny riizné permutace uvedeného typu.

Nyni ukaZeme, Ze kazda posloupnost m jednicek a k + 1 pétek s jedniCkou na zacatku je
pfifazena nékteré nepriznivé permutaci.

Budtedy by, by, .. ., bxsm libovolnapermutace mjednicek ak+1 pétek, by = 1. Protoze plati
m < k (podle predpokladu), existuje nejmensi index do takovy, ze mezi Cleny by, by, .. ., by, je
stejny poCet jednicek jako pétek. Zaménime-li v posloupnosti by, by, . . ., by, vz emnéjednicky
apétky apak vynechame prvni cifru (tj. pétku), dostaneme zifejmé onu nepfiznivou permutaci,
jiZ je pfitazena dana permuatce by, by, . . ., bsm.

Zjistili jsme tak, ze poCet vSech nepfiznivych rozestaveni fronty kupujicich je roven poctu
v&ech permutaci, v nichz je m jednicek ak + 1 pétek av nichz na prvnim miste stoji jednicka.
Vynechame-li tuto prvni jednicku, dostaneme pravé vechny permutace m — 1 jednicek a
k + 1 pétek, jichzje P(m — 1,k + 1) = (77¥). Protoze viech permutaci je, jak jsme iz uvedli,

—m+
P(m, k) = ("F%) = (™), jepotet viech pFiznivych permutaci (™) — (M) = kTmll(mr;k)

Je-li zgménam = Kk, tj. ve fronté je stejny pocet lidi s desetikorunou jako s pétikorunou,

mUize stéat fronta bez zdrzovani celkem
1 [2k
k+1 ( k )

Cviceni

zplisoby.

1. Kolika zplisoby miizeme na Sachovnici vybrat

(@) dvépole (2016)
(b) dvé poleriiznych barev (1024)
(c) dvé pole nelezici ve stejné fadé ani ve stejném doupci (1568)
(d) dvé poleriizné barvy spliujici podminku (c) (768)
2. Necht p, ..., pn jsou navzaem rlizna prvoCida, ki, . . ., k, budte libovolna pfirozena

Cida. UrCete soucet viech délitelli ¢isla

q=p... pl.
(Mezi délitele pocitamei Cidalaq.)
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10.

11.

plilﬂ -1 pnn+l -1
P1— 1 Pn — 1
Kolik existuje Sesticifernych €isel, v nichz se vyskytuji tfi liché atfi sudé cifry?

(281.250)

Stény kazdeé ze tfi hracich kostek jsou ocislovany Cidly 1, 4, 13, 40, 121 a 364. Kolik
rliznych souctt | ze ziskat pri hodu témito kostkami? (56)

Mame CtyTi bilekoule, Ctyti ernékouleacdtyfi Cervenékoule. K olikazplisoby je miizeme
rozdélit do 6 rozliSitelnych pfihradek? (2000376)

Havajska abeceda ma 12 pismen: samohlasky a, €, i, o, u, souhlasky h,k,|,m,n,p,w.

a) Dokazte, kalik |ze utvorit slov o Etyfech pismenech.

b) Kolik z uvedenych slov manadruhém actvrtém misté samohlasku anazbyvajicich
mistech souhlasku?

¢) Kolik slov manadruhém a ¢tvrtém misté samohlasku?

Kazdy ¢lovék madva (biologické) rodite, 4 prarodice atd. Kolik predkll makazdy z nas
ve 20 predeslych generacich (cca v poslednim plil tisicileti)?

Palindrom je posloupnost symbold, ktera je stejna, éteme-li je zepredu i zezadu (napfi-
klad , tabat“). UrCete poCet sedmicifernych a osmicifernych palindromi (v dekadickém
zapisu), nesmi-li se zadna Cislice uzit vice nez dvakréat.

DokaZte, Ze kazde palindromické Cislo sudé délky je délitelné Cislem 11.

Urcete celkovy pocet prirozenych Cisdl, v jgjichz dekadickém zapisu se neopakuje z&dna
cifra

V meéstské radé je 10 zastupcll levice a 11 zastupcll pravice. Levici zastupuji 4 Zeny,
pravici 3 Zeny. Urcete, kolika zplisoby 1ze sestavit osmiclenny vybor, v némz ma byt
stejny pocet zastupcll levice i pravice a stejny pocet muzdi i Zen.
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4 Rozklady konecnych mnozin

Vime, zerozkladem na mnoZzné A rozumime systém A neprazdnych po dvou disjunktnich mno-
Zin, jgjichz gednocenim je mnozina A. Prvky systému A nazyvame tiidy rozkladu A. Systém
K (A) vech rozkladll na mnoziné A usporadame relaci < definovanou pomoci ziemnéni, tj.
pro X,Y e X (A) plati

X<Y & UeX,VeY,UNnV Zg=UCV).

Snadno |ze dokazat, ze (K (A), <) je Uplny svaz izomorfni s Uplnym svazem (€ (A), <) vsech
ekvivalenci namnozingé A.

V tomto paragrafu uréime | KX (A)| pro kone¢nou mnozinu A a uréime pocet rozkladd na
tfidy o jistych predepsanych vlastnostech.

4.1. Definice. Oznatme B,, pocet vech rozkladl nan prvkové mnozing, n € N. CidaB, se
nazyvaji Bellova Cida.

Bellovacidase Casto vyskytuji v fadé aplikaci. Nejprve odvodime rekurentni formuli pro jejich
Vypocet.

4.2. Véta. .
n
Bn+1 = Z (k) Bk, BO =1
k=0
Diikaz. Predpokladeime, Ze znamedislaB;, . . ., B, achcemeurdit &islo By+1. Bud X libovolna

mnozinao n prvcich. Bud a ¢ X libovolny prvek. Polozime-li X; = X U {a},je|X;] =n+ 1.

Bud X; libovolny rozklad mnoziny X;. Prvek a leZi v ngkteré tfidé rozkladu X;. Tato tfida
mizemit 1, 2, ..., n+ 1 prvkU.

Spottémé, kolik jena X, rozkladlitakovych, Ze prvek a leZi vetfidéo k prvcich. Zbyvajicich
k — 1 prvkil v této tfidé miizeme z mnoZiny X; vybrat (,",) zplisoby. Mame-li utvorenu tfidu
obsahujici prvek a, mlizeme na zbyvajicich n — k + 1 prvcich zvalit libovolny rozklad. Podle
predpokladu je téchto rozkladl B,_x+1. Podle pravidia soucinu odtud plyne, Ze prvek a leZi
v k-prvkovétfide (k=1,...,n+1)v

n n
Bn_k+1 = Bn_k+
(k—l) n—k+1 <n—k+1) n—k+1

rozkladech. By pfitom znali pocet rozkladl, kdy a leZi ve tfidé o mohutnosti n + 1, tj. By = 1.
Pocet viech rozkladli na X; je roven souctu viech vySe uvedenych moznosti. To je vak
praveé dokazovanaformule. °
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4.3. Priklad. Z rekurentni formule[4.2 okamZité plyne:
Bo=1B1=1B,=2 B3=5 B;4=15 Bs =52, Bg =203, ...
4.4. Poznamka. Podle prikladu existuje na 4-prvkové mnoziné {a, b, c, d} celkem 15

rozkladll. S usporadanim popsanym v Gvodu paragrafu tvori tyto rozklady Gplny svaz, jehoz
hasseovsky diagram je na obr. [4.4,

[(@ b [0 {aca] (G 1abd] [ {abd] [(abt e [(ac (o] [(adibd]

[t} {b} {cd}| [{a{ch{bd}| [{a}{d}{bc}| [{b}.{c}{ad}| [{b}{d}.{ac}| [{c}id}.{ab}]

{a{b}.{c}{d}

Obr. 4.4: Svaz rozkladl Etyfprvkové mnoziny

Podle poctu prvki v jednotlivych tfidach vySe uvedeného rozkladu je ngjvétsi prvek prvkem
»typu“ 4, neimensi prvek je prvkem typu 1+1+1+1, pod nejv&tSim prvkem lezi rozklady typu
1+3, respektive 2+2 a konetné nejmensi prvek pokryvaji prvky typu 1+1+2.

Tento intuitivné zcela zfeimy popis Nyni precizujeme.

4.5. Definice. Bud A konetna mnoZina. Necht rozklad A obsahuje A; tfid mohutnosti i,
(i =1, ..., k) aneobsahuje tfidu o mohutnosti v&tsi nez k. Pak fikame, Ze A je rozklad typu

1+1+---+1+2+42+- - +2+. .. +k+k+---+k.
[N

A1 A2 Ak

nebo téz typu

I
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4.6. Priklad. Rozklad mnoZiny {1, 2, 3, 4, 5, 6} natfidy {1}, {2, 4}, {3, 6}, a{5} jerozklad typu
1+1+2+2 nebo téz typu 1222,

4.7. Véta. Pocet rozkladl typu 1*12*2 . . . k* na n-prvkové mnozng je roven ¢islu
n!
(A* - (20)*2 . (KM - agl- Aol !

pokud Ag +2xp +- - - +kig = n. Je-li A+ 20+ - - + ki # N, je polet rozkladli uvedeného typu
roven nule.

Diikaz. Je zigimeé, ze rozklad typu 1*12*2 . . k™ na n-prvkové mnoziné existuje pravé tehdy,
kdyZ A1 + 22X, + - - - + kg = n, nebot pocet prvkil jednotlivych tfid je roven pottu prvkl celé
mnoziny (nebot tfidy rozkladu jsou po dvou disjunktni). Uréeme tedy pocet rozkladl daného
typu za predpokladu A1 + 24, + - - - + KAy = N.

Kazdy rozklad typu 1*12*2 .. k*< vznikne tak, Ze v nasledujicim schématu

k k

(X}, ... XL G GOXE L DGOX X L XX L, X

Al A2 Ak

misto X vepiseme postupné ngakou permutaci prvkt dané n-prvkové mnoziny. Téchto per-
mutaci je n!. Rlzné permutace viak neudavaji nutné riizné rozklady. PredevSim udavaji tyz
rozklad permutace, liSici se jen pofadim tFid o stejné mohutnosti. ProtoZe tfid o mohutnosti i
je Ai, mlizeme z téchto t¥id utvorit A;! rtiznych permutaci. Celkovy pocet n! vSech permutaci
je proto nutno vydélit ¢islem Aq! - Ao!. .. A!. Pofadi prvkdl v kazdé tfidé rozkladu, ktera mai
prvkd, 1ze zapsat i ! moznostmi. Protoze téchto tid je A;, mlizeme poradi prvkl ve vech téchto
tfidach zapsat celkemi!-i!...i! = (i))* zplsoby, aniZ se zméni mnoZiny, tvorici jednotlivée
_Ai,_,
tfidy. Celkovy potet permutaci je tak nutno vydélit jesté cislem (1)* - (21)*2. .. (k!)*. Odtud
jiz plyne dokazované tvrzeni. °

4.8. Priklad. Na ¢tyfprvkové mnoziné mapodle véty [4.7] existovat
4

(12 (2nt. 21 1

rozkladdi typu 122*. Na obréazku4.4) vidime, Ze tomu tak opravdu je.

49. Definice. Budte n > m prirozena Gisa. Ozname S(n, m) pocet rozkladi
n-prvkové mnoziny na m tfid. Cisla S(n, m) se nazyvaji Stirlingova Cisla 2. druhu. Dée
definitoricky klademe S(0, 0) =1, S(O,n) =0pron € N.
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4.10. Priklad. Z obrézku[4.4je vidét, Ze napfiklad S(4,2) = 7.

4.11. Véta. Budte X, Y neprazdné koneCné mnozny, | X| = n, |Y| =k, n > k. Pak pro mnozinu
surj (Y*) vech surjekci X na 'Y plati

|surj (Y*)| = k! - S(n, k).

Dilkaz. Bud f: X — Y surjekce. Tato surjekce uréuje rozklad mnoziny X nak tfid; jednotlivée
tfidy jsou Uplné vzory prvkt mnoziny Y. Kazdy rozklad mnoziny X nak tfid pritom urcuje k!
surjekci X naY. Odtud plyne tvrzeni. o

4.12. V&a.

Sn+1,k)y=Sn,k—1)+k-Sn,k) prol<k<n,
S(n,n) =S(n,1) =1

Dilkaz. Predstavme si vSechny rozklady (n + 1)-prvkové mnoziny {ay, ..., a,+1} nak tfid.
V nékterych rozkladech tvori prvek a,.1 jednoprvkovou tfidu. Téchto rozkladlije S(n, k — 1).
Ve vSech ostatnich rozkladech je prvek an+1 prvkem nékteré tfidy o vice prvcich. Prvek an.; je
tedy v téchto rozkladech pridan k nékteré tfidé rozkladu mnoziny {ay, .. ., a,} nak tfid. Téchto
rozkladli je S(n, k) a prvek a,+; mlizeme pridat ke kterékoliv z uvedenych k tfid. Odtud plyne
dokazovanaformule. °

4.13. Poznamka. Rekurentni formule z véty nam umoziuje postupné pocitat hodnoty
Cisel S(n, k). V tabulce na strané [154] uvadime nékteré hodnoty Stirlingovych €isel druhého
druhu. Této tabulce se také fika Sirlingliv trojhel nik.

Z Pascalova a Stirlingova trojuhelnika |ze snadno odvodit tabulku shrnujici vysledky
tvrzeni 3 a [AI1 o zobrazenich n-prvkové mnoziny do mnoZiny
k-prvkové.

Pron < k je pocet injekci zigfmé (k), = n!(;) apro n = k je poget bijekci n!.

4.14. Véta. Pro vechna realna x a kazdé pfirozené n plati
n
X"= ) S, K) (k-
k=1

Dilikaz. Necht |A| = m < |X| = n. PoCet zobrazeni X do A je podle prikladu[3.20 roven &islu
m". Bud nyni f: X — A libovolné zobrazeni. Pak je f surjekce X namnozinu f (X) = A;.
Je-li | f(X)| = k, existuje podle véty [4.1T] celkem k! - S(n, k) surjekci mnoZiny X namnozinu



28 |. KOMBINATORIKA

k=1 2 3
n=1 1 2 3
2 1 2 6 12 20 30
3 1 6 6 24 60 120
4 1 14 36 24 120 360
5 1 30 150 240 120 720
6 1 62 540 1560 1800 720

Tabulka 1.2: Pron > k je poCet surjekci k!S(n, k)

A;. Avdak k-prvkovych podmnozinv Aje (7). Odtud plyne, Zeexistuje () - k! S(n, k) surjekci
X nak-prvkovou podmnozinu v A. Dokazali jsme tak, ze

n

m" = Z (T) k! S(n, k) = kZ(m)k - S(n, k).
=1

k=1

Polynomy n-tého stupné x" a Z S(n, k(x)k setedy shoduji v n+ 1 hodnotach 0, 1, ..., n. Jak
Z matematickée analyzy vime, pIyne odtud rovnost téchto polynomdl. °
4.15. Véta.

n

Sn+1.k :Z(?)S(i,k—l).

i=0

Dilkaz. Predstavmesi rozklady (n+1)-prvkovémnoziny {ay, . . ., a.+1} nak tfid. Kdyz v kazdem
z téchto rozkladli vy Skrtneme tfidu obsahujici prvek an.1, zlistanou nam pravé vechny rozklady
véechmnozin K C {ay, ..., a,} nak — 1 tfid. Odtud plyne dokazovanaformule. °

4.16. Poznamka. Z definice je zfgima souvidlost Bellovych €isd se Stirlingovymi Cisly 2.
druhu; plati

Bn =S, 1) +S(N,2)+---+S(n,n) =Y S(n, k.

k=1

Odtud az véty[4.15|1ze snadno odvodit rekurentni formuli z véty 4.2l KdyZ pro jednoduchost
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polozime S(n, k) = 0 prok > n (jak jeto ostatné vyznateno jiz v tabulce ma strané[154), plati

By = iS(n+1,k):iZ<?>-S(i,k—l):
k=1 k=1 i=0

n n o0 . n n
Z(.) Y Sl k-1) —Z<i>Bi.
i=0 k=1 i=0

Pro Bellova €ida je znama fada dlllezitych vztahl. Na ukazku si odvodme alespon dva
Z ngibé&zngSich.
4.17. Vé&a. Prokazdérealnécidot plati

[e¢]

S Sz gen
n! '

n=0

Diikaz. Uvedeny vztah odvodil jiZ E. T. Bell v roce 1934. My v3ak uvedeme elegantni dilkaz,
ktery v roce 1964 uvergnil americky matematik G. C. Rota
Oznatme F mnoZzinu vSech realnych funkci ¢(x) definovanych vztahem

X)) =Y an- (Xn,  kde Y lag| < oo.
n=0 n=0
Definujeme-li stitani funkci z F anasobeni téchto funkci realnymi &isly obvyklym zplisobem,
utvorime zfefmé z F vektorovy prostor.
Pfipomenmesi, Ze kdyz V je ngaky vektorovy prostor a f: V — R je zobrazeni (takovym
zobrazenim sefikafunkcional), nazyvase f linearni funkcional, jestlize pro kazdé vektory u, v
akazdareadnacidaa, 8 plati

flau+ Bv) = af () +Bf ().

o0
Nyni ukéZeme, Ze zobrazeni L: F — R definované vztahem L(¢) = > «, je linearni
n=0
funkcional. Skutecné:

LBe+ye) =) (Bantya)) =B Y anty Y an=BL(p) +yL(g).

n=0 n=0 n=0

Z véty [4.14 déde plyne (vzhledem k tomu, Ze zigjmé x" € F):

L(x™) =L (Z S(n, k)(x)k) = Z S(n, k) = B,

k=1 k=1
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n

Z matematické analyzy vime, Ze pro kazdé realné Cislo x plati e = ) % Odtud plyne, ze
n=0 '

x© 1
e € F, nebot fada o konverguje. Nyni miizeme snadno spocitat hodnotu L (e'*). Plati
n=0 '

o AN 'Y o =\ By .,
L(et)_L<Z m)-ZL(m>—ZEL( )—Zﬁt.

n=0 n=0 n=0 n=0

PoloZime-li nyni € = 1+ u, obdrZime

= L[{@+w]=L (Z (ﬁ)u”) =L (Z ()r(])'" u“) =
n=0 n=0 n=0 ’
-

agk
5|
=
|

n

> t
— ZW u_e(e

n=0

c

4.18. Poznamka. V uvedenem diikazu jsme vyuZili zobecnéné binomické véty. Podrobngji
0 ni budeme, soucasné s dalSimi podrobnostmi 0 mocninnych fadach, hovorit v paragrafu[9

V nadledujici vété ukazeme rozvoj Bellovych Cisel v nekonecnou Fadu.

4.19. Vé&a. (G. Dobinski)

27 3 4 1 kN
n _
B”*l__(l i §+§+"')_Ez(k 1)!
Dikaz. Plati
—1_< (K)n (k)n
=3 5= gt
k=0 k! k=n (k- n)' k=0
(nebotprok =0, ..., n—1je(k), =0). Profunkuonal L definovany v dilkazu véty [4.17] plati:
k
Lt =1= 23 ©n.
e k!

Pro funkci ¢(x) = )" an(X), odtud plyne
n=0
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Polozime-li ¢(x) = x"**, obdrzime dokazovanou formuli. o
Cviceni

1. PovSmnémesi zajimavé skuteCnosti: Cisla

2+1 = 3

2x3+1 = 7

2x3x5+1 = 31
2x3x5x7+1 = 211
2x3x5x7x11+1 = 2311

jsou prvocisla, avsak

2x3x5x7Tx11x13+1 = 30031=59 x 509

prvogislo neni. Uvedenafaktorizace ¢isla30 031 je vaak jedina, jeho predchiidce 30 030
v&ak ma 31 faktorizaci. PopiSte, jak tento poCet souhlasi stim, Zze 31 = S(6, 2).

2. Dokazte, ze
a Sn,2=21-1
n
b) S(h,n—-1) = (2>
¢) S(n+1,m)=Sh,m—1)+m- S(n, m)
d) S(h,m =" (n ; l)S(k, m—1)
K

5 Princip inkluze a exkluze

Uginnym prostredkem pfi FeZeni Fady kombinatorickych @loh je tzv. princip inkluze a exkluze
(Gesky bychom mohli Fici principo vylutovani a zapojovani prvktl). Pfed jeho formulaci si
ukazeme, v tem spociva jeho podstata.

Budte My, M, libovolné konetné mnoziny. Pak zfgjmé plati

IM1 U Ma| = [My] + [Mz| — [M11 Ma|.
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Pro tfi mnoZiny je zfejmé, Ze mohutnost jejich 5 ednoceni obecné neobdrZzime, kdyZ od souctu
jejich mohutnosti odecteme mohutnosti prinikdl véech dvojic téchto mnozin. Nékteré prvky
bychom totiz mohli odeist dvakrat — a sice ty prvky, které lezi v prliniku v&ech tfi téchto
mnozin. Zfegimé tak plati
IM1U MU M| = [My] +[Mz| + [Mz| — [My N Mz| = [M1 N M3| —
—|Mz2 N Mg| + M1 N Mz N Mg|.

Zobecnénim popsaného procesu obdrZime nasledujici princip inkluze a exkluze.

5.1. Véta. Bud dana konetna mnozina M. Necht' prvky mnoziny M mohou mit vlastnosti
i, o, ..., on. Symbolem M(aiy, di, - - ., iy, &, o, - . .,a}p) oznacme podCet vdech prvki
mnoziny M, které maji viastnosti o, , ai,, . . ., o, @ nemaji zadnou zviastnosti «j,, «j,, . . ., ;]
(bezohledu nato, maji-li nebo nemaji viastnosti, kterévevyCtua, , aiy, . . . iy, @jy, Ajys - - -, ]
nejsou uvedeny). Pak plati

p
p

n
M@, 0. ..ep) = M =D M)+ > M. o) — > M aj, o)+
i=1 i<j i<j<k
+"'+(—1)nM(ai,O[2, "'7an)'
Dikaz. Indukci vzhledem k poctu vlastnosti.
() Pro jednu vlastnost je formule evidentné spravna, nebot jisté plati
M(a)) = M| — M(ay).

(b) Necht dokazovana formule plati pron — 1 vlastnosti, tj. plati

n—-1
M@, @, .. vepq) = M= M(a)+ > Mai,a)) — -+
i=1 i<j
+(=D" M (i, a2, . . ., 0tn_1). (5.1)
Odtud vSak plyne, Ze pro prvky, které maji vlastnost ap, plati

n—1

M(ay, a5, ... 0 g, 0n) = M(an)—ZM(ai,an)+~-+
i=1
D" M (@i, oz, . . ., an_1, o). (5.2)

KdyZz nyni od[5.1] ode¢teme rovnost [5.2] dostaneme na pravé strané pravou stranu doka-
zované formule. Naleveé strané obdrzime rozdil

Moy, @, ... o q) — M(ay, o, ..., 04, 0tn),

coz jeovsem praveé M (g, o), ..., o) _q, o). °
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5.2. Priklad. V jistém zavodé zhotovili nasledujici prehled o svych zaméstnancich:

V zavodé pracuje celkem 250 muzli a 200 Zen. Predepsanou kvalifikaci ma 160
muzll a 140 Zen. Do prace dojizdi 180 muzli a 100 Zen. Kvalifikovanych muzi
dojizdi 150, kvalifikovanych zen 20.

Dokazeme, ze uvedené hlaseni je nepravdive.

V zavodé pracuje celkem 450 zaméstnancll. Oznatme nyni mozné vlastnosti zaméstnancli
nasledovné: «; znati prislusnost k muzskému pohlavi, o, dosazeni predepsané kvalifikace, a3
dojizdéni. Z hl&Seni plyne, Ze M («1) = 250, M(arz) = 300, M (ar3) = 280, M (a3, o) = 160,
M (a1, a3) = 180, M (a2, a3) = 170 akonetné M (a1, a2, avz) = 150. Spoctéme M (a7, o), ag),
tj. potet nekvalifikovanych nedojizdgjicich Zzen. Podle principu inkluze a exkluze plati:

M (ery, 005, ) = 450 — 250 — 300 — 280 + 160 + 180 + 170 — 150 = —20,
coz neni mozné. Proto musi byt alespon jeden Udaj v hl&Seni nepravdivy.

5.3.Véta. (Specialni pripad principuinkluzeaexkluze) Necht'vevétgb. Iprokazdek = 1, ..., n
a pro kazdou kombinaci vliastnosti iy, Wiy - - oy iy zavisi ¢ido
M (ai,, @i, - - ., @i,) = M(K) pouze na pottu téchto viastnosti. Pak plati

, ) n n n AN
M(ay, ..., o) = [M| — <1>M(l)+(2)M(2)— (3)M(3)+...+(—1) (n)M(n).

Dilkaz. Dlkaz je zcela zigimy. o

5.4. Priklad. Zabyvejme se nasledujicim problémem, v matematickeé literatufe znamym pod
nazvem , Probléme des Rencontres®.

Oznafme S, mnozinu vdech permutaci mnoziny {1, 2, ..., n}, tj. mnozinu vSech bijekci
f:{1,...,n} - {1,...,n}. (Vime, Ze || = n!) Nadim Ukolem je zjistit, kolik z téchto
permutaci nema ani jeden pevny bod. (Pfipomenme si, Zze X je pevny bod zobrazeni f, kdyz
f(x) =x.)

Bud f € S, Rekneme, 7e f mavlastnost o (i = 1,...,n), jestlize f(i) = i. Na8im
Ukolem je tedy ur€eni €islaM (o, .. ., ). Pitom je zfefmé, Ze mlizeme aplikovat vétu a
plati

ML =mn-1!, M@=mn-2!, ... , MK=(n-k)! ad.



34 |. KOMBINATORIKA

Proto

M(ey, ..., ap)

n! — ()(n—l)'+(n)(n—2)!—<2>(n—3)!+
S+ (=" ( )(n—n)'

- Z(—l) ( )(n—k>' Z( D' k), iU

_ (—)k 1 1 1 (="
- 'Z (1—5 73t )

5.5. Pfiklad. Pomoci pFikladu [5.4 snadno vyfeSime nasledujici tzv. problém Satnarky.

Predstavmesi, Zedo Satny odevzdal o n osob svilij klobouk. Jakaje pravdépodobnost
0n toho, Ze kdyz vSichni ztratili listek od Satny a Satnarka jimklobouky pri odchodu
vydavala zcela nahodile, dostal alespoi jeden ¢lovék sviijj klobouk?
K Satné mohlo n osob prichazet celkem v n! pofadich. (Pfitom samoziejmeé predpokladame,
Ze vSechna poradi jsou stejné pravdépodobna.) Z prikladu [5.4 okamzité plyne, Ze pravdépo-
dobnost toho, Ze nikdo nedostane svijj klobouk, je rovna &islu
n
1 N 1 1 +...+(_1) '
1 2 3 n!
Pravdépodobnost toho, Ze alespon jeden ¢lovék sviljj klobouk dostane, je proto

1 1 1 (—1)n+1
.+ )
o2 3 n!
5.6. Poznamka. Jak jsme uvedli jiz v dikazu véty [4.17} plati pro kazde redlné €islo x vztah

n

&=y % Zejménatedy plati
n=0 "I

0]

( 1 1 1 .
it gt me

('DII—‘

n=l

1
Odtud plyne, ze nIim Oh = 1-— o (= 0,632121 ...). Navic posloupnost (gn)n2; konverguje
»velmi rychle", nebot’ napfiklad
01 = 1; Oz = 0,5; gz = 0,6; 0a = 0,625; Os = O,6§; ...»Q0s = 0,632 11...

Odtud plyneprekvapuijici zjisténi, ze pravdépodobnost g, sesrostoucimn prakticky nemeni.
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5.7. Prfiklad. Metodou inkluze a exkluze Ize vyFesit i jiny znamy kombinatoricky problém,
tzv. Ulohu o hostech (v literatufe bézné nazyvanou Probléme des Ménages).

Formulacetohoto problémujejednoducha: Kolika zplisoby miizemerozsadit kolemkul atého
stolu n manzel skych par i tak, aby semuz a zeny pravidelné sti'idali a zadni dva manzel € pritom
nesedéli vedle sebe?

Nejprve se dohodnéme, ktera rozesazeni budeme povazovat za rlizna. Ulohu vyfe&ime
negjprve tak, Za dvé rozesazeni budeme povazovat za rlizna, existuje-li alespon jedna zidle,
ktera je v téchto rozesazenich obsazena rtiznymi osobami. Kdyz tento vysledek vydé&ime
Cislem 2n, nerozliSujeme rozesazeni, z nichz jedno vzniklo ,, pootoCenim* druhého.

V&echnarozesazeni rozdéme do 2 - n! disjunktnich skupin podle toho, jak serozesadi Zeny.
Nyni uréime pocet rozesazeni v téchto skupinach.
muzd, pfi nichz zadny muz nesedi vedle své Zeny.

V$ech moznych rozesazeni muzll je n!. Oznaéme o; nasledujici vlastnost téchto rozesazeni:
i -ty muz sedi vedle své Zeny. Pak plati:

r()=nt—Y M@)+Y M) — Y M aja)+ - +(=D"M.....an).

i=1 i<j i<j<k

Uvédomme si, Ze v tomto pripadé nemlizeme uZit specialniho pripadu principu inkluze a
exkluze. Pro rlizné k-tice vlastnosti «;, , . . . , o, jsoutotiz €isa M (e, . . . , @, ) Obecné znatné
odlina. Jetotiz zfemé, Zze sedi-li prislusné Zzeny ,, pohromadg*, maji jejich muzi podstatné méné
moznosti k rozesazeni, nez kdyZ jsou jejich Zeny rozptyleny. Formalni popis téchto zavidosti
jeznatné komplikovany atak vypocet jednotlivych hodnot M (e, . . ., i, ) je prakticky vylou-
Ceny. Nadtésti je snadné spocitat soucet >~  M(wi,, ..., @, ). Tato suma udava pocet vdech

i1<---<ik

rozesazeni, kdy kazda k-tice muzii sedi vedle svych Zen (bez ohledu nato, jak jsou rozmisténi
dalSi muzi).

Kolem stolu je rozmisténo 2n Zidli a mezi nimi je 2n mezer. Predstavme si, Ze néktera
k-tice muzli sedi vedle svych Zen aoznatme k mezer mezi témi Zidlemi, nanichz sedi prisiusné
manzel ské pary. Zadné dvé z téchto mezer nyni nemohou byt vedie sebe, protoze v tom pFipade
by néktery muz musel mit z obou stran svou zenu nebo by néktera zenamélaz obou stran svého
muze.

Z uvedeného plyne, Ze pocet véech rozesazeni, kdy néktera k-tice muzli sedi vedle svych
Zen, je roven pottu zplisobll, jak z 2n mezer vybrat k-tici tak, aby Zadné dvé vybrané mezery
nebyly vedle sebe. Toto Cislo vSak umime jednoduse spoCitat podle prikladu[3.30; Cislo

2n 2n —k
t(k,2n—k)=2n_k( ‘ )
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udavapocet rozesazeni, kdy pravék muzli sedi vedle svych zen. Pri uréovani €isel M («;,, - . ., ai,)
vSak zbyvagjicich n — k muzti miize byt rozesazeno jakkoliv, tj.

Z M (c @) = (n— k! 2n  (2n—k
R 2n—-k\ k )

i1<---<ik

takze

() = nl—(n— 1) 2n (2n—1)+(n_2)' 2n (2”_2)_...+
' 2n-1 1 2n -2 2

| 2n N\ < . 2n  [(2n—k
H=D"(n -t <n> _;O(—l) (n—k)!2n_k< ‘ )

Cislo r (n) udava poget fedeni pri zadaném rozesazeni Zen. ReZenim @lohy o hostech je tedy

¢islo )
2n 2n —k
2.y (=N —k)! :
nk;( ) (n )Zn_k( ‘ )

Ze nema nadgji na Gspéch snaha najit véechna fedeni jejich vyétem, plyne z toho, Ze jiz
napriklad pro n = 6 je téchto moznosti 115 200.

Metodou inkluze a exkluze |ze snadno FeSit i nékteré problémy z teorie Cisel. Na ukazku
odvodime tzv. Eulerovu funkci ¢ (n).

5.8. Priklad. Pro kazdé pfirozené ¢ido n > 1 oznatme ¢(n) pocet téch prirozenych Cisel
mensich nez n, kterajsou s Cislem n nesoudé na.

Odvodime formuli pro vypocet hodnot funkce ¢ (n).

Vime, ze kazdé prirozené ¢islo n Ize jednoznatné rozlozit na soucin prvocinitel . Necht
tedy

n=pt-p2-...-p
jetento rozklad (tj. p1, ..., pk jsou viechna navzgem rtizna prvotisla délici Gislo n).
Prokazdéi =1, ..., k oznatme o; vlastnost: prirozené Cislo je délitelné prvoCisdem p;. Je
zZigmé, zemezi Cidy 1, ..., njeCisel svlastnosti o pravé E
i

Podle principu inkluze a exkluze plati

) = n=Y M)+ M, ) = +(=D*M(az, ..., @) =
i i<j
n n n
= n-— — + - ...+ _]_k ,
Zpi Pi P ( )pi---pk

i i<j



5. Princip inkluze a exkluze 37

nebot mezi Cidy i =1,..., n je zriggmé pL délitelnych Cisly pj, ... pi;. Déle je vSak
i1 - - - Pig

zZfgimé, Ze plati

1 1 1 n n n
1-—)-(1-=)-...-[1-—)=1- —+ L (=D)K .
( pl) ( pz) ( pk) IZ i Z i Pj =D Pi-.. Pk

i<j

Dokazai jsmetak, ze

mer(i-2) (o )2 - 2)

Zname-li tedy rozklad ¢islan na soudin prvociniteltl, 1ze hodnotu ¢ (n) snadno spocGitat. Napri-
klad 1000000 = 10° = 2° . 56, takze

1 1
¢(1000000) = 1000000 - (1 — E) . (1 — 5) = 400 000.

5.9. Priklad. Pomoci principu inkluze a exkluze odvodime formuli pro |surj (YX)|.
Necht tedy jsou X, Y konetné mnoziny, | X| = n, |Y| = k. Necht Y = {y, ..., yk}. Podle

prikladu[3.20 vime, ze [Y*| = k.
Rekneme, Ze prvek f € YX mavlastnost o, jestlizey; ¢ f(X). Pak

|surj (YX)|

K" — (DM(D + <|;>M(2) — (=DM (k) =

k 7k .
§ (—1)'<i)(k— i
i=0

Ve vété[4.11] jsme vSak odvodili, ze

|surj (Y)| =k! - S(n, k).

Porovnanim uvedenych dvou formuli pro vypocet poCtu surjekci jedné konetné mnoziny na
druhou obdrzime nasledujici formuli pro Stirlingova ¢isla 2. druhu:

1 (K -
S(n, k) =EZ(_1) (i>(k—|) )
" i=0

Cviceni
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1. Funkce f definovana na podmnoziné mnoziny N se nazyva multiplikativni, kdyz jei
defini€ni obor je uzavieny vzhledem k nasobeni a pro kazda dvé nesoudélna cida x, y
plati f(x-y) = f(x)- f (y). DokaZte, Ze Eulerovafunkce ¢ (n) (viz[5.8) jemultiplikativni.

2. Mobiova funkce 1 (n) je pro n € N definovana nésledovné w(n) nabyva hodnoty 1,
pokud je n soucinem sudého pottu navzgem riiznych prvotisel, hodnoty —1, pokud je
n soucinem lichého pottu navzajem rtiznych prvocisel a konetné je rovno 0 v ostatnich
pripadech.

Dokazte, ze

din

kde se stita pres vsechny délitele Cislan (véetné 1 an).

3. Dokazte, ze Mobiova funkce je multiplikativni

3. V pocitatove ucebngé je 30 potitatl, z nichz 20 béZi pod operatnim systemem Windows,
osm ma21” monitor, 25 mainstalovan CD-ROM, 20 ma aespon dva z téchto atributli a
6 mavsechny tfi.
a) Kolik poGitatti ma alespon jednu z uvedenych vlastnosti?
b) Kolik pocitatli neméa zadnou z nich?

c) Kolik potitatli ma pravé jednu z vlastnosti?

6 Rozklady prirozenych Cisel na sCitance

V tomto paragrafu se budeme zabyvat nasledujicim problemem: budte nk pfirozena ¢isla.
Kolika zplisoby Ize €islo n rozl0Zt na k prirozenych stitancli?

Je zZiggme, ze pro k > n jetento poCet roven nule, pro k = 1 nebo k = n je pak roven jedné.
Pro2 < k < n — 1 jetéchto moznosti vice. Musime se vSak dohodnout, ktera rozlozeni Cisla
n budeme povaZzovat za rlizna. Konkrétné jde o to, zda nam zaleZi nebo nezalezi na poradi
stitanctl.

Nejprve vyfeSime jednodussi pripad, kdy poradi scitancii rozlisujeme.



6. Rozklady pfirozenych €isel na sCitance 39

6.1. Definice. Kompozci Gisa n na k stitancli rozumime kazdou usporaédanou K-tici
[ X, ..., Xk ] pfirozenych Cisel takovou, Ze

Xp+Xo+- -+ X=N.

PoCet vsech kompozici ¢islan nak stitancli oznaéme K (n, k).
(Termin kompozice zavedl Percy A. MacMahon.)

6.2. V&ta. Pro kazda pfirozena cislan, k plati

K(n,k)=(E:D.

Dlikaz. Postupujeme analogicky jako v prikladu [3.28, M&me n jednicek a pfidegjme k nim
k — 1 nul. VSech permutaci téchto jednicek anul je P(n,k — 1) = (”Ei‘ll). Je-liag, ..., Qnek—1
néktera z téchto permutaci, rozdéli ji k — 1 nul nak Usekdl. Oznalme x; pocet jednitek v i-tém
Useku. Dostaneme tak k-tici [ X1, ..., Xk ] takovou, ze X1 + X2 + - - - + X, = n. Tato k-tice vsak
obecné neni kompozici ¢isla n, nebot néktera x; mohou byt rovna nule. Abychom zgjistili, Zze
vSechna x; jsou nenulova, umistime do kazdého Useku jednu jednicku pfedem a zbyvajicich
n — k jednitek pak mlizeme rozdélit libovolng, tj. P(n — k, k — 1) zplisoby.
Dokazai jsmetak, Ze

KNk =Pnh-kk-1)= (n—k+k—D! _(n—l).

n—k! k-1 \k-1

6.3. Poznamka. V priibéhu diikazu véty [6.2) jsme ukéazali, ze kompozici €islan na nejvyse k
itancli je P(n — k, k — 1) = (" 1),
6.4. Priklad. Podlevéty [.2]Ize &islo n = 7 rozlozit naftfi stitance celkem K (7, 3) = (3) = 15
zplisoby.

Prislusné kompozice jsou nadledujici:

5 + 1 + 1 4 + 2 + 1 3 + 2 + 2 3 + 3 + 1
1 + 5 + 1 2 + 1 + 4 2 + 3 + 2 3 + 1 + 3
1 + 1 + 5 1 + 2 + 4 2 + 2 + 3 1 + 3 + 3

4 + 1 + 2

2 + 4 + 1

1 + 4 + 2
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Pokud bychom vSak pofadi stitancli nebrali v Gvahu, Ize ¢ido 7 rozlozit na tfi stitance
CtyFmi zplisoby (sloupce v hofegj&im rozpisu).

Jak uvidime, je situace s uréenim poctu rozkladd ¢islan nak stitancli bez ohledu najejich
poradi podstatné komplikovangsi.

6.5. Definice. Budte n, k prirozena ¢isla. Rozkladem €islan nak stitancli rozumime kazdou
(neusporadanou) k-tici prfirozenych €isel x4, .. ., Xk takovou, ze

Xl+"'+xk:n-

PoCet vSech rozkladi ¢islan nak stitanchi oznaéme p (n, k).

6.6. Poznamka. To, Zev rozkladu x; + - - - + X islan nak sGitancli na pofadi téchto stitancti
nezél eZi jetotéz, jako kdyz se dohodneme najistém pfesné stanoveném poradi, v jakém budeme
tyto rozklady zapisovat. Nadale budeme proto rozklady psat tak, Ze Xy > Xo > ... > X.

Predpokladejme nyni, ze
N=Xp+Xo+ -+ X

jerozklad ¢idan nak stitancll. Pak
N—k=-D+0-D+---+(X—1

jerozklad ¢islan — k nak nebo méné stitancli (nebot nékterax; se mohlarovnat jedné). Pfitom

uvedené pfifazeni (X1, ...,Xk) — (X1 — 1,..., % — 1) je evidentné hijekci mnoziny vSech

rozkladli ¢islan nak sGitancli na mnoZzinu viech rozkladt ¢islan — k nanejvyse k stitancll.
Dokazali jsmetak, ze plati nasledujici véta.

6.7. Véta. )
p(n, k)=Zp(n—k,i); pn,1)=p(n,n) =1

i=1
6.8. Poznamka. Uvedenarekurentni formule nam umoznuje postupné pocitat vsechny hodnoty
p (n, k). Tyto hodnoty pro Cislan, k =1, ..., 10 uvadime v tabulce na strané[152,

. k
6.9. Poznamka. Cidoq (n,k) =Y p(n, i) udavapocet rozkladdi ¢isan nanejvysek stitancll.

=1
Pfitom Ize €islo g (n, k) najit pF'lrho mezi Cidy p (x, y). Podle véty [6.7] totiz zfejme plati

qn. k) =pn+kk,
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takZe napriklad q (6,3) = p(9,3) = 7.
1
V roce 1942 dokéazal F. C. Auluck, Zeprovelkanjeq (n, k) pfibliznérovno €islu i (i-)-To

potvrzuje veelku otekavanou skutetnost, Ze pocet kompozici &islan nak stitanch je priblizné
k! krat vétsi nez pocet rozkladll ¢islan nangjvyse k stitanci.

~ n
Cido p(n) := g(n,n) <= > p(n, k)) udava podet vdech rozkladl ¢isla n. Podle vyse
k=1

uvedeného plati
p(n) = p(2n,n,

takze i Cida p(n) lze zjistit z tabulky €isd p (n, k). (Kromé toho je p(n) samozifejmé rovno
souctu vech Cisel v n-tém sloupci této tabulky.)

Tabulkacisel p(n) je uvedenav priloze na strang[153

Z tabulky Cisel p(n) je zftggme, zejiz pro pomérné malé hodnoty n je vypocet hodnot p(n)
pomoci rekurentni formule pro p (n, k) zdlouhavy a komplikovany. (O vyhodn&Sim zplisobu
vypoctu hodnot p(n) se zminime v paragrafu[9— viz vétu[9.6))

V zhledem k tomu, ze neni znam jednoduchy explicitni vzorec pro pro pfimy vypocet Cisel
p (n, k), respektive p(n), byly odvozeny al espoi vztahy popisujici asymptotické chovani téchto
Cisel. Tak napriklad Hardy a Ramanujan odvodili, Zze

lg p(n) 2n lg an
~ TG = — 10—
3 J3

V roce 1937 odvodil H. Rademacher, ze p(n) Ize vyjadfit jakou soucCet jisté konvergentni
nekonecné fady. Pro ukazku jeho vysledek uvedme:

pn) = Lg(n) - Yrq(n),

q=1
kde
. 2 I
N i
Yg(n) =m 2 dn 1
24
a

_ 2npmi

Lq(n) = pr’q e a0,
P

kde wp q je 24. odmocnina z jedné a p probiha vsechna cela Cisla nesoudéina s g mensi nebo
rovnacisug.
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6.10. Poznamka. V Fadé Gvah o rozkladech pfirozenych Cisel na stitance jsou velmi uZiteCné
tzv. Ferrersovy diagramy, v nichz kazdemu sGitanci odpovidartadek bodti v roviné. | bez presné
definice je jisté vse zigimé z nasledujiciho prikladu:

5+4+1+1 —

O O O o

Je-li « rozklad €ida n, pak tzv. adjungovany rozklad o* k rozkladu o obdrZime tak,
Ze Ferrerstiv diagram rozkladu o pretteme, jednoduSe feceno, po sloupcich. Tak napriklad
adjungovany rozklad k vySe uvedenému rozkladu5+4+ 1+ 1jerozklad4+2+2+2+1.
Plati-li o = a*, nazyva se rozklad o samoadjungovany.

Pokusme se nyni zjistit, kolik ma ¢islo n samoadjungovanych rozkladli. Nejprve uvazme
nasledujici jednoduchy priklad.

Samoadjungovanym rozkladem &isla 13 je napriklad rozklad 5+3+3+1+1. Ferrersiiv dia-
gram tohoto rozkladu je nasledujici:

—O0—0—0—0
o0—oO

o O

O0—0—0—0—0

KdyZz seCteme v uvedeném diagramu navzgjem propojené body, obdrzime rozklad 9+3+1.
Zamyslime-li se nad tim, jak rozklad 9+3+1 vznikl, uvédomime s jisté okamzité, ze jde
zakonité o rozklad s navzgjem rlznymi lichymi stitanci (pokud byl samozigimé plivodni
rozklad samoadjungovany). Kdyz si nyni navic uvédomime, ze obracenim uvedeného postupu
zase naopak kazdemu rozkladu ¢isla n na navzajem riizné liché stitance pfifadime evidentné
samoadjungovany rozklad €islan, pficemz popsané zobrazeni je zfgjmé bijektivni, je jasng, ze
jsme dokéazali nasledujici tvrzeni.

6.11. Véta. Potet samoadjungovanych rozkladll ¢isla n je roven poctu rozkladd ¢isla n na
navzajem rlizné liché stitance.

Pomoci Ferrersovych diagramll 1ze okamzité — pouhou zaménou fadkl a sloupcl —
odvodit i dal3i tvrzeni.

6.12. Véta. Pocet rozkladl ¢isla n na stitance neprevy3ujici Cislo k je stejny jako potet rozkladii
¢isla n na nejvyde k stitancl.
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Na mnoziné Y vsech rozkladli (vSech prirozenych Cisel) je obvyklé definovat vhodné
usporadani nasledujicim zplisobem. (Pro formalni jednoduchost nyni ztotoznime rozklad a; >
>ap > ...> g spodoupnosti (ag, ..., a,0,...,0,...).)

6.13. Definice. Bud Y mnoZzina vech nerostoucich posloupnosti nezapornych celych €isel,
jejichz souctem je prirozené €islo (tj. vsechny cleny kazdé posloupnosti jsou od jistého indexu
i > 2rovny nule). Definujeme relaci < na'Y tak, ze pro libovolnaa = (an)p2y, B = (bn)peq
plati:

a < B < a <Db prokazdéi € N.

Okamzité z definice je zigmé, ze plati nasledujici véta

6.14. Véta. Relace < definovana v[6.13 je usporadani namnozin€ Y a (Y, <) je svaz, v némz

aVp (max {ag, by}, max {ay, by}, ...)

(min {ag, by}, min{ay, by}, ...).

aAnB

6.15. Poznamka. Svaz (Y, <) je obvykle nazyvan Youngllv svaz. Je Zigfmé, ze card Y = R.
Cast tohoto svazu najdete na obr.

[3+2]  [3+1+1]  [|2+2+1]  [2+1+1+1|  [1+1+2+141] n=>5

[3+1] [2+2] [2+1+1]  [1+1+1+1] n=4

Obr. 6.5: Younglv svaz

Pocet prvkl ,, vysky“ nv (Y, <) je ziggmé p(n). Snadna je téz odpoveéd na otazku, kolik
prvkl prvek « € Y pokryvaakolika prvky je pokryt. Je zigimé, ze kdyZ rozklad o obsahuje k
rliznych sGitancll, pak o pokryvak prvkl aje pokryt k + 1 prvky.
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CviCeni

. Srinivasa Ramanujan dokazal fadu vlastnosti ¢isel p(n, k) a p(n), napfiklad skutecnost,
Ze pro kazdén € Ny je p(5n + 4) nasobkem 5. Ovéfte tuto skutenost pron =0, 1, 2.

O s

. Oznatmet (n) pocet rozkladl ¢islan, jejichz kazdy stitanec je mocninou ¢isla 2 (veetné
20 =1).

(d) Vypoctétet(n) prol <n <6.
(b) Dokazte, Zzet(2n +1) =t(2n).

(c) Dokazte, zet(n) je sudé pro véechnan > 1.

. Jiz Galileo Galilei fesil problém, proc pfi hazeni kostkami nepada stejné Casto soucet 9
a10.

a) Ukazte, ze Cida9a 10 maji stejny pocet rozkladl nati stitance, které jsou ngjvyse
rovny 6.

b) Zdlvodnéte, prot presto nepada soutet 9 stejné Casto jako soucet 10.
. Dokazte, ze p(2r +k,r +k) = p(2s+k, s+Kk) prokazdér, s € N.
. Dokazte, ze ¢ido p(r +k, k) jerovno:

O wr k + 1 s o 7 o~ o
a) pocCtu rozkladu Cidar + ( 2 ) nak navzgem ruznych sCitancu;

b) pottu rozkladli Cisar na stitance nejvyse rovnék.

. Pomoci Ferrersovych diagramll dokazte rovnost p(n) = p (2n, n).

. Hardy aRamanujan v r. 1919 dokazali, ze

n
3

p(n) = -er

1
4n/3
Porovnejite hodnotu p(70) podle tohoto tvaru s pfesnou hodnotou (viz tabulku na

strané[153).
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7 Rozdélovani do prihradek

V tomto paragrafu v podstaté jen shrneme nékteré vysledky odvozenéjiz dfive, pfeformulované
v&ak do jazykatzv. , prihradkové" kombinatoriky. Mnohé Glohy |ze totiz pfevést nanadedyjici
problém: kolika zplisoby 1ze n predmétli rozdélit do k prihradek?

Vzhledem k tomu, Ze jak predmeéty, tak pfihradky mohou byt vzgemneé rozliSitelng, re-
spektive nerozliSitelné, a na rozmisténi mohou byt kladeny dalSi omezujici podminky (napr.
aby vSechny prihradky byly neprazdné, aby poCet prvkt v rliznych prihradkach byl rtizny
apod.), 1ze Uloh tohoto typu zformulovat celou fadu. Redeni nékterych z nich méize byt velmi
komplikované.

Cetné aplikace téchto vysledkil I1ze najit i mimo matematiku, napf. ve statistické fyzice.

Jesté pred FeSenim Gloh uvedeného typu si zformulujeme nasledujici evidentni tvrzeni,
znameé jako Dirichletliv princip.

7.1. Véta. Pri kazdem rozdéeni n predmétli do k pfihradek, kdek < n, existuje alespoi jedna
prihradka obsahujici alespon dva predméty.

Jakkoliv je Dirichlettiv princip jednoduchy, umoziiuje fedeni Fady Gloh. Radu zajimavych
prikladl 1ze ngjit napriklad v [5].

7.2. Priklad. Dokaze, Ze kdyz v obdélniku o rozmérech 6 cm x 4 cm vybereme libovolné 25
bodU, pak mezi nimi existuji alespon dva, které maji vzdalenost mensi nez 1,5 cm.

LeZi-li dvabody v jednotkovéem &tverci, jejejich vzdaenost rovnanejvyse v/2, coz je méné
nez 1,5. Kdybychom tedy chtéli 25 bodli rozmistit tak, aby kazdé dva mély vzdalenost alespon
1,5 cm, mohli bychom do kazdého ¢tverce o strané 1 cm leZiciho v daném obdé niku umistit
nejvyse jeden bod. Obdélnik vSak 1ze pokryt nejvyse 24 takovymi Ctverci. Podle véty [7.1] tedy
mezi libovolnymi 25 body jsou alespon dva ze stejného Ctverce.

7.3. V&a. Budtek, n libovolna prirozena ¢isla. Pak |ze n rozigitelnych predmétd rozmistit do
k roZiSitelnych prihradek prave k" zplisoby.

Dilkaz. Je-li X = {Xq, ..., Xa} mnozinan predméti ayY = {yi, ..., Y} mnozinak prihradek,
pak je evidentni, Ze rozdéleni predmétli do prihradek je totéz jako zobrazeni mnoziny X do
mnoziny Y. (Prvek x; se zobrazi na tu pfihradku, do které je umistén.) Odtud a z véty
okamyzité plyne tvrzeni. °

Pri popsanych rozmisténich predmétll do prihradek existuji samoziejmé prihradky, které
mohou zlistat prazdné. Chceme-li predméty X rozmistit do prihradek Y tak, aby Zadnaprihradka
nezlistala prazdng, je to zigjme totéz, jako sestrojit surjekci X na Y. Odtud, z véty 417 a
z prikladu[5.9 plyne nasledujici tvrzeni.
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7.4. V&a. Bud dano n roZisitelnych pfedmétll a k rodisitelnych prihradek, n > k. Pocet
rozdéleni téchto predméti do prihradek, pfi nichz zadna prihradka nezlistane prazdna, je roven
cidlu

k K
kIS(n, k) = > (=1) (i )(k — "

i=0
Podobné z diisledku[3:8 plyne

7.5. Véta. Bud dano n rozisitelnych pfedmétti a k rozisitelnych prihradek, k > n. PoCet
rozdéleni predmétli do prihradek, pri nichz kazda prihradka obsahuje nejvyse jeden prvek, je
roven Cislu

Kn=k-(k—=2)-...-(K—n+1).

Nyni uvazujme pipad, kdy mame opét k rozliSitelnych prihradek avsak n vzgemné neroz-
ligitelnych predmétll. Uvédomime-li si, Ze za predméty miizeme vzit napriklad cifry 1 (v pottu
n) a prihradky mbizeme oznatit Xy, . .., Xk, j& okamZité ziggmé, Ze tato (loha je ekvivalentni
s urenim poctu kompozici ¢isla n. Chceme-li pfitom, aby v kazdé prihrédce bylo alespon r
predmétdl, mlizeme nejprve do kazde prihradky r predmétti vioZit azbyvajicich n—kr predmétd
pak rozdélit libovolné. Odtud, z véty [6.2] a poznamky [6.3 okamzité plyne nasledujici tvrzeni.

7.6. Véta. Budte k, n libovolna prirozena Cisla. Pak |ze n neroZisitelnych predmétll rozmistit
do k roZiSitelnych prihradek prave
n+k—-1
k—1
zplisoby.

Chceme-li, aby v kazdé prihradce bylo alespon r pfedmétl, je téchto moznosti

n—kr+k—1
k—1 '

Maji-li zejména byt vSechny pfihradky neprazdné, je moznosti celkem

n—1
k—1)
Nyni uvazme pripad, kdy jsou pfihradky nerozliSitelné. Necht tedy je dano k nerozlisitel-
nych prihradek an rozligitelnych predméttl. Rozdélit tyto pfedméty do prihradek tak, aby pravé
p téchto prihradek bylo neprazdnych, evidentné znati utvorit rozklad na mnoziné predmétti na

pravé p tfid. Podle definice[d.9 udava pocet téchto rozkladd Stirlingovo €islo 2. druhu S(n, p).
Odtud okamzité plyne
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7.7. V&ta. Potet rozmisténi n rozlisitelnych pfedmétli do k nerozisitelnych prihradek je roven
Cidu

k
S(n, 1) +S(N,2) +--+ SN, k) = > S(n, i).
i=1

Chceme-li zefména, aby vechny prihradky byly neprazdné, jetéchto moznosti prave S(n, k).

Zbyvanam posledni mozny pfipad, kdy jsou nerozliSitelnéi predméty i pfihradky. Protoze
za predméty miizeme vZzit cifry 1 a zaprihradky stitance, jejichZ poradi nerozlisujeme, je tento
pripad evidentné popsan pomoci rozkladl pfirozenych &isel. Odtud az véty [6.9 okamzité plyne
nasledujici tvrzeni.

7.8. Véta. Je-li dano n nerozlisitelnych predmétill, Ize je do k neroziSitelnych prihradek rozdélit

k
P D+pn,+---+pm k=) pni)=pn+kk)
i=1
zplisoby.
Chceme-li, aby vsechny pfihradky byly neprazdng, je téchto moznosti pravé p (n, k).
7.9. Poznamka. Uvedené vysledky miizeme shrnout do tabulky Vv nizZ je uveden pocet
v&ech rozdéleni (bez jakychkoliv omezujicich predpokladl).

Pocet vech n predmétl
rozmisténi rozliSitelnych | nerozliSitelnych
k prihradek | rozligiteingch k" (™
k k
nerozliSitelnych > S(n, i) > p(n,i)
i=1 i=1

Tabulka 1.3: Umistovani predmétli do prihradek

7.10. Priklad. llustrujme si rozdily mezi pocty moznosti v jednotlivych pripadech napriklad
pro 10 predmétli a 4 prihradky.

(a) k" = 4% = 1048576,
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B (7)) = (3) =286,
(©) i S(n,i) = $(10, 1) + S(10, 2) + S(10, 3) + S(10, 4) =
i=1

= 1+511+9330+ 34105 = 43947,
k

(d) > p(.i)=p0,1)+p(0 2)+p(10,3) + p(10,4) = 23.
i=1

Cviceni

1. Do 15 prihradek je rozmisténo 100 mick{l. Dokazte, Ze alespon dvé prihradky obsahuji
stejny pocet micka.

2. Dokazte, ze v kazdé skupiné (alespoi dvou) lidi existuji alespon dva lidé, ktefi znaji
stejny pocet &lenti skupiny. (Navod: Uvazujte mnozinu lidi, ktefi nezngji nikoho).

3. Ukazte, Ze mezi sedmi rliznymi pfirozenymi isly vzdy existuji Cislax, y takova, zex +y
nebo x — y je délitelné deseti.

4. Mame Ctyti bilekoule, Etyfi cernékouleadtyfi cervenekoule. Kolikazplisoby je miizeme
rozdélit do 6 rozliSitelnych pfihradek? (2000376)

8 ReZeni rekurentnich formuli

Srekurentnimi formulemi jsme se setkali jiz nékolikrét. Tak napriklad ve véte[d.2jsme odvodili
rekurentni formuli pro vypocet Bellovych Cisel By, ve vété[6.7 pak rekurentni formuli pro
vypoCet pottu p (n, k) rozkladd ¢islan nak stitanct.

Mezi pravé uvedenymi formulemi je — kromé jiného — jeden zasadni rozdil. Cisla B,
zavisgji najediné hodnoté (tj. n), ¢ida p (n, k) nadvou hodnotach (tj. n, k). V tomto paragrafu
se budeme zabyvat formulemi 1. typu, tj. formulemi pro vypocet ¢lendl posloupnosti pomoci
predchazejicich ¢lent.

Predpokladejme, Ze je tedy danarekurentni formule pro vypocet hodnot f (n). Obecnénam
takovaformule umoznujevypocet €lenu f (n+1), zname-li hodnoty f (1), ..., f(n) (respektive
f(0), ..., f(n) apod.). Jednotlive formule se viak mohou liit tim, kolik pfedchazejicich ¢len
fakticky potfebujeme k vypottu ¢lenu nasledujiciho. Tak napriklad ve formuli pro vypocet
Cisel B, potfebujeme k urCeni By, vSechny Cleny pfedchazejici. Ve formuli f(n+2) = f(n+
+ 1) + f(n) potfebujeme jen predchéazejici dva Cleny.
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Matedy smysl nasledujici definice.

8.1. Definice. Rekneme, 7e rekurentni formule pro vypodet hodnot f(n) je Fadu
k € N, jedlize pro kazde n € N lze f(n + k) ur€it pomoci f(n), f(n+1)...,
f(n+k — 1), pficemz k je nggmensi pfirozené €islo s uvedenou vlastnosti.

8.2 Priklad. (@ f(n+3)=f(n+2) —log f(n) jeformulea3.¥adu,
(k) fnh+2)=f(n+1)+ f(n) jeformule2.Fadu,

n
(©) The1=>_ Tk neni formule konetného Fadu.
k=0

8.3. Definice. Bud dana rekurentni formule k-tého fadu pro vypocet €isel f(n), n € N.
Rekneme, ze posloupnost (a,)p2; jefeSenimtéto rekurentni formule, jestlize pro kazdei € N
dostaneme po dosazeni Cisel a+j za f(n+ j), j =0, ..., k, identitu.

8.4. Priklad. Posloupnost (2"):2, je feSenim rekurentni formule 2. fadu
f(n+2)=3.- f(n+1) —2- f(n),

nebot pro vdechnan € N plati
M2 =3.2M _2.2"

8.5. Poznamka. Rekurentni formule k-tého fadu zfigjmé miize obecné mit nekonecné mnoho
feSeni, nebot prvnich k &lendl posloupnosti, ktera je feSenim, miizeme volit zcela libovolné.

Nyni se bude zabyvat otézkou, zda|ze alespon v nékterych pripadech pro danou rekurentni
formuli urcit ¢len f(n), aniz bychom museli po€itat postupné vsechny ¢leny predchazejici.
Uvidime, Ze se nam to podafi pro speciani typ formuli — pro tzv. linearni rekurentni formule
s konstantnimi koeficienty.

8.6. Definice. Rekurentni formule tvaru
fn+ky=a;- f(h+k—-1D+a,- f(n+k—2)+...+a- f(n), (8.1)

kde ay, ..., ax jsou redlnacida, ax # 0, se nazyva linearni rekurentni formule k-tého Fadu
s konstantnimi koeficienty.
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8.7. Vé&ta. Jsou-li posloupnosti (f1(n)p2; . (f2(N)p2y . - - ., (fs(n)p2; FeSenimformule8.1] je
také jgjich libovolna linearni kombinace

(Cefr(n) +cofa(n) +-- - + s fs(N)p2y
feSenim formule[8.1.]

Dilkaz. Je zigimé, Ze stali dokazat, ze kazda linearni kombinace libovolnych dvou FeSeni
formule[8.1]je opét FeSenim formule[8.1] Necht tedy (g(n))pe;, (h(n))pe; jsou FeSeni formule
[8.1] tj. plati

ag(n+k—1) +ag+k—2)+-.-+ag(n)
ath(n+k—-1)+ah(n+k —2) +---+ach(n)

g(n+k)
h(n+k)

pro viechnan € N. Potfebujeme dokéazat, Ze pro libovolna idacy, c; € R je (r(n))p2;, kde
r(n) = c,g(n) + czh(n), také fedenim formule8.1]
Pro kazdén € N plati:

rin+k) = cg(h+k) +ch(n+k) =cilagg(n+k —1) +--- +ag(n)] +
+Clath(n+k —1) +..- +ah(n)] =
= alcg(n+k—1)+ch(n+k — 1] +--- +ac[cig(n) + czh(n)] =
= ar(intk—1)+---+ar(n,
CoZ znamena, ze (r (n));2, je feSenim formule(8.1. °

8.8. Priklad. M&me danu rekurentni formuli 2. fadu
fn+2)=5.-f(n+1) —6- f(n).

Pouhym dosazenim |ze snadno ovéit, ze posloupnosti (2")p2; a (3")n2; jsou linearné
nezavida feSeni dané formule. Nyni ukézeme, Ze kazdé feSeni (g(n))s2, zadané formule je
vhodnou linearni kombinaci uvedenych dvou feSeni, tj. existuji konstanty c;, ¢, € R takové,
Zepro kazdén e N plati:

g =(cr- 2"+ - 3" .
Jak tyto konstanty nalezneme? ProtoZze fad dané formule je 2, je feSeni (g(n))n2, jedno-

znatné urceno volbou hodnot g(1) ag(2). Necht tedy g(1) = a, g(2) = b. Potfebujeme dokazat,
Ze existuji konstanty ¢,, ¢, takove, ze

2c, + 3¢,
4cq + 9o

|
T 9
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Tento systém rovnic mavsak prave jedno Feseni

_3a—b b—2a

C
! 2 3

8.9. Poznamka. Je zfgjmé, ze mnozina vsech posloupnosti realnych Cisel se stitanim defino-
vanym po slozkéach a s obvyklym nasobenim realnymi Cisly tvori vektorovy prostor nekonetné
dimenze na R. Z véty [8.7 plyne, Ze vSechna FeSeni linearni rekurentni formule daného fadu
tvori podprostor tohoto prostoru. V prikladu[8.8jsme ukazali, ze dimenze vektorového prostoru
vSech feSeni zadané rekurentni formule druhého fadu je 2; posloupnosti (2")72; a(3")52; tvori
bazi tohoto vektorového prostorul.

Ponechame na Ctendfi, aby si promyslel, Ze postup uvedeny v pfikladu[8.8 1ze snadno zo-
becnit napfipad lineérni rekurentni formule skonstantnimi koeficienty libovolnéhofaduk € N.
Libovolné feSeni (g(n));2, takove rekurentni formule je totiz jednoznatné ureno hodnotami
g(1), g(2), ..., g(k). Existuji-li linearnénezavisareSeni (f1(n))2; , (fa(M)n2y . - .. (f(N))p2y,
pak jisté existuji konstanty c;, Cy, .. ., Ck € R takové, Zze pro kazdén € N plati:

g(n) =cy fy(n) +- - + ¢ f(n).

K tomu totiz staCi ukazat, ze systém rovnic

fi+cfo(D)+---+ccf() = 9@
afi@+cf(+---+afk(2 = 92
cyfa(k) +cafo(k) +-- -+ fe(k) = g(k)

mareSeni. Z linearni nezavislosti posloupnosti

(fm)p2y s (22, - (F(M)py

v&ak snadno plyne, Ze dany systém rovnic ma prave jedno fedeni ¢y, Cy, . . ., Ck.

V da8im (viz disledek [B:I7) uk&zeme, Ze takovy systém linearné nezavislych feSeni
vskutku existuje.

Celkem se takto snadno odvodi nasledujici tvrzeni.

8.10. Véta. Dimenze podprostoru vsech FeSeni linearni rekurentni formule s konstantnimi
koeficienty je rovna Fadu této formule.

Z vy3e uvedeného tedy plyne, Ze masmysl nasledujici definice.
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8.11. Definice. Necht je danalinearni rekurentni formule
fn+ky=a;- f(n+k—-1D+a,- f(n+k—2)+..-+a- f(n)
fadu k s konstantnimi koeficienty. Necht
(faM)pZs s - - -, (F(M)pgy

jsou linearné nezévisla feSeni dané formule. Pak se posloupnost (g(n))q2,, kde pro kazdé
n € N plati
g(n) =cy fy(n) +- - + ¢ fi(n),

nazyva obecné FeSeni dané rekurentni formule.

Otazkou nyni zUistava, zda alespon v nékterych pripadech obecné feSeni najdeme.
Bud nyni dana linearni rekurentni formule k-tého fadu s konstantnimi koeficienty

fn+k)=a;f(n+k—-1)+.---+af(n).

Zjitujeme, zda pro nékterér € R je posloupnost (r"):2; feSenim této formule.
Pokud je posloupnost (r")p2, feSenim, musi pro kazde n € N platit

k= alr”+"*l+---+akrk.

Pokud jer = 0, jetato rovnost spinénatrividlné. Je-li r # 0, musi tedy platit

rK=arr*1l+... +a.
Odtud a z véty [8.7 plyne
8.12. Véta. Je-li redlnéCislor FeSenimrovnice

Xk :alx"‘1+---+ak,

je kazda posloupnost (cr")p2;, ¢ € R libovolng, FeSenim rekurentni formule[8.1]

8.13. Poznamka. Rovnice xK = a;x*~1 + . .. + & se nazyva charakteristicka rovnice formule
fn+ky=a,f(n+k—-1)+-...+af(n).

Charakteristickou rovnici rekurentni formule k-tého fadu je tedy algebraicka rovnice k-tého
fadu. Tato algebraicka rovnice matedy k kofenll (poCitame-li kazdy koren tolikrét, jakaje jeho
nasobnost).

Uvédomme si pfitom, ze kdyz je formule[8.1.] k-tého fadu, je koeficient a, nenulovy, takze
také vdechny kofeny charakteristické rovnice jsou nenulové.
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Odtud plyne nasledujici véta

8.14.Véta. Bud f(n+k) =a; f(n+k—1) +---+a, f(n), ax # 0, linearni rekurentni formule
k-tého Fadu s konstantnimi koeficienty. Necht' charakteristicka rovnice

)(k:al)(k*l+...+ak
ma jednoduché navzajem rtizné realné kofeny ry, . . ., ry. Pak obecné FeSeni dané rekurentni
formule jetvaru

[e¢]

(carf +corg +--- + ckrl?)nzl.

Dilkaz. Posloupnost (Cqr{ + Cor  + -+ - + ckr,?)sil jefeSenim danéformulepodlevét 3 @
Podle poznamky jsou vechnatislar, i = 1, ..., k riznaod nuly. Posloupnosti (r!") ..,
i = 1,...,k jsou evidentné linearné nezavislé. Zbyva tak pouze dokazat, ze kazdé ¥eSeni
dané rekurentni formule |1ze ziskat vhodnou volbou konstant ¢;. To dokaZeme analogicky jako
v poznamce[8.9

Bud (g(n))n2, libovolné feSeni zadané rekurentni formule. Toto FeSeni je jednoznatné
urceno hodnotami g(1), .. ., g(k). Zvolme tedy tyto hodnoty libovolng, ae pevné. Je potfeba

dokézat, ze systém k rovnic o k neznamych cy, .. ., Cx
Cif1+Cofp+- -+ Gl = g(1)
arf+cri+--+arf = 9(2)
crf+crf+--+arf = gk

ma FeSeni. Protoze v3ak jsou v&echna Cidar; nenulova, je determinant

rh rp ... TIg
2 2 2
rmr Ik
k ok k
ry ra Mk
rovnéz nenulovy, takze dany systém rovnic ma pravé jedno reSeni. °

8.15. Priklad. VyFeSme rekurentni formuli z pfikladu[8.2(b):
fn+2)=f(n+1)+ f(n).
Charakteristickarovniceje tvaru

X% =x+1.
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Jeji kofeny jsou
1++/5
2 9

X12 =

takZe obecné Feleni je tvaru

) l+\/§ n+c 1_\/3 ny oo
1 2 2 2 n=1~

Hledejme takové FeSeni (g(n))ne, zadané formule, Ze g(1) = 1, g(2) = 1. Pak musi platit

1+./5 1—4/5
C1 5 +Cp >

. 1+4/5 2+C 1- 5\
"\ 2 2\ 2
Tento systém rovnic ma praveé jedno feSeni ¢, = —¢, = \/Ag Odtud plyne, ze
1 [(1+8\" [1-+5\"
gn) = — + :
V5 2 2

Toto feSeni (g(n))q2; je tzv. Fibonacciova posloupnost

[
=

1,1,2,3,58,13,21,34,...;

¢leny této posloupnosti jsou tzv. Fibonacciova Gida, kterahraji diilezitou roli v rliznych Castech
matematiky i v fadé pozoruhodnych aplikaci. Poznamenejme pouze, Ze posl oupnost Fibonacci-
ovych Cisel je obvyklé znaCit symbolem (Fy)p2,.

Ve vété[8.14]jsme popsali, jak | ze nal ézt obecnéTeSeni v pripadg, Zze charakteristickarovnice
mapouzejednoduchérea nékofeny. Dobievsak vime, Ze algebraickarovnice miize mit i koreny
imaginarni a nasobnost kofenli miize byt vé&tsi nez jedna. V dal$im popiSeme obecné alespoi
ten pripad, kdy vSechny kofeny charakteristické rovnice jsou realné.

8.16. Véta. Necht' charakteristicka rovnice formule[8.1]ma redlny nenulovy p-nasobny kofen
r. Pak jsou posloupnosti

(rn):il’ (n ’ rn);il’ T (npi1 ’ r”):il

linearné nezavisla feseni formule[8.1]
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Dlikaz. Jezigimé, zepror # 0jsouposloupnosti (r™p2y , ..., (NP~ 1" linedrnénezavislé.
Zbyvatak dokazat, Ze vSechny tyto posloupnosti jsou feSenim formule[8.1]

Necht tedy r je p-nasobny kofen charakteristické rovnice. Potfebujeme dokazat, Ze pro
s=1,...,p—1lje(n® - rMp2, feSenim formule[8.1] tj. Ze plati

M+ =g (n+k— D™ T+an+k—2)5r™2+... +an%".
Vyd&ime-li tuto rovnici r", obdrzime
n+k3rk=an+k -1 T+an+k—2)k2+... +ans.

DokaZzme pro jednoduchost tento vztah pouze pro s = 1. Pfedpokladejme tedy, Ze Cislo
r # 0je alespon dvojnasobnym kofenem rovnice

X< =X+ apxk 24+

Z agebry vime, ze dvojnasobny korfen polynomu je nutné kofenem derivace tohoto polynomu,
takZer je kofenem rovnice

kx*"t=a(k — DxK 2 +ap(k — 2)xK 3+ +a_;.
Odtud plyne, Ze plati
krkT=a;k — Dr¢¥2+ay(k — 2rk 3 +... +a_ ;.
Zatéchto predpokladll potfebujeme dokéazat spravnost nasledujici rovnosti:
n+krk=an+k—Dr¥t+amn+k—2rk2+... +a(n+k — k).
Upravme tuto rovnost nasledovné:

nr<+krk = n.farkt+arxrk?+.. +a]+ak— Drit+ayk — 2rk?+
+...+ak(k_k).

Rovnost vyrazi stojicich u n naobou stranach rovnosti nyni plyne z toho, Zer je kofenem cha-
rakteristickérovnice, rovnost zbyvajicich ¢lenti plyne z toho, Zekofenr je alespon dvojnasobny.

[ J
Z véty [8.16 okamZzité plyne
8.17. DGsledek. Bud

fn+k=agf(n+tk—-D+afn+tk—-2)+---+a.f(n)
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linearni rekurentni formule k-tého radu s konstantnimi koeficienty. Necht' jsou vaechny kofeny
r1,...,rj charakteristické rovnice této formule redlné. Necht' kofen ry je pi-nasobny, r; je
po-nasobny, ..., rj je pj-nasobny (tj. py+- - - + p; = K). Pak obecnymeSenim dané rekurentni
formule je posloupnost, j€iz n-ty Clen je roven vyrazu

n -1 n -1
ri-(Cip+cppn+---+cpnP™") + rJ-(Cxy+Copn+---+Cop,NPP 1)+ +

+ 1l (Cjrtcnt-- -+ ijjnpj—l).
8.18. Priklad. Najdéte obecné feSeni formule
fn+4)=3f(n+3)+3f(n+2) —11f(n+1)+6f(n).
Charakteristicka rovnice této formule je
x*=3x3+3x% — 11x +6.

Snadno |ze ovéfit, Ze tato rovnice ma dvojnasobny kofen 1 a jednoduché kofeny —2 a 3.
Obecnym feSenim zadané formule je tedy posloupnost (g(n))q2,, kde

gn) =c;-1"+con- 1"+ c3(—2)" + 43" = ¢y + con + c3(—2)" +¢43".
Cviceni

1. Nézev ,Fibonacciovacida' proposloupnost1, 1, 2, 3,5, 8, . . . zavedl francouzsky mate-
matik Eduard Lucas. Tzv. Lucasova posloupnost { L} 72, je definovanastejnou rekurentni
formuli L+ = L+ + Ly, avSKk Lo =1, L1 = 3. VypocCtéte L 1o, L.

2. Znamy hlavolam Hanojska vé&z uverejnil v r. 1833 tajemny francouzsky profesor ,, Claus®.
AZ v r. 1884 publikoval H. de Parville ¢lanek v Casopise La Natur, v némz uved!, ze
»Claus’ je anagram, ktery uzil vyse zminovany Eduard ,Lucas‘. Hlavolam tvori tfi
vertikalni tycky, nanichz je navleteno n kruhovych diski s otvory uprostied. Tyto disky
maji navzéjem riizné poloméry ajsou poskladany do vézetak, Ze polomér kazdého disku
je vé&tsi nez polomér kteréhokoliv disku nad nim (viz obrézek [8.6). Hlavolam spoCiva
v tom, prenést vé&z na jinou tycku tak, Zze v kazdem kroku |ze pfenést pouze jeden disk
Z jedné tycky na druhou a nikdy pfitom nesmi byt polozen vétsi disk namensi.

Parville v uvedeném ¢lanku uvadi legendu, podle niz mniSi v utajovaném tibetském
klaStefe pracuji napremisténi vézetvorené 64 zlatymi disky. Ve chvili, kdy praci dokonci,
nastane konec svéta. Kdy tato skuteCnost nastane?

Oznatme H, minimalni poCet krok{ potfebnych k premisténi véze.
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l@17 &d

N’

Obr. 8.6: Hlavolam Hanojska véz

a) Dokazte, Ze (Hn)p2o j€FeSenim rekurentni formule Ho = 0, Hpyq = 2H, + 1.

b) Najdéte obecné feSeni uvedené formule.

c) Vypoctéte, kolik stoleti by trvalo pfemisténi véze ze 64 diskll, kdyby se na Ukolu
pracoval 0 nepretrzité a premisténi kazdého disku by trvalo jednu sekundu.

3. Dokazte, ze pro Cleny Fibonacciovy posloupnosti (Fn)p2, plati:

(a) Fo+Fa+---+Fon=Foner — 1,
(b) Fi+Fs+- -+ Fon1 = Fop,
() FZ+F2+. - +F2=F, Fo.

4. Dokatzte, ze Fibonacciova posloupnost (Fn)peq Spinuje:
a) Fa=F+2F + Fy
b) Fs=F3+2F,+F
C) Fe=F3+3F +3F + Fg
d) Fr=F4+3F3+3F+ F;

9 F= 20 (}) a0
k=1

f) Fin = FFn + FoiFg
g) F¢ déli ¢ida Fos1 @ Fak+2-

5. Takzvana (3n + 1)-funkce g: N — N je definovana vztahem

n ,
_| 5, pronsudé
g(m = { 3”7” pro n liché.
Zda se pravdépodobng, ze pro kazdé n € N dospéje posloupnost g(n), g2(n), g(n), ...
k &islu 1. (Zatim to je prokéazano pro véechna n < 2%.) Provéite tuto vliastnost pro
pocatetni hodnoty 341, 96, 104, 336, 133.
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6. Bud n € N pevné. Pro kazdé x € Ny polozme
gx) =1+2+...+(n— 1
UkaZte, Ze:

b) g(1) = 3n* — 3n,
¢) g(2) = 3n®—3n*+¢n,
d) g3 =3n*—3n°+3n,

— 1,5 1,4, 1.3 1
€ g4 =gn°>—3n*+3n° — 5n.

7. k-té Bernoulliovo Cido by (pojmenované po Jacobu Bernoullim) je definovano jako
koeficient u ¢lenu n ve funkci g(k) (viz cvi€eni 1). Jacob Bernoulli dokazal, ze

k

1 /k -
g(k) = Z m(l )bkin”l .

i=0
Pomoci této identity ovérte vyjadreni Cislag(4) vecviceni 1(e). (TabulkaBernoulliovych
Cisel je uvedenav tabulce na strangé[154))

8. Bernoulliova ¢isla splnuji vztah

n +l
Z(nk )bk:O, n>1.

k=0

Pomoci tohoto vztahu a Pascalova trojuhelnika (strana[152) ukazte, Ze bs = 0, bg = 5,
b7 =0,bg = — %, b1 = &, bz = — .

9. Necht pro x € R znafi [x] celou Cast Cidla x, tj. ngjvétsi celé Cislon takovvé, zen < Xx.
Necht' S, je mnoZina viech permutaci n—prvkové mnoziny {1, 2, ..., n}. Rekneme, Ze
permutace p € S, je fluktuacni, kdyZz plati:

P2k —1) < p(2k) prol <k < [g] ,

p2k+1) > pk)prol <k < [n;l]‘
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Tak napfiklad v S, existuji nasledujici fluktuatni permutace: (1, 3,2, 4), (1,4, 2, 3),
(2,3,1,4),(2,4,1,3),(3,4,1, 2). Oznatmeé&,, pocet fluktuatnichpermutaciv S,, & = 1.
Tato Cisla se hazyvaji Eulerova. Plati:

(Enno=11,1,2,516,61,...
a) Vypiste 16 fluktuatnich permutaci v Ss.

b) Plati rekurentni formule:
n
(n>§$ k
: ksn—
k=0 k

Env1 =

NI =

UkaZte, ze &7 = 272.

9 Vytvorujici funkce

9.1. Poznamka. (O nekonetnych fadach funkci.) Pfedpokladejme znalost nekonecnych Ci-
selnych fad. Shrneme zde nékteré elementarni poznatky teorie nekonetnych fad funkci.

Necht (fn(X))p2, je posloupnost funkci definovanych na mnoziné M C R. Nekonetnou
fadou funkci nazyvame symbol

D () = f (0 + f () +o o+ )+
n=1

~ o
Rekneme, Ze tato fada konverguje v bodé xo € M, jestlize konverguje Ciselnafada ) fn(xo).
n=1
~ o
Rekneme, Zefadafunkci ) f,(X) konverguje namnoziné K, jestlize konverguje v kazdém
n=1
bodé x € K.

Souctemtady Y f,(x) namnoziné K nazyvame funkci f (x) definovanou takto:
n=1

pro kazde xo € K plati f(xg) = Z fr(Xo).

n=1

Mocninnou Fadou nazyvame fadu funkci tvaru

o0
Zanx”=ao+alx+a2x2+---+anx“+...,
n=0
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kdeao, a1, &, . .. jsou realna (respektive komplexni) Cisla—tzv. koeficienty Fady. Jisté existuje
lim sup Y/fanl = u (mlize byt i u = +00). Cislor = 2 (kde § = oo, £ = 0) nazyvame polomér

o0

konvergence mocninné fady »  a,Xx". Snadno |ze dokéazat, Ze tato mocninna fada konverguje
n=0

naintervalu (—r, r) adiverguje v kazdem bodé x € R, |X| > r.

V matematické analyze se dokazuje, Ze napriklad

OOXn X X2 Y .
engmzl+i+5+m+m+...prokazdexeR(tJ,r:oo),
Odtud napriklad plyne, Zze
e—1+1+l+l+ 1_e—1_1 1+1 1+
[ TR T TR TR T T

coz jsou vztahy, které jsme pouzili jiz v prikladu
Zobecnénim znameé binomické véty je nasledujici tvrzeni:
Pro kazdé realné ¢ido o plati

(1+x)°‘:§;(i)x”: <g>+<i>x+(z)x2+...+(i)x”+... ,

pricemz polomér konvergence uvedené fady jer = 1 (tj. uvedena rovnost plati pro vsechna
x e (=1 1).
Tak napriklad

1
«/1+x:(1+x)% = (8) +<1

NI
N~

x

+
VO
N NI
—

x

N

+

+
N

NI
N~

x

35

+

Podle prikladu[Z8 (c) tedy plati

n+1 _
T+ x _1+Z( 1) (Zn z)x”.

22201 \n-1

(0.¢]
Je-li Y anx" mocninnafadaar jeji polomér konvergence, |ze uvnitf intervalu (—r, r) tuto
n=0
fadu derivovat aintegrovat €len po Clenu, tj. pro kazdé x € (—r, r) plati

o0 4 o0
(Z anxn> = i(anxn)’ =) n-ax",
n=0 n=0 n=1



9. Wtvoruijici funkce 61

pric¢emz zderivovanafada ma stejny polomér konvergence jako fada plivodni.
Déale pro kazdy interval [a, b] C (—r, ) plati

/(zan)dz( [ aton).

Mocninné fady ) a,x", >_ b,x" podle definice povazujeme za sobé rovng, jestlize pro
n=0 n=0
kazden € N plati a, = b,.
Konetné soucet, soutin a podil mocninnych fad definujeme nasledovné:

i anx" + i bnx" = i(an +bn)x",
n=0 n=0

n=0
o o0 00
Z ax" - Z by X" = Z cX", kdec, = agby + ajbp_1 + - - - + a,bo,
n=0 n=0 n=0
o0
Yanx"
n=0 _

= = d.x",
> bpx"  n=0
n=0

kde ) d,x" je tamocninnartada, pro kterou plati

n=0
o o0 o
Db o= Y e
n=0 n=0 n=0

oo
9.2. Definice. Wtvorujici funkci posloupnosti (an)pe, Nazyvame mocninnou fadu ) a,x" (na
n=0

mnoZing, kde tato fada konverguje).

9.3. Priklad. (a) Vime, Zeprox € (—1, 1) plati

1+X+X2+...+x"+.--=—x (geometrickartada).
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To znamena, Ze 1 je vytvoruyjici funkce posloupnosti 1, 1,1, 1, .. ..

— X

(b) Najdeme vytvorujici funkci posloupnosti 1, 2, 3, 4, .. ..
Podle poznamky [0.1]vime, Ze pro x € (—1, 1) plati

L+x+x2+- - +x"+...) = 1+2x+3x%+...+nx"1+...=
_ 1\ _ 1
S \1-x)  @a-x27
1 00
Vytvorujici funkci posloupnosti (n)p2; jetak funkce T %2 =5 nx" L,
- n=1

(c) Vime, Ze pro kazden € N akazdé x € R plati

@A+x)"= Z (E) xK (binomicka véta).

k=0

To znamena, ze funkce (1 + x)" je vytvorujici funkci konetné posoupnosti

(g) (r11) e (:) (tj. Fadku Pascalova trojuhelnika).

Vytvorujici funkcejsou mocnym nastrojem k feSeni fady kombinatorickych tloh, pfedevsim

téch, které vedou na rekurentni formule. K feSeni komplikovangjSich pfipadti bychom viak
potfebovali hlubSi znalosti o Fadach funkci. Proto se omezime jen na nékolik jednoduSSich
prikladd.
9.4. Priklad. Rezem v Fetézci (tj. Uplné uspofadané mnozing) A # ¢ rozumime uspofadanou
dvojici [ X, Y] neprazdnych podmnozin mnoziny A takovych,ze XNY =@, XUY = Aapro
kazde dvaprvky x € X,y € Y plati x < y (fj. X < y). Je zZfgimé, Ze v konetném n-prvkovém
fetézci A={a; < a, < --- < a,} existuje n — 1 ¥ezl, protoze , dolni tfidou“ X mlize byt pravé
jen nékteraz mnozin {a; < a, < --- < &}, kdei mlize nabyt hodnot 1, ..., n — 1.

Délenim fetézce A = {a; < a» < --- < an} nazveme kazdou posloupnost sestrojenou
nasledovné: v prvnim kroku utvofme ngaky fez [ X, Y] v A. Ve druhém kroku utvofme fez
ve tfidé X i Y, pokud tyto tfidy nejsou jednoprvkové. Ve tfetim kroku utvofime fez v kazdé
z nové vzniklych tfid obsahujicich alespon dva prvky atd. Posloupnost ukoncime v okamziku,
kdy jsou vSechny vzniklé tfidy jednoprvkové.

Je-li napriklad A ={a; < a; < ag < a4 < as}, je déenim na A napfiklad posloupnost

[ {1, @}, {ag, a4, as} |
[ {al}’ {a2}7 {a3}9 {a49 a-5} ]
[ {al}’ {az}’ {a3}9 ’ {a4}’ {a5} ]

~ o~ o~
w [\S) [l
| | |
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N&S Ukol nyni zni: Kolik existuje déleni na koneCném Fetézci?

Oznatme R, pocet dé&leni (n + 1)-prvkového Fetézce. Predstavme si prvni krok néjakého
déleni tohoto Fetézce. Jak jsmejiz uvedli, mizemetento krok utvofrit n zplisoby (dolni tfidamlize
obsahovat 1, ..., n prvki). Podle toho kolik prvkl dolni tfida tohoto prvniho fezu obsahuje,
rozdéime vSechna déeni do n skupin. Do k-té skupiny patfi déleni, v nichZ dolni tfida 1. fezu
obsahuje k prvkil. Spoctéme nyni potet déleni patficich do k-té skupiny. ProtoZe dolni tfida
obsahuje k prvkd, existuje nani R,_; fezll. Horni tfida prvniho fezu obsahuje n + 1 — k prvk,
proto na ni existuje R,_k fezll. Odtud zfejmé plyne rekurentni formule

Ry =RoR-1+ RiRv 2+ -+ R_1Ry, Ro=1

Vzhledem k tomu, Ze uvedena formule neni koneéného Fadu, nemiizeme ji vyFesit pomoci
metod odvozenych v paragrafu [8 Ukazeme v3ek, jak Ize feSeni nalézt pomoci vytvorujici
funkce posloupnosti (R,)n2o-

Vytvorujici funkci je v tomto pripadé funkce

F(x) = Z R,X".
n=0
Plati o o o
F200 = F() - F() =Y RX™ ) RX" =) " ox",
n=0 n=0 n=0
kde

Ch = RoORh+ RiRn_1+ - + RyRo = Ry,
tj.
F2(X) = ) Ryux™.
n=0
Definujeme-li nyni funkci G(x) vztahem G(x) = x - F(x), plati

G2(x) = x2- F4(x) = x2. Z Ry X"

n=0
Plati tak
G(X) = x-ZRnx”: RoX + Ryx2+ Rox3 + . ..
n=0
G3(x) = x2. Z Ry X" = RiX2+ Rox3+ ... .
n=0
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Odtud
G2(X) =G(X) — Ryx = G(x) —x  (nebot Ry = 1).
Z rovnice
G2(x) —G(X)+x=0
plyne

1+v1-4
G = Y
2
ProtoZze v bodé x = Ofada )~ R,x" konverguje, existuje G(0). Z posledniho vztahu plyne
n=0
1+41 1
2 0,

pricemz podle definice musi byt G(0) = 0. Tzn., Ze
G(x) = 1_—\/21_—4)(
Funkci +/1 — 4x vak umime rozvinout v mocninnou fadu. Podle poznamky plati
VI—4x=(1-4x)i= i(—l)”(é) 4x)",
n=0
tj.

G(x)

[1 Z( 1)” )<4x>}
o a 2on-2\ \|_
[1 <1+Z( v —1)Xﬂ_

oo} 2n — 2 Xn:i 1 2n Xn+l
—~n\n-1 n:0n+1 n ’

Protoze G(x) = x - F(x), pIyne odtud

NI NI

i{

g
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9.5. Poznamka. Naprikladu[9.4]|ze ndzorné& demonstrovat, jak 1ze Casto Glohy naprvni pohled
zcela odlisné prevést naFeSeni téze rekurentni formule.

V prikladu [3:37] jsme Fesili problém, kolika zplisoby se mohou lidé postavit do fronty na
Vec€ernik tak, aby mél prodavajici vzdy nazpét. Zjistili jsme, ze kdyz mak lidi desetikorunu a
k lidi pétikorunu, je téchto moznosti

1 2k
k+1 ( k )

Nyni vSechny , pfiznivé“ permutace k jednicek a k pétek (viz priklad [3.31) rozd&me do k
tFid takto: permutace aq, . . ., ay patfi do s-té tfidy pravé tehdy, kdyz s je nggmensi pfirozené
Cido takové, Zze mezi ciframi ay, ..., ays je prave s jedniCek a s pétek (napriklad permutace
55151151 patfi do 3. tfidy). Je zFgimé, Ze kdyz prizniva permutace patfi do s-té tfidy as < k,
pak cifranamisté 2s + 1 musi byt 5; jinak by dana permutace nebyla pfizniva.

Nyni zjistime, kolik permutaci je obsazeno v s-té tfidé. Bud tedy

a, ..., ds, ..., Ak

permutace s-té tfidy. Pak mezi Cleny a, ..., ays je s jedniCek a s pétek, priCemz pro kazdé
r < sjemezi Cleny ay, ..., ay Vvice pétek nez jednicek. Snadno v3ak |ze dokéazat, Ze takovych
permutaci ay, .. ., as je celkem g (377). Mezi Eleny agss1, . .., ax je nyni k — s jednicek a
k — s pétek. Pfitom permutace ass+1, . . . , 8 Musi byt evidentné rovnéz prizniva. Pocet téchto
priznivych permutaci je podle pFikladu[3.31]

1 2k — 2s
k—s+1 k—s )’

. 1 1
Odtud ovéem plyne, Zev s-tétfidéje celkem < =) ek =

k tomu, Ze poCet vSech pFiznivych permutaci je, jak jsmejiz uvedi,

1 (2

le(k)
K k+1 25— 2\ [2k—25\ _ (2K
Zs(k—s+1)(s—1><k—s)_(k)'

s=1
1 2s
s+1 < ) : TS’
s+1 S

) permutaci. Vzhledem

plyne odtud identita

Zavedeme-li nyni oznaCeni
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Ize uvedenou identitu prepsat natvar
ToTker + TaTe 2+ -+ TuqTo = Ty,

coz je formule, kterou jsme ve zcelajiné souvislosti Fesili v prikladu[9.4 Reseni prikladti3.31]
a[9.4 je proto zakonite stejné.

Nyni ukazeme, jak vypadaji vytvorujici funkce posloupnosti, udavajicich potty rozkladt
prirozenych Cisel, o nichz jsme hovofili v paragrafulg,

9.6. V&ta. Pro vytvorujici funkci posloupnosti (p(n))ne, plati

o0 (o) 1
Ypox" =[5  (rolx <D,
n=0 n=1

polozime-li definitoricky p(0) = 1.
Diikaz. Potfebujeme dokazat, ze

1 1 1
X—1 1—x2 77 1—xn

1+ p@D)x+ p(2)x2+.--+ p()x"+...=
Budtea € R libovolnatisla i =1,2,... . Vime zekdyz |ax'| < 1, pak plati

=l+ax +a’x? +...+a'x" +. .. (souBet geometrické Fady).

1—ax
Odtud plyne

1
L—aX) - QI—ax?) . -...-A—ax-...

= (L+ax+adx®+adx+...).

C@ArapxPradxt+adx®4 ) (Lraxradx® +adx* 4 )=

=l+ax+ @ +a)x?+ -+ @'az...af+.. X" +... .

V koeficientu u x" uruje kazdy stitanec ai*ay? . .. a,* pravé jeden rozklad &islan, totiz

A+1+---+DH+2+2+---+2)+-. -+ (k+k+---+k)=n.
—

ri r2 Mk

(Napriklad koeficient u x2 je roven souttu a? + a%l, jehoz stitanci uréuji po fadé rozklady
1+1a2cida2)
KdyZ nyni polozZimea; = a, = - - - = 1, obdrzime dokazované tvrzeni. °
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9.7. Poznamka. (a) Polomér konvergence vytvorujici funkce >~ p(n)x" je tedy roven 1.
n=0

(b) Inverzni funkci k vytvorujici funkci > p(n)x" je nekonetny soucin
n=0

[Ja-xD=@-%-@=x® ... @A=x")- =) X"
n=1 n=0

Koeficienty ¢, maji rovnéz jednoduchou kombinatorickou interpretaci. Plati
cn = A(n) — B(n),

kde A(n) je poCet rozkladll Cislan na sudy podet navzaem rtiznych stitancli a B(n) je pocet
rozkladli ¢islan nalichy poCet navzgem rliznych stitanct.

(c) Jiz Euler, ktery prvni odvodil vytvorujici funkci posloupnosti (p(n)).2;, dokazal, ze
,VetSina* koeficientll ¢, je rovna nule. Pfesngji feteno, odvodil nasledujici vztah, dnes bézné
nazyvany Eulerova identita:

H(l —xM =1+ Z(—l)" : (kazz_k +x3k22+k> .
n=1 k=1

Dikaz této identity, ktery je ngjvyhodngjsi provadét pomoci Ferrersovych diagramil, zde
uvadét nebudeme.

(d) Eulerovu identitu lze zigimé v Yeti rozkladl prirozenych Cisel interprcgtovat — pii
oznateni uvedeném v (b) — takto: Necht prirozené &islo n Ize psat ve tvaru ¥, kde k je
vhodné prirozené Cislo. Pak A(n) = B(n). Je-li pfirozené Cislo n vy5e uvedeného tvaru, pak

A(n) — B(n) = (=D,

9.8. Poznamka. Ideu pouZzitou v diikazu véty [9.6]1ze samoziejmé pouZzit v fadé anal ogickych
pripadt. Chceme-li napriklad zjistit potet rozkladll ¢isla n na sGitance, z nichz kazdy je roven
nékterému z Cisel sy, . . ., S, pritemz stitanci jsou navzajem rlizni, utvofime vyraz

A+ x3)(A+x%2)...(1+x%).

Po roznasobeni obdrZzime evidentné vyraz, v némz koeficient u x" udava pocet hledanych
rozkladd.

9.9. Poznamka. Vytvorujici funkci posloupnosti (p (n, k))n2; je funkce

XK

CO= T 0a . . d-x9
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Vytvorujici funkci posloupnosti udavaji pocty rozkladll €islan naliché stitance je funkce
1
A-—x)A=x3A—-x5..."

Konetné vytvorujici funkci posloupnosti udavajici potet rozkladl ¢isla n na navzgem rtizné
stitance, je funkce

H(x) =

KX =@Q+x)(L+x)A+x3) .- = 1—[(1+ VoY
k=1

Ukazme s, jak lze pomoci uvedenych vytvorujicich funkci snadno odvozovat tvrzeni
o rozkladech prirozenych Cisel. Plati napfiklad

1
1—x)(1—x31—x5...
1—x5)1L—xHL-x®1-x8) ... _

Q=) 1—-x)1—-x3)A—x%...

[A—@+x)] - [A=x)A+x3)]- [1-x}(A+x3)]
A-—XA-x5)A-x31—-x%...

A+x)A+x)HA+x3) - = K(X).

H(x)

Dokazali jsmetak pravé, ze plati nasledujici véta.

9.10. Véta. Pocet rozkladll ¢isla n na navzajem riizné stitance je roven poctu rozkladti ¢islan
na liché stitance.

Cviceni
1. Dokazte, Ze vytvorujici funkce Fibonacciovy posloupnosti je

> X
900 =Y FX"= ————
= 1—-X—X

2. Bud (By,) posloupnost Bellovych ¢isel.
a) DokazZte, Zefada )~ Bnx" diverguje pro viechnax # 0.

n=0

x B
b) DokaZte, Zefada ) n—:'x” absolutné konverguje naR.
n=0 I
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10 Blokova schémata, latinské Ctverce a koneCné roviny

Jednim z centralnich pojmd moderni kombinatoriky jsou tzv. blokova schémata, nazyvana
téz konfigurace, designy i jinak. Tearie blokovych schémat je intenzivné rozvijena aje velmi
dlozZita. Proto se zminime jen o nejzakl adnéjsich pojmech azavedeme nékteré jednoduché typy.

10.1. Definice. Budte v, b, k,r, A pfirozena ¢isla, A konetna mnozina, |A| = v. Systém
podmnozin
Xl? X277xb

mnoziny A se nazyva blokové schématypu (v, b, k, r, 1) v mnoziné A, jestlize | X{| = | X;| =
= ... = |Xp| = k, kazdy prvek a € A je prvkem pravé r mnozin X; a pro kazdé dva rlizné
prvky a, b € Aje{a, b} podmnozinou pravé A mnozin X;.

Mnoziny X; se nazyvaji bloky daného blokového schématul.

Je samoziegimé, Ze nemusi existovat blokové schéma libovolného predepsaného typu. Jak
vSak ukézeme v prikladu mUiZe blokové schéma existovat.

10.2. Priklad. Bud A ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Blokovym schématem typu (7, 7, 3, 3, 1) je napfi-
klad systém mnozin

X1 = {124 Xe = {457} X7 = {L3.7)
X, = {2,3,5 Xs = {1,5,6}
Xs = {3,4,6) Xe = {2,6,7)

10.3. Vé&ta. Existuje-li blokové schematypu (v, b, k, r, ), plati
bk=wr, rk—21=A({-1).

Diikaz. Prvni rovnice je evidentni; levai prava strana ziggmé udava ¢iso | Xq| + - - - + | Xp|. Ve
druhé rovnici seCitame pocty dvojic obsahujicich dany prvek a € A. Prvek g je obsazenv r
blocich av kazdém z nich tvofi dvojice se zbyvajicimi k — 1 prvky. Sou€asné vaak g; tvori A
dvojic skazdym z v — 1 zbyvajicich prvku. .

10.4. Definice. Blokové schematypu (v, b, 3, r, 1) se nazyva systémemtrojic. ProA = 1 se
systém trojic nazyva SeinerQiv.

10.5. Poznamka. Steinerovym systémem trojic je napfiklad blokové schéma z prikladu[10.2]
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J. Steiner v roce 1853 zformuloval nasledujici problém: Pro ktera prirozena Cisla n 1ze rozdélit
n pismen do trojic tak, aby se kazda (neusporadand) dvojice pismen vyskytovala v praveé jedné
trojici?

ProtoZe se ve Steinerovych trojicich kazdé pismeno vyskytuje s kazdym jinym pismenem
pravé jednou, musi byt €islon — 1 sudg, tj. n = 1(mod 2). (Sta€i s totiz uvédomit, ze kazdé
pismeno je vetrojici sdaldimi dvéma pismeny.)

Déle vime, ze kazda trojice obsahuje tfi dvojice a kazda dvojice se v trojicich vyskytne

-1
préavé jednou. Odtud plyne, Ze celkovy poget dvajic, coz je €islo (3) = nan ), musi byt

nasobek tfi. Celkove odtud plyne, Ze ¢islo n musi byt tvaru 6k + 1, respektive 6k + 3, k € N (tj.
n = 1, 3(mod 6)).

V roce 1859 dokazal M. Riess, Ze tato nutna podminka je souCasné postacujici, tj. plati
nasleduijici tvrzeni, které uvedeme bez dikazu.

10.6. Vé&ta. Blokové schématypu (n, b, 3, r, 1) existuje pravé tehdy, kdyz
n=6k+1 nebo n=6k+3, keNgn>3

Bud dan Steinerliv systém trojic typu (n, b, 3,r, 1). Jak jsmejiz uvedli v poznamcel[10.
je pocet vech dvojic roven Cislu ”(”T‘l) Kazdatrojice obsahujetfi dvojice, takZe pocet b viech
bloki je roven islu %2 Podle véty[10.3 ddleplatir - 2=n—1, 4.1 = 25,

Odtud az véty [10.6 plyne

10.7. Vé&ta. Na n-prvkové mnozingé existuje systém Seinerovych trojic prave tehdy, kdyz n =

nin-—1
=6k +1nebon =6k+3(k € Ng,n > 3). Vtom pripadeé je téchto trojic (6 )
n—-1

a kazdy

prvek se vyskytuje v trojicich.

10.8. Priklad. Uvedme Steinerovy systémy trojic pro nejmensi tfi mozné hodnoty n, tj.n = 3,
n=7an=9.

I 2 1.6 7 2 5 7 3 5 6
“ft 1 4 5 2 4 6 3 4 7

1 2 3 1.7 9 2 7 8 3 6 9
n=9: 1 4 5 2 4 9 3 4 8 4 6 7

=
(o3}
(o]
N
(2]
»
w
a1
\'
(€3]
(0]
©
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10.9. Poznamka. Ulohu vedouci na Steinerliv system trojic zformuloval je3té pred Steinerem
v roce 1847 anglicky matematik R. T. Kirkman. Jde 0 znamy Kirkmantiv problém 15 divek: 15
Skolacek chodi denné na prochéazku sefazeno do péti trojic. Lze jeFadit do trojic tak, aby kazda
s kazdou Sa béhem 7 dnli ve trojici pravé jednou?

Kladna odpovéd je veelku jednoducha. Rozpis prochazek miize byt nasledujici:

123 147 1 513 1 6 8 1 910
4 56 2510 2 412 21113 2 714
789 61114 6 715 410 15 3 515
101112 91215 8 10 14 5914 4 811
131415 3 813 3 911 3 712 612 13

11115 112 14
2 6 9 2 815

3 414 3 610
5 812 4 913
71013 5 711

Jde o Steinerliv systém trojic s parametry v = 15,b =35,k = 3,r =7, A = 1, pfitemz musi
byt splnéna jesté dalsi podminka: trojice musi byt rozdéleny na sedm tfid po péti trojicich tak,
aby byl kazdy prvek v kazde tfide praveé jednou.

Dodnes neni znamo, pro ktera n ma Kirkmanliv problém, pfesnéji Feteno jeho prislusné
preformul ovani, FeSeni.

Uzkou souvislost s teorii blokovych schémat maji tzv. latinské &tverce.

10.10. Definice. Bud danalibovolnan-prvkovamnozina A (n € N). Latinsky ¢tvercemfadu
n rozumime ctvercovou tabulku o n fadcich a n doupcich takovou, ze v kazdém fadku a
kazdém sloupci je permutace vech prvkll mnoziny A.

10.11. Priklad.
12345 12345
23451 21453
34512 34512
45123 45231
51234 53124

jsou latinské Etverce fadu 5.
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10.12. Poznamka. Je zigimé, Ze existuji latinské Ctverce kazdého fadu n € N. Z kazdého
latinského Ctverce fadu n > 1 miizeme snadno utvorit dal$i latinské ¢tverce napriklad tak, ze
zmeénime poradi Fadk{l, respektive sloupcll, nebo provedeme ngjakou permutaci prvkll mnoziny
A nebo eventualné uvedené postupy zkombinujeme.

Rekneme, Ze dva latinské &tverce jsou ekvivalentni, jestliZe vyge uvedenym zplisobem |ze
jeden prevést nadruhy.

Lehce Ize dokazat, ze kazdy latinsky Ctverec 5. fadu je ekvivaentni pravé sjednim z latin-
skych €tvercl z prikladu[I0.11

L atinské Ctverce sevyskytuji v nejriizngSich souvisl ostech. Utvorime-li napriklad obvyklou
tabulku nasobeni v libovolné konetné grupg, obdrzime zigjmé latinsky Ctverec.

Latinské Ctverce maji rovnéz jednoduchou geometrickou interpretaci. Povazujme kazdé
z n? mist v latinském &tverci za , bod* a predstavme si nasledujici , spojnice” bodi: (1) Fadky
latinského Ctverce, (2) sloupce latinského Ctverce, (3) body v nichZ je vepsan stejny prvek. Tyto
spojnice tvori tzv. 3-sit’ s n? uzly. Kazda spojnice je tvofena n body, spojnice téhoz , typu” se
neprotingji a kazdym bodem prochazi pravé jedna spojnice kazdého ze tfi uvedenych typl.

Naopak kazdou 3-sit |ze interpretovat jako latinsky Ctverec.

10.13. Definice. Budte dany dva latinské c¢tverce n-teho Fadu utvorené
z prvkl mnoziny A. Oznatme aj, respektive by, prvek lezici v priseCiku
i-tého fadku a j-tého doupce prvniho, respektive druhého latinského Ctverce. Protoze
|A?] = n?, Ize v&echny prvky kartézského &tverce A? vepsat do schématu utvofeného z n
fadkll an sloupcl.

Rekneme, Ze tyto dvattverce (a;) a (bjj) jsou ortogonalni, kdyZ ve &tverci (aij, bij) jekazdy
prvek z A? pravé jednou.

10.14. Priklad. Ctverce

wWN -
= WwN
N~ W
Q
wWkEk N
= N W
N W

jsou zifejmé ortogonalni, nebot kdyz z nich utvofime popsanym zplisobem ¢tverec

12 23 31
21 32 13
33 11 22
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jsou v tomto Ctverci vSechny prvky kartézského soucinu {1, 2, 3} x {1, 2, 3} (pfiCemz prvek
[i, j] jsme zapsali strucnéjakoij).

Je zfgimé, Ze neexistuji ortogona ni latinské Ctverce 2. fadu. Jediné latinské Ctverce 2. fadu
jsou totiZ Ctverce

1 2 a 2 1
2 1 1 2
aty ngjsou ortogonalni, nebot' ve Ctverci
12 21
21 12

nejsou vsechny prvky soucinu {1, 2} x {1, 2}.

Problematiku existence ortogona nich l atinskych ¢tvercl 6. fadu zpopul arizoval Euler, kdyz
v roce 1782 zformuloval slavnou Ulohu o 36 distojnicich:

Sestavte 36 dlstojnikdl 6 rliznych hodnosti ze 6 rtiznych plukd do Etverce tak,
aby v zadné fadé ani zadném zastupu nestali dva dlistojnici stejné hodnosti ani
dva dlistojnici ze stejného pluku.

Je zZigmé, Zetato Eulerova (lohavede nakonstrukci dvou ortogonalnich | atinskych ctvercli
6. Fadu. ProtoZe se konstrukce téchto Gtvercll Eulerovi nedafila, vyslovil hypotézu, Ze neexistuji
dva ortogonalni latinské ¢tvercefadun =4k +2, k=0, 1, 2, ... . (Podrobnosti viz ve cviceni
3 nakonci této kapitoly.)

Pravdivost této hypotézy pro k = 0 jsme ukazali vyse. Samotny Euler se nedozil vyreseni
tohoto problému pro k > 0. Teprve v roce 1900 dokéazal francouzsky matematik G. Tarry, ze
neexistuji dva ortogonalni latinské Ctverce 6. Fadu.

Vzhledem k tomu, Ze latinskych Gtvercll 6. fadu je témé 25000000 a Tarry své tvrzeni
odvaodil jistym systematickym vyctem, jejeho vykon opravdu pozoruhodny. (O pottu latinskych
ctverchi fadu n viz kapitolu[2, poznamku[8:16).

Eulerova hypotéza byla dlouho povaZzovana za spravnou. Vyvracena byla az v roce 1959, kdy
R. C. Bose aS. Shrikhande sestrojili dva ortogonalni latinské ctverce 22. fadu.
Pozdgji Bose, Srikhande aE. T. Parker dokéazali dokonce nasledujici tvrzeni:

10.15. Véta. Pro kazdé pfirozené n > 2 kromé n = 6 existuji ortogonalni latinské ctverce
n-tého Fadu.

Dikaz. Dlkaz nebudeme provadét, nebot presahuje ramec tohoto textu. K jeho provedeni je
tfebafady tvrzeni o blokovych schématech. °
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10.16. Priklad. UkaZme dva ortogonalni latinské ¢tverce 10. Fadu.

00
76
85
58
93
67
39
21
42
14

49
11
70
86
68
94
07
32
53
25

17
59
22
71
80
08
95
43
64
36

96
27
69
33
72
81
18
54
05
40

28
90
37
09
44
73
82
65
16
51

83
38
91
47
19
55
74
06
20
62

75
84
48
92
57
29
66
10
31
03

61
03
13
24
35
46
50
77
89
98

52
63
04
15
26
30
41
88
97
79

34
45
56
60
01
12
23
99
78
87

Ortogonalni latinské ctverce 10. Fadu s miizeme znazornit také barevné (viz obr.[10.7):

Obr. 10.7: Ortogonalni latinské ctverce 10. Fadu

Z tohoto prikladu tedy plyne nespravnost Eulerovy hypotézy jiz prok = 2.

DuleZitou ¢asti kombinatoriky, tésné propojenou s teorii blokovych schémat, jsou tzv. ko-
necné geometrie. UkaZzme souvislost nékterych pojmil konecnych geometrii s teorii latinskych
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Ctvercl.

10.17. Definice. Bud A # ¢ konetna mnozina, R < £(A). Necht plati:
(1) Prokazdéx,y € A, X Zy, existuje pravé jednamnozina P € R tak, Zze {x, y} C P.

(2) Pro kazdou mnozinu P € R apro kazdy prvek x € A, x ¢ P, existuje praveé jedna
mnozina Q € R takova, Zex € QaP N Q =4.

(3) Existuji tfi navzgjem rtizné prvky X, y, z € Atakové, ze {Xx, y, z} neni podmnozinou
zadnémnoziny P € R.

Pak se dvojice (A, R) nazyva konetna afinni rovina. Prvky mnoziny A se nazyvaji body a
prvky mnoziny R pfimky této roviny.

Ve shodé s obvyklou geometrickou terminologii zavedeme nasledujici definici.

10.18. Definice. Dvé digunktni pfimky nazveme rovnob&Zkami. Smérem v afinni roviné
nazveme systém vsech rovnobézek s danou pfimkou.
SkuteCnost, Ze pfimky P, Q jsou rovnobézné, budeme znacit symbolem P || Q.

10.19. Vé&ta. Necht' P, Q, Rjsou primky v kone¢né afinni roviné. Necht P | Q,Q | R,P # R.
Pak R || P.

Dikaz. Pripustme, Ze existuje a € P N R. Pak by bodem a prochazely dvé rovnobézky
s pfimkou Q, cozZ neni mozné. °

10.20. Véta. Viechny pFfimky v konetné afinni roviné maji stejny pocet bodu.

Diikaz. I. Ngjprve dokazeme, Ze stejny pocet bodl maji vechny pfimky téhoz sméru.

Necht tedy v kone€né afinni roviné (A, R) existuje pfimka P tvofenan body ag, .. ., a,.
Bud b € A libovolny bod neleZici na pfimce P (existence takového bodu plyne z vlastnosti
(3)). Padle (2) prochéazi timto bodem pravé jednarovnobézka Q s pfimkou P. Nyni dokazeme,
ze|Q| =n.

Pro kazdy bod g € P existuje podle (1) praveé jedna pfimka R, takova, ze {a, b} C R.
Proa 7 aj jeziggmé R 7 R;. (Kdyby totiz R = R;, lezely by body &, a;, b natéze pfimce,
avsak &, aj urcuji pfimku P ab ¢ P.)

Zvolme a; € P libovolné. Podle (2) prochazi kazdym bodem a; € P, a; 7 &, pravéjedna
primka disunktni s R;. Oznatme tuto pfimku S;. Kdyby byly pfimky S; a Q rovnobézng,
musela by se pfimka S; rovnat pfimce P, protoze bodem a; prochazi jedina rovnobézkas Q.
To by vsak znamenalo, zea € R N S, coz je spor s predpokladem.
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Pfimka S; proto protne pfimku Q v jednom bodé s; rlizném od b (nebot §; N R; = {a;}).
Pro j #Z k pfitom zigimeé plati s; 7 s¢. Napfimece Q tak lezi body b, sj, j #i. Pfitom je zigimé,
Ze na Q nemlize lezet zadny dalSi bod. (Predpokladegjme totiz, Ze existuje na Q dalsi bod c.
Podle (2) existuje pfimkaC tak, Zec €e C,CNR =¢,1.C # Q,nebot b € QN R. Je-li
c #sj,jeC # Sj. Pak ale C protne pfimku P v bodé rlizném od & pro vSechnai, coZ je spor.)

Dokazali jsmetak, ze |Q| = n.

I1. Necht nyni A, B jsou dvé rlizné primky, které nejsou rovnobézné. Pripustme, Ze A je
tvofenan body ag, ..., a, ana B leZi navzgem rliznébody by, . . ., by+1. Zvolme oznateni tak,
Zeprisetik pfimek A, B jea; = b;. Podledefinice bodem b,,.1 prochazi rovnobézkaC sprimkou
A. Tato rovnobézka ma podle prvni ¢asti dilkazu n bodli; oznaémejec, ..., C, = bp1.

Oznatme S, pfimku prochéazejici body by, ¢; azvolme na B libovolny bod b # b;. Timto
bodem prochézi jedina rovnobézka S s pfimkou S . Tato rovnobé&zka nutné protne primky
A, B. Kdyby totiz byly napfiklad pfimky A a § rovnobézné, prochazely by bodem a; dvé
rovnobézky s prfimkou S, ato pfimky Aa ;.

Oznatme SNA=a" SNB=Db" Proi 7 j vdk podletvrzeni plati & 7 af,
by # b}. To vSak neni mozné, nebot na pfimce B je vic bodUi nez na pfimkach AaC.

Primky A, B tedy musi obsahovat stejny pocet bodi. °

10.21. Definice. Radem konetné afinni roviny rozumime potet bodil leZicich na primkach
vV této roving.

Snadno |ze dokéazat nad edujici tvrzeni.

10.22. Vé&ta. Konetna afinni rovina fadu n ma n? bodll a n? + n primek. Na kazdé primce leZi
n bodll a kazdym bodem prochazi n + 1 primek. Vdechny primky Ize rozdélit do n + 1 smérdi a
kazdy smér obsahuje n rovnobézek.

Nyni je ovSem prirozena otazka, zda ngaka afinni konetna rovina viibec existuje.

10.23. Priklad. V tabulce[1.4)je popsana konetna afinni rovina 4. fadu. Podle véty musi
obsahovat 16 bodl (jsou oznaceny arabskymi €islicemi) a 20 pfimek (jsou oznateny Ffimskymi
Cislicemi). Kazdy z péti smérli obsahuje Ctyfi primky.

10.24. Poznamka. Sportovné zalozeny ¢tendf miize postiehnout, Ze afinni rovina 4. fadu
uvedenav tabulce[I.4)je rozpisem rozjizdeék pfi klasicke ploché dréze, kdy 16 jezdcli absolvuje
20 rozjizdék tak, ze kazdy jezdec jede s kazdym pravé v jedné rozjizdce.

Tabulka[IL4] je diikazem, Ze konetné afinni roviny vskutku existuji. Tim v&ak viibec neni
zodpovézena otazka, zda existuje konetna afinni rovina libovolného fadu n € N. Alespon
¢astecnou odpovéd na tuto otazku nam dava teorie | atinskych ¢tvercd.
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| 1 2 3 4
Prvni I 5 7 6 8
smér 1 10 11 9 12
Y, 15 14 16 13
v 3 1 5 9
Druhy VI 14 10 2 6
smér VI 1 15 7 3
VI 4 8 12 16
IX 6 16 1 11
Treti X 2 5 15 2
smér XI 8 9 3 14
Xl 13 4 10 7
X1 7 12 14 1
Ctvrty X1V 2 13 8 11
smér XV |16 3 10 5
XVI 9 6 4 15
XVIl | 1 8 10 15
Paty XVII| 2 7 9 16
smér XIX 3 6 12 13
XX 4 5 11 14

Tabulka 1.4: Konetna afinni rovina 4. fadu



78 |. KOMBINATORIKA

Jak latinské Ctverce souvisgji s afinnimi rovinami si ukadzeme na roviné uvedené v tabulce
[1.4 (Porovnej nasledujici konstrukci s definici 3—sité v poznamce[10.12))
Sefadme nejprve 16 bodl dané roviny do nasledujici tabulky:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16

Naprvni pohled je vidé&t, Ze Fadky v této tabulce jsou primky 1. sméru a sloupce pfimky 2.
sméru v dané rovingé. Nyni si ukazeme, jak |ze zapsat primky dalSich tfi smérl.

Uvazujeme 3. smér, tj. primky 1X — XI1. V uvedené Gtvercove tabulce pak na mista bodt
prvni z téchto primek, tj. pfimky cislo IX, vepiSme Cislo 1. (Tj. nahradime jednickou Cisla
1,6,11,16.) Podobné cifrou 2 nahradime body pfimky ¢islo X (tj. vepiSeme dvojku misto Cisel
2,5,12,15). Kdyz tuto Gpravu provedeme analogicky i pro pfimky €islo XI a XIlI, obdrzime
Ctverec

w N
A RN
= B~ W
N W b

4 3 2 1

Nyni si uvédomme, Ze jsme zakonité obdrzeli latinsky Etverec 4. fadu. Vzhledem k tomu,
Ze primky 3. sméru se neprotingji (jsou to rovnobézky), nemiize se stét, aby jedno atotéz misto
mélo byt obsazeno rliznymi ciframi. Protoze kazda pfimka 3. sméru protne kazdou primku 1.
sméru (zapsanou v nékterem fadku Ctvercoveé tabulky) pravé jednou a rovnéz kazdou primku
2. sméru (zapsanou v nékterém sloupci) protne pravé v jednom bodg, je v kazdém fadku a
kazdéem sloupci vzniklého Ctverce opravdu permutace Cisel 1, 2, 3, 4, takZe vznikly Ctverec je
nutné latinsky.

KdyZ nyni provedeme analogickou Gvahu i pro pfimky 4. a 5. sméru, obdrZzime latinské
Ctverce

1 2 3 4 1 2 3 4
3 41 2 a 4 3 21
4 3 2 1 2 1 4 3
2 1 4 3 3 4 1 2

Popsanym zplisobem jsme pomoci roviny 4. fadu sestrojili tfi latinské Gtverce 4. fadu.
Jak se Gtenal milize snadno presvédCit, jsou kazdé dva z téchto Etvercli vzajemné ortogonalni.
Soucasné je snadné si uvédomit, Ze ortogonalita téchto Gtvercll je zakonita.
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Popsanou konstrukci v&ak nyni miizeme snadno obrétit. Budou-li dany libovolné tfi vza-
jemné ortogonalni latinské Etverce 4. fadu, sestrojime z nich zpétné snadno afinni rovinu 4.
Fadu.

Uvedenou (vahu miizeme zcela analogicky provest pro kazdé prirozené n atak dokazat
nasledujici tvrzeni.

10.25. Véta. Konetna afinni rovina fadu n > 3 existuje praveé tehdy, kdyz existuje n — 1
latinskych Etvercli n-tého Fadu, z nichz kazdé dva jsou ortogonalni.

Jak jsme jiz uvedli, neexistuji ani dva ortogonalni latinské Ctverce 6. fadu. Proto z véty
[10.25 okamzité plyne

10.26. DUsledek. Neexistuje konetna afinni rovina 6. Fadu.

(Kdyby sportovni €inovnici znali tento vysledek, pravdépodobné by nikdy nevznikla tzv.
»dlouha plochadraha‘, pfi niz jezdi v jedné rozjizdce 6 jezdcll. Pro tuto soutéz podle diisledku
[10.26] nel ze sestrojit analogicky ,, spravedlivy* rozpisjako pro klasickou plochou dréhu.)

10.27. Poznamka. Dodnes neni obecné znamo, pro kteran konecna afinni rovina n-tého fadu
existuje. Jsou znamy jen nékteré dil¢i vysedky. Tak napriklad metodami analytické geometrie
Ize odvodit tvrzeni:

Jelin = pX, kde p jeprvotislo ak prirozené Gislo, pak existuje konetna afinni
rovina fadu n.

Podstatné komplikovang$i je diikaz nasledujiciho tvrzeni:

Necht' ¢iso n neni soutem &tvercli dvou prirozenych Cisel a necht n =
= 1(mod 4) nebo n = 2(mod 4). Pak neexistuje afinni rovina fadu n.

Podle uvedeného tvrzeni neexistuje napriklad afinni rovina 14. fadu. Je vak fada pripadd,
kdy pro dané n neumime rozhodnout, zda afinni rovina fadu n existuje. Nejmensim takovym
Cidemjen = 10.

Ke konstrukci afinni roviny 10. fadu bychom potfebovali mit k dispozici 9 vzgemné
ortogona nich latinskych &tverci 10. fadu. Podle prikladu[T0.16/dvaortogonal ni latinské Etverce
10. Fadu existuji. Ani pomoci poGitatli vsak dodnes nebyla nalezena ani jednatrojice vzaemné
ortogonalnich latinskych ¢tverct 10. Fadu. Existence afinni roviny 10. fadu tak dodnes nebyla
ani dokéazanaani vyvracena. Provelkou obtiznost tohoto problému se mu Casto fikamatematicky
»problém stoleti“, i kdyZ mnohé jiné problémy jsou znaméjsi a popularngjsi.

Kromé konetnych afinnich rovin jsou intenzivné studovany i konecné projektivni roviny,
jejichz definice je v nékterych rysech obdobna
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10.28. Definice. Bud A # @ konetna mnozina (jeji prvky budeme opét nazyvat body), a
mnozina R C P(A) (jeii body budeme opét nazyvat primky). Necht plati:

(1) Prokazdéx,y € A, X Zy, existuje pravé jednamnozina P € R tak, Zze {x, y} C P.
(2) Kazdé dve rtizné primky se protingji v jediném bodgé.

(3) Existuji Ctyfi navzgjem rlizné prvky, z nichz zadné tfi nelezi natéze primce.

Pak se dvojice (A, R) nazyva konetna projektivni rovina.

Zakladni vlastnosti projektivnich rovin se odvijeji od nasledujiciho tvrzeni, jehoz dilkaz je
elementérni a proto jg pfenechame Ctenafi.

10.29. Véta. V konetné projektivni rovingé existuji Ctyfi navzajem rtizné primky, z nichz zadné
tfi se neprotinaji v témze bodeé.

Z definice[10.28 a z véty [10.29 plyne z&kladni vlastnost projektivnich rovin, tzv. princip
duality:

10.30. Véta. Kazdé tvrzeni v teorii koneénych projektivnich rovin zlistane v platnosti, kdyz
V ném vzajemné zameénime pojmy bod a pfimka.
Snadné je odvodit i nasledujici tvrzeni.
10.31. Véta. V kazdé projektivni roviné plati:
(1) vBechny primky maji stejny pocet bodt;
(2) kazdym bodem prochazi stejny pocet pfimek;
(3) poket bodli na primkach je stejny jako potet primek prochazejicich jednotlivymi bodly.
Matedy smysl nasledujici definice.

10.32. Definice. Necht kazda pfimka konetné projektivni roviny obsahuje n + 1 bodt. Pak
se ¢ido n nazyvarad dané roviny.

Z véty [10.3T] a z definice[10.32)je zZfejmé nasledujici tvrzeni.

10.33. Vé&ta. Konetna projektivni rovina fadu n man? +n + 1 bodli a n? + n + 1 piimek.
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10.34. Poznamka. Konetna projektivni rovina 2. fadu by méla, pokud existuje, obsahovat 7
bod{l a 7 primek. CtenaF snadno ovéfi, Ze takovou rovinou je napfiklad Steinerfiv systém trojic
pron =7 v pfikladu[10.8,

Odpovéd na otazku, pro ktera n existuje konetna projektivni rovina tohoto fadu je stejna
jako u afinnich rovin: kone€na projektivni rovina n-tého Fadu existuje prave tehdy, kdyz existuje
n — 1 navzajem ortogonalnich latinskych ¢tvercl fadu n.

Cviceni
1. Zkonstruujte dva latinské Ctverce patého fadu, které maji shodny prave jeden Fadek.

2. Dokazte, ze mezi latinskymi ¢tverci fadu n jich miize existovat ngjvyse n — 1 navzaem
ortogonal nich.

3. Existuje zajimavasouvislost latinskych ¢tvercli se étverci magickymi, o nichz jsme sejiz
nekolikrat zminili.
P¥ipomenme, ze magickym ¢tvercemfadu n rozumime tabulku o n fadcich an sloupcich,
do niz jsou zapsana Cisla 1, 2, . .., n? tak, Ze soutet Cisel ve viech Fadcich, sloupcich a
obou diagonalach je stejny. Snadno se ukaze, ze uvedeny soucet v tomto pFipade musi byt
n-(n>+1
M. Vynechame-li pozadavek, aby dany soucet byl v diagonaach, dostaneme

definici tzv. polomagického Ctverce.

Neni divu, ze magické Ctverce pritahovaly svymi fascinujicimi vliastnostmi lidi jiz pred
mnohastaletimi. Jiz v Gvodnim paragrafu jsme se zminili o magickém ¢tverci nazyvaném
Saturn, ktery vznikne pfepsanim konfigurace Lo-Su (viz obrazky [1.J a[1.2).

Magickeé Etverce se objevovaly napriklad i ve vytvarném umeéni. Uvedme zamnohé obraz

Albrechta Direra Melancolia (viz obrazek [10.8 na obrazku [10.9) je detail magického
Ctverce).

Jizvel3. sto[eti popsal ¢insky matematik Jang-Hui Fadu konstrukci magickych étverct 3.
az 10. fadu. Rada téchto konstrukci byla velmi diimysina. Uvedme na ukazku napriklad
konstrukci magického Etverce 9. ¥adu, nazyvaného Veliky Lo-Su.

Ocidujme Fadky a sloupce Ctverce Lo-8u Cidly 0, 1, 2. Dostaneme tak
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Obr. 10.8: Durertiv obraz Melancolia

Obr. 10.9; Detail Dirrerova obrazu Melancolia
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Oznatme Cido v i-tém Fadku a j-tém sloupci tohoto ¢tverce symbolem L (i, j), (takze
napfiklad L(1,2) = 7). Ctverec ,Veliky Lo-8u“ dostaneme tak, Ze pfi analogickém
ocislovani jeho fadkd a sloupcti &isly 0,1, 2, ..., 8 jsou jeho prvky G(i, j) vytvoreny
podle pravidla:

G@Ba+b,3c+d)y=L(a,c)+9-[L(b,d)—1],a,b,c,d=0,1,2.

Napt.:
G(7,2=L(2,00+9-[L(1,2)—1]=8+9-(7T—1)=62

Dostaneme tak

o 1 2 3 4 5 6 7 8
31 76 13 36 81 18 29 74 11
22 40 58 27 45 63 20 38 56
67 4 49 72 9 54 65 2 47
30 75 12 32 77 14 34 79 16
21 39 57 23 41 59 25 43 61
66 3 48 68 5 50 70 7 52
35 8 17 28 73 10 33 78 15
26 4 62 19 37 55 24 42 60
71 8 53 64 1 46 69 6 51

coO~NO O~ WNPEFO

Jiny zajimavy magicky Ctverec zkonstruoval znamy védec a politik Benjamin Franklin.
Jeto Ctverec 8. fadu

52 61 4 13 20 29 36 45
14 3 62 51 46 35 30 19
53 60 5 12 21 28 37 44
11 6 59 54 43 38 27 22
55 58 7 10 23 26 39 42

9 8 57 56 41 40 25 24
50 63 2 15 18 31 34 47
16 1 64 49 48 33 32 17

Tento Ctverec je tzv. supermagicky: kdyz ho rozdélime na 4 bloky o 4 fadcich a 4
sloupcich, je kazdy z téchto blokll pseudomagicky: soucet kazdého Fadku a kazdého
sloupce v téchto blocich je 130, avsak jednotlivé bloky nejsou slozeny z Cisel 1,2, .. .,
16.
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Intenzivné se magickymi Ctverci zabyval v 18. stoleti Euler. Slavny se stal jeho magicky
Ctverec 8. fadu

1 48 31 50 33 16 63 18

30 51 46 3 62 19 14 35

47 2 49 32 15 34 17 64

52 29 4 45 20 61 36 13

5 44 25 56 9 40 21 60

28 53 8 41 24 57 12 37

43 6 55 26 39 10 59 22

54 27 42 7 58 23 38 11

Tento Ctverec totiz, kromé toho, ze je magicky, ukazuje postup Sachového kong, ktery
preskate celou Sachovnici (kdyz z pole n sk&Ce napolen + 1). (Srovnej s prikladem[6.10
ve 2. kapitole.)

Euler také odvodil mimoradné zajimavou souvislost mezi magickymi a latinskymi
Ctverci.

Casto je mu pfipisovana nasledujici konstrukce magickych &tvercil lichého Fadu, kterou
vSak jiz v 17. stoleti objevil francouzsky velvyslanec v tehdejSim Siamu S. dela L oubére.
Tato konstrukce Etverce n-tého Fadu pro liché n je nasledujici.

VepiSeme ¢islo 1 doprostfed prvniho Fadku. Mame-li jiz vepsano €islo n, napiseme Cislo
n+ 1 o jeden fadek vy3 a jeden sloupec doprava, pficemz ,,nad“ prvnim fadkem je
posledni fadek a,, vpravo* od posledniho sloupce je prvni sloupec. Pokud je ison + 1
jiZz obsazeno, napiSeme n + 1 pod Cidlo n.

[lustrujme to na prikladu Ctverce 5. fadu. Predepsanym postupem dostavame

17 24 1 8 15
23 5 7 14 16
4 6 13 20 22
10 12 19 21 3
11 18 25 2 9

Euler ukazal, ze kdyz v takto vzniklém magickém ctverci n-tého fadu odecteme od
kazdeho ¢idajednicku avysledek vyjadiime nikoliv dekadicky, ale v soustavé o zakladu
n (pficemz Cislo 1 napiSeme jako 01, 2 jako 02 atd.), dostaneme popis ortogonalnich
latinskych Gtvercli n-tého fadu.

Tak napriklad z vySe uvedeného magického Ctverce dostaneme (nebot 16 dekadicky je
31 v pétkoveé soustavé apod.)
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31
42
03
14
20

43
04
10
21
32

00
11
22
33
44

12
23
34
40
01

24
30
41
02
13

Uvedenym postupem |ze tedy sestrojit ortogonéni latinské Ctverce pro kazdeé liché n.

Tyto Gvahy Eulera privedly k formulaci Glohy o 36 dlistojnicich.



Kapitola 2

TEORIE GRAFU

1 Cotojeteoriegraft akdy vznikla

Odpovéd na uvedené otazky je tentokrat ponékud jednodusSi nez tomu bylo u analogickych
otazek v 1. kapitole.

Teoriegraftijerelativné samostatnacast diskrétni matematiky; pochopeni zakladnich pojmi
této teorie nevyzaduje hluboké znalosti jinych matematickych disciplin. VétSina pojmt o nichz
budeme v této kapitole hovorit, mavcelku jednoduchou a ndzornou interpretaci. Podobné jako
v 1. kapitole si v&ak musime uvédomit, Ze se budeme zabyvat pouze témi nejjednodussimi
pojmy a Ze jednoducha formulace problematiky viibec nepredznamenava jednoduchost Feseni
danych problémd.

V matematice se s pojmem , graf“ setkavame Casto a v nejriizngSich souvislostech. Bézné
napriklad hovorime o, grafech funkci“. Teorie grafli se viak zabyva objekty zcelajiného druhu.
V tomto paragrafu jeSté nepodame zcela presnou definici pojmu ,, graf*. Pokusime se pouze
0 vysvétleni intuitivniho velmi nazornegho smyslu tohoto pojmu, stru¢né uvedeme, jak a kdy
se tento pojem v matematice objevil a naznatime, pro¢ ma teorie grafli etné aplikace nejen
v matematice, alei v fadé nematematickych obor.

Ve svétove literature patrné neexistuje uéebnice teorie grafll, v niz by se dfive nebo pozdgi
neobjevilaznama tloha o sedmi mostech mésta Kralovce, nebot v souvislosti s touto tlohou se
v matematice poje,, graf* objevil poprvé.

Jak tato Glohazni? Méstem Konigsberg (Cesky Kralovec, dnesni Kaliningrad v Rusku) teCe
Feka Pregel. V této Fece jsou dva ostrovy, které byly s pevninou a vzgemné propojeny sedmi
mosty. Na obrézku[1.1] je schéma popisované situace na dobové kresbeé.

Kdyz si obrazek prekreslime do schématu na obrazku dostaneme nasledujici schéma:

Ukolem je Zistit, zda je mozné wyjit z jednoho mrista, projit po kazdém mosté pravé jednou
a skoncit prochazku ve vychozim bodeé.

86
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Obr. 1.1: Kresba 7 mostli v K 6nigsbergu

Obr. 1.2: Schéma 7 mostli v Konigsbergu
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Tuto Ulohu Fesil (a vyfesil) v roce 1736 L. Euler. Ten samozigmé dobre védd, Ze FeSeni
nezavisi na délce mostll, Sifce feky a podobng, ale pouze na tom, které ¢asti mésta jsou
jednotlivymi mosty propojeny. Znazornime-li si jednotlivé Casti méstajako krouzky v roviné a
mosty jako spojnice prislusnych Cadti, je okamzité ziejmé, Ze vyFeSit uvedenou Ulohu znamena,
nazorné feceno, , namalovat jednim tahem” ,, graf* na obr.

T
N

Obr. 1.3: Grafovainterpretace tlohy o 7 mostech

Euler samozigimé feSil ngjen uvedenou Ulohu (Ctenar pravdépodobné vi, Ze pozadovanou
prochazku uskutetnit nelze), ale vyFeSil obecng, které, grafy” |ze jednim tahem namalovat (jak
o0 tom budeme hovofit v paragrafu[6).

Po uvedeném Eulerové vysledku se vice nez 100 let , grafova* problematika v matematice
neobjevila. Az v poloviné 19. stoleti se anglicky matematik A. Cayley zabyval otazkou, kolik
existuje izomerll uhlovodiku C,Hon+o. (Jak CGtendl patrné vi, prvni tfi ¢leny uhlovodikovée
fady, tj. metan, etan, propan, maji jediny izomer, Ctvrty Clen jiz ma izomery dva — butan a
izobutan). Cayley udéla v podstaté tutéz abstrakci jako Euler. Kdyz si znazornil jednotlivé
atomy jako krouzky v rovingé a spojil ,,hranou“ krouzky znazornujici ty atomy, mezi nimiz
je chemicka vazba, preved! , chemicky* problém na problém naezeni pottu , rliznych® grafl
predepsaného typu, jak je uvadime na obr. 1.4, (Krouzky, z nichz ,vychazeji* Ctyfi hrany,
odpovidaji atomtim uhliku, krouzky, z nichz vychéazi jedina hrana, odpovidaji atomim vodiku.
Jak uvidime v paragrafu[d, jsou uvedené grafy pfipadem tzv. , stromi“.)

Analogicky se pfirozenym zplisobem k pojmu ,,graf“ dostal G. Kirchhoff ve svych pracech
o elektrickych obvodech.

V téze dobg, tj. zhruba v polovingé 19. stoleti, zatina historie jednoho z nejslavnéSich
problémi teorie grafil, tzv. problému ¢tyf' barev. O tomto problému budeme podrobngji hovorit
v paragrafu(g,

Prvni , grafovou” praci v eské matematicke literatufe publikoval v roce 1926 O. Borlivka,
kdyZ vyresil otazku, jak elektrifikovat danou skupinu mést siti minimani délky (o tomto
problému budeme obecngi hovorit v paragrafu4).

Prvni monografii o teorii grafli uverejnil v roce 1936 madarsky matematik D. Konig. Jeho
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Obr. 1.4: Grafy izomer{i uhlovodiku

kniha Theorie der endlichen und unendlichen Graphen byla vpravdé priikopnicka a po dlouha
desetileti ve svété prakticky jedina

Doslova bouflivy rozvoj prodélavateorie grafti v poslednich zhruba Ctyficeti letech, kdy se
neustale roz&ifuje spektrum aplikaci této teorie.

Nyni je snad jiZ alespon Castetné zigjme, jaké objekty setedy v teorii grafli studuiji.

Bud danangakamnozinaV # ¢ (ve vétsiné pripadli konetnd). Jgii prvky nazveme vrcholy
nebo téz uzly. Predstavme si tyto vrcholy jako malé krouzky v roviné. Nékteré dvojice vrchol U
mohou byt vzgemné spojeny tzv. hranou. V nékterych , grafech” mohou byt dva vrcholy
spojeny i vice nez jednou hranou (takovy je napfiklad graf naobr.[1.3), nékdy je pfipustna mezi
vrcholy nejvyse jedna hrana (jako napfiklad v grafech na obr.[1.4). V nékterych grafech jsou
hrany , orientovany*, tj. je vyznaten smér, od kterého uzlu ke kterému pFislusna hrana vede;
takové hrany nazyvame &pky. V nékterych grafech se pfipoust§ji tzv. smycky, tj. hrany vedouci
z uzlu do sebe samého. Nékdy se dokonce pfipoustji , hrany* spojujici vice nez dva uzly. (Pak
hovofime obvykle o tzv. hypergrafu.)

Pfitom jejisté zZfgimé (apozdéi to pfesné ukazeme), ze , grafy* ve vySe uvedeném smyslu
Ize definovat abstraktné, nezavisle na zplisobu jejich konkrétniho , nakresleni“. Toto kresleni
bude dlilezité jen v nékterych pripadech (napfiklad v paragrafu (7] kde se budeme zabyvat tzv.
rovinnymi grafy).

Nekteré pripady, které |ze popsat pomoci grafil, jsme uvedli na zatatku tohoto paragrafu.
Ctend' si jisté dovede predstavit Fadu dalich situaci, které | ze takto charakterizovat.

Grafem je napriklad automapa CR. Vrcholy jsou jednotlive obce, hrany jsou prisludne
silnice. Tento graf je navic tzv. ohodnoceny — jednotlivym hranam jsou pfipsana kladna isla
(vzdalenosti). Grafem je schéma zapojeni barevného televizoru i plan vodovodni sité mésta
Brna. Pomoci grafli |ze popsat vyrobni procesy i vztahy mezi pracovniky v daném zavode.
Pomoci pojmeiteorie grafli | ze charakterizovat strukturu programu pro pocitac i rozpis sportovni
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soutéze atd. Zagrafy | ze povazovat hasseovské diagramy usporadanych mnoZzin aviibec kazdou
mnoZinu, na niz je definovana binarni relace.

| pro teorii grafi plati to, co jsme uvedli jiz v 1. kapitole. Chceme-li napriklad v konetném
ohodnoceném grafu ngjit ,, ngkratsi cestu“ z jednoho vrcholu do druhého, mohlo by se zdéat
nejjednodussi vBechny cesty vypsat (je jich pfece pouze konetné mnoho), a pak mezi nimi
vybrat tu nejkratSi. Nemoznost tohoto postupu vyplyvaz toho, Ze iz pro pomérné,,mal€* grafy
je vech moznosti tak mnoho, Ze ani pomoci pocitath neni uvedeny postup realizovatelny.

U fady jednoduSe fomulovatelnych Uloh neni dodnes nalezen , efektivni® agoritmus pro
jejiich FeSeni. Jmenujme za mnohé alespon tzv. problém obchodniho cestujiciho: Obchodni
cestujici mé projit danou mnozinou mést a vréatit se tam, odkud vy3el. Naklady na jeho cestu
pfitom maji byt co nggmensi.

Je Zfgimé, Ze tuto situaci |ze popsat ohodnocenym grafem, v némz vrcholy jsou jednotliva
meésta, hranou spojime mésta mezi nimiz je pfimé dopravni spojeni a kazdé hrané prifadime
naklady spojené s cestovanim mezi danymi vrcholy.

Jakkoliv jednoduchy se uvedeny problém zda, jde o jeden z nejkomplikovangjSich problémt
diskrétni matematiky.

V zavéru tohoto paragrafu je nutno jesté uvést, Ze terminologie v této oblasti neni ustélena
ajednotnaani ve svétové ani v Ceské matematicke literatufe. Dokonce i samotny pojem ,, graf”
mUze mit v rliznych knihach odlisny vyznam, podle toho, jaky cil autor sleduje.

My budeme v dalSim grafem rozumét to, co se ¢asto nazyva obyCejny graf (neorientovany
graf bez smytek abez nasobnych hran). Vzgemny pomér jednotlivych typl grafti (orientova-
nych, neorientovanych, multigrafd, hypergrafli atd.) popiSeme v paragrafu[9

2 Zakladni pojmy

2.1. Definice. Bud U # ¢ libovolnamnozina, bud H € £,(U). Usporadanou dvajici [U, H]
nazyvame graf .

Prvky mnoziny U nazyvame uzly (nebo téz vrcholy) grafu, prvky mnoziny H hrany grafu
[U, H].

2.2. Poznamka. (a) Uvédomme si, Ze podle definice je mnoZina uzll vzdy neprazdna, avsak
mnozina hran miize byt prazdna.

(b) Necht U je tfiprvkova mnozina {x,y,{x,y}}, H bud mnozina
{{x, y}, {x, {x, y}}}. Pak je podle definice 2.7 [U, H] graf. Popis tohoto grafu je vSak ne-
prehledny, nebot {x, y} je soutasnéjeden z uzllii jednaz hran. Abychom se vyhnuli podobnym
nepfijemnostem, budeme nadél e automaticky predpokladat (respektive oznaCeni volit tak), Zze
UNH=4a.
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(c) Uvedomme si, Zze v grafu [U, H] kazdé dva uzly tvorfi nejvySe jednu hranu.

(d) Je-li [U, H] graf, pak jsou hrany dvouprvkové podmnoziny mnoziny U. Misto {x, y} €
€ H budeme obvykle uZivat jednodussiho zapisu xy € H, tj. budeme hovofit o hranach
XYy, uv, ab a podobné. (Pfitom je zfeimé, ze xy € H préave tehdy, kdyz yx € H, tj. hrany
jsou podle definice ,, neorientované®.) Je-li x € U, neni xx hrana (tj. v naSem grafu neexistuji
»SMyCky*).

(e) Podle definice miize byt mnozina uzl&l grafu [U, H] konena i nekoneéna. Rikame,
Ze [U, H] je konetny graf, je-li U konetna mnozina. V dal&im budeme prevazné hovorit
o0 konecnych grafech.

(f) Grafy s budeme Casto predstavovat tak, jak jsmeto uvedli jiz v paragrafu[ll Je-li [U, H]
graf, pfedstavimesi uzly jako malékrouzky v roving, dvauzly x, y pak spojime ngakou kfivkou
(nejCastgji — nevsak nutné— Useckou) pravétendy, kdyz xy € H. Ziskany obrézek jev mnoha
pfipadech uziteCny, uvédomme si vSak, ze jeden atentyz graf 1ze znazornit obrazky, z nichz
nemusi byt viibec zZigimé, Ze jsou to nakresleni téhoz grafu. Je-li naprfiklad U = {a, b, c,d} a
H = 2»(U), je navSech obrézcich[2.5a—c nakreslen tento graf [U, H].

o}

N

o o o c/
(

@ (b)
Obr. 2.5: Rlizna nakresleni grafu K4

(9) Terminologie teorie grafli ¢asto vychazi z takto konstruovanych obrazk{. Tak napriklad
fikame, Ze x, y jsou koncové uzly hrany xy, o uzlech u, v € U fikame, Ze jsou sousedni, pokud
uv € H, hranaab spojuje uzly a, b, hranaxy jeincidentni suzly x, y atd.

2.3. Definice. Uplnym grafem na mnozing U # ¢ rozumime graf [U, P»(U)]. (Tzn., Ze
v Uplném grafu jsou kazdé dva uzly spojeny hranou.)
Uplny graf namnoziné U je obvyklé znaCit symbolem K, kden = |U|.
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Na obrazcich[2.5a—c je tedy nakreslen graf K.

2.4, Definice. Budte dany grafy ¢1 = [Uy, Hi], G2 = [U2, Hy]. Pak fikame, ze:
(@ §1=Go,jestlizeU; = Uy, Hy = Hy,
(b) 41 jepodgrafemgrafu §, jestlizeU; € Uy, Hi C Ho,
(c) g1 jefaktoremgrafu §.,, je-li podgrafem grafu G, aU; = Uy,
(d) 41 jeviastnim podgrafem grafu 4., je-li podgrafem tohoto grafu a pfitom G1 # G2,

(©) G1, 92 jsoudigunktni, jestlizeU; N U, =0,

(f) 91, 9,2j33U komplementérn'l, jestllie Ui =Uy, HiNHy =9, H U Hy, = P (U).

2.5. Priklad. Naobr.[2.6a,b jsou vzgemné komplementarni vlastni podgrafy grafu K,. Oba
uvedené grafy jsou soucasné faktory grafu K.

O,
o o O/ \O
@ (b)

Obr. 2.6: Komplementarni podgrafy grafu K4

2.6. Definice. Bud [U, H] graf. Rekneme, 7e uzel x € U je koneného stupng, jestlize
inciduje s konecnym poctem hran. VV opatném pFipadé je x uzel nekonetného stupné.

Je-li x uzel konecného stupné, oznacime pocCet hran, které s timto uzlem inciduji, symbolem
st x. Toto €islo nazyvame stupen uzlu x. Je-li stx = 0, nazyva se uzel x izolovany.

2.7. Poznamka. (a) Plati
stx=1|{y e U; xye H}|.
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(b) V grafu naobr.2.6aplati sta = stb = std = 2, stc = 0, takze ¢ jeizolovany uzel tohoto
grafu.

V grafu naobr. [2.6pb plati sta = stb =std =1, stc = 3.

V grafu K, je zZfejmé stupen kazdého uzlu roven ¢islun — 1.

(c) Je zZiggmé, Ze v konetném grafu je kazdy uzel konetného stupné. | v nekonetném
grafu vSak mohou byt samoziejmé vSechny uzly konetného stupné. Napfiklad na obr.[2.7 je
nekonetny graf, jehoz kazdy uzel ma stupen 2.

VAVAVE

Obr. 2.7: Graf, jehoz vSechny uzly maji stupen 2

Zvolime-li vak zamnoZzinu uzl & napfiklad mnoZinu R vech realnych &isel a definujeme-li
mnozinu H hran takto:

X, YER,XyeH <<= |x—-y|e€Q,

je ziggmé [R, H] nekonetny graf, v némz jsou vSechny uzly nekonetného stupné. Tento graf
samoziejmeé nakredlit (ani schématicky) dost dobfe neni mozné.

2.8. Véta. Bud [U, H] konecny graf. Pak plati

Zstx:2-|H|.

xeU

Diikaz. Indukci vzhledemk €islu [H|. Je-li [H| =0, tj. H = ¢, jetvrzeni zigimé, nebot st x = 0
pro kazdy uzel x € U. Necht tvrzeni plati pro kazdy graf namnoziné uzlti U, ktery manejvyse
h hran. Bud nyni g = [U, H] takovy graf, Ze|H| = h+1. Bud xy € H libovolnahrana. V grafu
g* =[U,H — {x,y}] jeh hran, takze v * plati ) stx = 2-h. Stupné vsech uzlliv ¢ a *
jsou v8ak stejné az nauzly x, y, které maji v § stuxggh 0 jedniCku v&tsi nez v 6*. Odtud ziegmeé
plyne Zev g plati > stx=2-h+2=2.(h+1). °

xeU

V dikazu véty [2.17] vyuZzijeme nasledujiciho oznateni.

2.9. Definice. Bud ¢ =[U, H] konecny graf, k € Ny bud libovolné. Pak klademe

ok(§) = [{x e U; stx =k}|.
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Symbol o (4) tak udava pocet uzll stupnék v grafu §. Je evidentni, Ze pouze pro kone¢né
mnoho k € Ny jeoy(4) 7 0. (Pfedpokladame, ze G je konetny!)

Napriklad v grafu na obrazku[2.6aje oo = 1, 02 = 3, 0y = 0 pro 0 # k # 2. V grafu na obr.
[2.6b plati o1 = 3, 03 = 1, o = 0 pro ostatni k.

Z definice Cisel oy je Zfgimé, Ze plati
2.10. Pomocna véta. Bud g = [U, H] konecny graf. Pak
D stx=> k- o).
xeU k=0

Nasledujiciho elementéarniho tvrzeni budeme Casto vyuzivat.

2.11. Véta. Pocet uzlli lichého stupné v kazdém konetném grafu je sudy.
Dlkaz. Bud § = [U, H] konetny graf. Pocet uzlli lichého stupnéjeroven &islu Y o2j+1. Pfitom
j=0

x

Y i-o

j=0

Y 2jog+ Y ) +1) o =
j=0 j=0

o0 oo
sz - (02 t02j41) * ZUZJ+1-
j=0 j=0

Odtud celkem . o
Y 0201 =2- [H| = Y 2j - (02 +02j41).

j=0 j=0

Protoze na praveé strané posledni rovnosti stoji prokazatelné Cislo sudé, jei €islo ) opj+1 Sudé.
° =0
2.12. Poznamka. (a) Pro nekonecné grafy tvrzeni zfeimé neplati. Napriklad v grafu na
obr.[2.8 existuje prave jeden uzel lichého stupné.

(b) Stupné uzll grafu hraji dileZitou roli v fadé Gvah. Jedna z typickych (loh spoCiva
v nasledujicim: bud dana kone€na posloupnost a;, a,, . . ., a, nezapornych celych Cisal. Tato
posloupnost se nazyva grafova, kdyz existuje graf [U, H] takovy, ZeU = {uy, ..., Uy}, stu; =
=a,i =1,...,n. Snadno |ze ukazat, Ze existuji posloupnosti, které nejsou grafové. Nutna a
dostatetna podminka toho, aby posloupnost byla grafova, je uvedena napfiklad v [[10], str. 37.
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Obr. 2.8: Graf sjedinym uzlem lichého stupné

2.13. Definice. Rekneme, Ze graf [U, H] je pravidelny graf k-tého stupné (nebo struéné
jenom k-pravidelny graf), jestlize st x = k pro kazdy uzel x € U.

2.14. Priklad. (a) Uplny graf K., je pravidelny graf stupnén — 1.
(b) Naobr.[2.9a e konecny ana obr.[2.9b nekonetny pravidelny graf 3. stupné.

VRN
0\0/ c\/o_o/ 0\0/0 | |
\
0/0\0/0\0/ ________ _ | | |
' (b)

Obr. 2.9: Pravidelné grafy 3. stupné

2.15. Poznamka. Z véty [2.11] bezprostfedné plyne, Zze v konetném pravidelném grafu lichého
stupné je pocet uzll sudy.

V zavéru tohoto paragrafu se stru¢né zminime o tom, jakym zplisobem je mozno graf zadat.
Uvazujme napriklad graf na obr. Tento graf je jisté pfehledny a z obrazku je tenari
okamZité jasné, o jakém grafu hovofime. Zadani grafu jeho nakreslenim je proto jedno z nej-
Cast&jSich. Mnohdy je v&ak nutno volit zadani jiné. Obrazek miize byt neprehledny a napriklad
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4 5 6
o
0o
1 2 3
Obr. 2.10:

jako vstup do potitaCe je (alespon prozatim) prakticky nepouzitelny. V téchto pripadech je
nejobvykleisi graf zadat pomoci vhodné sestavené posloupnosti nebo pomoci jistych matic.
Ukazme si alespon nékteré z nejbéznéjSich moznosti.

Pro zadani grafu je vhodné ozna€it uzly pfirozenymi €idy 1, ..., n (jak jsme to udéali na
obr.[2.10). Oznatime-li graf naobr.[2.10jako [U, H], je

U
H

{1,2,3,4,5, 6}
{{1. 4}, {1, 5}, {2, 5}, {3, 5}, {3, 6}, {5, 6}}

Zapistohoto grafu |ze , zakddovat* nasledujici posloupnosti:
(6,6,1,4,1,52,5,6,1,1,4,1,2,3,6,2,3,5).

(Jak Ctendr jisté postiehl, udavaprvni &islo pocet uzlll, druhé potet hran, apak nasleduje soupis
vech hran, pri¢emz zavorky v oznageni hran miizeme pochopitel né vynechat.)
TentyZ graf vsak mUizeme popsat i jinou posloupnosti napriklad takto:

(6,6,2,4,5,1,52,5,6,1,1,4,1,2,3,6,2,3,5).

Prvni ¢islo udava potet uzlf, druhé pocet hran; pak postupné nasleduje stupei uzlu 1 (ktery je
roven 2) avycet s nim sousedicich uzll (coz jsou uzly 4 a5), dale stupei uzlu 2 (ktery je roven
1) asousedni uzd (1j. 5) atd.

Matici sousednosti grafu [U, H] sestavime z nul a jedniCek tak, ze a; = 1 prave tehdy,
kdyzij € H.

Matice sousednosti grafu na obr.[2.10 je uvedenav tabulce[2.1,

Tak zvanou znaménkovou matici obdrzime tak, ze v matici sousednosti misto jednicek
napiSeme znaménko + a misto nul znaménko -.

Dal&imi moznostmi — ajejich celafada— se nebudeme zabyvat.
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F0 00 1 1 07
000010
000011
100000
111001
| 00101 0

Tabulka 2.1: Matice sousednosti grafu z obr.

3 Souvidégrafy

3.1. Definice. Bud [U, H] graf, X0, Xn € U budte libovolné uzly. Posloupnost uzlti a hran
tvaru
XOa XOXL Xla X1X27 e ey anl’ anlxn’ Xn

se nazyva ded zatingjici v uzlu xo a kon€ici v uzlu x,. Uzly X4, ..., Xp_1 Nazyvame vnitfni
uzly tohoto dedu, ¢islo n (tj. pocet hran ve sledu) nazyvame délkou tohoto sledu.

3.2. Pfiklad. V grafu naobr.[2.10je napfiklad
1,15,5,52,2,25,5,53,3
ded délky 4 za€ingjici v uzlu 1 akoncici v uzlu 3.

3.3. Poznamka. (a) Podle definice je kazdy uzel sledem nulové délky.

(b) Existuje-li mezi dvémarliznymi uzly sled, existuje mezi nimi zfejmé nekonecné mnoho
sledl. Mlizeme totiZ, jednoduse feceno, kteroukoliv hranu v daném sledu libovolné mnohokréat
opakovat. Napriklad v grafu na obr. existuji mezi uzly 1 a2 sledy

1,15,5,52,2
1,15,5,52,2,25,5,52, 2
1,15,5,52,2,25,5,52, 2,25,5,52, 2 atd.

Vzhledem k tomu, Ze ve sledu se mohou hrany i uzly opakovat, ma smyd nasledujici
definice.

3.4. Definice. Sled, v némz se neopakuje z&dna hrana, se nazyva tah v daném grafu. Je-li
pocatecni uzel tahu roven koncovému, nazyva se tah uzavieny. V opacném pripadé se tento
tah nazyva otevieny.

Sled, v nemz se neopakuje zadny uzel, se nazyva cesta.
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3.5. Poznamka. Je zZfejmé, Ze kazda cesta je tahem, avsak opacné tvrzeni obecné neplati.
Napriklad v grafu na obrazku[2.10je 2, 25, 5, 53, 3, 36, 6, 65, 5, 51, 1 otevieny tah, avsak
neni to cesta, nebot’ se opakuje uzel 5.

3.6. Vé&ta. Necht'vgrafu[U, H] existujemezi uzy x, y € U, x # y ded. Pak mezi nimi existuje
v daném grafu alespon jedna cesta.

Dilkaz. Tvrzeni je vcelku zigimé. Necht je dan sled mezi uzly x, v:
X= XO? X0X1, ceey anla anlxn, Xn = y

Pokud tento sled neni cestou, existuji xi, Xj,i < j,tak,zex; = x;.Pakaejexo, ..., Xi, XjXj+1, Xj+1, - - - » Xn
opét sled mezi uzlu x, y. (Z plvodniho sledu jsme , vyskrtli“ (sek od x; do x;.) Neni-li takto
Ziskany sled cestou, musi se v ném néjaky uzel opakovat. Prisludnou ¢ast sledu pak miizeme
opét vyskrtnout. Po konetném pottu krokll pak z plivodniho sledu jisté zlistane cestaz x do .

3.7. Priklad. V grafu naobr. existuji mezi uzly 1 a 3 dvé cesty: jedna ma délku 2, druha
délku 3.

3.8. Definice. Graf, v némz mezi kazdymi dvéma uzly existuje sled, se nazyva souvidy.

3.9. Poznamka. Podle poznamky [3.3aje kazdy graf tvoreny jedingm uzlem souvisly. Souvisly
jei graf naobr.[2.10, avSak graf naobr.[2.6asouvisly neni, nebot v ném neexistuje sled napriklad
mezi uzly aac.

V dal8im budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

3.10. Véta. Bud [U, H] souvidy graf, x € U, stx = 1, Xy € H hrana incidentni s uzZlem x.
Pakjegraf [U — {x}, H — {xy}] souvigly.

Dikaz. Budteu, v € U — {x} libovolné dvanavzgem rlizné uzly. (Kdyby takové dvauzly nee-
xistovaly, bylo by U = {X, vy}, H = {xy} a graf
[U — {x}, H — {xy}] by byl [{y}, 4], coZ je souvisly graf podle poznamky [3.9). Protoze je
[U, H] souvidly, existuje v ném sled mezi uzly u, v a podle véty [3.6 existuje mezi témito uzly
alespon jednacesta. Nyni si stali uvédomit, Ze nazadné cesté mezi uzly u, v nemlizelezet hrana
xy. (Uzel x by totiz musel byt vnitfnim uzlem této cesty. ProtoZe x inciduje pouze s hranou xy,
obsshuje danacestalsek ..., y, yX, X, Xy, VY, .... Pak to ale neni cesta, nebot' v daném dedu
se opakuje uzel y.) Kazda cesta mezi u, v je tedy sledem v [U — {x}, H — {xy}], takZe tento
graf je souvidy. °
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3.11. Poznamka. Graf [U — {x}, H — {xy}] je tedy souvidy vlastni podgraf grafu[U, H] (za
predpokladl véty 3.10).

Bud [U, H] libovolny graf. Definujeme-li namnoziné U relaci ~ takto:
X~y <= existyesed mezi uzly x, vy,
je zZigimé, Ze relace ~ je ekvivalence na mnoziné U. (Reflexivita plyne z poznamky [3.9,
symetrie a tranzitivita je zfema.) Tato ekvivalence urcuje rozklad U /. na mnoziné U. Pro
kazdy uzel x € U oznatme U (X) tu tfidu tohoto rozkladu, v niz Iezi uzel x. Je tedy

U(X) ={t € U; existuje ded mezi uzly t, x}.

Oznatime-li
HX)={uve H; ue UX),v e U(X)},

jezigimeé[U (x), H (x)] podgraf grafu [U, H] (pro kazdy uzel x € U).

3.12. Definice. Bud [U, H] graf, x € U libovolny uzel. Podgraf

[U (0, HX)]

grafu [U, H] se nazyva komponenta grafu [U, H] pfisludnauziu x.

3.13. Poznamka. Je zfgimé, ze graf [U, H] je souvidy pravé tehdy, kdyz ma pravé jednu
komponentu.
Komponenty grafu jsou — jinak FeCeno — maximalni souvislé podgrafy daného grafu.

3.14. Poznamka. Souvislé grafy 1ze rovnéz povazovat za metricke prostory. Je-li totiz [U, H]
souwvisly graf a x,y € U libovolné uzly, existuje mezi témito uzly podle véty [3.6 aespon
jedna cesta. Mezi cestami z uzlu x do uzlu vy jisté existuje cesta minimalni délky. Oznatme
jeii délku o (X, y). Pro ¢tenare bude jisté snadnym cvi€enim ové&feni toho, ze pro kazdé tfi uzly
X,Y,ze U plati:

(@ o(x,y) =0pravétehdy, kdyzx =y,
(b) o (X, y) =0 (Y, %),
© ox,Y)+o(y,2) > 0(X,2).

To v&ak praveé znamena, Ze (U, o) je metricky prostor.
L ze tedy na souvislé grafy aplikovat i metody teorie metrickych prostord.
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Jak uvidime, budou v dal$im hréat souvislé grafy dileZitou roli. Zvla&eé vyznamné pak
budou souvislé pravidelné grafy.

Napriklad na obr.[2.7)je souvisly pravidelny graf 2. stupné. Nés vSak budou zajimat prede-
v8im konetné souvidlé pravidené grafy 2. stupné.

3.15. Definice. Konetny souvidly pravidelny graf druhého stupné se nazyva kruznice.
Pocet uzlli v kruznici nazyvame jeji délkou.

3.16. Priklad. Naobrazku[3.11aje kruznice délky 3, na obrazku kruznice délky 6.
o}
9 / \
(@) o
o)
o o O\
@ °

Obr. 3.11: Kruznice

Graf na obrézku[3.1Ta se — veelku pochopiteln€ — rovnéz nazyva trojthelnik. (V teorii
grafl je tak trojuhelnik zvladtnim pripadem kruznice.)

V dal$ich Gvahach uvidime, Zejednou z dlilezitych charakteristik grafu budeto, zdaobsahuje
jako podgraf ngakou kruznici. Napriklad graf na obr. [2.10 obsahuje pravé jednu kruznici
(trojuhelnik o vrcholech 3,5,6), graf na obr. [2.9a obsahuje kruznic celou fadu, avsak grafy na
obr.[1.4 neobsahuji jako podgraf Z&dnou kruznici.

Prave takovymi grafy se nyni budeme zabyvat.

4 Stromy

v

Jak jsme uvedli jiz v paragrafu[l} patfi mezi prvni grafy, které byly v matematice zkoumany.

4.1. Definice. Konecny souvidy graf neobsahujici jako podgraf zadnou kruznici, se nazyva
strom.
Graf, jehoz kazda komponenta je stromem, se nazyva les.
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Obr. 4.12: Les

4.2. Poznamka. Lesjetedy graf neobsahujici z&dnou kruznici. Strom je koneCny souvidly les.

Pojmenovani ,strom* a,les* souvisi stim, jak |ze tyto objekty nakredlit. Priklad ,, odpovi-
dajiciho* nakresleni je naobr.

Stromy |ze charakterizovat rliznymi zplsoby. V nasledujicim tvrzeni uvedeme nékteré
nutné a dostatetné podminky toho, aby graf byl stromem.

4.3. Vé&ta. Bud'[U, H] konecny graf. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(a) [U, H] jestrom.
(b) Mez kazdymi dvéma uzly v [U, H] existuje pravé jedna cesta.
(¢) [U, H]jesouwvidlyaplati |[H| =|U| — 1.
(d) [U, H] neobsahuje kruznici a |[H| = |U| — 1.

Dilkaz. Dokazeme postupné implikace (a)= (b), (b)=(c), (c)=(d), (d)=(a).

(@) = (b): Strom [U, H] je souvisly, takze podle véty [3.6 existuje mezi kazdymi dvéma
uzly alespon jedna cesta. Potfebujeme proto pouze dokéazat, ze nemohou existovat dva uzly,
mezi nimiz je vice cest. To je viak zfgimé. Kdyby totiz existovaly uzly u, v € U, mezi nimiz
by existovaly dvé rlizné cesty, pak by zigimév [U, H] existovala kruznice, coz podle definice
stromu neni mozné.

(b) = (¢): Existuje-li mezi kazdymi uzly u, v € U cesta, je [U, H] souvidly. Zbyva tedy
pouze dokazat rovnost |H| = |U| — 1. Dikaz provedeme indukci vzhledem k |U|. Pro |U| =1
je tvrzeni zigimé. Necht tedy uvedena rovnost plati pro vsechny grafy splfujici (b) s pottem
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uzllingjvysen. Necht [U, H] jegraf spliujici (b) takovy, Ze|U| = n+1. Bud uv € H libovolna
hrana. Graf [U, H — {xy}] neni souvisly a zfegmé méa pravé dvé komponenty (jsou to U (x) a
U (y)). Podle indukéniho pfedpokladu je v kazdé z téchto komponent pocet hran o jednicku
mensi nez pocet uzlU. V grafu[U, H — {xy}] jetedy n— 1 hran, tj.vgrafu[U, H]jen = |U| -1
hran, coz jsme chtéli dokazat.

(c) = (d): Necht graf [U, H] splfiuje podminku (c). Potfebujeme dokézat, Ze v tomto grafu
neexistujekruznice. Pfipustmetedy, zev grafu[U, H] kruzniceexistuje. Je-li xy € H libovolna
hrana leZici na této kruznici, pak jejim vynechanim vznikne souvidly graf [U, H — {xy}].
(Souvidost tohoto grafu je zfgim; libovolné dva uzly dovedeme v tomto grafu jisté spojit
vhodnym sledem, roli hrany xy v pfipadé potfeby supluje zbyla €ast kruznice.) Kdyby v grafu
[U, H — {xy}] opét existovala n§aka kruznice, vynechame v ni rovnéz nékterou hranu. Po
konetném poctu krokdl obdrzime souvisly graf neobsahujici Zadnou kruznici, tj. strom. Pocet
hran v tomto stromu je vak mensi nez |U| — 1, nebot tolik hran m& podle predpokladu graf
[U, H]. Toje vaak spor, nebot jsmejiz dokazali, Ze (a)=(¢), tj. strom obsahuje nutné |U| — 1
hran.

(d) = (a): Potfebujeme dokazat, Zze graf spliujici (d) je nutné souvisly. Predpokladejme
tedy, Ze graf [U, H] splfiuje podminku (d) a neni souvidy. Pak je tvofen komponentami
G1,...,%n (n > 2). Kazda z téchto komponent je stromem (nebot [U, H] je podle (d) les).
Oznatme §; = [U;, H;]. ProtoZe (8)=(c), plati |Hi| = |Ui| — 1 proi =1, ..., n. Odtud

n

IH =Y IHiI=) (Uil =D =|U|—n,

i=1 i=1
kden > 2. To je vSak spor, nebot podle predpokladu plati |[H| = |U| — 1. °
4.4. Vé&ta. Kazdy strom s alespoi dvema uzly obsahuje alespon dva uzly prvniho stupné.
Dilkaz. Bud [U, H] strom, |U| > 2. Podle vé&t[2.8 a[4.3 plati

D sx=2.|H[=2 (U|-1 =2 U| -2

xeU

Pfitom st x > 1 pro kazdy uzel x € U. Kdyby alespoi dvauzly nemély stupen 1, bylo by Cislo
d o stxvetSinez2- |U| — 2. °
xeU
4.5. Priklad. Bud n > 2 libovolné prirozené ¢islo. Pak jisté existuje strom o n uzlech, ktery
obsahuje pravé dva uzly 1. stupné. Takovy strom se nazyva had.

Pro n > 3 mlze ve stromu o n uzlech evidentné existovat negjvyse n — 1 uzlll 1. stupné.
Strom, ktery mapravé n — 1 uzlt 1. stupné (z celkového pottu n), se nazyva hvézda.

Naobr.[4.13aje had anaobr. hvézdapron = 6.
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(b)
Obr. 4.13: Had a hvézda

V definici [2:4 jsme definovali faktor grafu [U, H] jako podgraf, jehoz mnozina uzll je
rovnéz U. V dal&im néas budou zajimat podgrafy afaktory bez kruznic.

4.6. Definice. Kostrou grafu [U, H] rozumime takovy faktor [U, H;], ktery je stromem. ‘

4.7. Priklad. (a) Graf z obr.[2.10 obsahuje tfi kostry, které jsou zndzornény na obr. [4.14

N

(b) Kruznice délky n zfejmé obsahuje n koster; kazda kostra vznikne vynechanim pravé
jedné hrany.
(c) Strom obsahuije praveé jednu kostru — sebe sama.

Obr. 4.14: Kostry grafu z obr. [2.10 -

Nyni je prirozena otazka, které grafy kostru obsahuji. Protoze kostra grafu je souvisly
podgraf, nemiize samozieimé kostru obsahovat graf, ktery sam neni souvidly. Jak je tomu
v souvidlych grafech uvadi néasledujici tvrzeni.

4.8. Véta. Kazdy konecny souvidy graf obsahuje alespon jednu kostru.

Dikaz. Bud [U, H] konetny souvisly graf. V tomto grafu jisté existuje ngaky podgraf, ktery
je stromem. Staci totiZ zvolit libovolny uzel x € U a podgraf [{x}, @] je strom. Oznatme 4§
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mnozinu vSech stromll v [U, H]. Protoze je graf [U, H] konetny, obsahuje pouze konetné
mnoho podgrafl, takze tim spi%e je i mnozina 8 konetna (a vime, Ze neprazdna). Protoze 4
je konetna, obsahuje alespon jeden maximalni prvek (tj. strom, ktery neni podgrafem Zadného
jiného stromu). Bud tedy [U*, H*] néktery maximani prvek v §. Zfgimé stafi dokazat, ze
U =U* (pak jetotiz [U*, H*] faktor atedy kostrav [U, H]).

Pfipustme, Ze jeU # U*, tj. existujey € U — U*. Zvolme x € U* libovolné. Protoze
je[U, H] souvidly, existuje v ném cestaz x do y. V této cesté pak ale nutné existuje alespon
jedna hrana vw € H takovg, Zev € U*, w ¢ U*. Pak je de zfgimé [U U {w}, H U {vw}]
strom v [U, H]. (Souvidost je zfggma, nebot [U*, H*] je souvidly; pfidanim hrany vw jsme
pritom evidentn& nemohli uzavfit z&dnou kruznici.) To je vSak spor, nebot [U*, H*] jevlastnim
podgrafem takto vzniklého stromu atak neni maximéani v §. °

V prikladuf4.7jsme vidéli, Ze graf miize mit vice koster. Proto je pfirozena otazka, jak urcit
pocet koster daného grafu. Jeden ze zakladnich poznatk{l v tomto sméru dokazal jiZ v roce 1899
Cayley.

4.9. Véta. Pocet koster v iplném grafu K., je roven ¢islu n"—2,
Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni nebudeme provadét. o

4.10. Poznamka. Jak v dal8im uvidime, je zdanlivé jednoduchy postup, totiZ postupné prové-
Fovani véech moznosti, jiz u pomérné, malych* grafli prakticky neuskutenitelny (i pfi pouZziti
pocitacl).

Obecna metoda, pro prakticky vypocet vsak neprilis pohoding, je zaloZzena na vypoctu
determinantu vytvoreného z tzv. Laplaceovy matice sousednosti daného grafu. Tato matice je
definovananasledovné: Je-li [U, H] konecny graf, U = {1, ..., n}, jepfislusSnamatice (& ﬂjzl
definovana takto:

-1, jedtlizeij € H,
aj =1 i, jedlizei =j,
0, jestlizei #j,ij € H.

Nasledujici priklad uvadime z toho diivodu, Ze ilustruje uZiteGnost vytvorujicich funkci
zavedenych v 1. kapitole.

4.11. Priklad. Zeb¥ik Z, je graf s 2n uzly definovany tak, jak je znazornéno naobr.

Nasim Ukolem je urCit poCet A, koster v Zebfiku Z,.

pn-faktoremv Z,, nazveme takovy faktor, ktery je utvofen dvéma digunktnimi stromy (viz
definici [2.4), z nichz jeden obsahuje uzel x, a druhy uzel y,. (Pfikladem ¢,-faktoru v Z, je
faktor, jehoz jeden strom obsahuje vechny uzly x; adruhy viechny uzly y;.) Potet ¢,-faktorll
v Z, oznatme B,

JezZfgme, zeplati Ay = B, = 1.



4. Sromy 105

X1 X3 X3 Xn1 Xn
C o o—--.~----~~----~.---.~---—o o
c’ C O—“"““““"““""“—0—0
Y1 Y2 Y3 Yn1 Yn

Obr. 4.15; Zebiik

Nyni odvodime rekurentni formule pro vypocet hodnot A, B;,. Pfedpokladejme, Ze zname
Aq, ..., A, By, ..., By. UvaZme, jak miizeme zkonstruovat kostru v Z,.1. Je Zigimé, Zzeto lze
pravé jednim z nasledujicich dvou zplisobl:

(@ K nékterékostfev Z,, pfidame nékteré dvez hran XpXn+1, Xn+1Yn+1, ¥nYn+1. Z kazdékostry
vV Z, tak Ziskame tfi kostry v Z.;.

(b) K nékterému ¢n-faktoruv Z, pfidame vdechny tfi hrany XnXn+1, Xn+1Yn+1, YnYn+1-

Odtud plyne formule An+1 = 3A, + B,
Stejné jednodue | ze odvodit formuli Bpsy = 2A, + B
Takto Ziskané rekurentni formule nyni vyfeSime pomoci vytvorujicich funkci. Polozme

F(x) = i Anx", GO = i Bnx".
n=1

n=1
Pak plati
BF(X) +G(X) = » (3An+Bx" = > Agux",
n=1 n=1
tj.
X[BF(X) +G(O] =X+ Y Apax" =Y " Ax" = F(x) — Aix = F(X) — X.
n=1 n=2
Analogicky

X[2F (X) + G(X)] = G(X) — X.
Budeme-li strucnémisto F (x) psét pouze F amisto G(x) pouze G, obdrzeli jsmenasledujici
dvé rovnice pro neznamé F, G:
X(3F +G)
X2F +G)

F—x
G—x.
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Upravou dostavame

1
o

F3x -1 +x(G+1)
XCF+1)+Gx -1

I
o

Ze druhé rovnice plyne
G = X(2F + 1)’
1-x

takZe dosazenim do prvni rovnice mame

XCF+1)+1-x _

T—x 0.

Fx—-1)+x-

Odtud
FX)= —— .
) X2 —4x+1

Funkci F(x) nyni rozloZime v mocninnou fadu. Plati
X2 —4x+1=(X—a)(x—pB), kdea=2++3, =2-3.

Rozlozme funkci F (x) naparcialni zlomky:

X A B

FX) = = = + .
Xe—4x+1 X—a)(X—fB) X—a X—8

Konstanty A, B uréime porovnanim koeficientll v rovnosti

X=AX-p8)+BX—0a).

Protoze
A=2+—\/§ B=\/§_2
23 23
dostavame
F(X):ﬁ+2_1+ﬁ—2_1:1<a_ﬁ>:
2J3 X—« 2/3 X-— 2/3\x—a x-—8

B
1(1 1)_1(1 1)
X X - X X |-
23\ -1 s 2V3 1—3 1-7



4. Sromy 107

ProtoZe zlomky v zavorce miizeme (pro vhodné x) povazovat za soucty geometrickych fad
s kvocientem %, respektive 2, dostavame

R AT S 2 0E P T VS P
o= 2&[2(/3) ;<a)} 2 3,12:(;(/3” an )"

— 1 - -n -n n_ooﬁin_ain n_ooﬁin_ann

= a—ﬂnzzo(ﬂ -« )X —nZ:O «—p X —; «—p X

ProtoZze o = 1, plati pro vdechnan rovnost «"a" = 1. Odtud plyne, Ze

F(X)=Zaﬂ (f_ﬂ_a )X”:Zlaa:f; x".

n=1

ProtoZe vSak podle definice F(x) = > A,Xx", dokazali jsme tak
n=1

_an_ﬁn_i n_ o n
A=t _Né[(2+\/§) 2 «/é)].

4.12. Poznamka. SurCovanim poctu koster v daném grafu Gzce souvisi problém, kolik viastné
existuje grafli na dané mnozné uz .

Takto zformulovana otézka je ovsem jednoducha Je-li [U, H] graf na n uzlech, je podle
definice H € P,(U), pficemz vime, ze |2, (U)| = (). (Viz vétaz 1. kapitoly.) Vech grafll
smnoZzinou uzlti U je tedy tolik, kolik ma mnozina $,(U) podmnozin. Oznatime-li g, pocet
grafli nan uzlech, plati podle uvedeného

Oh = 2(2) 5

Jak rychle roste posloupnost (gn)n-1, Plyne z nasledujici tabulky:

ni(1/2/3| 4 5 6 7 8
On||1|2]8|64]|1024 | 32768 | 2097152 | 2684354544

Nyni je snad ziggmé, pro€ FeSeni grafovych loh nakreslenim nebo vypsanim ,,vsech moz-
nosti“ nema ve vétsingé pripadll nadgji na Gspéch.

Urcovani poctu grafli nan uzlech jevsak prirozenénasl edujicim zplisobem ,, zkomplikovat*.

Z préavé uvedené tabulky plyne, Ze natfech uzlech existuje celkem 8 grafli. VSechny tyto
grafy jsou uvedeny naobr.[4.16
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ANVAN
ANVAN

Obr. 4.16: Grafy natfech uzlech

Z uvedeného obrazku je patrné, Zze nékteré z uvedenygh 8 grafli jsou s natolik ,, podobné*,
Ze je nerozlisime, pokud se nedivame na oznateni uzlQ. (Ctendl si jisté okamzité uvédomil, ze
jde o grafy nakreslené ,,pod sebou”.) Tuto , podobnost” nyni precizujme.

4.13. Definice. Budte[Uy, Hi], [U2, H,] grafy. Zobrazeni f: U; — U, se nazyvaizomorfis-
mus grafu [U;, H4] nagraf [U,, Hy], kdyz plati:

1. f jebijekce,
2. Xy € H, pravétehdy, kdyz f (x) f (y) € H..

Dvagrafy jsou izomorfni, kdyZ mezi nimi existuje alespon jeden izomorfismus.

Ctendr si jisté okamzité uvédomuije, Ze izomorfismus je ekvivalence na tfidé vech grafd.
problém, kolik na n uzlech existuje neizomorfnich grafl. Tak napriklad na Ctyfech uzlech
existuje 64 grafli, avsak jen 11 neizomornich grafll, jak je patrno z obr. [4.17,

Odvozeni metody pro vypocet poctu h, neizomorfnich grafi na n uzlech presahuje nase
moznosti. (Jde o tzv. Polyovu enumeratni metodu, o niz jsme se zminovali jiz v paragrafu[l] 1.
kapitoly.) Existuje viak jednoduchy odhad pro €isla hy; je totiz zfgimé, ze plati

2(5)

hp > —-,
n!
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Obr. 4.17: Neizomorfni grafy na Ctyfech uzlech

nebot na n-prvkové mnozing jisté existuje nejvyse n! vzaemné izomorfnich grafll. Uvedeny
odhad je pfi své jednoduchosti pro velkan velmi pfesny. Lze totiz dokazat, ze

®
lim (hn—zz ) - 0.
n—oo n!

| posloupnost (h,)p2, roste,, velmi rychle®, jak I1ze vy€ist z nasledujici tabulky:

ni(1(2{3 4|5 6 7 8 9
hy||1]2]|4|11| 34| 156 | 1034 | 12344 | 308168

Dokoncei potet t, neizomorfnich stromll nan uzlech (pfi vedkeré, jednoduchosti stromtl)
roste porad jeste tak rychle, Zei jgich systematicky prehled pro pomérné mala n je nemozny
(viz tabulku na strané[155).

Jak jsme uvedli jiz ve véte[d.8, obsahuje kazdy konetny souvidly graf alespon jednu kostru.
Vidéi jsme, ze kostragrafu obecné neni uréenajednoznatné. Uvedomme si v&ak, ze podle véty
maji véechny kostry stejny pocet hran (roven pocetu uzlli zmenseny o jednicku).

Abychom konené uvidéli ngjakou aplikaci teorie graftl, budeme se nyni zabyvat hledanim
vhodnych koster v tzv. ohodnocenych grafech. K tomu v3ak potfebujeme nejprve nasledujici
definici.
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A|/B|C|D|E|F
A| 0 |13]27|18| 5|30
B|13| 0| 7 |18| 4 |12
c|2r| 70| 3|8 |11
D|18|18| 3 | 0| 9 |24
E|5|4,8|9]| 0|15
F|3012]11|24|15| 0

Tabulka 2.2: Naklady na vybudovani zeleznice mezi mésty

4.14. Definice. Necht je [U, H] graf. Bud dano zobrazeni f: H — R (respektive f: U —
— R). Trojici [ U, H, f ] nazyvame hranové ohodnoceny (respektive uzlové ohodnoceny)
graf.

Cido f (t) nazyvame ohodnoceni hrany (respektive uzlu) t.

4.15. Definice. Bud [U, H, f ] hranové ohodnoceny konecny souvidly graf. Kostra[U, H*]
grafu [U, H] senazyvaminimalni kostrav [U, H, f ], kdyz pro kazdou kostru [U, H,] grafu

[U, H] plati
Z f(h) < Z f(h).

heH* heH,

4.16. Poznamka. Protoze kone€ny souvisly graf obsahuje pouze konetné mnoho koster, obsa-
huje nutné kazdy konetny souvisly hranoveé ohodnoceny graf alespon jednu minimalni kostru.
Soucasné je evidentni, ze minimani kostra obecné neni jednoznatné urcena.

4.17. Priklad. Bud dana mnozinamést A, B, C, D, E, F. V tabulce[2.2 necht jsou uvedeny
naklady navybudovani zeleznice mezi jednotlivymi mésty (v miliénech K€). Nasim Ukolem je
nyni navrhnout mezi uvedenymi mésty zeleznini sit tak, aby kazda dvé mésta byla vzgemné
po zeleznici dosazitelna a aby pFitom naklady na vybudovani Zeleznice byly minimalni.

Grafova formulace zadané Glohy je jednoducha. NaSim Ukolem je zfgjmé nalezeni mini-
malni kostry v Gplném grafu Kg suzly A, B, C, D, E, F, jehoz hranové ohodnoceni je dano
uvedenou tabulkou.

K e konkrétnimu feSeni této Ulohy se vratime za chvili. Uvédommessi, ze v zadaném pripadé
bychom pravdépodobné minimalni kostru nasli pomérné brzy i bez n&jaké teorie. V kompli-
kovangSim pripadé je vSak nalezeni minimalni kostry bez znalosti vhodného algoritmu velmi
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obtizné. Proto si nyni jednoduchy algoritmus pro konstrukci minimani kostry uvedeme. (Prvni
algoritmus pro nalezeni minimalni kostry nalezl jiz v r. 1926 O. Borlivka, jak jsme sejiz zminili
v paragrafu[l] 1. kapitoly. Podrobngji o historii tohoto algoritmu viz. napf. v [11]).

4.18. Véta. Algoritmuspro hledani minimalni kostry: Bud'[U, H, f ] konetny souvisly hranové
ohodnoceny graf. Vsechny hrany sestavme do posloupnosti (hy, ..., hy) tak, aby posoupnost
(f(hy), ..., f(hy)) byla neklesajici. (Takové usporadani hran vzhledem ke konecnosti grafu
jisté existuje i kdyz obecné neni urceno jednoznacné.)
Pozadovany algoritmus nyni mlizeme popsat takto:
(1) PolozHo=0,i =1.

(2) Obsahujegraf[U, H;_1 U {h;}] kruznici? Pokud ano, pfejdi k bodu (4). Pokud ne, prejdi
k bodu (3).

(3) Poloz Hi = Hi_; U {h;}. Pfejdi k bodu (5).

(4) Poloz Hi = Hi_;.

(5) Jei =n? Pokud ano, pokracuj podle bodu (6). Pokud ne, prejdi k bodu (8).
(6) Poloz H; = K.

(7) KONEC. [U, K] je minimélni kostra.

(8) 2véts hodnotui o jednicku a vrat’' se k bodu (2).

Popsanym zplisobem skuteénév [U, H] sestrojime minimalni kostru [U, K].
To, Zze[U, K] jekostra, jeevidentni. Nyni je vdak nutno dokazat, Zetato kostraje minimalni,

tj. Ze pro kazdou kostru [U, L] v [U, H] plati Z f(hy <> f(h).
heL
Tento dilkaz nebudeme provadét. Jednoduse ig lze prévest napriklad pomoci teorie tzv.

matroidl, o nichZ v tomto textu nehovorime.

ReZeni prikladu Hrany grafu K uspofadame do vhodné posloupnosti napriklad nasle-
dovné& (CD, BE, AE, BC, CE, DE, CF, BF, AB, EF, AD, BD, DF, AC, AF). Ohodnoceni
prisludnych hran tvofi posloupnost

(3,4,5,7,8,9,11, 12, 13, 15, 18, 18, 24, 27, 30).

Nyni podle al goritmu do kostry postupné vybereme hrany CD, BE, AE, BC, CF. (Viz obr.[4.18))
(Vime, Ze kostra musi obsahovat 5 hran.)
Minimalni naklady na zelezni¢ni sit jsou tak 30 milionl K&.
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Obr. 4.18: Minimani kostra
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Obr. 4.19: Minimani kostrav ohodnoceném grafu
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4.19. Priklad. Naobr.[4.19 je hranové ohodnoceny graf, naobr. jeho minimalni kostra.
Ponechame Ctenafi, aby si promyslel, zda je tato minimalni kostra urena jednoznacné.

Cviceni

1. Najdéte sedm neizomorfnich podgrafli grafu K.
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5 Mosty, artikulace a nékteré grafové charakteristiky

V predchazejicim paragrafu jsme hovofili pfevazné o grafech neobsahujicich Zadnou kruznici.
, VE&tSina“ grafti véak pochopitelné kruznice obsahuje. V Ffadé Gvah o grafech je nutno hrany
rozliSovat podle toho, zda lezi nangaké kruznici nebo nikoliv.

5.1. Definice. Hranagrafu se nazyva most, kdyz nelezi na zadné kruznici.

5.2. Priklad. (@) Ve stromu je kazda hrana mostem.
(b) Graf naobr. obsahuije pravé jeden most — hranu xy.

A

Obr. 5.20:

oO——O0

< O

5.3. Véta. Bud' xy most v souvisémgrafu [U, H]. Pak jegraf [U, H — {xy}] nesouvidy a ma
pravé dvé komponenty.

Dikaz. V grafu [U, H — {xy}] neexistuje sled mezi uzly X, y, takZe tento graf je nesouvigly.
MnoZina uzlll se rozpadne evidentng na dvé disunktni mnoziny U (x) a U (y) (pfi oznaleni

z definice[3.12). o

5.4.Dlsledek. Kazda kostra konetného souvisého grafu obsahuje vsechny mosty tohoto grafu.

5.5. Definice. Rekneme, 7e uzel x € U grafu [U, H] je artikulace, kdyZ existuji hrany
XY, Xz € H, Xy # xz, které neleZi souCasné na zadné kruznici.

5.6. Priklad. (a) Ve stromu je artikulaci kazdy uzel, jehoz stupen je alespon 2.
(b) Graf naobr.[5.21lméa pravé jednu artikulaci — uzel x.
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Obr. 5.21:

5.7. Definice. Bud ¢ = [U, H] graf, uv € H libovolna hrana. Mnozinu H(uv) € H
definujeme takto: je-li hrana uv mostem, je H (uv) = {uv}. Pokud uv mostem neni, pak

H (uv) = {xy € H; existuje kruznicev g obsahujici xyi uv .}
Déale polozme
U (uv) = {t € U; t inciduje s nékterou hranou z H (uv)}.

Pak je zfggmé [U (uv), H(uv)] podgrafem grafu . Tento podgraf nazyvame Clen grafu §
pfislusny hrané uv.

5.8. Priklad. Clen grafuz obr. prislusny hrané ab je trojthelnik o vrcholech a, b, X, Elen
prislusny hrané cd je kruznice o vrcholech ¢, d, e, x.

Bud[U, H] graf auv, xyjeho libovolnénavzajem rlizné hrany takove, Zze H (uv) NH (xy) #
Z (. Necht napriklad ab € H(uv) N H(xy). Pak v [U, H] existuje kruznice R; obsahujici
hrany uv i ab. Necht R; = [U;, H4], Ry =[U>, H>]. Podle pfedpokladu je |U; NU,| > 2, nebot
a, b € U;NU,. Budter, s € U;NU, libovolné navzgem riizné uzly. Pak existujev Ry cestazr
do s obsahuijici hranu uv. Protoze U; N U, je konetna mnoZzina, existuji prvky ro, o € U1 NU;
takové, ze délka uvedené cesty je minimalni. Oznaéme tuto minimalni cestu C;. Protoze v&ak
ro, S € Uy, existuje mezi rq, S cesta C, v R, obsahujici hranu xy. Spojenim cest C; a C,
v&ak ziggmeé v [U, H] obdrZime kruznici obsahujici hranu uv i hranu xy. To v&ak znameng, Ze
Xy € H(uv) asouCasnéuv € H(xy). Odtud plyne H (uv) = H(xy).

Pravé jsme tak dokazali, Ze pro dveé hrany uv, xy € H plati budto H (uv) N H(xy) =
= ¢ nebo H(uv) = H(xy). ProtoZe pro libovolnou hranu uv € H plati uv € H(uv), je
H (uv) # @. Odtud celkem plyne
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5.9. V&ta. Systemmnozin {H (uv); uv € H} tvori rozklad na mnoziné H.

Zatimco komponenty grafu tvofi disunktni podgrafy, ¢leny grafu obecné disjunktni pod-
grafy daného grafu nejsou. Plati totiz

5.10. Véta. Uzl x jeartikulaci grafu [U, H] prave tehdy, kdyz existuji hrany Xy # xz, znichz
kazda patfi do jiného ¢lenu grafu.

Dikaz. Je-li x artikulace, pak existuji hrany xy, xzneleZici najednékruznici. Pak ale H (xy) #
Z H (x2). Patfi-li naopak hrany xy, xz rliznym ¢lenlim grafu, neexistuje kruznice, ktera by obé
hrany obsahovala. To viak znameng, Ze x je artikulace. o

DileZitou charakteristikou grafll je tzv. , cyklomaticke &islo“, nazyvané téz Bettiho Cislo
daného grafu.

5.11. Definice. Bud ¢ =[U, H] konecny graf. Cyklomatickym €islem grafu nazyvame ¢islo
v(§) =H| = U] +k,

kde k je poCet komponent grafu §.

5.12. Véta. Cyklomatické €islo kazdého konecného grafu je nezaporné.

Dilikaz. Bud [U, H] konetny souvisly graf, tj. k = 1. Podle véty [4.§ existuje v [U, H] kostra
[U, Hy]. Podle véty 4.3 plati [H1| = |U| — 1. Protoze |H;| < |H|, plyneodtud |[H| > |U| — 1,
tj.
[H —|U|+1>0.
(b) Necht [U,H] je konetny nesowidy graf s komponentami
[Ug, Hi], ..., [Uk, Hy]. Podle (a) pro kazdéi plati |H;i| — |U;| + 1 > 0, takze

k
> (Hi| = Uil +1) = [H| - U|+k > 0.
i=1

Z dikazu véty avéty [4.3 okamzité plyne

5.13. Véta. Cyklomatické Cislo kone€ného grafu je rovno nule prave tehdy, kdyz je tento graf
lesem.

5.14. Poznamka. Z vySe uvedeného je ziggmé, ze cyklomatické €islo grafu udava v jistém
smyslu ,miru slozitosti“ tohoto grafu. Nazorné fe€eno, v(4) udava, kolik hran je v § nutno
odstranit, aby v § nezlistala Zadna kruznice.
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Tak jsme vy3Se popsanym zplisobem charakterizovali, alespon v jistém smydlu, , sloZitost*
grafu. Je samozigimeé (¢elné umét vhodnym zplisobem popsat i jiné grafové charakteristiky.
Ukazme si takovou charakteristiku a espoi na pfipadé souvislosti grafil.

Elementarni odhad ,, miry souvislosti“ grafu je evidentni —touto mirou je pocet komponent.
Popis ,,miry souvislosti“ souvisiého grafu je komplikovang3i, i kdyz Ctenaf patrné ma jistou

~r

intuitivni pfedstavu o tom, co to znamena, ze jeden graf je,, souvislejsi“ nez druhy.

5.15. Definice. Bud ¢ = [U, H] souvidly graf. MnoZina A € U se nazyva uzlovy fez grafu
[U, H], jestlize se souvidlost grafu porudi, vyskrtneme-li z [U, H] vSechny uzly mnoziny A
avsechny hrany, které stémito uzly inciduji. (Tj. graf [U — A, H — {xy € H; xyn A #Z ¢}]
je nesouvidly.)

UZovy stupen souvislosti u(4) grafu 4 je minimani mohutnost uzlového fezu v §.

5.16. Poznamka. Podle definice[5.15 Ize urcit uzlovy stupef souvislosti kazdého kone¢ného
souvislého grafu kromé Uplnych grafli K,, (promyslete si, které hrany musime podle definice
[5.15 vyskrtnout!). Pro tyto grafy definitoricky klademe

ulKp) =n-—1.

Podobné jako uzlovy se definuje i hranovy stupen souvislosti.

5.17. Definice. Bud g =[U, H] souvidy graf. MnozinaH; € H senazyvahranovyfezv g,
je-li graf [U, H — H1] nesouvidly.
Hranowy stupef souvislosti h(4) grafu & je minimani mohutnost hranového fezu v §.

5.18. Poznamka. Podle definice[5.17]1ze urcit h(§) pro kazdy konetny souvisly graf kromé
grafu K4 (tj. grafu o jednom uzlu). Pro tento graf definitoricky klademe h(K1) = 0.

5.19. Priklad. Prograf ¢ naobr.[5.2Zaplati u($) = 2, h($) = 3. Jeden zminimanich uzlovych
fezll je vyznaten plnymi krouzky, jeden z minimanich hranovych fezll je vyznaten tuénymi
hranami. Na obr. [5.22b, respektive[5.22c, je graf vznikly , odstranénim* pfisluSného uzlového,
respektive hranového, fezu.

5.20. Véta. Bud' ¢ =[U, H] konetny souvidy graf. Pak plati

u(g) < h(g) <min{stx; x e U}.
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Obr. 5.22:

Dikaz. Je-li h(g) = 0, jetaké u(§) = 0, nebot g je v tom pripadé K;. Je-li h($) = 1, existuje
hrana xy € H takova, ze [U, H — {xy}] je nesouvidly graf. Pak je v&ak zfgimeé ¢ = K; (a
tedy u(4) = 1 podle poznamky nebo je {x}, respektive {y} uzlovy fez v 4 (takze opét
u(g) =1).

Predpokladejme proto, ze h(4) > 1. Bud H; hranovy fez, |H;| = h(4). Zvolme hranu
h € H; libovolné. Na kazdé dalSi hrané e € H; zvolme uzel xe tak, Ze Xe neni incidentni
s hranou h. Nyni z grafu § odeCteme vSechny uzly x. (e € H; — {h}) a hrany s témito
uzly incidentni. Je-li takto vznikly graf nesouvidly, plati u(4) < h(4). V opatnem pfipadé
obdrZime nutné uzlovy fez, pridame-li k uzlfim x. je&té jeden z uzll tvoricich hranu h. Pak ale
u(g) =h(g).

Dokazali jsme tak, Ze u(4) < h(4). Druha nerovnost ve véte je vsak zfgima, nebot pro
kazdy uzel x € U tvofi mnoZina vSech hran incidentnich s x evidentné hranovy fez. °

Vevétéjsme dokéazali, Ze v konetném grafu [U, H] plati > stx = 2|H|. Odtud v3ak

xeU

okamZité plyne, Zemin {stx; x € U} < i, Z této nerovnosti az véty plyne diisledek.

5.21. Dlsledek. Bud g = [U, H] konetny souvisly graf. Pak
2/H|
h(g) < ——-.
P =701
Prouzlovoui hranovou souvisl ost jsou znamy vyznamné charakterizacni véty (Mengerovaa
Fordova-Fulkersonova). Vzhledem k jgjich zavaznosti v fadé aplikaci je uvedeme, i kdyz jgjich
diikazy presahuji ramec naseho textu. K formulaci téchto vét vak potifebujeme nasedujici
jednoduchou definici.

5.22. Definice. Graf § se nazyva uzové, respektive hranove k-souvidy, jestlize plati u(4) >
> K, respektive h(4) > k.

5.23. Véta. (Mengerovavéta.) Graf § je uzZlové k-souvisly préave tehdy, kdyz pro kazdé dva uzly
X, y existuje k cest zx do y, kteréjsou az na uzly x, y vzajemné disjunktni.
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5.24. Didedek. Graf g je uzZové 2-souvisy pravé tehdy, kdyz ke kazdym dvéma uzlim x, y
existuje kruznice v 4, ktera je obsahuje.

5.25. Véta. (Fordova-Fulkersonovavéta.) Graf § je hranové k- souvisly prave tehdy, kdyz pro
kazdé dva uzly x, y existuje k cest z x do vy, které jsou hranove disjunktni.

6 Eulerovskéahamiltonovskeé grafy

Kredeni obrazkli ,jednim tahem® je obvyklou soucasti tzv. rekreaéni matematiky. Pravdépo-
dobné kazdy Ctenéf si jiz jako dité vyzkousel, Ze ,,dometek” na obr. Ize jednim tahem
nakreslit; a snadno Ize ovéit, ze obr. jednim tahem nakredlit nelze.

@ (b)
Obr. 6.23: Kresleni grafll jednim tahem

Jak jsmeuvedlijiz v paragrafu[l], vyFesil tuto problematikujiz v 18. stoleti Euler v souvidl osti
s problémem sedmi mostll mésta Kralovce.
Pripomefime si jeste, ze ,tah* v grafu jsme definovali v definici [3.4

6.1. Definice. Rekneme, Ze graf § |ze sestrojit jednimtahem, kdy?Z v § existuje tah obsahujici
v&echny hrany tohoto grafu.

V dal&im udame popis viech grafil, které Ize jednim tahem sestrojit.

6.2. Definice. Konetny graf bez izolovanych uzlli, jehoz kazdy uzel je sudého stupné, se
nazyva eulerovsky.

6.3. V&ta. Kazdy uzel eulerovského grafu je obsazen alespon v jedné kruznici.
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Dilkaz. Bud [U, H] eulerovsky graf, x € U libovolny uzel. Protoze x neni izolovany, existuje
hranaxy stimto uzlemincidentni. Tato hranavsak nemiize byt mostem, nebot v tom pripadé by
podlevétyb.3graf [U, H — {xy}] byl nesouvisly akomponentaobsahujici bod x by obsahovala
jediny uzel lichého stupné (totiZ uzel x). To vSak podle véty [2.11] neni mozné. Odtud plyne, Zze
hrana xy leZi nangaké kruznici, atedy i x 1eZi nakruznici. °

6.4. Vé&ta. Konetny souvidly graf 1ze sestrjit jednim uzavienym tahem préavé tehdy, kdyz je
tento graf eulerovsky.

Dilkaz. I. Lze-li konetny graf sestrojit jednim uzavienym tahem, je tento graf nutné souvisly.
V uzavieném tahu pfitom z kazdého uzlu tolikrat vystoupime, kolikrat jsme do ng vstoupili.
Je tedy stupeni kazdého uzlu sudy.

Il1. Bud ¢ =[U, H] souvisly eulerovsky graf. Dokazeme, Ze § 1ze sestrojit jednim uzavie-
nym tahem.

Zvolme libovolné uzel u € U. Podle véty [6.3 |ezZi tento uzel na ngake kruznici, pficemz
kruznice je uzavienym tahem v §. MnoZzina A viech uzavienych tahti obsahujicich uzel u je
tedy neprézdna. ProtoZe je A konetna, obsahuje tahy maximalni delky. Necht tedy g € A je
néktery tah maximalni délky.

Predpokladejme nyni, Ze existuje hranaxy € H, ktera neni obsazenav tahu «g. Oznatme

H* = {xye H; xyneni obsazenav tahu ao},
U*

{x € U; existujey € U tak, zexy € H*}.

Pak je [U*, H*] podgraf grafu §. Z definice grafu [U*, H*] je pfitom okamzité ziggmé, ze je
to eulerovsky graf.

Protoze je g souvidly, existuje nutné uzel v € U*, ktery je obsazen v tahu «. Protoze je
[U*, H*] eulerovsky, je uzel v obsaZzen v ngaké kruznici C grafu [U*, H*]. KdyZ nyni v G
utvorime ded za€ingjici v u, pokracujeme v ném az do uzlu v, nyni projdeme kruznici C az
do uzlu v a pak dokon€ime tah o« aZ do uzlu u, vytvofime v ¢ uzavieny tah obsahujici uzel u,
jehoz délkaje vétsi nez délkatahu ag. To je v8ak spor s definici og. To znamend, Zze H* = @, a
tak g obsahuje vechny hrany. °

Pomoci véty [6.4 nyni snadno popiSeme i ty grafy, které Ize sestrojit jednim otevienym
tahem.

6.5. Véta. Bud g konetny souvisly graf. Pak lze ¢ sestrojit jedinym otevienym tahem pravé
tehdy, kdyz ¢ obsahuje prave dva uzly lichého stupné.

Obsahuje-li g pravé dva uzly lichého stupné, pak otevieny tah v jednom z téchto uzlli nutné
zaCin& a ve druhém konci.
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Dilkaz. I. Necht Ize souvidly graf g sestrgjit jednim otevienym tahem za€ingjicim v uzlu x
akoncicim v uzlu y. Pak jsou uzly x, y evidentné lichého stupné a vSechny ostatni uzly jsou
stupné sudého.

[l. Necht ¢ = [U, H] je koneCny souvisly graf obsahujici pravé dva uzly x, y lichého
stupné. Bud z ¢ U libovolny prvek. PolozmeU; = U U{z}, H; = HU{xZz yz}. Pak je[Uy, Hi]
souvisly eulerovsky graf, takze podle véty [6.4]1ze tento graf sestrojit jednim uzavienym tahem.
Uvazme takovy uzavieny tah; jisté mlizeme predpokladat, Ze zatina a kon€i v uzlu z. Kdyz
nyni z tohoto tahu ,, vySkrtneme" hrany xz, yz, dostaneme zfgjme pozadovany otevieny tah. e

Jak s Ctendr jisté mnohokréat povamnul i v jinych matematickych disciplinach, |ze tutéz
skutetnost Casto popsat na prvni pohled zcela odlisnymi zplisoby. Samozigimé, Ze je tomu tak
i v teorii grafll. Proto i tak jednoducha tvrzeni jako jsou véty [6.4 a[6.5 Ize v literatufe ngjit ve
zcela odlisnych formulacich. UkaZzme si to alespon na jednom prikladu.

6.6. Definice.  Jsou-li [U, H], [U1, Hi] grafy, nazveme zobrazeni
f: U — U; homorfismem grafu [U, H] do grafu [U,, H4], jestlize pro kazdou hranu
xy € H plati, Ze f(x)f(y) € Hi (tj. hrana se zobrazi na hranu). (Srovng s definici
izomorfismu uvedenou v definici [4.13))

Vcelku snadno |Ize dokazat nasledujici tvrzeni, jehoz diikaz prenechame Ctenari.

6.7. V&ta. Souvislygraf [U, H] jeeulerovsky prave tehdy, kdyz je homorfnim obrazem kruznice
délky |H]|.

Preformulovani vét[6.4 af6.5je nyni zigjmé.

Problematika, kterou se nyni budeme zabyvat, jakkoliv je jednou z nejkomplikovanéSich
Casti teorie graftl, masvilj praplivod v hiicce, kterou v roce 1859 vymyslel irsky matematik W.
R. Hamilton (znamy predev&im objevem tzv. kvaterniontl).

Jak dobre vime, jednim z péti pravidelnych mnohosténti je pravidelny dvanactistén, jehoz
povrch je tvoren shodnymi pétithelniky. (O pravidelnych mnohosténech budeme podrobnégji
hovorit v poznamce|[7.17]) Povrch tohoto dvanactisténu rozvinuty do roviny je na obr. [6.24a.
Hamilton pfipojil ke kazdému z dvaceti vrcholl tohoto dvanactisténu jméno nékterého svéto-
vého velkoméstaanabidl jednomu vyrobci hratek vyrobu , hlavolamu®, jehoz feSenim je,, cesta
kolem svéta' po hranach daného dvanéctisténu, béhem niz se vyjde z nékterého meésta, kazdym
Z dalSich mést se projde pravé jednou a cestovatel se nakonec vrati do vychoziho mésta.

Grafova formulace tohoto , hlavolamu® je evidentni. Je dan graf o 20 uzlech (vrcholy
dvanéctisténu), hrany grafu odpovidaji hranam dvanactisténu (jak v paragrafu[7] odvodime, je
téchto hran 30) a nasim Ukolem je v tomto grafu najit kruznici prochazejici vsemi uzly. Na obr.
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Obr. 6.24: Povrch dvanactisténu

[6.24b je znazornéno jedno z feSeni. Hrany |eZici nakruznici jsou vytazeny silngji. (Graf [6.24b
jsmejiz viddi naobr.[2.9a.)
Nyni uvedme standardni terminologii.

6.8. Definice. Graf se nazyvahamiltonovsky, kdyz v ném existuje kruznice prochazejici vsemi
uzly. Tato kruznice se nazyva hamiltonovska.

6.9. Poznamka. (a) V definici [2.13)jsme definovali pravidelny graf. Faktor, ktery je pravidel-
nym grafem, nazyvame pravidelnym faktorem. Pravidelny faktor 2. stupné obvykle nazyvame
kvadr atickym faktorem. M{izeme tedy Fici, Ze hamiltonovska kruznice je souvisly kvadraticky
faktor daného grafu.

(b) Graf naobr.[6.24p je hamiltonovsky. Je vSak ziejmé, ze existuji grafy, které hamiltonov-
ské nejsou. Takoveé jsou napriklad vSechny stromy; protoze v nich neexistuje zadna kruznice,
neexistuje v nich tim spise kruznice hamiltonovska.

Jakkoliv se na prvni pohled mlize zdat problém charakterizace hamiltonovskych grafli
jednoduchy, neni dodnes znama zadna nutna a dostatetna podminka této skutecnosti. Pred
uvedenim nékterych znamych vysedk jesté uvedme jeden priklad.

6.10. Priklad. S Eulerovym jménem je spojovana i nasledujici Gloha: MUZze jezdec projit
Sachovnici (0 64 polich) tak, aby kazdym polem pro3el préavé jednou a poslednim tahem se
vrétil na vychoz pole?

Grafovaformulacejesnadna. Uvazujemegraf, jehoz uzly jsou jednotlivapolenaSachovnici.
Dva uzly jsou pak spojeny hranou pravé tehdy, kdyz jezdec miize skoCit z jednoho pole na
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druhé. NaSim Ukolem je nyni v tomto grafu ngjit hamiltonovskou kruznici — pokud ovsem
existuje.

Jiz davno je znamo, ze popsany graf je opravdu hamiltonovsky. Dodnes se vSak napriklad
nevi, kolik hamiltonovskych kruznic vlastné v tomto grafu existuje.

Nakredlit dany graf nema smysl, nebot obrazek by byl znaéné neprehledny. Popsat v ném
hamiltonovskou kruznici je vsak velmi jednoduché. Do poli schématicky znézornéné Sachov-
nicevepisemecdisal,2,. .., 64 v takovém poradi, v jakém jimi bude jezdec postupné prochazet.
ReZeni, které uvadime v tabulce (popsal je v roce 1862 Sachista Jaenisch je mimoradné
dbivtipné tim, Ze je soucasné polomagickym &tvercem; soucet Cisel v kazdem Fadku a kazdem
sloupci je roven 260. (Srovneg s Eulerovskym magickym Ctvercem ve cviceni ke kapitole 10.)

50 11 24 63 14 37 26 35
23 62 51 12 25 34 15 38
10 499 64 21 40 13 36 27
61 22 9 52 33 28 39 16
48 7 60 1 20 41 54 29
59 4 45 8 53 32 17 42
6 47 2 57 44 19 30 55
3 58 5 46 31 56 43 18

Tabulka 2.3:

Nyni tedy uvedme nékteré vlastnosti hamiltonovskych grafll. Nasledujici nutna podminka
plyne bezprosttedné z diisledku[5.24

6.11. Véta. Je-li § hamiltonovsky graf, je jeho uzZlovy stupef souvislosti u(g) > 2.

Snadno vSak | ze ukézat, ze podminkaz véty|[6.11] neni pro existenci hamiltonovskékruznice
postacujici. Napriklad graf na obr. [6.25 méa uzlovy stupen souvislosti roven 2, je vsak snadné
se pfesvédCit, Ze neni hamiltonovsky.

Nalezeni dostatecnych podminek toho, aby graf byl hamiltonovsky, bylo velmi obtizné.
Jednu z nejznaméjSich odvodil v roce 1952 Dirac.

6.12. Véta. Necht' ¢ = [U, H] jekonetny graf, [U| =n > 3astx > g pro kazdy uzel x € U.
Pak je g hamiltonovsky.
Diikaz. Uvédommesi nejprve, Ze kazdy konetny graf je podgrafem néjakého hamiltonovského

grafu. Zeiména miizeme graf [U, H] doplnit o mnoZinu uzlti V a o mnoZinu hran {xy; x €
€ U, y € V} nahamiltonovsky graf. Je-li totizU = {uy, ..., up}, sta€i polozit V = {vy, ..., vn}
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Obr. 6.25: Graf su(4) = 2, ktery neni hamiltonovsky

(kde U NV = @) a hamiltonovskou kruznici je zfejmé kruznice prochézejici postupné uzly
Uq, U1, Up, V2, ..., Up, Up, Ug.

Necht nyni graf ¢ = [U, H] splfiuje pfedpoklady véty a pfipustme, Ze neni hamiltonov-
sky. Oznaéme k ngimendi mozny poCet uzlll, o které kdyZz doplnime spolu s hranami vyse
uvedenym zplisobem graf G, tak obdrZzime hamiltonovsky graf G*. Je-li U = {uy, ..., Uy},
V =f{vy,....,w}, U = U UV, H* = HU {ujvj; u; € U,v; € V}, jeg* = [U* H".
V 6* tedy podle predpokladu existuje hamiltonovska kruznice C, prochazejici postupné uzly
X1, X2, . .., Xm, kde m = n + k > 4, nebot podle predpokladu je n > 3, k > 1. Oznageni uzll
jisté mlizeme zvolit tak, Ze X; = Uy, X» = vy, X3 = Uy (tj. kruznice zatina,, doplnénou” hranou).
V H nyni nemlze byt hrana x;Xs (= uiuy). Kdyby totiz x;x3 € H, bylo by doplnéni grafu §
0 uzd x, = vy ZbyteCné ato je spor sminimalitou Cislak.

Oznatme nyni K mnozinu hranz H*, které neleZi nakruznici C. Je-li X1 € K pro nékteré
i # 3, pak X3Xi+1 € K, 1j. X3Xi+1 € H*, nebot X3X;+1 jisté neni hrana kruznice. Kdyby totiz
x3Xi+1 € K, mohli bychom v ¢* sestrojit kruznici prochézejici postupné uzly

Xl7 XI7 Xi—lv Xi—29 L) X39 Xi+1’ Xi+27 L) Xl

Tato kruznice je vsak hamiltonovska v grafu, ktery obdrzime z §* odeCtenim uzlu x, = v; a
v&ech hran stimto uzlem incidentnich. To je vSak spor s predpokladem, ze k je ngimensi nutny
pocet dodanych uzlli.

Nyni ur¢ime, kolik jev K hran tvaru x;x. Uvédomme s, Zev §* plati stu; > 5 +k pro
kazdy uzel uj e U. (V § jestu; > 3, v §* suzlem u; navic sousedi uzly vy, ..., vk.) Protoze
v kruznici C sousedi suzlem x; dvauzly, jev K aespon 5 +k — 2 hran tvaru x; ;. Podle vySe
uvedeného to vSak znamena, ze v H* neni minimané 5 + k — 2 hran tvaru xsx; (kromé hran
X3Xi+1 Pro X% € K jeto, jak jiz vime, jeSté hrana xzx;.)
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Nyni uvazme, co vSechno o uzlu xz vime. Viychézi z ného alespon 5 + k hran xsx;, pfitom
vSak v §* nesousedi minimélnés 5 + k — 1 uzly x; # xs. ProtoZe v&ak vech uzlll x; 7 x3 je
n+k— 1, musi platit 0 0

<§+k>+(§+k—1> <n+k-1.
Odtud v&ak plyne, Zek < 0, coz je spor s pfedpokladem, Ze ¢ neni hamiltonovsky, takzek > 1.

V roce 1960 odvodil norsky matematik O. Ore jesté obecngsi dostateCnou podminku
existence hamiltonovské kruznice v daném grafu. Je okamzité zfgimé, Ze Diracova véta je
diisledkem nasledujiciho Oreho tvrzeni.

6.13. Véta. Bud [U, H] konetny graf, |U| > 3. Necht' pro kazdé dva uzly x,y € U, které
nejsou sousedni, plati
stx+sty > |U].

Pak je graf [U, H] hamiltonovsky.
Diikaz. Dlkaz tohoto tvrzeni nebudeme provadét. o

6.14. Poznamka. Jak jsme jiZz uvedli, neni dosud znama pro hamiltonovské grafy charak-
terizaCni véta, ktera by udavala nutnou a dostatecnou podminku. Proto byly hledany takové
podminky alespon pro nékteré dillezité tfidy grafll. Dlouho byla napfiklad nevyfeSena Taitova
hypotéza, ze kazdy rovinny uzlové 3-souvidy 3-pravidelny graf je jiz nutné hamiltonovsky.
(O rovinnych grafech budeme podrobngji hovorit v paragraful7] Jsou to jednoduSe feCeno grafy,
které Ize v roviné nakredlit tak, Ze se jgjich hrany neprotingji.) Z platnosti Taitovy hypotézy by
mimochodem plynulo kladné feSeni problému Ctyf barev — viz paragraf [7] V roce 1956 vSak
jeden z ngjvyznamngjSich odbornikl v teorii grafti W. T. Tutte uvedenou hypotézu vyvrétil.
Tutteliv protipriklad je uveden na obr.
Tutte vSak dokéazal, ze kazdy rovinny uzlové 4-souvisly graf je jiz nutné hamiltonovsky.

6.15. Poznamka. Existuje-li v grafu cestaprochazejici vsemi uzly, nazyvasetato cestahamilto-
novska. Graf, v némz existuje hamiltonovska cesta, se nazyva polohamiltonovsky. Je zigimé, ze
kazdy hamiltonovsky graf je soucasné polohamiltonovsky; stejnétak je evidentni, ze obracené
tvrzeni obecné neplati. Napfiklad graf K, je polohamiltonovsky, avSak neni hamiltonovsky.
Cviceni
1. Najdéte tfi neizomorfni hamiltonovské grafy na ¢tyfech uzlech.

2. Najdéte dva neizomorfni hamiltonovské grafy na péti uzlech, které maji ngjvyse Sest
hran.

3. Najdétev K5 tfi hamiltonovské kruznice, v nichz je obsazeno vech 21 hran grafu K.
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Obr. 6.26: 3-souvisly 3-pravidelny nehamiltonovsky graf

7 Rovinné grafy

V priibéhu dosavadniho vykladu jsme sice grafy , kredlili“, intuitivné je jisté kazdemu Gtenafi
Zfeimé, jak se toto kresleni provadi, avsak fakticky jsme se mohli bez tohoto kresleni obsjit,
nebot zadna definice ani zadné tvrzeni nebylo na tomto kredeni zavisé. (I kdyz je nutno
s uvédomit, Ze pravé moznost nazorného kresleni je jednim z hlavnich diivodll Cetnosti a
rozmanitosti aplikaci teorie grafil.)

V tomto paragrafu viak bude kresleni grafli hrat centralni roli. Proto je nutno nékteré pojmy
precizovat. Nejprve vaak uzavieme nasledujici domluvu.

7.1. Dohoda. V celém paragrafu(7pojem , graf* znati , konecny graf*.

7.2. Definice. Bud dan graf [U, H]. Nakresleni tohoto grafu (v roving) vznikne tak, ze uzly
znézornime jako body eukleidovské roviny E, ahranu xy € H znazornime jako oblouk v E;
s koncovymi body x, y.

7.3. Poznamka. (a) V teorii grafti se studuji nakresleni grafli na rtiznych plochach (napriklad
na sféfe, na anuloidu apod.). Pfes dlileZitost téchto nakresleni se v dalSim budeme zabyvat
pouze nakreslenim grafll v roving.
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(b) Oblouk, jak znamo, je topologicky obraz UseCky. (Oblouk v roviné je tedy obraz
intervalu [a, b] C [E; pfi zobrazeni f: E; — E,, které je prosté, spojité a matu vlastnost, ze
inverzni zobrazeni f ~1 jerovn&z spojité.) Protoze obloukdl mezi dvémabody x, y € E, existuje
nekonecné mnoho, plyne odtud, Ze graf miize mit v roviné nekonetn& mnoho nakresleni.

Na obr. [7.27a—d jsou oblouky mezi uzly x, y. Na obr. [7.27g je kfivka s koncovymi body
X, Y, kteravsak neni obloukem.

o———O | | \
X y (0] o
(a) Q/B X y

X y h
(b) (©
y

(@) o
X

(€)
(d)
Obr. 7.27: KFivky s koncovymi body X, y

(c) Grafy samoziejmé vétSinou kreslime tak, ze hrany znazorfujeme jako Usetky nebo
jiné , jednoduse vyhlizejici* kfivky anikoliv tak, jak je to provedeno napriklad na obr. [7.27d.
Pfesto ma obecné graf nekonecné mnoho nakresleni, nebot neni jednoznatné pfedem dano
ani rozmisténi uzll v roviné. Ponechame na Etendfi, aby si promyslel, Ze na obr. [7.:28a—d je
nakreslen tentyZz graf.

To, ze je na vySe uvedenych obrazcich nakreslen jeden a tentyz graf, Ize jinymi slovy
zformulovat tak, Ze kazdé dva grafy, které maji nakresleni na nékterem z obr. jsou
izomorfni.

Uvazime-li, ze natéchto obrazcich jsme kredlili jednoduchy graf na Sesti uzlech, neni jisté
prekvapuijici, Zze obecné rozeznat, zda dané dva grafy jsou izomorfni, je jednou z nejtézsich
otazek teorie grafll. Dodnes neni znam efektivni algoritmus pro feSeni tohoto problémui.

Pfi nakresleni grafu se hrany mohou, avSak nemusi, vzajemné kFiZzit. Pfi nékterych Gvahach
aaplikacich jedllezité zjistit, zdalze dany graf nakreslit tak, aby se hrany nekfizily. (Napfiklad
v problematice tisténych spojll apod.) Tim je motivovana nasledujici definice.
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Obr. 7.28: 1zomorfni grafy na Sesti uzlech

/°\
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7.4. Definice. Graf se nazyvarovinny (t&z planarni), kdyz existuje takové jeho nakreslenti,
Ze kazdé dvé rlizné hrany maji nejvyse jeden spoleény bod — uzel, ktery je pfipadné s obéma
hranami incidentni.

Na prvni pohled je zfeimé, ze napriklad stromy nebo kruznice jsou rovinnymi grafy. Do-
kazat, Ze ngjaky graf je rovinny je viak zigmeé jednodussi, nez dokéazat, Ze dany graf rovinny
neni. Castou h¥ickou je napriklad nalezeni rovinného nakresleni grafu na obr. @a (Podle
této znamé rekreatni Ulohy se také tomuto grafu Casto fikatfi domy a tfi studné.) Jak v dalsim
uvidime, nematato UlohafeSeni, nebot graf na obr. [7.28a neni rovinny.

7.5. Priklad. Graf K,4jerovinny, i kdyZzjeho,bézné* nakresleni jetakové, Ze se hrany protingji

(obr.[7:2%). Dilezité totiz je, Ze existuje nakresleni, v némz se hrany neprotingji (obr.[7:29b).
Tentyz graf 1ze vSak nakreslit jeSté mnohem , elegantngi* (obr.[7.25c).

O

Y\

@ (b) (©)
Obr. 7.29: RUzna nakredeni grafu K4

Existence nakresleni grafu K4 z obr.[7.29¢c zakonité vyplyva z nasledujiciho tvrzeni, které
odvodil Wagner v roce 1936. Dilkaz tohoto tvrzeni nebudeme uvadét.

7.6. Véta. Graf jerovinny préavé tehdy, kdyz existuje jeho rovinné nakresleni takové, ze vsechny
jeho hrany jsou znazornény UseCkami.

Jednim z nejdll eZit&jSich tvrzeni o rovinnych grafech jetzv. Eulerova véta. K jeji formulaci
v&ak potfebujeme nasledujici definici.

7.7. Definice. Bud [U, H] rovinny souvidly graf. Bud dano nékteré jeho rovinné nakresleni.
Oznatme W mnoZzinu vSech oblasti, na néz je timto nakreslenim rovina rozdélena (vcetné
»vNg3ku*). Pak trojici [ U, H, W ] nazveme mapou.
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7.8. Poznamka. Oblast, jak znamo, je oteviena souvisla mnozina. Napfiklad kazda kruznice
rozddi rovinu na dvé oblasti — vnitfek a vngsek. Mapa urtena nakreslenim grafu K4 na obr.
[7.29c obsahuje 4 oblasti. Nakresleni téhoz grafu na obr. zadnou mapu neurcuje, nebot
uvedené nakresleni neni rovinné.

7.9. Véta. (Eulerovavéta) Bud [ U, H, W ] libovolna mapa. Pak
W[+ U] - [H|=2 (7.1)

Dikaz. Indukci vzhledem k &islu |H|. Je-li H = @, je nutné |U| = 1, nebot graf [U, H] je
souvidy. Pak ale |[W| = 1 arovnost[7.1]je spinénatriviané.

Predpokladejme nyni, Ze rovnost [7.1] plati pro vSechny mapy [ U, H, W ] takové, Ze
[H| <n.Bud[U, H, W] mapa, |[H| = n+ 1. RozliSime dva pfipady:

(@) Graf [U, H] obsahuje most xy. Podle véty 5.3 je graf [U, H — {xy}] nesouvisly a
ma dvé komponenty [U1, Hi], [U2, Hz]. ProtoZe |H;| < n, |Hz| < n, plati podle indukéniho
pfedpokladu pro mapy [ Uy, Hi, W lal U,, Hy, Wz]

[Wi| + Uz — [Hz| = [W2| + [Uz| — [H2[ = 2.
Dae plati |Hy| + |Ho| +1 = |H| (nebot od H jsme odeCetli hranu xy) a |U;| + |Uz| = |U].

Odectenim mostu sev dané mapé pocet oblasti nezmeénil, avsak v souctu |W; | +|Ws| je,, vnéSek”
zapoCitan dvakrat. Proto |W;| + [Wh| = |W| + 1. Odtud celkem dostavame:

(WI+ U] —=[H] = (W] +|Wa| = 1)+ (JUy| +|U2]) —
— ([Ha| +[Hz| + 1) =
= (Wi +|Ug| — [He]) + (JWa| + [Uz| — [Ha|) — 2=

2+2-2=2

V pripadg, Zze [U, H] obsahuje mogt, je tak véta dokazéana.

(b) Necht [U, H] neobsahuje most. Bud h € H libovolna hrana. Protoze h neni most,
leZi nangaké kruznici. Oznaéme C kruznici maximalni délky, ktera obsahuje hranu h. Uvnitf
kruznice C je nutné ngaka oblast, ktera vynechanim hrany h v mapé [ U, H, W ] zanikne.
V mapé [ U, Hy, Wy ] vzniklé z mapy [ U, H, W ] odettenim hrany h je tedy o jednu hranu a
jednu oblast méné nez v mapé plivodni. Protoze |H1| = n, plati pro mapu [ U, Hy, Wy ] rovnost
[7.1} . W] + |U| — |Hy| = 2. Odtud v3ak plyne platnost[7.1]i promapu [ U, H, W ]. °

Pomoci Eulerovy véty |ze snadno dokéazat nasledujici dllezité tvrzeni.

7.10. Véta. Graf Ks (tj. Gplny graf na péti uzZlech) ani graf z obr. (tj. graf ,3domy a3
studné&") neni rovinny.
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Dikaz. (a) Pripustme, Ze graf Ks jerovinny. Necht tedy [U, H, W ] je mapavznikla nékterym
jeho rovinnym nakreslenim. Plati |U| =5, |H| = 10, tj. |W| =2+ |H| — |[U| = 7. Kazda oblast
pritom musi mit hranici a espor ze tfi hran akazda hrana oddé uje al espon dvé oblasti (protoze
v K5 neexistuji mosty). Plati tak

2-10> 3-|W|,
tj. |W| < 7, coz je spor.

(b) Analogicky. Kdyby [ U, H, W ] byla mapa vznikla rovinnym nakreslenim grafu ,,3
domy a 3 studn&", platilo by v té&to mapg, |U| =6, |H| = 9, tj. |[W| = 5. Kazda oblast je opét
omezena al espon tfemi hranami. Kazda kruznicev [U, H] majisté sudou délku (pravidelné se
v ni musi stfidat ,,domy* a,, studné"), takze kazda kruznice ma délku ngfméné 4. Odtud plyne

2-9>4.|\W|,
tji. IW| < 5, coz je spor. °

7.11. Poznamka. Jak dokazal v roce 1930 vyznamny polsky matematik K. Kuratowski, hraji
grafy z véty [7.10 v charakterizaci planarnich grafli zcela zasadni roli (viz véta[7.16). Proto
se témto graflim Casto také Fika Kuratowského grafy. Pro jejich dlleZitost si tyto grafy jesté
jednou nakresleme (obr.[7.30 - i kdyz jsme se s nimi jiz nejednou setkali.

(o)

Obr. 7.30: Kuratowského grafy

7.12. Definice. Bud [U,H] libovolny graf, xy € H jeho libovolna
hrana. Bud z ¢ U U H libovolny prvek. Polozme U* = U U {z],

= (H — {xy}) U {xz yz}. Pak fekneme, ze graf [U*, H*] vznikl z grafu [U, H]
pllenim hrany xy.
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7.13. Priklad. Graf naobr. vznikl z grafu na obr. [7.3Ta plilenim jedné z hran.

O O (o] o]

Obr. 7.31: Plleni hrany

| znazoru jeziejmg, zepi kresleni grafli setakové dvagrafy, z nichz jeden vznikl z druhého
postupnym pllenim hran, ,, chovaji stejné*. Tim je motivovana nasledujici definice.

7.14. Definice. Rekneme, Zegrafy 4, # jsou homeomorfni, jestlize existuji konegné posloup-
nosti grafii

9’7%179’25”‘79’[1
%,ﬂl’ﬂZ’---’%m

takove, ze:
(@ Gn jeizomorfni s Hpy;

(b) v kazdeé z téchto posloupnosti vznikl nasledujici graf z predchazejiciho plilenim nékteré
hrany.

7.15. Priklad. Kazdé dvé kruznice jsou homeomorfni.
Nyni uvedeme bez diikazu jiZ zmifiovanou K uratowského vétu.

7.16. Vé&a. Graf je rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje podgraf homeomorfni s nékterym
Kuratowského grafem (tj. s nékterym grafem z obr. [7.30).
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7.17. Poznamka. Ukazme si, jak Ize pomoci teorie rovinnych grafll jednoduSe zodpovédét
jeden z klasickych geometrickych problémd.

Jiz stafi Rekoveé znali pét typl pravidelnych mnohostént (tzv. Platonovych téles): (a) pravi-
delny Ctyfstén, (b) krychli, (c) pravidelny osmistén, (d) pravidelny dvanéctistén, () pravidelny
dvacetistén. (Viz obr.[7.32).

@ (®) ©

(d) (e)
Obr. 7.32: Platbnovatélesa

Neuméli vSak dokazat, zdaexistuji jesté|jiné pravidelné mnohostény. M etodami teorie grafii
nyni ukazeme, ze zadné dalSi pravidelné mnohostény neexistuji. K tomu vSak potfebujeme
nékolik jednoduchych pojmi.

Omezena mnozina T C Ej se nazyva hvézdovita, kdyz existuje bod s € T takovy, ze
kazda polopfimka s potatecnim bodem s ma s hranici mnoziny T pravé jeden spolecny bod.
Je Zfgmé, ze ,b&zn&@‘ konvexni télesa (koule, hranol, valec apod.) jsou hvézdovité mnoziny.
Snadno v3ak 1ze ukazat, Ze existuji i nekonvexni hvézdovitatélesa

Z definice hvézdovité mnoziny okamzité plyne, ze jgji hranici |ze zobrazit spojitou bijekci
na sféru. (Protoze je T omezena, je Casti ngaké koule v E3. Uvedena bijekce je realizovana
»promitanim® hranice na pfislusnou kulovou plochu ze stfedu s.)

Mnohostén, ktery je zaroven hvézdovitou mnozinou, nazveme hvézdovitym mnohosténem.

Jak dobre vime, hvézdovity mnohostén se nazyva pravidelny, jestlize vsechny jeho stény
jsou navzgem shodné pravidelné mnohothelniky. Ke kazdemu pravidelnému mnohosténu
existuji prirozena €isla n, p takova, ze vSechny stény jsou shodné pravidelné n-Uhelniky a
v kazdem jeho vrcholu se styka p hran. Usporadanadvojice [n, p] se nazyva Schiaflitiv symbol
daného pravidelného mnohosténu.
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Schi&fliliv symbol Platonovych téles je nasledujici: pravidelny &tyfstén ma symbol [3, 3],
krychle [4, 3], pravidelny osmistén [3, 4], pravidelny dvanéctistén [5, 3] a konetné pravidelny
dvacetistén [3, 5].

Jak jsme uvedli, Ize hranici kazdé hvézdovité mnoziny zobrazit spojitou bijekci na sféru.
Zeiménatedy |zetakto nasféru zobrazit hranici (tj. povrch) kazdeho pravidel ného mnohosténu.
Uvedenym zobrazenim povrchu mnohosténu vznikne na sféfe ,, mapa“ . (Definice mapy nasféfe
je analogicka definici [7.7/ mapy v roving.)

UZitim tzv. stereografické projekce vsak 1ze snadno dokéazat, Ze pro mapy na sféfe rovnéz
plati Eulerova véta[7.9

(Pfipomenme si, Ze stereograficka projekce je zobrazeni sféry s vyjmutym jednim bodem
narovinu, definované nasledovné:

Necht se sféra S dotykaroviny E, v bodé P. Bud P N primér sfery S (viz obr.[7.33). Bud
x € Slibovolny bod riizny od N. Bod f (x) € E; je prliseCik poloprimky N x srovinou E,. Je
ziejmé, Ze stereografickaprojekce f jebijekci mnoziny S—{N} nalE, azobrazeni f i f~1jsou
spojita. Nyni je také zfeimé, Ze pri stereografické projekci se mapa na sféfe zobrazi na mapu
V roving, pricemz se uzly zobrazi na uzly, hrany na hrany a oblasti na oblasti. Proto evidentné
plati Eulerovavétai pro mapy na sféfe.)

o f(y)

Obr. 7.33: Stereograficka projekce

Bud nyni T pravidelny mnohostén. Oznatme R pocet jeho stén, M poCet hran, N pocet
vrchol{l, n poCet stran jedné stény, p poCet hran shihgjicich se v jednom vrcholu.
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ProtoZe kazda hrana spojuje dva vrcholy av kazdém vrcholu se shiha p hran, plati
Np=2M. (7.2)
Protoze kazda sténa je omezena n hranami a kazda hrana sousedi se dvéma sténami, plati

Rn=2M. (7.3)

Konecng, podle Eulerovy véty plati
N+R—M=2 (7.4)

Rovnice[7.2] [7.3][7.4]jsou rovnice o neznamych M, N, R s parametry n, p pficemz tyto
parametry jsou prfirozena Cisla vétsi nebo rovna 3. Z[7.2]-[7.4] dostavame

2np 4n 4p
M=—————, N=—«w——, R=———«+— —.
2p+2n—np 2p+2n—np 2p+2n—np

(7.5)
Protoze véechnacisa M, N, P jsou kladna, musi platit 2p +2n — np > 0, tj.
n=2)(p—-2 <4, n=3p=3
Protozen —2 > 0, p— 2 > 0, plati nutné (n — 2)(p — 2) € {1, 2, 3}. Odtud dostavame:
@ M-2(p-2)=1 = n=3p=3,
) (N—2(p—2)=2 = n=3,p=4nebon=4p=3,
© Nn—2(p—2)=3 = n=3,p=5nebo n=5 p=3.

Pravidelnym mnohosténtl proto existuje nejvyse pét druhl, tj. praveé pét druhl.
Hodnoty M, N, R, n, p téchto pravidelnych mnohosténli udava tabulka[2-4l

CviCeni

1. Podle Wagnerovy Vvéty [7.61ze kazdy planarni graf namalovat bez protinani hran, jimiz
jsou UseCky. Namalujte tak Kuratowského grafy, z nichz je odebrana jedna hrana.
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R | M N | nj|p
Pravidelny CtyFstéen 4 6 4| 3| 3
Krychle 6 | 12 8| 4| 3
Pravidelny osmistén 8 | 12 6| 3| 4
Pravidelny dvanéctistén || 12 | 30 | 20 | 5| 3
Pravidelny dvacetistén 20| 30| 12| 3| 5

Tabulka 2.4: Tabulkahodnot R, M, N, n, p pro Platbnovatélesa

8 Barveni grafll

Nejprve si na dvou jednoduchych problémech ilustrujme diivody, které vedly k problematice
,barveni graf{.

8.1. Problem. M&me danu mnozinu L rdiznych druhti 1&kl. Pfitom je znamo, které dvojice
rliznych |k se pacientlim nesméji podavat soucasné. Namnoziné L chceme definovat rozklad
tak, Ze l&ky leZici v jedné tfidé rozkladu se soCasné podavat mohou. (Takovy rozklad jisté
existuje — napriklad rozklad na jednoprvkové tfidy.) N&S problém nyni zni: Jaky je minimalni
pocet tfid takového rozkladu?

Preformulujmesi problém nasledovné Bud [L, H] graf, vnémzprox, y € L platixy € H
praveé tehdy, kdyz se I€ky X, y nesmgji podavat souCasné. Nyni si predstavme, Ze uzly grafu
[L, H] obarvime barvami (modfe, Cervené atd.) tak, Ze Zadné dva sousedni uzly nebudou
obarveny stejnou barvou.

Problém 8] nyni mlizeme preformulovat takto: Jaky miniméalni pocet barev k vyse uvede-
nému obar veni potfebujeme?

8.2. Problém. JedanamnozinaV radiovych vysilacich stanic akazdastanicex € V maurcenu
mnozinu Vy C V stanic, snimiZ maudrzovat spojeni. Ptame se, jaky je minimalni mozny pocet
rliznych frekvenci, které musi byt k dispozici, chceme-li zgjitit, aby kazda stanice x € V
udrzovala s kazdou ze stanic z mnoziny Vy spojeni najiné frekvenci?

Grafova formulace je opét jednoducha. Utvofme graf, v némz V je mnozina uzlli a dva
uzly jsou spojeny hranou prave tehdy, kdyz prislusné stanice maji udrzovat spojeni. Hledame
minimalni poCet barev nutny k takovému obarveni hran tohoto grafu, ze kazdé dveé hrany, které
maji spolecny uzel, jsou obarveny rlizné.

Pred uvedenim zakladnich vysledkl o barveni grafti uzavieme, podobné jako v paragrafu
[7, nésledujici dohodu.
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8.3. Dohoda. V celém paragrafu[8slovo ,graf* znati , konecny graf*.

8.4. Definice. Bud [U, H] graf. Zobrazeni f: U — N nazveme obarveni uz{, jestlize pro
kazdé dva sousedni uzly x,y € U plati f(x) Z f(y) (tj. xye H = f(X) Z f(y)).
Rekneme, 7e graf [U, H] je uzlové k-chromaticky, existuje-li obarveni f uzlll takove, ze
IFU)I <k

UZové chromatické Cislo x (%) grafu 4 je nggmensi Cislo k € Ny takové, Ze § je uzlové
k-chromaticky.

Z definice je zfeimé, Ze kazdy graf ma jednoznatné urcené uzlové chromatické ¢islo. Jeho
nalezeni v konkrétnich pripadech v&ak mlize byt velmi obtizné. Dllkaz nasledujiciho tvrzeni je
v&ak jednoduchy, a proto ho prenechame Ctenafi.

8.5. Véta. Bud ¢ =[U, H] graf. Pak plati:
@ x($) =1 < H=0.
(b) Jeli g stroma|H| > 1, pak x(§) = 2.

Grafy s uzlovym chromatickym ¢islem 2 hraji v fadé aplikaci dulezitou roli. Jak nyni
uvedeme, je charakteristika téchto grafti velmi jednoduchéa.

8.6. Véta. Bud' ¢ = [U, H] graf, H # @. Pak x(4) = 2 praveé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici
liché délky.

Dlkaz. |. Nutnost podminky je zfejma, nebot k obarveni kruznice liché délky je nezbytné uZzit
tfi barev.

I1. Necht ¢ = [U, H] neobsahuje kruznici liché délky. Dostatetnost této podminky budeme
dokazovat indukci vzhledem k pottu kruznic v §. Uvédomme si pritom, Ze diikaz stati pro-
vést pro souvislé grafy, nebot obarveni uzllt v jednotlivych komponentach miizeme provadét
samostatné a nezavisle na sobé.

Neobsahuje-li § Z&dnou kruznici, je § strom a podle véty [8.5(b) plati x(4) = 2. Necht
tedy tvrzeni plati pro kazdy souvisly graf obsahujici ngjvySe n kruznic sudé délky. Bud nyni
g = [U, H] graf obsahujici n + 1 kruznic sudé délky. Bud C libovolna kruznice v 4. Zvolme
v C libovolné hranu xy. Graf ¢* = [U, H — {xy}] obsahuje nejvySe n kruznic, takze podle
predpokladu plati x (¢*) = 2. Odtud plyne existence obarveni uzlll f: U — {1, 2} grafu *.
Kruznice C bez hrany xy je had, v némz se obarveni uzlli pravidelné stfida. ProtoZze tento had
obsahuje sudy pocet uzll, je f (x) # f (y). TovSak znamena, Ze f je soucasné obarvenim grafu
g, ¢imz je diikaz hotov. .
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8.7. Definice. Necht ¢ = [U, H] je graf a necht Ize mnoZinu U rozloZit na dvé nepréazdné
digunktni podmnoziny U1, U, tak, ze kazda hranamajeden uzel v U; adruhy uzel v U,. Pak
segraf ¢ nazyvabipartitni. Uvedeny bipartitni graf se obvykle zapisujevetvaru [Uy, Uy, H 1.
Bipartitni graf [ U, V, H ] se nazyva Uplny, kdyz pro kazdé dvauzly x € U, y € V plati
xy € H. Jeli |U| =m, |V| = n, zna€i se Gplny bipartitni graf [ U, V, H ] symbolem K, .

Tak napriklad Kuratowského graf , 3 domy a 3 studné“ na obr. je graf K33. Pro
bipartitni graf § s neprézdnou mnozinou hran ziggmé plati x ($) = 2.

Bipartitni grafy jsou studovany zejména v souvislosti s tzv. parovanim v grafech, coz je
jedna z nejzavaznéjSich Casti kombinatoriky ateorie graf.

Zformulujmesi nejprve;jeden z klasi ckych kombinatorickych problémt, tzv. problémo svat-
bach.

8.8. Priklad. Je dana mnozina H hochll a mnozina D divek, |D| > |H|. Kazdy hoch zna
alespon jednu divku. Jaka je nutna a dostatecna podminka toho, aby se kazdy hoch mohl oZenit
sdivkou, kterou zna?

Nalezeni jednoduché nutné podminky je snadné: kdyby existovala néjaka k-tice chlapcli
(k < |H]) takova, Ze v3ech divek, které by znal alespon jeden chlapec z této k-tice, by bylo
méne nez k, pak by jisté nebylo mozné pozadované svatby uskutecnit.

Jak dokazal v roce 1935 Ph. Hall, je tato jednoducha nutna podminka soucasné také

8.9. Véta. (Hallovavéta) Bud danamnozina §,i =1, ..., n, neprazdnych kone¢nych mnozin.
Pak jsou nasleduijici tvrzeni ekvival entni:

n
(8) Existuje prosté zobrazeni f: {1,...,n} — |J S takové, Zze f(i) € § pro kazdéi =
i=1
=1, ...,n.

(b) Prokazdou podmnozinu@ # A< {1,...,n}plati |Al < | U SI.
ieA

Grafova interpretace Hallovy véty je jednoducha Bud dan bipartitni graf [ U, V, H ],
[U| < |V]. Prokazdy uzel x € U ozname Vyx = {y € V; xy € H}.

8.10. Definice. Parovanimv daném bipartitnimgrafu[U, V, H ] nazvemekazdy jeho podgraf
[U, V*, H* ], ktery je pravidelnym grafem 1. stupné (tj. z kazdého uzlu vychéazi pravé jedna
hrana).
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Z Hallovy véty okamZzité plyne, Ze v bipartitnim grafu [ U, V, H ] existuje alespoi jedno
parovani [U, V*, H* ] pravé tehdy, kdyZ pro kazdou podmnoZinu @ # U; € U plati

Ul < > IVl (8.1)

xeUq

Parovani v bipartitnim grafu se nazyva Gplné, je-li faktorem daného grafu (tj. V* = V). Je
zZfejmé, zev [ U, V, H ] Uplné parovani existuje pravé tehdy, kdyz kromé podminky [8.1] navic
plati [U| = |V|.

Jestlize v bipartitnim grafu [ U, V, H ] parovani neexistuje, je pfirozené hledat maximalni
(vzhledem k poctu hran) podgraf v [U, V, H ], ktery je pravidelnym grafem 1. stupné. Takové
podgrafy maji fadu aplikaci v operatnim vyzkumu, v linearnim programovani apod. Nejbé&zng si
z algoritmi pro hledani tohoto maximalniho podgrafu je tzv. madarsky algoritmus.

Na obr. [8.34a je bipartitni graf, v némz neexistuje parovani (je to faktor grafu Kss). Na
obr.[8:34p je jeden z maximalnich pravidelnych podgrafli 1. stupné.

(o] o]

@ (b)
Obr. 8.34: Maximéani pravidelny podgraf 1. stupné v daném grafu

Nyni se vratme k problematice barveni uzlli v grafu.
Jakkoliv je obecné urceni Cisla x (4) obtizné, je jednoducha jeho nasledujici majorizace.

8.11. Véta. Bud ¢ =[U, H] graf. Oznatme ¢ = max {stx; x € U}. Pak plati

x(@) <o+l

Déikaz. Indukci vzhledem k ¢islu |U|. Pro |U| = 1 je tvrzeni zigjmé. Necht tedy tvrzeni véty
plati pro véechny grafy [U, H] takové, Zze [U| < n. Bud nyni ¢ = [U, H] graf, |U| = n+ 1.
Oznatme 4* graf, ktery vznikne z grafu ¢ odeCtenim nékterého uzlu x a vdech hran s timto
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uzlem incidentnich. Podle pfedpokladu plati x (§*) < o + 1, takZe existuje obarveni uzll grafu
g* f: (U —{x}) — {1,...,0+1}. V grafu § v&ak s uzlem x sousedi nejvyse o uzll, takze
uzly v g miizeme obarvit nasledovné:

f (), prot Z X,

gt) = .
p prot =X,

kdepe{l,...,o+1}jetakovy prvek, ze p # f(u) provsechny uzZlyu e U,tu € H. Pak je
g obarveni daného grafu ngjvyse ¢ + 1 barvami. °

Nyni se budeme zabyvat barvenim hran.

8.12. Definice. Bud [U, H] graf. Zobrazeni f: H — N nazveme obarvenim hran, jestlize
pro kazdé dvé hrany hq, hy € H, hy # hy, takové, Zeh; Nnhy, # @, plati f (hy) # f (hy).
Rekneme, e graf [U, H] je hranové k-chromaticky, kdy? existuje obarveni f hran takove,
ze|f(H)| <k

Hranové chromatickeé ¢islo xh(4) grafu 4 je nggmendi Cislo k € Ny takové, Ze G je hranové
k-chromaticky.

Ve véte[8.17] jsme uvedli horni odhad uzlového chromatického Cisla. M&:li symbol o tyz
smysl jako ve vété[8.11] je z definice okamZité zfejmé, Ze pro hranové chromatickeé €islo plati
xh($) > o. Jak v roce 1964 dokazal rusky matematik G. V. Vizing, plati dokonce nasledujici
véta, kterou uvedeme bez diikazu.

8.13. Véta. Prolibovolny graf ¢ plati 0 < xn(§) <o +1.

8.14. Poznamka. Hranové chromatické ¢islo daného grafu tedy miize nabyt jen dvou hodnot:
0 nebo o + 1. Rekneme, 7e graf § patfi do prvni, respektive do druhé tFidy, je-li xn($) = o,
respektive xn($) = o + 1.

Je ziejmé, ze napiiklad kazda kruznice sudé délky patfi do prvni tfidy, kazdakruzniceliché
délky do druhétFidy. Dodnes v&ak neni znama charakterizace prislusnosti grafti k témto tfidam.
Pritom neni zastoupeni grafti v téchto tfidach ani zdalekarovnomérné. Jak v roce 1977 dokazali
P. Erdos aR. J. Wilson, plati nasledujici tvrzeni:

Oznacime-li p; (n) poCet grafli na n uzlech patficich do i -té tfidy, plati

lim P2(n) _
n—oo pl(n)

0.

Podle [10] existuje napfiklad 143 souvislych grafli s nejvyse Sesti uzly a pouze 8 z nich
patfi do druhé tfidy. Téchto 8 grafli je na obr. [8:35
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6: Petersenllv graf ajeho kvadraticky fakto
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8.15. Priklad. Dilezitym grafem patficim do druhé tfidy je tzv. Petersendiv graf (obr.[8.36g).
J. Petersen uverginil v roce 1891 praci v niz podrobné popsal vlastnosti pravidelnych grafi;
predevsim pak studoval problém existence pravidelnych faktorli v téchto grafech.

Jak je okamzité zigimé, je Petersenliv graf pravidelnym grafem 3. stupné. Obsahuje pravi-
delny faktor 1. stupné (tzv. linearni faktor) — hrany tohoto faktoru jsou na obr. [8.36a vyznaceny
tuéné. Petersenliv graf obsahuje i pravidelny faktor 2. stupné (tj. kvadraticky faktor); tento
faktor je na obr.[8.36b.

Tento kvadraticky faktor vSak neni souvisly. Ponechame Ctenafi, aby si promyslel, Zze sou-
vigly kvadraticky faktor (tj. hamiltonovskakruznice) v Petersenové grafu neexistuje. Petersenliv
graf proto neni hamiltonovsky. Lehce vSak | ze ukazat, Ze je polohamiltonovsky (viz poznamka

6.15).

Na dokresleni toho, co jsme o znéazorfiovani graftl uvedli v poznamce[7-3, necht si &tenaf
promysli, Zze vSechny tfi grafy na obr. [8.37]jsou izomorfni s Petersenovym grafem.

Obr. 8.37: Riizna nakresleni Petersenova grafu

8.16. Poznamka. Hranové obarveni graflli prekvapivé souvisi s latinskymi Gtverci, o nichz
jsme hovofili v 1. kapitole, paragraf 10,
Lehce |ze dokéazat, Ze Uplné bipartitni grafy patfi do prvni tfidy. Evidentné plati

xh(Kmn) =0 =max (m,n).

Bud n € N libovolné. Pak plati xh(Knn) = n. Oznatme K, = [U,V,H], U =
={us, ..., un}, V = {vg, ool o H = {uygs i = 1 nj-l ,n}.Bud f: H
— {1, ..., n} obarveni hran. Definujme Ctvercovou matici (alJ s 1takto aij = fuvj). Pak
je zZfgimé, Ze tato matice je latinskym Ctvercem fadu n.

Na obr.[8.38 je uvedené prifazeni provedeno pro obarveni hran grafu Ks 3.
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Obr. 8.38: Obarveni grafu Ksz a prislusny latinsky Ctverec

Hranové obarveni grafu K, n barvami vSak soucasné evidentnim zplisobem urCuje n
rliznych Uplnych parovani v K, , (Kazda barva uréuje jedno takové parovani). Protoze pocet
Uplnych parovéani v K, ,, 1ze algebraickymi metodami vypoCitat (tento poCet udavatzv. perma-
nent matice sousednosti daného grafu — viz cviceni), |ze odtud rovnéz odvodit, Ze latinskych
¢tvercli fadu n je aespoi

nNn-nN—.L!'-(n—2)!-...-1.

Napriklad latinskych Gtvercll 6. fadu je alespon 6! - 5! - 4! - 3! . 2! = 24 883 220.

8.17. Poznamka. S problematikou barveni grafti izce souvisi jeden z nejznaméjSich matema-
tickych problémdi 20. stoleti, tzv. problémétyr barev. Formul acetohoto problému jejednoducha:
Mé&me v roviné zemépisnou mapu, naniz je nékolik statll. Chceme, aby mapa byla vybarvena
tak, jak jeto obvyklé, tj. aby kazdy stat byl vybarven ngakou barvou tak, Zze zadné dva sousedni
stéty nejsou obarveny stejné (viz napriklad obraze[8.39).

Nasim Ukolem je zjistit, jaky poCet barev nezbytné potfebujeme, abychom mohli takto
vybarvit kaZzdou zemépisnou mapu.

Aby formulace problému byla regulérni, je nutno upfesnit dvé skutenosti:

(a) predpokladame, Ze lzemi kazdého statu je,, souvid €' (coz v praxi neni vzdy splnéno —
viz napriklad USA (Aljaska));

(b) dva staty povaZzujeme za sousedni, kdyZz maji spolecnou hrani¢ni ,,caru” (tj. nedotykaji
sejenv izolovanych bodech). Lehce I1ze ukéazat, Ze je nutno mit k dispozici alespon Ctyfi barvy
(obr.[8.40).

Ve vech konkrétnich prikladech se vzdy podafilo najit obarveni ¢tyfmi barvami. Napriklad
na obrazku(8.4]] je takto vybarvena mapa USA.
problémt moderni matematiky.

Preformulujme si nyni uvedeny problém do grafové terminologie. M&me danu ngakou
zemeépisnou mapu (spliujici vySe uvedené podminky). Nyni zkonstruujme graf ¢ = [U, H]
nasledovné. Na Uzemi kazdého stétu zvolme jeden bod; tyto body tvofi mnozinu U. Dvauzly
spojime hranou pravé tehdy, kdyz prislusné staty sousedi. Takto ziskany graf je jisté rovinny,
nebot hrany miizeme kreslit tak, aby neprochazely izemim zadného dalSiho statu (hranici dvou
statli mlizeme,, prekrocit* v hraniéni €are). Tak napriklad statlim naobr.[8:40 odpovidagraf Ka.
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Obr. 8.39: Ukazka politické mapy

Obr. 8.40:
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Obr. 8.41: Vybarveni mapy USA Ctyfmi barvami

Obarveni zemépisné mapy je nyni ekvivalentni s obarvenim uzll takto sestrojeného rovin-
ného grafu. V grafové terminologii |ze tedy problém Ctyf barev preformulovat takto:

Plati pro kazdy rovinny graf § nerovnost x ($) < 4?

To, Zei relativné komplikované grafy — viz napriklad obrézek[8.42— uvedenou podminku
splfiuji, samozfejmeé jesté nic neznamena.
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Obr. 8.42: Vybarveni rovinného grafu Ctyfmi barvami

Historie toho problému saha aZ do let 1840-1850, kdy se timto problémem zabyvali A. F.
Mobius, A. de Morgan a dalSi. Mnohokrat byl uvedeny problém zdanlivé , vyresen, vzdy se
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vak ukazalo, ze v dikazu byla ngaka chyba. V roce 1890 dokéazal P. J. Heawood (pravé pri
rozboru jednoho z chybnych diikazll), Ze pro kazdy rovinny graf § plati x($) < 5 (tzv. véta
0 péti barvach). Definitivné problém Ctyf barev vyfesili (pozitivné) az v roce 1976 K. Apple a
W. Haken z univerzity v lllinois (USA), kdyZz dokéazali, ze vskutku pro kazdy rovinny graf G
plati x($) < 4.

Dikaz tohoto tvrzeni prevedli na provéfeni vlastnosti temér dvou tisic speciadnich grafd.
Samotné provéfeni pak provedli na pocitaci, ktery na to spotfeboval 1200 hodin strojového
Casu.

| tyto (idaje demonstruji obtiznost celého problému.

Podrobngji o historii tohoto problému viz napfiklad v knize [11] .

Cviceni

1. Permanent matice A = (ajj) typu m/n, m < n je definovan jako

per(A) =) "au, - 8, - - * B

kde se stita pres vsechny variace m prvkll z mnoziny {1, 2, . . ., n}. VypoCtéte permanent
matic:

R
NS
N———"

RPN NN
P Wk Ww

e
N—

9 Zobecnéni pojmu graf

Jak jsme uvedli jiz v paragrafu [I, neni grafovéa terminologie v literatufe zdaleka jednotna
Ustdleny vyznam nema ani pojem graf. Nyni uvedeme definici tzv. ,,obecného grafu”, ktera
zahrnuje vétSinu bézné studovanych grafti jako specialni pripady.
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9.1. Definice. Obecnym grafem nazyvametrojici [U, H, ¢ ], kdeU, H jsou disunktni mno-
Ziny,U Z@ag: H - U2UU U 2 (U).

Prvky mnoziny U nazyvame uzly, prvky mnoziny H hrany a¢ jetzv. incidentni zobrazeni.
Je-li p(h) € U?, nazyvase h orientovana hrana, je-li ¢(h) € U U 2, (U), je h neorientovana
hrana.

Orientovanahranah se nazyvaorientovana smycka, je-li ¢ (h) = [x, x] prongaky uzel x € U.
Neorientovana hrana se nazyva smycka, je-li ¢(h) € U.

Orientované hrany h, k se nazyvaji souhlasné rovnob&mg, je-li ¢(h) = ¢(k) a nesouhlasné
rovnob&zng, je-li ¢ (h) =[x, y] Z[y, X] = ¢(K).

Neorientované hrany h, k se nazyvaji rovnobézng, je-li ¢ (h) = (k).

Néasobnosti hrany h € H nazyvame €ido |[{k € H; ¢ (k) = ¢(h)}].

V obecném grafu tak mohou existovat soucasné hrany orientované i neorientované, mezi
dvémauzly nemusi existovat zadnahrana, ale miizejich existovat i vice nez jednaatd. Moznych
v nich existuji vicenasobné hrany ¢i nikoliv a podle toho, zda jsou v&echny hrany orientované
respektive vSechny neorientované.

9.2. Definice. Bud ¢ = [ U, H, ¢ ] obecny graf. Existuje-li alespon jedna hranah € H
s nasobnosti V&SI nez jedna, nazyva se § multigraf (nebo téz pseudograf). Je-li nasobnost
vSech hran rovnajedné, nazyvase 4 prosty graf .

Obsahuje-li § pouze neorientované hrany, nazyva se neorientovany graf. Jsou-li vsechny
hrany v 4 orientované, je G tzv. orientovany graf .

Rekneme, 7e g je smiSeny graf, neni-li ani orientovany ani neorientovany. (Ve smiSeném
grafu tedy existuje alespon jedna orientovana a alespon jedna neorientovana hrana.)

9.3. Poznamka. Formalni popis prostého grafu miizeme snadno zjednodusit. Incidencni zob-
razeni je podstatné u multigraf{l. V prostém grafu miizeme primo predpokladat, ze H € U2 U
UU U P U) ag je pak identické zobrazeni (tj. ¢(h) = h pro kazdou hranu h € H). (Tzn.,
Ze prosty graf miizeme definovat jako dvojici [U, H], kdeU # ¢, H € U2U U U 2,(U),
UNH=4¢)

Orientovany i neorientovany graf pfitom miize a nemusi byt prosty.

DuleZitou charakteristikou grafu je v mnoha situacich skute¢nost, zda dany graf obsahuje
smycky ¢i nikoliv.

Prosty neorientovany graf bez smycek se nazyva obyCejny graf. Prosty orientovany graf
bez smyCek nazyvame obyCejny orientovany graf.
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9.4. Poznamka. V paragrafech[2—[ jsme tedy , grafem” rozuméli obycejny graf.

Kromé obycejnych grafll, které jsme dosud studovali, tvofi druhou nejéastéji studovanou
tfidu grafli prosté orientované grafy, respektive obycejné orientované grafy.

Misto prosty orientovany graf, respektive obyCejny orientovany graf, se Casto strucneé fika
jen , orientovany graf*.

Uvazme, Ze kdyZ [U, H] je prosty orientovany graf, je H € U2, tj. H je binarni relace na
U. Tento graf je pak obyCejnym orientovanym grafem pravétehdy, kdyz jerelace H areflexivni.

Prosté orientované grafy tedy nejsou nic jineho nez mnoZiny s binarni relaci. V3echno, co
zname o binarnich relacich, proto miizeme na tyto grafy pfenést. Mohlo by se proto zdat, Ze
studium orientovanych grafti jako samostatnych objektll je zbytecné. Z tradicnich divodd a
vzhledem k specifinosti metod teorie grafli se viak orientované grafy intenzivné studuji.

9.5. Poznamka. Prosty orientovany graf je podle vySe uvedeného dvojice [U, H], kdeU # ¢,
H C U2V teorii grafli jsou vak tyto grafy obvykle zadavany jinym zplisobem. Ke kazdému
uzlu x € U je zadana mnozina I'(x) téch uzlQ, do nichZ z x vede orientovana hrana, kterou
nazyvame & pkou.

9.6. Definice. Bud U # ¢ libovolna mnozina, I': U — £(U) bud libovolné zobrazeni.
Pak se dvajice [U, I'] nazyva orientovany graf. U je mnozina uzlll. Z uzlu x vede do uzlu y
orientovana hrana xy pravé tehdy, kdyz y € I'(x).

9.7. Poznamka. Z vy3e uvedeného je zfgimeé, co to znamend, Ze orientovany graf [U, I'] je
reflexivni, symetricky, antisymetricky, tranzitivni a podobné.

Radu pojm1 I1ze z oby&ejnych grafil prenést na neorientované grafy prakticky beze zmény
— napriklad pojem , podgraf“, ,izomorfismus grafti“ atd. U nékterych pojmi dochazi k jistym
modifikacim. Tak napfiklad roli stupné uzlu x hraji dvatzv. polostupné |T'(x)| a [T ~1(x)| (tj.
potty hran z uzlu x vychazejicich av uzlu x koncicich).

Roali kruznice v orientovanych grafech hraje tzv. cyklus. Acyklicky graf je orientovany graf
neobsahujici jako podgraf Zadny cyklus.

DileZitou tfidou orientovanych grafll jsou tzv. turnaje. Areflexivni orientovany graf se
nazyvaturnaj, jestlize pro kazdédvartizne uzly x, y plati, Zejsou spojeny hranou x_fl respektive
yX.

Pres veskeré odli$nosti mezi jednotlivymi typy grafli véak | zeFici, Ze pro toho, kdo zvladne
teorii pro jeden z typl, je snadné pochopeni pojmii i pro zbyvajici typy.

V aplikacich se pochopitelné uziva rtiznych typl grafi, podie toho, jaky typ je pro popis
zadané situace nejvyhodngjsi.
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Zobecnéni pojmu graf je v&ak mozno provést i jinym zplisobem, nez jak jsme to provedli
v definici[9.1] N&kdy je vyhodné a potfebné studovat , grafy”, jejichz hrany spojuji vice nez dva
uzly. Takovym graftim se fika obvykle hypergrafy. (V poslednich letech se v Ceske literature
ujima pro hypergrafy termin spolecnost, misto o hranach hypergrafu se pak hovori o tymech
spolecnosti.)

Je ziejme, Ze pojem hypergrafu Uzce souvisi napriklad s blokovymi schématy, o nichz jsme
hovorili v 1. kapitole, paragrafu[10

9.8. Definice. Hypergraf jetrojice [U, H, ¢ ], kde U # ¢ je mnoZina uzldl, H je mnoZina
hranag: H — (£(U) — {@}) jeincidencni zobrazeni.

9.9. Poznamka. Hypergraf je tedy — jednoduSe feCeno — systém neprazdnych podmnozin
mnoziny uzlfl. N&které mnoziny se pfitom v tomto systému mohou opakovat.

Existuje-li ¢islo k takové, Ze pro kazdou hranuh € H plati |¢(h)| = k, fikame, Ze hypergraf
je uniformni (respektive k-uniformni).

Je Zfgimé, Ze 2-uniformni hypergraf je totéz jako neorientovany graf bez smycek.

Je-li incidencni zobrazeni prosté (tj. ,,nasobnost* kazdé hrany je rovna jedné), nazyva se
hypergraf prosty. Podobné jako u prostého grafu miizeme predpokladat, Ze prosty hypergraf
je dvajice [U, H], kde H € (£(U) — {#}). Pfeneseni fady pojml z grafli na hypergrafy je
jednoduché.
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n!

6
87
1 307

2 432 902 008

15 511 210 043 330 985

39
479
227
178
674

176

984

5
40
362
628
916
001
020
201
368

640

000

Tabulka 2.5: Tabulka hodnot n!
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Tabulka 2.6: Pascalliv trojhelnik

n=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
5
8
9
7
5
3
2
1
1

11111111

112 2 3 3 4 4
011 2 3 457
0 0112 356

0 001 1 2 35

0O 00011 2 3

0 0 0OOO1 1 2

0O 00OOOO0OT11

0O 0 0OOO O O01

0O 0 0OOOOO0OTP O

p(nv k)

10

Tabulka 2.7: Potet p(n, k) rozkladli ¢islan nak stitancli
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Infpov] n] p [ n[ pm [ n] P |
1 1 21 792 41 | 44583 e
2 2 22| 1002 42 | 53174 70 4087 968
3 3 23| 1255 43 | 63261 .
4 5 24 | 1575 44 | 75175 80 15796 476
5 7 25| 1958 45| 89134 .
6 11 26 | 2436 46 | 105 558 90 56 634 173
7 15 27| 3010 47 | 124754 e
8 22 28 | 3718 48 | 147 273 100 190 569 292
9 30 29 | 4565 49 | 173 525 .
10 42 30| 5604 50 | 204 226 110 607 163 746
11 56 31| 6842 51 | 239943 e
12 7 32| 8349 52 | 281589 120 1 844 349 560
13| 101 33| 10143 53 | 329931 e
14| 135 34| 12310 54 | 386 155 125 3163 127 352
15| 176 35| 14833 55 | 451276 e
16 | 231 36 | 17977 56 | 526 823 200 | 3972999 029 388
17| 297 37 | 21637 57 | 614154
18 | 385 38 | 26 015 58 | 715220
19| 490 39 | 31185 59 | 831820
20 | 627 40 | 37338 60 | 966 467

Tabulka 2.8: Potet p(n) rozkladli ¢islan

s(in,k) | k=0 3 4 5 6
n=1 0 1 0 0 0 O
2 0 -1 1 0 0 00

3 0 2 -3 1 0 0 O

4 0 6 11 -6 1 0 O

5 0 24 -50 35 -10 10

6 0 -120 274 -225 85 -15 1

Tabulka 2.9: Tabulka hodnot Stirlingovych Cisel prvniho druhu
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sk | k=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
=1| 1 0 0 0 0 0 0O 0 0 0
2| 1 1 0 0 0 0 0O 0 0 0
3| 1 3 1 0 0 0 0O 0 0 0
41 1 7 6 1 0 0 0O 0 0 0
5/ 1 15 25 10 1 0 0O 0 0 0
6/ 1 31 9 65 15 1 0O 0 0 0
7! 1 63 301 350 140 21 1 0 0 O
8| 1 127 96 1701 1050 266 28 1 0 O
9| 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 O
10| 1 511 9330 34105 42525 22827 5580 750 45 1

Tabulka 2.10: Tabulka hodnot Stirlingovych ¢isel druhého druhu

Lk | b [
2 0.16667
4 0,03333
6 0,02381
8 0,03333
10 0,07576
12 0,25311
14 1,166 67
16 7,09216
18| 5497118

20 529,124 24

22 6192,12319

24 86580,25311
26 | 1425517,16667
28 | 27298231,06782
30 | 601580873,90064

Tabulka2.11; Bernoulliovacisla
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[A[ @] a] @]
1 1 14 3159
2 1 15 7741
3 1 16 19 320
4 2 17 48 629
5 3 18 123 867
6 6 19 317 955
7 12 20 823 065
8 23 21 2 144 505
9 47 22 5623 756

10 106 23 | 14828074
11 235 24 | 39299897
12 551 25 | 104 636 890
13| 1301 26 | 279793 450

Tabulka 2.12: Pocet t, neizomorfnich stromt nan uzlech



LI TERATURA

[1] C. BERGE: Principles of Combinatorics, Academic Press, New York — San Francisco —
London 1971

[2] J. B. DENCE - T. P. DENCE: Elements of the Theory of Numbers, AcademicPress, London
1998

[3] J. E. GRAVER, M. E. WATKINS: Combinatorics with Emphasis on the Theory of Graphs,
Springer - Verlag, New York — Heidelberg — Berlin 1977

[4] M. HALL, Jr.: Combinatorial Theory, Blaisdel P.C., Waltham — Toronto — London 1967;
rusky preklad 1970

[5] J. HERMAN, R. KUCERA, J. SIM3A: Metody FeSeni matematickych Gloh 11, Brno 1997
[6] J. KAuckyY: Kombinatoricke identity, Veda, Bratislava 1975
[7] J. NECAs: Grafy a jgjich pouzti, SNTL, Praha 1978
[8] R. MERRIS: Combinatorics, PWS Publishing Company, Boston — London — Tokyo 1996
[9] J. NESETRIL: Teorie grafli, SNTL, Praha 1979
[10] J. SEDLACEK: Uvod do teorie grafti, Academia, Praha 1981
[11] P. Si5vA: Teorie grafll 1736-1963, Prometheus, Praha 1997
[12] N.J. VILENKIN: Kombinatorika, SNTL, Praha— Moskva 1977

[13] A.VRBA: Kombinatorika, Mlada fronta, Praha 1980

156



REJSTRIK

(3n + 1)-funkce, [57]
3-sit,[72

k-pravidelny graf,[95
k-uniformni hypergraf,

acyklicky graf,
adjungovany rozklad, 42

anagram, [17]
artikulace, [114
Bellovaidla, [24
Bernoulliovacida,
Bettiho Cislo, (116

binomicky koeficient,

bipartitni graf,
blokové schéma,

blokové schematypu (v, b, k, 1, 1),

bloky blokového schematu,
bod konecné afinni roviny, [75
bod v projektivni roving,

cesta, [97]
cyklomatické Cislo,[116

cyklus,
¢len grafu,[115

déleni Fetézce,
délka kruznice,
délka sledu, [97]

design, [69

Dirichlettiv princip, [45

digunktni grafy,

ekvivalentni latinské Ctverce, [72
Eulerova €ida, 59
Eulerovafunkce, [36

Eulerova funkce gama, [7]
Eulerovaidentita, [67]

Eulerova (loha o 36 diistojnicich, [73

Eulerova véta, [129
eulerovsky graf,

faktor grafu,[92

Ferrersoviiv diagram, [42
Fibonacciova ¢ida,
Fibonacciova posloupnost,
fluktuaCni permutace,
funkciond,[29

graf,

graf ,tfi domy aftfi studné*, [129
grafova posloupnost, [94

grafy druhé tfidy, [140

grafy prvni tfidy,

had,

Hallova véta,
hamiltonovska cesta, [125
hamiltonovska kruznice,
hamiltonovsky graf,
Hanojska véz,

homeomorfni grafy,
homomorfismus grafli, [127]
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hrana, [89, [147] Kuratowského grafy, [131]

hrana grafu, kvadraticky faktor,

hranoveé k-chromaticky graf, [140 kvaternion, [12]]

hranové k-souvidly graf,
hranové chromatické ¢islo, [140
hranové ohodnoceny graf, [110
hranovy fez,[117]

hranovy stupen souvidlosti, [117]
hvézda, [102

hvézdovita mnozina,
hvézdovity mnohostén,
hypergraf,

charakteristicka rovnice formule, 52

incidentni zobrazeni, [147), [149
izolovany uzel,[92)
izomorfismus graft, [T0§

izomorfni grafy,

Kirkmanntiv problém 15 divek, [77]
koeficient Fady,

kombinace k-té tfidy, [I5
kombinace s opakovanim, [I9
kombinagni ¢islo,
kombinatoricka identita, [11]
komplementarni grafy,
komponenta grafu,

kompozice, [39

koncoveé uzly hrany, [9]]

konec€na afinni rovina, [75]

koneCna geometrie, [74

koneCna projektivn rovina,
konecny graf, [91]

konfigurace,

konvergence fady funkci namnozing, 59
konvergence fady v bodg, 59

kostra grafu,
kruznice v grafu, 100

L aplaceova matice sousednosti,

latinsky Ctverec fadu n,[71]

les,

linearni faktor,

linearni funkcional, 29

linearni rekurentni formule k-tého Fadu s
konstantnimi koeficienty,

Lo-8u,[5

L ucasova posloupnost, [56

madarsky algoritmus,
magicky Ctverec,
mapa,

matice sousednosti grafu,
matroid, [117]

minimalni kostra, [110
mnozina hran, [149
mnoZzina uzll, [148, [149
mocninnatada, 59

most, [114]

multigraf, [147]

nakresleni grafu, 126

nasobnost hrany, [147]

neizomorfni stromy, [109
nekonecna fada funkci,
neorientovana hrana, [147]
neorientovany graf, [147]
nesouhlasné rovnobézné hrany, [147]

obarveni hran,[140

obarveni uzlt, [137]

obecny graf, [147]

obycejny graf, [90, [147]
obycejny orientovany graf, [147]
ohodnoceni hrany (uzlu), 110



9. Zobecnéni pojmu graf

ohodnoceny graf,
orientovana hrana, [147]
orientovana smycka, [147]
orientovany graf, 147,
ortogonalni latinské Ctverce,
otevieny tah,[97]

parovani,
Pascalliv trojthelnik, [17]
permanent matice, 146
permutace, [15
permutace s opakovanim, [I7]
Petersenliv graf,[142,
planarni graf,
Platonovatélesa,
podgraf grafu, [92]
polohamiltonovsky graf, [125
polomagicky Ctverec,
polomér konvergence,
pol ostupen uzlu,
pravidelny faktor,
pravidelny graf,[95
pravidelny mnohostén,
pravidlo soucinu, [14
princip duality,
princip inkluze a exkluze, [31]
princip o vyluGovani a zapojovani prvk,
31
problém Ctyf barev,
problém o svatbéach, [138
problém obchodniho cestujiciho,
prosty graf, [147]
prosty hypergraf, [149
pfimkav afinni roving, [75
pfimkav projektivni roving,
pseudograf, [147]
pseudomagicky Ctverec,
plleni hrany, [131]

rovinny graf, [89,
rovnobézky v afinni roving, [75
rovnobézné hrany, [147]
rozklad Cida,

rozklad daného typu, [25)
rozklad mnoziny, [24

féd konecné afinni roviny, [76

fad koneCné projektivni roviny,
FeSeni rekurentni formule, 49

fez,

Ri¢ni mapa, |5

samoadjungovany rozklad,
Saturn,[§

Schi&flitiv symbol,
sled,[97

smér v afinni roving, [75
smiSeny graf, [147]

smycka, [89, [147]

soucet konecné fady, [7]
soucet Fady,

souhlasné rovnobézné hrany, [147]
souvidy graf,

spolecnost, [149

Steinerllv systém trojic,
stereograficka projekce, [134
Stirlingova €isla 1. druhu, [I0
Stirlingova €isla 2. druhu, [26
Stirlingova formule, [7]
Stirlingliv trojuhelnik, [27]
strom,

stupen uzlu,
supermagicky Ctverec,
svaz k-tic,[18

system trojic, [69

Sipka, [83,[148
tah v grafu, [97]
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trojuhelnik,
tfidy rozkladu, [24]
turngj,

tym, [149

Uloha o hostech, [35

Uloha 0 sedmi mostech mésta Krélovce,
uniformni hypergraf,
Uplné parovani, [I39

Uplny bipartitni graf,

aplny graf, [91]

uzavieny tah, [97]

uzel, [147

uzel grafu,

uzel konetného stupné,

uzel nekonetného stupné,
uzlové k-chromaticky graf,[137]
uzlové k-souvisly graf, [118
uzlové chromatické €idlo, [137]
uzlové ohodnoceny graf, 110

uzlovy fez, [117]
uzlovy stupef souvislosti, [I17]

variace k-té tfidy, [14

variace s opakovanim, [1§

variace, permutace a kombinace bez
opakovani, [16

Veliky Lo-8u,

véta o péti barvach, 146

vlastni podgraf grafu,

vnitfni uzel,[07

vrchol grafu, [89,

vytvorujici funkce, [61]
Younglv svaz,

zjemnéni rozkladu, [24]
znaménkova matice,

sebiik, 104
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