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2 TEORIE GRAFŮ 86
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Kapitola 1

KOMBINATORIKA

1 Co to je kombinatorika a kdy vznikla

Jak uvidı́me, neexistuje na otázky v nadpise jednoduchá odpověd’. Částečnou odpovědı́ na prvnı́
část otázky je — v jistém smyslu — celá prvnı́ kapitola.

Tak jak je obtı́žné sdělit, co to je vůbec matematika, je nesnadné charakterizovat i jejı́ jednot-
livé části. Pokusme se alespoň stručně naznačit, co je předmětem kombinatoriky (nazývané též
kombinatorická analýza, kombinatorická teorie apod.) a jakými metodami se v kombinatorice
pracuje.

Často se podle autora jedné z prvnı́ch učebnic kombinatoriky E. Netta (kniha Lehrbuch
der Combinatorik vyšla v roce 1901) řı́ká, že „kombinatorika je část matematiky zabývajı́cı́
se rozdělovánı́m, uspořádávánı́m, nebo výběrem prvků nějaké množiny“. Z modernějšı́ho
hlediska je centrálnı́m pojmem kombinatoriky tzv. konfigurace, což je pojem, který bychom
mohli charakterizovat jako „zobrazenı́ nějaké množiny objektů do konečné abstraktnı́ množiny
se zadanou strukturou“ (viz Bergeovu knihu [1]). Uvedená formulace sice pěkně znı́, čtenář
z nı́ však patrně těžko pochopı́, co to konfigurace vlastně je. Objasněnı́ tohoto pojmu vyplyne
z dalšı́ho textu, nebot’v něm budeme studovat řadu nejrozmanitějšı́ch konfiguracı́. Kromě těch
nejelementárnějšı́ch, tj. variacı́, permutacı́ a kombinacı́ (čtenáři dobře známých již se střednı́
školy), to budou např. rozklady konečných množin, rozklady přirozených čı́sel na sčı́tance,
rozdělovánı́ předmětů do přihrádek, latinské čtverce, bloková schémata, konečné afinnı́ roviny
a dalšı́.

Jaký je hlavnı́ okruh otázek s těmito konfiguracemi spojený? Konfigurace jsou nejčastěji
studovány z následujı́cı́ch aspektů:

(1) Existuje jistá konfigurace nebo nikoliv? (Budeme napřı́klad řešit, zda existujı́ ortogonálnı́
latinské čtverce daného řádu, zda existuje jistá afinnı́ rovina a podobně.)
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4 I. KOMBINATORIKA

(2) Kolik existuje předepsaných konfiguracı́? (Středoškolská kombinatorika v podstatě spo-
čı́vá v určenı́ počtu variacı́, permutacı́ a kombinacı́ daného typu. My se však budeme
zabývat i podstatně komplikovanějšı́mi problémy.)

(3) Lze najı́t metodu, jak vypsat všechny konfigurace daného typu? (Je zřejmé, že jde o kva-
litativně odlišnou úlohu než je popsána v bodě (2).)

(4) Jaké je „asymptotické“ chovánı́ počtu daných konfiguracı́? (Vzhledem k tomu, že bu-
deme téměř neustále pracovat s konečnými množinami, bude počet konfiguracı́ daného
typu téměř vždy konečný. Proto by se mohlo zdát, že nejjednoduššı́ určenı́ počtu všech
konfiguracı́ spočı́vá prostě ve vypsánı́ všech možnostı́. To je však ve většině přı́padů prak-
ticky vyloučeno, nebot’počet daných konfiguracı́ je tak obrovský, že vypočı́tat všechny
možnosti nelze – stačı́ si napřı́klad jen uvědomit, jak rychle roste funkce n!. I když často
známe např. rekurentnı́ formuli pro počet k(n) konfiguracı́ daného typu (pro všechna
n ∈ N), roste funkce k(n) tak rychle, že již pro poměrně malá n nelze k(n) přesně vy-
čı́slit ani pomocı́ počı́tačů. Pak se alespoň snažı́me najı́t nějakou „jednoduchou“ funkci,
která popisuje, „jak rychle“ k(n) roste.)

(5) Jak najı́t z konfiguracı́ daného typu tu, která optimálně vyhovuje zadaným předpokladům?
(Úlohy tohoto typu majı́ řadu konkrétnı́ch aplikacı́ v matematice i mimo ni. Uvedeným
problémem se zabývá intenzivně rozvı́jená část kombinatoriky – tzv. teorie „kombinato-
rických algoritmů“.)

O většině uvedených aspektů se v dalšı́m alespoň stručně zmı́nı́me. Přesto zůstává řada
závažných částı́ kombinatoriky, o nichž nemůžeme pojednat ani ve zkratce. Jmenujme za
jiné alespoň kombinatorickou teorii uspořádaných množin, Pólyovu teorii enumerace či teorii
kódovánı́. K popsánı́ uvedených teoriı́ nemáme k dispozici dostatečný matematický aparát, ani
nám to neumožňuje rozsah tohoto textu.

Metody v kombinatorice užı́vané můžeme rovněž popsat jen částečně. Jak alespoň nazna-
čı́me, užı́vá se v kombinatorice výrazně i těch nejkomplikovanějšı́ch metod algebry, reálné i
komplexnı́ analýzy i geometrie. Kromě toho si kombinatorika vytvořila i své specifické metody,
z nichž se později zmı́nı́me napřı́klad o metodě inkluze a exkluze a o teorii vytvořujı́cı́ch funkcı́.

Jak uvidı́me, řadu kombinatorických problémů lze velmi snadno zformulovat, avšak jejich
řešenı́ je velmi často obtı́žné.

Prozatı́m jsme se pokusili alespoň naznačit, co to kombinatorika je. Nynı́ stručně k jejı́
historii.

Prvnı́ „kombinatorické“ výsledky či alespoň náznaky jsou až překvapivě staré. Pravděpo-
dobně nejstaršı́ „konfiguraci“ lze nalézt v jednom z nejstaršı́ch dochovaných textů v historii
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lidstva. V posvátné knize taoismu I-t’ing, (tj. Kniha proměn) z roku přibližně 2200 př. n. l. jsou
dvě konfigurace, nazývané Lo-šu a Řı́čnı́ mapa. Na obrázku 1.1 je konfigurace Lo-šu.

Obr. 1.1: Konfigurace „Lo-šu“

Na následujı́cı́m obrázku 1.2 je tato konfigurace převzatá ze středověkého textu.

Obr. 1.2: Konfigurace „Lo-šu“ ve středověkém textu

Nahradı́me-li znázorněné skupiny bodů čı́sly, obdržı́me známý magický čtverec (nazývaný
též Saturn):

4 9 2
3 5 7
8 1 6
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V tomto čtverci je součet čı́sel v každém řádku, sloupci i úhlopřı́čce roven čı́slu 15.
Druhá konfigurace, kterou podle pověsti měla na svém krunýři znázorněnu posvátná želva

vylézajı́cı́ z řeky Ho, je znázorněna na obr. 1.3.

Obr. 1.3: Konfigurace „Řı́čnı́ mapa“

Znázornı́me-li toto schéma čı́sly, obdržı́me

7
2

10 10
8 3 5 4 9

10 10
1
6

Toto schéma je pozoruhodné svou „středovou symetriı́“. Platı́ napřı́klad

5 + 3 = 8, 5 + 1 = 6 atd., 3 + 10 + 2 = 8 + 7, 3 + 10 + 1 = 8 + 6 atd.

Řada kombinatorických pojmů je doložena napřı́klad ve staré indické matematice.
Kombinatorika jakožto matematická disciplı́na se však začı́ná konstituovat až cca v 16. až

17. stoletı́, prakticky — vcelku evidentně — současně se vznikem teorie pravděpodobnosti.
Kombinatorické úvahy lze vysledovat v dı́le B. Pascala, P. Fermata a dalšı́ch. Prvnı́ publiko-
vanou pracı́ z kombinatoriky je Leibnizovo dı́lo Disertatio de Arte Combinatoria z roku 1666.
V 18. stoletı́ k rozvoji kombinatoriky zvlášt’ významně přispěl L. Euler. Opravdu bouřlivý
rozvoj však kombinatorika prodělává až ve 20. stoletı́, zejména pak v poslednı́ch třiceti letech,
kdy se v souvislosti s rozvojem výpočetnı́ techniky rozvı́jı́ celá tzv. diskrétnı́ matematika, jejı́ž
významnou součástı́ je právě kombinatorika.
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2 Základnı́ kombinatorické funkce

2.1. Definice. Funkci n! (čti n faktoriál) definujeme pro všechna n ∈ N0 takto:

n! =

{
1 pro n = 0

1 · 2 · . . . · n pro n > 0.

Pro všechna n ∈ N0 tak platı́:
(n + 1)! = (n + 1) · n!

2.2. Přı́klad. Pro funkci n! lze dokázat řadu vztahů, od elementárnı́ch po velmi komplikované.
Napřı́klad v matematické analýze se dokazuje, že

∞∑
n=0

1

n!
=

1

0!
+

1

1!
+ · · · +

1

n!
+ · · · = e.

(Připomeňme, že součtem nekonečné řady
∞∑

n=0
an rozumı́me následujı́cı́ limitu (pokud existuje):

lim
n→∞

sn, kde sn = a0 + a1 + · · · + an.)

Odtud napřı́klad plyne

∞∑
n=2

n − 1

n!
=

∞∑
n=2

1

(n − 1)!
−

∞∑
n=2

1

n!
=

∞∑
n=1

1

n!
− (e− 2) = (e− 1)− (e− 2) = 1.

2.3. Poznámka. Zobecněnı́m funkce n! na všechna kladná reálná čı́sla je tzv. Eulerova funkce
gama definovaná takto:

0(x) =

∞∫
0

e−t
· t x−1 dt, x > 0.

Lze dokázat, že pro každé přirozené čı́slo n platı́: 0(n) = (n − 1)!. Funkce 0(x) je přitom
spojitá v celém definičnı́m oboru.

Hodnoty n! rostou s rostoucı́m n „velmi rychle“. Pro alespoň částečnou představu uvádı́me
v tabulce na straně 151 hodnoty n! pro n ∈ {1, . . . , 25}.

K přibližnému výpočtu hodnot n! pro velká n se nejčastěji užı́vá tzv. Stirlingovy formule

n! ∼
√

2πn · e−n
· nn,
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kde symbol ∼ značı́, že podı́l výrazů na obou stranách pro n → ∞ konverguje k 1.

2.4. Definice. Bud’k ∈ N libovolné. Funkci (x)k definujeme pro všechna reálná x takto:

(x)k = x · (x − 1) · (x − 2) · . . . · (x − k + 1).

Dále klademe
(x)0 = 1.

2.5. Definice. Bud’k ∈ N libovolné. Funkci (x)(k) definujeme pro všechna reálná x takto:

(x)(k) = x · (x + 1) · (x + 2) · . . . · (x + k − 1).

Dále klademe
(x)(0) = 1.

2.6. Definice. Bud’k ∈ N0 libovolné. Pro každé reálné čı́slo x definujeme(
x

k

)
=
(x)k
k!

=
x · (x − 1) · (x − 2) · . . . · (x − k + 1)

k!
.

Pro celé záporné čı́slo k pokládáme (
x

k

)
= 0.

2.7. Poznámka. Symbol
(x

k

)
(čti „x nad k“) se obvykle nazývá binomický koeficient. (Toto

pojmenovánı́ je spojeno se jménem významného algebraika 16. stoletı́ Michaela Stifela.) Pro
n, k ∈ N0 se

(n
k

)
nazývá také kombinačnı́ čı́slo. O kombinatorickém významu funkcı́ n!, (x)k,

(x)(k) a
(x

k

)
budeme hovořit v následujı́cı́ch paragrafech.

2.8. Přı́klad. (a) Pro každé x ∈ R platı́
(x

0

)
= 1, zejména

(0
0

)
= 1.

(b)
(
−4

3

)
=
(−4) · (−5) · (−6)

6
= −20.

(c)
( 1

2
4

)
=

(
1
2

)
·
(

−1
2

)
·
(

−3
2

)
·
(

−5
2

)
24

= −
5

128 .

(d) Pro n, k ∈ N0, n < k platı́
(n

k

)
= 0, nebot’(n)k = 0.



2. Základnı́ kombinatorické funkce 9

(e) Pro n, k ∈ N0, n ≥ k platı́
(n

k

)
=
(n)k
k!

=
n!

(n − k)! · k!
.

(f) Pro každé n ∈ N0 platı́(
−1

2

n

)
=
(−1)n

22n
·

(
2n

n

)
=
(−1)n

22n−1
·

(
2n − 1

n − 1

)
.

Vskutku, pro n = 0 je tvrzenı́ evidentnı́. Necht’je tedy n > 0. Pak(
−1

2

n

)
=

1

n!
·

(
−

1

2

)
·

(
−

3

2

)
· · ·

(
−

2n − 3

2

)
·

(
−

2n − 1

2

)
=

=
1

n!

(−1)n

2n
·

(2n)!

2 · 4 · . . . · (2n − 2) · 2n
=
(−1)n

22n
·
(2n)!

(n!)2
=

=
(−1)n

22n
·

(
2n

n

)
=
(−1)n

22n−1
·

(
2n − 1

n − 1

)
.

(g) Pro každé n ∈ N0 platı́ ( 1
2

n

)
=
(−1)n−1

n · 22n−1
·

(
2n − 2

n − 1

)
.

Vskutku, podle definice platı́( 1
2

n

)
=

1

n!
·

(
1

2

)
·

(
−

1

2

)
· · ·

(
−

2n − 3

2

)
.

Dosadı́me-li za součin

1

n!
·

(
−

1

2

)
·

(
−

3

2

)
· · ·

(
−

2n − 3

2

)
výraz z přı́kladu (f), dostáváme( 1

2

n

)
=

(−1)n−1

22n−1
·

(
2n − 1

n − 1

)
·

1

2n − 1
=

=
(−1)n−1

22n−1
·
(2n − 1)!

n!(n − 1)!
·

1

2n − 1
=
(−1)n−1

n · 22n−1
·
(2n − 2)!

(n − 1)!2
=

=
(−1)n−1

n · 22n−1
·

(
2n − 2

n − 1

)
.

Dosadı́me-li do poslednı́ho vztahu n+1 mı́sto n, obdržı́me „symetričtějšı́“ vzorec (platný
pro každé n ∈ N0): ( 1

2

n + 1

)
=

(−1)n

(n + 1) · 22n+1
·

(
2n

n

)
.
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2.9. Definice. Podle definice je (x)n = x(x −1)(x −2) . . . (x −n+1) polynom n-tého stupně.
Označı́me-li koeficient u xk symbolem s(n, k), dostáváme

(x)n = s(n, 0) + s(n, 1)x + s(n, 2)x2 + · · · + s(n,n)xn.

Koeficienty s(n, k) se nazývajı́ Stirlingova čı́sla 1. druhu.

2.10. Věta. Pro Stirlingova čı́sla 1. druhu platı́ následujı́cı́ rekurentnı́ formule:

s(n + 1, k) = s(n, k − 1)− n · s(n, k),

s(n, 0) = s(n,n) = 1.

Důkaz. Tvrzenı́ s(n, 0) = s(n,n) = 1 je zřejmé. Dokažme tedy prvnı́ vztah. Podle definice platı́

(x)n+1 = (x)n · (x − n),

takže, opět podle definice,

· · · + s(n + 1, k)xk + · · · = (· · · + s(n, k − 1)xk−1 + s(n, k)xk + . . . )(x − n).

Porovnánı́m koeficientů u xk na levé a pravé straně poslednı́ rovnosti obdržı́me dokazovanou
formuli. •

2.11. Poznámka. Rekurentnı́ formule z věty 2.10 nám umožňuje, jak se čtenář může snadno
přesvědčit, postupně počı́tat čı́sla s(n, k). Některé hodnoty uvádı́me v tabulce na straně 153.

2.12. Věta. Pro každé celé čı́slo k a každé reálné čı́slo x platı́:(
x

k

)
+

(
x

k + 1

)
=

(
x + 1

k + 1

)
.

Důkaz. Pro k ≤ 0 je tvrzenı́ splněno triviálně. Necht’tedy je k ≥ 1. Pak(
x

k

)
+

(
x

k + 1

)
=

(x)k
k!

+
(x)k+1

(k + 1)!
=
(k + 1)(x)k + (x)k+1

(k + 1)!
=

=
(k + 1) · x(x − 1) · · · (x − k + 1) + x(x − 1) · · · (x − k)

(k + 1)!
=

=
x(x − 1) · · · (x − k + 1) · (k + 1 + x − k)

(k + 1)!
=

=
(x + 1)k+1

(k + 1)!
=

(
x + 1

k + 1

)
.

Tı́m je důkaz hotov. •
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2.13. Poznámka. Z definice binomických koeficientů a z věty 2.12 plyne platnost následujı́cı́
rekurentnı́ formule:

Pro n, k ∈ N, n ≥ k platı́(
n + 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
;

(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1.

Tato formule nám umožňuje postupně počı́tat hodnoty
(n

k

)
. Tabulce hodnot

(n
k

)
se obvykle řı́ká

Pascalův trojúhelnı́k. (Viz tabulku v přı́loze na straně 152.) Jak si čtenář jistě již při nejrůzněj-
šı́ch přı́ležitostech uvědomil, je většina pojmů nazvaných po dřı́vějšı́ch osobnostech, po nich
pojmenována neoprávněně. Nejinak tomu je i v tomto přı́padě, byt’ jde o název v evropské
tradici obvyklý. Blaise Pascal (1623–1662) toto schéma popsal ve své slavné knize Traité du
triangle arithmétique (tj. Pojednánı́ o aritmetickém trojúhelnı́ku), avšak prokazatelně dřı́ve
je znali napřı́klad arabský astronom al-Tusi (1265), čı́nský matematik Chu Ši-Chie (1303) či
indický matematik Narajána Pandita (1365). Dokonce i v evropské literatuře se toto schéma
vyskytlo před Pascalem – v knize Petra Apiana (1495–1552). To však nic neměnı́ na skuteč-
nosti, že je toto schéma mnohdy užitečné, jak si ostatně čtenář jistě uvědomil již na střednı́
škole.

Pro kombinačnı́ čı́sla lze dokázat řadu rovnostı́, tzv. kombinatorických identit, které se
v matematice uplatňujı́ v nejneočekávanějšı́ch souvislostech. Důkazy některých těchto identit
vyžadujı́ důmyslných metod — viz např. knihu [6]. V následujı́cı́ větě shrneme jen několik
nejelementárnějšı́ch.

2.14. Věta. Bud’te n ≥ k nezáporná celá čı́sla. Pak platı́:

(a)
(n

k

)
=
( n

n−k

)
,

(b)
n∑

k=0

(n
k

)
= 2n,

(c)
n∑

k=0
k ·
(n

k

)
= n · 2n−1,

(d)
n∑

k=0
(−1)k

(n
k

)
= 0 pro každé přirozené čı́slo n.

Důkaz. (a) Tvrzenı́ plyne přı́mo z definice. (Řádky Pascalova trojúhelnı́ka jsou tedy „symet-
rické“.)

(b) Indukcı́. Pro n = 0 je tvrzenı́ triviálnı́. Necht’tedy formule platı́ pro dané n ≥ 0. Pak

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
=

(
n + 1

0

)
+

n+1∑
k=1

[(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)]
= 1 +

n∑
k=0

(
n

k

)
+

n∑
k=1

(
n

k

)
+

(
n

n + 1

)
=
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=
n∑

k=0

(
n

k

)
+

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n + 2n = 2n+1.

(c) Protože
(n

k

)
=
( n

n−k

)
, platı́

k ·

(
n

k

)
+ (n − k) ·

(
n

n − k

)
= n ·

(
n

k

)
=

n

2
·

[(
n

k

)
+

(
n

n − k

)]
.

Odtud
n∑

k=0

k ·

(
n

k

)
=

n

2
·

n∑
k=0

·

(
n

k

)
=

n

2
· 2n = n · 2n−1.

(d) Přı́mým výpočtem dostáváme

n∑
k=0

(−1)k
(

n

k

)
=

(
n

0

)
+

n∑
k=1

(−1)k
[(

n − 1

k − 1

)
+

(
n − 1

k

)]
=

=

(
n

0

)
+

n−1∑
k=0

(−1)k+1

(
n − 1

k

)
+

n−1∑
k=1

(−1)k
(

n − 1

k

)
=

−

n−1∑
k=0

(−1)k
(

n − 1

k

)
+

n−1∑
k=0

(−1)k
(

n − 1

k

)
= 0.

•

Často je užı́vána i následujı́cı́ formule.

2.15. Věta. Pro každé reálné x a každé n ∈ N0 platı́:

n∑
k=0

(
x + k

k

)
=

(
x

0

)
+

(
x + 1

1

)
+

(
x + 2

2

)
+ · · · +

(
x + n

n

)
=

(
x + n + 1

n

)
.

Důkaz. Indukcı́. Pro n = 0 je rovnice správná. Necht’tedy uvedený vztah platı́ pro n ≥ 0. Pak

n+1∑
k=0

(
x + k

k

)
=

n∑
k=0

(
x + k

k

)
+

(
x + n + 1

n + 1

)
=

=

(
x + n + 1

n

)
+

(
x + n + 1

n + 1

)
=

(
x + n + 2

n + 1

)
.

•

Dosadı́me-li ve větě 2.15 n − k mı́sto k a x mı́sto x + n, dostaneme okamžitě tvrzenı́
následujı́cı́ho důsledku.
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2.16. Důsledek.
n∑

k=0

(
x − k

n − k

)
=

(
x

n

)
+

(
x − 1

n − 1

)
+

(
x − 2

n − 2

)
+ · · · +

(
x − n

0

)
=

(
x + 1

n

)
.

Cvičenı́

1. Dokažte, že
n∑

k=1

(k · k!) = (n + 1)! − 1.

2. Dokažte, že pro Stirlingova čı́sla 1. druhu platı́ vztah

n∑
k=1

s(n, k) = 0, n > 1.

3. Dokažte identitu
n∑

k=0

(−1)k
(

x

k

)
=

(
n − x

n

)
= (−1)n

(
x − 1

n

)
=

n∏
k=1

(
1 −

x

k

)
.

4. Tzv. Catalanovu posloupnost 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1 430, 4 862, . . . definovanou vzta-
hem

cn =

(2n
n

)
n + 1

studoval již Euler. Dokažte, že platı́:

a) c2 = 2c1

b) c3 = 3c2 − c1

c) c4 = 4c3 − 3c2

d) c5 = 5c4 − 6c3 + c2

e) c6 = 6c5 − 10c4 + 4c3

f) c7 = 7c6 − 15c5 + 10c4 − c3

g) cn =

(
2n − 1

n − 1

)
−

(
2n − 1

n + 1

)
=

(
2n

n

)
−

(
2n

n − 1

)
h) cn+1 =

(2n + 2) · (2n + 1)

(n + 2) · (n + 1)
· cn
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3 Základnı́ kombinatorické pojmy

Nejprve zavedeme označenı́, které budeme v celém dalšı́m textu dodržovat.

3.1. Označenı́. Kardinálnı́ čı́slo konečné množiny X značı́me |X|. Symbolem P(X) označı́me,
jak je obvyklé, množinu všech podmnožin množiny X. Pro k ∈ N0 označme

Pk(X) = {A; A ⊆ X, |A| = k}.

Mnoho kombinatorických úvah je založeno na následujı́cı́m zřejmém faktu.

3.2. Věta. Bud’te A, B konečné množiny. Pak |A × B| = |A| · |B|.

3.3. Poznámka. Jinými slovy je věta 3.2 často formulována jako tzv. pravidlo součinu násle-
dovně:

Lze-li objekt X vybrat r způsoby a po každém takovém výběru lze objekt Y vybrat s způsoby,
pak lze uspořádanou dvojici [X,Y] vybrat r · s způsoby.

Jako aplikaci věty 3.2 uved’me tvrzenı́, které v roce 1935 odvodili mad’arštı́ matematikové
P. Erdös a G. Szekeres.

3.4. Věta. Každá posloupnost a1,a2, . . . ,amn+1 mn+ 1 navzájem různých celých čı́sel nutně
obsahuje klesajı́cı́ vybranou podposloupnost o vı́ce než m prvcı́ch nebo rostoucı́ vybranou
podposloupnost o vı́ce než n prvcı́ch.

Důkaz. Pro každé i = 1, 2, . . . ,mn + 1 označme ki počet čı́sel v nejdelšı́ klesajı́cı́ pod-
posloupnosti s prvnı́m prvkem ai a analogicky necht’ r i je počet prvků v nejdelšı́ rostoucı́
podposloupnosti začı́najı́cı́ prvkem ai .

Předpokládejme, že tvrzenı́ věty neplatı́. Pak pro každé i platı́ 1 ≤ ki ≤ m, 1 ≤ r i ≤ n, takže
zobrazenı́ ai → [ki , r i ] je zobrazenı́m množiny {a1,a2, . . . ,amn+1} do kartézského součinu
{1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . ,n}. Ukážeme, že toto zobrazenı́ je prosté.

Necht’je i < j . Pak platı́ ai < a j nebo ai > a j (nebot’čı́sla ai ,a j jsou podle předpokladu
různá). Je-li ai < a j , pak platı́ zřejmě r i > r j , je-li ai > a j , platı́ zase ki > k j . V obou přı́padech
je [ki , r i ] 6=

[
k j , r j

]
. To je však spor, nebot’nemůže existovat injekce množiny o mn+ 1 prvcı́ch

do množiny o mnprvcı́ch. •

3.5. Definice. Bud’n ∈ N, |X| = n. Pro k ∈ N, k ≤ n nazveme variacı́ k-té třı́dy v X každý
řetězec (A,≤), kde A ∈ Pk(X).

3.6. Věta. Bud’te k ≤ n přirozená čı́sla. Necht’|X| = n. Počet variacı́ k-té třı́dy v X je roven
čı́slu

(n)k = n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1).
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Důkaz. Tvrzenı́ plyne z pravidla součinu. Prvnı́ prvek lze vybrat n způsoby, druhý n − 1
způsoby atd. •

3.7. Poznámka. Počet uspořádaných k-tic bez opakovánı́ z n prvků je tedy roven čı́slu (n)k
pro libovolná n, k ∈ N (nebot’pro k > n je (n)k = 0 podle definice).

3.8. Důsledek. Bud’te X,Y konečné množiny, |X| = k, |Y| = n. Pak pro množinu inj (XY) všech
injekcı́ X do Y platı́ ∣∣inj (XY)

∣∣ = (n)k.

3.9. Definice. Variace n-té třı́dy z n prvkové množiny se nazývajı́ permutace této množiny.

Z věty 3.6 okamžitě plyne.

3.10. Věta. Počet permutacı́ n prvkové množiny je roven čı́slu (n)n = n! .

3.11. Poznámka. Je-li X = {1, 2, . . . ,n}, je podle definice permutacı́ množiny X každý
řetězec {a1 < a2 < · · · < an}, kde ai ∈ X pro každé i . Zapı́šeme-li tento řetězec jako
uspořádanou n-tici [a1,a2, . . . ,an ], můžeme danou permutaci ztotožnit se zobrazenı́m i → ai .
Toto zobrazenı́ je obvyklé zapisovat ve tvaru(

1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)
.

Jinými slovy, za permutace množiny X můžeme považovat bijekce množiny X na sebe.

Odtud a z věty 3.10 okamžitě plyne

3.12. Důsledek. Bud’te X,Y konečné množiny. Pak pro množinu bij (YX) všech bijekcı́ X na
Y platı́ ∣∣bij (YX)

∣∣ =

{
0 je-li |X| 6= |Y|,

|Y|! je-li |X| = |Y|.

3.13. Definice. Bud’ X konečná množina, k ∈ N0 bud’ libovolné. Kombinacı́ k-té třı́dy z X
rozumı́me každou k prvkovou podmnožinu množiny X. (Množina Pk(X) je tedy množinou
všech kombinacı́ k-té třı́dy z X.)

Z vět 3.6 a 3.10 bezprostředně plyne
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3.14. Věta. Bud’X konečná množina, |X| = n. Pak pro každé k ∈ N0 platı́

|Pk(X)| =
(n)k
k!

=

(
n

k

)
.

3.15. Přı́klad. Kolika způsoby můžeme na šachovnici (o 64 polı́ch) rozestavit 8 věžı́ tak, aby
se žádné dvě z nich vzájemně neohrožovaly?

Tomu, kdo vı́, jak v šachu tahá věž, je zřejmé, že hledáme právě všechna taková rozestavěnı́
věžı́, kdy v každé řadě a v každém sloupci stojı́ právě jedna věž. Očı́slujeme-li pevně řady a
sloupce čı́sly 1, . . . , 8, je poloha každé figury na šachovnici jednoznačně určena dvojicı́ [i, j ],
kde i je čı́slo řady a j čı́slo sloupce. Odtud je zřejmé, že hledaných rozestavenı́ je 8! = 40 320.

3.16. Přı́klad. (a) Kolika způsoby můžeme rozestavit 6 dětı́ do kruhu?
Do řady lze rozestavit 6 dětı́ 6! = 720 způsoby. Protože z každé řady utvořı́me evident-

nı́m způsobem kruh, je počet takto vzniklých kruhů rovněž 720. Vzhledem k tomu, že však
nerozlišı́me dva kruhy lišı́cı́ se jen pootočenı́m, je hledaný počet 720

6 = 120.
(b) Kolik náhrdelnı́ků lze utvořit ze 6 korálků 6 různých barev?
Mohlo by se zdát, že podle (a) je správná odpověd’ 120. Protože však nerozlišı́me dva

náhrdelnı́ky, z nichž jeden vznikl „převrácenı́m“ druhého, je hledaný počet 120
2 = 60.

3.17. Přı́klad. Bud’ A množina všech možných pořadı́ 16 oddı́lů v 1. fotbalové lize. Pro
x, y ∈ A položme x ∼ y ⇐⇒ v x, y je stejné pořadı́ na prvnı́ch třech mı́stech a stejné dva
oddı́ly sestupujı́. Určete |A/∼|.

Ze zadánı́ plyne, že |A| = 16!. Relace ∼ je zřejmě ekvivalence na A, takže má smysl se ptát
po počtu prvků faktormnožiny A/∼.

Protože pořadı́ mužstev na prvnı́ch třech mı́stech je možno určit (16)3 způsoby a ze zbýva-
jı́cı́ch mužstev můžeme dvě sestupujı́cı́ určit

(13
2

)
způsoby, platı́

|A/∼| = (16)3 ·

(
13

2

)
= 16 · 15 · 14 ·

13 · 12

2
= 262 080.

Prozatı́m jsme hovořili o variacı́ch, permutacı́ a kombinacı́ch bez opakovánı́. Nynı́ budeme
uvažovat přı́pady, kdy se prvky dané množiny mohou v uvedených výběrech opakovat.

3.18. Definice. Bud’ X konečná množina, |X| = n. Pro libovolné k ∈ N0 označme V (n, k)
počet všech uspořádaných k-tic prvků z X, v nichž se tyto prvky mohou opakovat. Tyto k-tice
nazýváme k-variace s opakovánı́m z prvků množiny X.

3.19. Věta. Pro každé n, k ∈ N0 platı́ V (n, k) = nk.
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Důkaz. Indukcı́ vzhledem k čı́slu k. Tvrzenı́ V (n, 0) = n0 = 1 je zřejmé. Necht’tedy V (n, k) =
= nk. Bud’[ a1, . . . ,ak ] libovolná k-variace s opakovánı́m. Je zřejmé, že počet (k + 1)-variacı́
tvaru [a1, . . . ,ak, x ] je roven čı́slu n. Odtud plyne, že V (n, k + 1) = n ·V (n, k) = n ·nk = nk+1.
•

3.20. Přı́klad. Bud’te X,Y konečné množiny. Necht’ X = {a1, . . . ,ak}. Přiřadı́me-li každému
zobrazenı́ f : X → Y uspořádanou k-tici [ f (a1), . . . , f (ak) ], vidı́me okamžitě, že

|YX
| = V (|X|, |Y|) = |Y|

|X|.

3.21. Definice. Bud’k ∈ N libovolné. Bud’dáno n předmětů k druhů. Necht’ni značı́ počet
předmětů i -tého druhu, i = 1, . . . , k. (Tj. n1 + · · · + nk = n.) Symbolem P(n1, . . . ,nk )

označme počet prvků množiny všech uspořádaných n-tic těchto předmětů. Tyto n-tice nazý-
váme permutace s opakovánı́m.

Z věty 3.10 okamžitě plyne

3.22. Věta. Pro každá čı́sla n1, . . . ,nk ∈ N0 platı́

P(n1, . . . ,nk ) =
(n1 + · · · + nk)!

n1! · n2! · . . . · nk!
.

3.23. Přı́klad. (a) Kolik různých čı́sel lze utvořit z čı́sla 3 855 835 přeskupenı́m cifer?

Protože dané čı́slo obsahuje dvě cifry 3, tři cifry 5 a dvě cifry 8, je hledaný počet

P( 2, 3, 2 ) =
7!

2! · 3! · 2!
= 210.

(b) Když Christian Huygens objevil Saturnův prstenec, zašifroval svůj objev, jak bylo v té
době časté, do následujı́cı́ho tzv. anagramu:

aaaaaaa ccccc d eeeee g h iiiiiii llll mm nnnnnnnnn
oooo pp q rr s ttttt uuuuu

Náležitým uspořádánı́m pı́smen dostaneme zprávu Annulo cingitur tenui, plano, nusquam
cohaerente, ad eclipticam inclinato. Česky Obklopen prstencem tenkým, plochým, nikde neza-
věšeným, nakloněným k ekliptice.

Určı́me, za jak dlouho by počı́tač, který by vypsal milión permutacı́ Huygensova anagramu
za sekundu, vypsal všechny permutace.
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Spočtěme, kolik je všech permutacı́ daného anagramu. Z počtu jednotlivých pı́smen
v anagramu plyne, že všech permutacı́ je

P( 7, 5, 1, 5, 1, 1, 7, 4, 2, 9, 4, 2, 1, 2, 1, 5, 5 ) =
62!

9! · (7!)2 · (5!)4 · (4!)2 · (2!)3
.

Toto čı́slo je přibližně rovno čı́slu 3,573 ·1060. Počı́tač by tedy potřeboval vı́ce než 1054 sekund.
O velikosti tohoto čı́sla si uděláme představu, když si uvědomı́me, že trvánı́ našeho vesmı́ru —
tj. přibližně 15 miliard roků — je méně než 1017 sekund.

3.24. Poznámka. Zajı́mavé aplikace čı́sel P(n1, . . . ,nk ) lze najı́t napřı́klad v úvahách o tzv.
svazu k-tic.

Bud’k přirozené čı́slo. Symbolem N k
0 označme množinu všech uspořádaných k-tic [a1, . . . ,ak]

nezáporných celých čı́sel. Definujeme-li na N k
0 relaci ≤ takto:

[ a1, . . . ,ak ] ≤ [ b1, . . . ,bk ] ⇐⇒ ai ≤ bi pro všechna i = 1, . . . , k,

je zřejmé, že relace ≤ je uspořádánı́ na množině N k
0 . Přitom je evidentnı́, že (N k

0 ,≤ ) je svaz,
v němž

sup {a,b} = [ max (a1,b1) , . . . ,max (ak,bk) ],

inf {a,b} = [ min (a1,b1), . . . ,min (ak,bk) ].

Svaz N k
0 můžeme reprezentovat následujı́cı́m způsobem. Bod [ a1, . . . ,ak ] ∈ N k

0 znázornı́me
jako bod eukleidovského prostoru Ek a dva body a = [ a1, . . . ,ak ], b = [ b1, . . . ,bk ] spojı́me
šipkou směřujı́cı́ z a do b právě tehdy, když existuje index i takový, že

a j =

{
b j pro j 6= i,

b j + 1 pro j = i .

(Tzn., že z a do b vede šipka práve tehdy, když a pokrývá b ve svazu (N k
0 ,≤ ).)

Nynı́ se pokusme určit počet „cest“ z bodu a do bodu b pro každé dva prvky a,b ∈ N k
0 ,

a ≤ b. (Cestou rozumějme posloupnost na sebe napojených šipek.)
Tak napřı́klad v N 3

0 existuje 10 cest z bodu 032 do bodu 000 znázorněných v tabulce 1.1.
Bud’te nynı́ a = [a1, . . . ,ak ], b = [b1, . . . ,bk ] libovolné dva prvky v N k

0 , takové, že a ≤ b.
Označme ai − bi = ni , i = 1, . . . , k. Definujme pro i = 1, . . . , k zobrazenı́ αi : N k

0 → N k
0 takto:

αi [ x1, . . . , xk ] = [ x1, . . . , xi −1, xi − 1, xi +1, . . . , xk ].

Nynı́ přiřad’me každé cestě z a do b odpovı́dajı́cı́ posloupnost zobrazenı́ αi . (Tak např. cestě
z bodu 032 do bodu 000 uvedené na prvnı́m řádku v tabulce 1.1 odpovı́dá posloupnost
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032 → 022 → 012 → 002 → 001 → 000
032 → 022 → 012 → 011 → 001 → 000
032 → 022 → 012 → 011 → 010 → 000
032 → 022 → 021 → 011 → 001 → 000
032 → 022 → 021 → 011 → 010 → 000
032 → 022 → 021 → 020 → 010 → 000
032 → 031 → 021 → 011 → 001 → 000
032 → 031 → 021 → 011 → 010 → 000
032 → 031 → 021 → 020 → 010 → 000
032 → 031 → 030 → 020 → 010 → 000

Tabulka 1.1: Cesty z bodu 032 do bodu 000

α2, α2, α2, α3, α3, poslednı́ cestě pak posloupnost α3, α3, α2, α2, α2.) Je zřejmé, že popsané
přiřazenı́ je bijekcı́ množiny cest z a do b na množinu všech posloupnostı́ utvořených z αi tak,
že se v nich αi vyskytuje ni -krát. Odtud plyne, že hledaných cest je

P(n1, . . . ,nk ) =

(
k∑

i =1
(ai − bi )

)
!

(a1 − b1)! · . . . · (ak − bk)!
.

3.25. Definice. Mějme dostatečný počet prvků n druhů. Symbolem C (n, k) označme počet
všech možnostı́, jak z těchto předmětů vybrat skupinu vytvořenou z k objektů (bez ohledu na
pořadı́). Těmto skupinám řı́káme k-kombinace s opakovánı́m.

3.26. Věta. Pro každé n, k ∈ N0 platı́ C (n, k) =
(n+k−1

k

)
.

Důkaz. Pro n = 0 nebo k = 0 je tvrzenı́ triviálnı́. Necht’tedy n 6= 0 6= k. Každou k-kombinaci
s opakovánı́m lze velmi jednoduše (a jednoznačně) popsat pomocı́ posloupnosti nul a jed-
niček takto: necht’ je dána posloupnost a1,a2, . . . ,ak+n−1, v nı́ž je k jedniček a n − 1 nul.
Přiřad’me této posloupnosti k-kombinaci s opakovánı́m, v nı́ž je tolik předmětů 1. druhu, kolik
je v dané posloupnosti jedniček před prvnı́ nulou, tolik předmětů druhého druhu, kolik je v dané
posloupnosti jedniček mezi prvnı́ a druhou nulou atd. Zřejmě nynı́ platı́:

C (n, k) = P( k,n − 1 ) =
(n + k − 1)!

k!(n − 1)!
=

(
n + k − 1

k

)
=

(
n + k − 1

n − 1

)
.

•
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3.27. Přı́klad. Bud’te X,Y konečné řetězce. Zjistı́me, kolik existuje izotonnı́ch zobrazenı́ X do
Y.

Necht’ X = {x1 < x2 < · · · < xk}, Y = {y1 < y2 < · · · < yn}. Bud’ f : X → Y izotonnı́
zobrazenı́. Pak platı́ f (x1) ≤ f (x2) ≤ . . . ≤ f (xk), takže izotonnı́ch zobrazenı́ X do Y je tolik
jako všech neklesajı́cı́ch k-tic prvků z Y. To, že k-ticı́m (v nichž se prvky mohou opakovat)
předepı́šeme pevně pořadı́, je totéž, jako když pořadı́ prvků v k-ticı́ch nerozlišujeme. Podle
věty 3.26 je tedy izotonnı́ch zobrazenı́ X do Y

C (|Y|, |X|) =

(
|X| + |Y| − 1

|X|

)
.

3.28. Přı́klad. (a) Kolika způsoby můžeme mezi 4 chlapce rozdělit 50 stejných kuliček?

Postupujeme jako v důkazu věty 3.26. Přidejme k 50 kuličkám 3 kamı́nky. Poskládáme-li
kuličky s kamı́nky do řady, rozdělı́ 3 kamı́nky posloupnost na 4 úseky. Označı́me-li chlapce
A, B,C, D a chlapci A dáme všechny kuličky z prvnı́ho úseku, chlapci B všechny kuličky
z druhého úseku atd., je ihned zřejmé, že všech rozdělenı́ je

P( 50, 3 ) =

(
53

3

)
=

53 · 52 · 51

3 · 2
= 23 426.

(b) Pozměňme přı́klad (a) tak, že budeme požadovat, aby každý chlapec dostal alespoň
jednu kuličku.

Podle (a) tedy chceme zjistit, v kolika posloupnostech 50 kuliček a 3 kamı́nků nejsou
žádné dva kamı́nky vedle sebe a rovněž nenı́ kamı́nek ani na prvnı́m ani na poslednı́m mı́stě
posloupnosti. Tento počet zjistı́me jednoduchým obratem. Dáme-li každému chlapci předem
jednu kuličku, zůstane jich 46, které pak již můžeme rozdělit libovolně. Hledaných rozdělenı́
je tak

P( 46, 3 ) =

(
49

3

)
=

49 · 48 · 47

3 · 2
= 18 424.

Následujı́cı́ úloha je velmi jednoduchá, v dalšı́m se však na ni budeme několikrát odvolávat.

3.29. Přı́klad. Mějme p prvků 1. druhu a q prvků 2. druhu. Kolik existuje permutacı́ s opako-
vánı́m těchto prvků takových, že žádné dva prvky 1. druhu nestojı́ vedle sebe?

Hledaných permutacı́ je zřejmě tolik, kolika způsoby lze rozmı́stit p prvků 1. druhu do
q − 1 mezer mezi prvky 2. druhu a před prvnı́ a za poslednı́ z nich, tj. celkem na q + 1 mı́st.
Tzn., že hledaný počet je

(q+1
p

)
pokud je p ≤ q + 1 a je roven 0, pokud p > q + 1.
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3.30. Přı́klad. Bud’dán (c + m)-úhelnı́k A1, A2, . . . , Ac+m, kde c,m ∈ N, c + m ≥ 3. Kolika
způsoby lze obarvit jeho vrcholy tak, aby jich bylo c červených, mmodrých a žádné dva sousednı́
vrcholy nebyly červené?

Označme hledaný počet obarvenı́ t (c,m). Je zřejmé, že pro c > m je t (c,m) = 0. Necht’
tedy c ≤ m. Úlohu lehce vyřešı́me pomocı́ úlohy 3.29. Označı́me-li výsledek přı́kladu 3.29
symbolem r (p,q), je zřejmě takových „přı́pustných“ obarvenı́ vrcholů, při nichž je vrchol A1

červený, celkem r (c − 1,m − 2). Přı́pustných obarvenı́, při nichž je A1 modrý, je r (c,m − 1).
Odtud

t (c,m) = r (c − 1,m − 2) + r (c,m − 1) =

(
m − 1

c − 1

)
+

(
m

c

)
=

c + m

m

(
m

c

)
.

3.31. Přı́klad. Muž prodávajı́cı́ Večernı́k (za 5 korun) u sebe nemá na začátku prodeje žádné
penı́ze. Ihned se před nı́m utvořila fronta m + k lidı́, přičemž m lidı́ má u sebe pouze desetiko-
runovou minci a k lidı́ pouze pětikorunu. Kolika způsoby se tito lidé mohou postavit do fronty
tak, aby měl prodávajı́cı́ vždy nazpět na desetikorunu? (Rozlišujeme rozestavenı́ „pětikorun“ a
„desetikorun“ a nikoliv jednotlivé lidi se stejnou mincı́.)

Počet všech možných rozestavenı́ „pětikorun“ a „desetikorun“ do fronty je počet přı́slušných
permutacı́ s opakovánı́m, tj.

P(m, k ) =
(m + k)!

m! · k!
=

(
m + k

k

)
.

Dále je zřejmé, že úloha má alespoň jedno řešenı́ právě tehdy, když m ≤ k; jinak se totiž prodej
nutně zastavı́. V dalšı́m tedy předpokládáme, že platı́ 0 ≤ m ≤ k.

Každé rozestavenı́ lidı́ ve frontě můžeme evidentně zapsat jako posloupnost m jedniček
(označujı́cı́ch lidi s desetikorunou) a k pětek (označujı́cı́ch lidi s pětikorunou). Podle zadánı́
hledáme počet „přı́znivých“ permutacı́, tj. takových permutacı́ (a1, . . . ,ak+m) m jedniček a
k pětek, které majı́ následujı́cı́ vlastnost: pro každé d takové, že 1 ≤ d ≤ m + k je mezi prvky
a1, . . . ,ad alespoň tolik pětek jako jedniček.

Nejprve dokážeme, že počet nepřı́znivých přı́padů je roven čı́slu

P(m − 1, k + 1 ) =

(
m + k

k + 1

)
.

Necht’ tedy a1, . . . ,ak+m je nějaká nepřı́znivá permutace. Necht’d0 je nejmenšı́ index takový,
že mezi prvky a1, . . . ,ad0 je vı́ce jedniček než pětek. Pak zřejmě d0 = 2s + 1, přičemž mezi
prvky a1, . . . ,a2s je s jedniček a s pětek. Připı́šeme-li před zadanou permutaci jednu pětku,
dostaneme tak permutaci m jedniček a k + 1 pětek. V této permutaci stojı́ na prvnı́m mı́stě pětka
a mezi prvnı́mi 2s + 2 členy je nynı́ s + 1 jedniček a s + 1 pětek.
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Nynı́ v permutaci 5,a1, . . . ,ak+m zaměňme na prvnı́ch 2s + 2 mı́stech vzájemně pětky
a jedničky. Původnı́ nepřı́znivé permutaci a1, . . . ,ak+m tak popsaným způsobem přiřadı́me
permutaci m jedniček a k + 1 pětek, v nı́ž na prvnı́m mı́stě stojı́ cifra 1. Přitom je zřejmé, že
různým nepřı́znivým permutacı́m jsou přiřazeny různé permutace uvedeného typu.

Nynı́ ukážeme, že každá posloupnost m jedniček a k + 1 pětek s jedničkou na začátku je
přiřazena některé nepřı́znivé permutaci.

Bud’tedy b0,b1, . . . ,bk+m libovolná permutace m jedniček a k+1 pětek, b0 = 1. Protože platı́
m ≤ k (podle předpokladu), existuje nejmenšı́ index d0 takový, že mezi členy b0,b1, . . . ,bd0 je
stejný počet jedniček jako pětek. Zaměnı́me-li v posloupnosti b0,b1, . . . ,bd0 vzájemně jedničky
a pětky a pak vynecháme prvnı́ cifru (tj. pětku), dostaneme zřejmě onu nepřı́znivou permutaci,
jı́ž je přiřazena daná permuatce b0,b1, . . . ,bk+m.

Zjistili jsme tak, že počet všech nepřı́znivých rozestavenı́ fronty kupujı́cı́ch je roven počtu
všech permutacı́, v nichž je m jedniček a k + 1 pětek a v nichž na prvnı́m mı́ste stojı́ jednička.
Vynecháme-li tuto prvnı́ jedničku, dostaneme právě všechny permutace m − 1 jedniček a
k + 1 pětek, jichž je P(m − 1, k + 1 ) =

(m+k
k+1

)
. Protože všech permutacı́ je, jak jsme již uvedli,

P(m, k ) =
(m+k

k

)
=
(m+k

m

)
, je počet všech přı́znivých permutacı́

(m+k
m

)
−
(m+k

m−1

)
=

k − m + 1

k + 1

(m+k
m

)
.

Je-li zejména m = k, tj. ve frontě je stejný počet lidı́ s desetikorunou jako s pětikorunou,
může stát fronta bez zdržovánı́ celkem

1

k + 1

(
2k

k

)
způsoby.

Cvičenı́

1. Kolika způsoby můžeme na šachovnici vybrat

(a) dvě pole (2 016)

(b) dvě pole různých barev (1 024)

(c) dvě pole neležı́cı́ ve stejné řadě ani ve stejném sloupci (1 568)

(d) dvě pole různé barvy splňujı́cı́ podmı́nku (c) (768)

2. Necht’ p1, . . . , pn jsou navzájem různá prvočı́sla, k1, . . . , kn bud’te libovolná přirozená
čı́sla. Určete součet všech dělitelů čı́sla

q = pk1
1 . . . pkn

n .

(Mezi dělitele počı́táme i čı́sla 1 a q.)
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(
pk1+1

1 − 1

p1 − 1
. . .

pkn+1
n − 1

pn − 1

)

3. Kolik existuje šesticiferných čı́sel, v nichž se vyskytujı́ tři liché a tři sudé cifry?

(281 250)

4. Stěny každé ze třı́ hracı́ch kostek jsou očı́slovány čı́sly 1, 4, 13, 40, 121 a 364. Kolik
různých součtů lze zı́skat při hodu těmito kostkami? (56)

5. Máme čtyři bı́lé koule, čtyři černé koule a čtyři červené koule. Kolika způsoby je můžeme
rozdělit do 6 rozlišitelných přihrádek? (2 000 376)

6. Havajská abeceda má 12 pı́smen: samohlásky a, e, i, o, u, souhlásky h,k,l,m,n,p,w.

a) Dokažte, kolik lze utvořit slov o čtyřech pı́smenech.

b) Kolik z uvedených slov má na druhém a čtvrtém mı́stě samohlásku a na zbývajı́cı́ch
mı́stech souhlásku?

c) Kolik slov má na druhém a čtvrtém mı́stě samohlásku?

7. Každý člověk má dva (biologické) rodiče, 4 prarodiče atd. Kolik předků má každý z nás
ve 20 předešlých generacı́ch (cca v poslednı́m půl tisı́ciletı́)?

8. Palindrom je posloupnost symbolů, která je stejná, čteme-li je zepředu i zezadu (napřı́-
klad „tabat“). Určete počet sedmiciferných a osmiciferných palindromů (v dekadickém
zápisu), nesmı́-li se žádná čı́slice užı́t vı́ce než dvakrát.

9. Dokažte, že každé palindromické čı́slo sudé délky je dělitelné čı́slem 11.

10. Určete celkový počet přirozených čı́sel, v jejichž dekadickém zápisu se neopakuje žádná
cifra.

11. V městské radě je 10 zástupců levice a 11 zástupců pravice. Levici zastupujı́ 4 ženy,
pravici 3 ženy. Určete, kolika způsoby lze sestavit osmičlenný výbor, v němž má být
stejný počet zástupců levice i pravice a stejný počet mužů i žen.
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4 Rozklady konečných množin

Vı́me, že rozkladem na množině A rozumı́me systém A neprázdných po dvou disjunktnı́ch mno-
žin, jejichž sjednocenı́m je množina A. Prvky systému A nazýváme třı́dy rozkladu A. Systém
K(A) všech rozkladů na množině A uspořádáme relacı́ ≤ definovanou pomocı́ zjemněnı́, tj.
pro X,Y ∈ K(A) platı́

X ≤ Y ⇐⇒ (U ∈ X,V ∈ Y,U ∩ V 6= ∅ ⇒ U ⊆ V).

Snadno lze dokázat, že (K(A),≤ ) je úplný svaz izomorfnı́ s úplným svazem (E(A), ⊆) všech
ekvivalencı́ na množině A.

V tomto paragrafu určı́me |K(A)| pro konečnou množinu A a určı́me počet rozkladů na
třı́dy o jistých předepsaných vlastnostech.

4.1. Definice. Označme Bn počet všech rozkladů na n prvkové množině, n ∈ N. Čı́sla Bn se
nazývajı́ Bellova čı́sla.

Bellova čı́sla se často vyskytujı́ v řadě aplikacı́. Nejprve odvodı́me rekurentnı́ formuli pro jejich
výpočet.

4.2. Věta.

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk, B0 = 1.

Důkaz. Předpokládejme, že známe čı́sla B1, . . . , Bn a chceme určit čı́slo Bn+1. Bud’X libovolná
množina o n prvcı́ch. Bud’a 6∈ X libovolný prvek. Položı́me-li X1 = X ∪ {a}, je |X1| = n + 1.

Bud’X1 libovolný rozklad množiny X1. Prvek a ležı́ v některé třı́dě rozkladu X1. Tato třı́da
může mı́t 1, 2, . . . ,n + 1 prvků.

Spočtěmě, kolik je na X1 rozkladů takových, že prvek a ležı́ ve třı́dě o k prvcı́ch. Zbývajı́cı́ch
k − 1 prvků v této třı́dě můžeme z množiny X1 vybrat

( n
k−1

)
způsoby. Máme-li utvořenu třı́du

obsahujı́cı́ prvek a, můžeme na zbývajı́cı́ch n − k + 1 prvcı́ch zvolit libovolný rozklad. Podle
předpokladu je těchto rozkladů Bn−k+1. Podle pravidla součinu odtud plyne, že prvek a ležı́
v k-prvkové třı́dě (k = 1, . . . ,n + 1) v(

n

k − 1

)
Bn−k+1 =

(
n

n − k + 1

)
Bn−k+1

rozkladech. B0 přitom značı́ počet rozkladů, kdy a ležı́ ve třı́dě o mohutnosti n + 1, tj. B0 = 1.
Počet všech rozkladů na X1 je roven součtu všech výše uvedených možnostı́. To je však

právě dokazovaná formule. •
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4.3. Přı́klad. Z rekurentnı́ formule 4.2 okamžitě plyne:

B0 = 1, B1 = 1, B2 = 2, B3 = 5, B4 = 15, B5 = 52, B6 = 203, . . .

4.4. Poznámka. Podle přı́kladu 4.3 existuje na 4-prvkové množině {a,b, c,d} celkem 15
rozkladů. S uspořádánı́m popsaným v úvodu paragrafu tvořı́ tyto rozklady úplný svaz, jehož
hasseovský diagram je na obr. 4.4.

{a,b,c,d}

{a,d},{b,c}{a,c},{b,d}{a,b},{c,d}{d},{a,b,c}{c},{a,b,d}{b},{a,c,d}{a},{b,c,d}

{c},{d},{a,b}{b},{d},{a,c}{b},{c},{a,d}{a},{d},{b,c}{a},{c},{b,d}{a},{b},{c,d}

{a},{b},{c},{d}

Obr. 4.4: Svaz rozkladů čtyřprvkové množiny

Podle počtu prvků v jednotlivých třı́dách výše uvedeného rozkladu je největšı́ prvek prvkem
„typu“ 4, nejmenšı́ prvek je prvkem typu 1+1+1+1, pod největšı́m prvkem ležı́ rozklady typu
1+3, respektive 2+2 a konečně nejmenšı́ prvek pokrývajı́ prvky typu 1+1+2.

Tento intuitivně zcela zřejmý popis nynı́ precizujeme.

4.5. Definice. Bud’ A konečná množina. Necht’ rozklad A obsahuje λi třı́d mohutnosti i ,
(i = 1, . . . , k) a neobsahuje třı́du o mohutnosti většı́ než k. Pak řı́káme, že A je rozklad typu

1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
λ1

+ 2 + 2 + · · · + 2︸ ︷︷ ︸
λ2

+ · · · + k + k + · · · + k︸ ︷︷ ︸
λk

.

nebo též typu
1λ12λ2 . . . kλk .
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4.6. Přı́klad. Rozklad množiny {1, 2, 3, 4, 5, 6} na třı́dy {1}, {2, 4}, {3, 6}, a {5} je rozklad typu
1+1+2+2 nebo též typu 1222.

4.7. Věta. Počet rozkladů typu 1λ12λ2 . . . kλk na n-prvkové množině je roven čı́slu

n!

(1!)λ1 · (2!)λ2 . . . (k!)λk · λ1! · λ2! . . . λk!

pokud λ1 + 2λ2 + · · · + kλk = n. Je-li λ1 + 2λ2 + · · · + kλk 6= n, je počet rozkladů uvedeného typu
roven nule.

Důkaz. Je zřejmé, že rozklad typu 1λ12λ2 . . . kλk na n-prvkové množině existuje právě tehdy,
když λ1 + 2λ2 + · · · + kλk = n, nebot’počet prvků jednotlivých třı́d je roven počtu prvků celé
množiny (nebot’ třı́dy rozkladu jsou po dvou disjunktnı́). Určeme tedy počet rozkladů daného
typu za předpokladu λ1 + 2λ2 + · · · + kλk = n.

Každý rozklad typu 1λ12λ2 . . . kλk vznikne tak, že v následujı́cı́m schématu

{x}, . . . , {x}︸ ︷︷ ︸
λ1

, {x, x}, . . . , {x, x}︸ ︷︷ ︸
λ2

, . . . , {

k︷ ︸︸ ︷
x, x, . . . , x}, . . . , {

k︷ ︸︸ ︷
x, x, . . . , x}︸ ︷︷ ︸

λk

mı́sto x vepı́šeme postupně nějakou permutaci prvků dané n-prvkové množiny. Těchto per-
mutacı́ je n!. Různé permutace však neudávajı́ nutně různé rozklady. Předevšı́m udávajı́ týž
rozklad permutace, lišı́cı́ se jen pořadı́m třı́d o stejné mohutnosti. Protože třı́d o mohutnosti i
je λi , můžeme z těchto třı́d utvořit λi ! různých permutacı́. Celkový počet n! všech permutacı́
je proto nutno vydělit čı́slem λ1! · λ2! . . . λk!. Pořadı́ prvků v každé třı́dě rozkladu, která má i
prvků, lze zapsat i ! možnostmi. Protože těchto třı́d je λi , můžeme pořadı́ prvků ve všech těchto
třı́dách zapsat celkem i ! · i ! . . . i !︸ ︷︷ ︸

λi

= (i !)λi způsoby, aniž se změnı́ množiny, tvořı́cı́ jednotlivé

třı́dy. Celkový počet permutacı́ je tak nutno vydělit ještě čı́slem (1!)λ1 · (2!)λ2 . . . (k!)λk . Odtud
již plyne dokazované tvrzenı́. •

4.8. Přı́klad. Na čtyřprvkové množině má podle věty 4.7 existovat

4!

(1!)2 · (2!)1 · 2! · 1!
= 6

rozkladů typu 1221. Na obrázku 4.4 vidı́me, že tomu tak opravdu je.

4.9. Definice. Bud’te n ≥ m přirozená čı́sla. Označme S(n,m) počet rozkladů
n-prvkové množiny na m třı́d. Čı́sla S(n,m) se nazývajı́ Stirlingova čı́sla 2. druhu. Dále
definitoricky klademe S(0, 0) = 1, S(0,n) = 0 pro n ∈ N.
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4.10. Přı́klad. Z obrázku 4.4 je vidět, že napřı́klad S(4, 2) = 7.

4.11. Věta. Bud’te X,Y neprázdné konečné množiny, |X| = n, |Y| = k, n ≥ k. Pak pro množinu
surj (YX) všech surjekcı́ X na Y platı́∣∣surj (YX)

∣∣ = k! · S(n, k).

Důkaz. Bud’ f : X → Y surjekce. Tato surjekce určuje rozklad množiny X na k třı́d; jednotlivé
třı́dy jsou úplné vzory prvků množiny Y. Každý rozklad množiny X na k třı́d přitom určuje k!

surjekcı́ X na Y. Odtud plyne tvrzenı́. •

4.12. Věta.

S(n + 1, k) = S(n, k − 1) + k · S(n, k) pro 1 < k < n,

S(n,n) = S(n, 1) = 1.

Důkaz. Představme si všechny rozklady (n + 1)-prvkové množiny {a1, . . . ,an+1} na k třı́d.
V některých rozkladech tvořı́ prvek an+1 jednoprvkovou třı́du. Těchto rozkladů je S(n, k − 1).
Ve všech ostatnı́ch rozkladech je prvek an+1 prvkem některé třı́dy o vı́ce prvcı́ch. Prvek an+1 je
tedy v těchto rozkladech přidán k některé třı́dě rozkladu množiny {a1, . . . ,an} na k třı́d. Těchto
rozkladů je S(n, k) a prvek an+1 můžeme přidat ke kterékoliv z uvedených k třı́d. Odtud plyne
dokazovaná formule. •

4.13. Poznámka. Rekurentnı́ formule z věty 4.12 nám umožňuje postupně počı́tat hodnoty
čı́sel S(n, k). V tabulce na straně 154 uvádı́me některé hodnoty Stirlingových čı́sel druhého
druhu. Této tabulce se také řı́ká Stirlingův trojúhelnı́k.

Z Pascalova a Stirlingova trojúhelnı́ka lze snadno odvodit tabulku 1.2, shrnujı́cı́ výsledky
tvrzenı́ 3.8, 3.12 a 4.11 o zobrazenı́ch n-prvkové množiny do množiny
k-prvkové.

Pro n < k je počet injekcı́ zřejmě (k)n = n!
(n

k

)
a pro n = k je počet bijekcı́ n!.

4.14. Věta. Pro všechna reálná x a každé přirozené n platı́

xn =
n∑

k=1

S(n, k)(x)k.

Důkaz. Necht’|A| = m ≤ |X| = n. Počet zobrazenı́ X do A je podle přı́kladu 3.20 roven čı́slu
mn. Bud’nynı́ f : X → A libovolné zobrazenı́. Pak je f surjekce X na množinu f (X) = A1.
Je-li | f (X)| = k, existuje podle věty 4.11 celkem k! · S(n, k) surjekcı́ množiny X na množinu
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k = 1 2 3 4 5 6 . . .

n = 1 1 2 3 4 5 6 . . .
2 1 2 6 12 20 30 . . .
3 1 6 6 24 60 120 . . .
4 1 14 36 24 120 360 . . .
5 1 30 150 240 120 720 . . .
6 1 62 540 1560 1800 720 . . .
...

Tabulka 1.2: Pro n > k je počet surjekcı́ k!S(n, k)

A1. Avšak k-prvkových podmnožin v A je
(m

k

)
. Odtud plyne, že existuje

(m
k

)
·k! ·S(n, k) surjekcı́

X na k-prvkovou podmnožinu v A. Dokázali jsme tak, že

mn =
n∑

k=1

(
m

k

)
· k! · S(n, k) =

n∑
k=1

(m)k · S(n, k).

Polynomy n-tého stupně xn a
n∑

k=1
S(n, k(x)k se tedy shodujı́ v n + 1 hodnotách 0, 1, . . . ,n. Jak

z matematické analýzy vı́me, plyne odtud rovnost těchto polynomů. •

4.15. Věta.

S(n + 1, k) =
n∑

i =0

(
n

i

)
S(i, k − 1).

Důkaz. Představme si rozklady (n+1)-prvkové množiny {a1, . . . ,an+1} na k třı́d. Když v každém
z těchto rozkladů vyškrtneme třı́du obsahujı́cı́ prvek an+1, zůstanou nám právě všechny rozklady
všech množin K ⊆ {a1, . . . ,an} na k − 1 třı́d. Odtud plyne dokazovaná formule. •

4.16. Poznámka. Z definice je zřejmá souvislost Bellových čı́sel se Stirlingovými čı́sly 2.
druhu; platı́

Bn = S(n, 1) + S(n, 2) + · · · + S(n,n) =
n∑

k=1

S(n, k).

Odtud a z věty 4.15 lze snadno odvodit rekurentnı́ formuli z věty 4.2. Když pro jednoduchost
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položı́me S(n, k) = 0 pro k > n (jak je to ostatně vyznačeno již v tabulce ma straně 154), platı́

Bn+1 =
∞∑
k=1

S(n + 1, k) =
∞∑
k=1

n∑
i =0

(
n

i

)
· S(i, k − 1) =

=
n∑

i =0

(
n

i

)( ∞∑
k=1

S(i, k − 1)

)
=

n∑
i =0

(
n

i

)
Bi .

Pro Bellova čı́sla je známa řada důležitých vztahů. Na ukázku si odvod’me alespoň dva
z nejběžnějšı́ch.

4.17. Věta. Pro každé reálné čı́slo t platı́

∞∑
n=0

Bn

n!
tn = e(e

t
−1).

Důkaz. Uvedený vztah odvodil již E. T. Bell v roce 1934. My však uvedeme elegantnı́ důkaz,
který v roce 1964 uveřejnil americký matematik G. C. Rota.

Označme F množinu všech reálných funkcı́ ϕ(x) definovaných vztahem

ϕ(x) =
∞∑

n=0

αn · (x)n, kde
∞∑

n=0

|αn| < ∞.

Definujeme-li sčı́tánı́ funkcı́ z F a násobenı́ těchto funkcı́ reálnými čı́sly obvyklým způsobem,
utvořı́me zřejmě z F vektorový prostor.

Připomeňme si, že když V je nějaký vektorový prostor a f : V → R je zobrazenı́ (takovým
zobrazenı́m se řı́ká funkcionál), nazývá se f lineárnı́ funkcionál, jestliže pro každé vektory u, v
a každá reálná čı́sla α, β platı́

f (αu + βv) = α f (u) + β f (v).

Nynı́ ukážeme, že zobrazenı́ L : F → R definované vztahem L(ϕ) =
∞∑

n=0
αn je lineárnı́

funkcionál. Skutečně:

L(βϕ + γ ϕ′) =
∞∑

n=0

(βαn + γα′

n) = β
∞∑

n=0

αn + γ
∞∑

n=0

α′

n = βL(ϕ) + γ L(ϕ′).

Z věty 4.14 dále plyne (vzhledem k tomu, že zřejmě xn
∈ F):

L(xn) = L

(
n∑

k=1

S(n, k)(x)k

)
=

n∑
k=1

S(n, k) = Bn.
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Z matematické analýzy vı́me, že pro každé reálné čı́slo x platı́ ex =
∞∑

n=0

xn

n!
. Odtud plyne, že

ex
∈ F , nebot’řada

∞∑
n=0

1

n!
konverguje. Nynı́ můžeme snadno spočı́tat hodnotu L(et x). Platı́

L
(
et x
)

= L

(
∞∑

n=0

tnxn

n!

)
=

∞∑
n=0

L

(
tnxn

n!

)
=

∞∑
n=0

tn

n!
L(xn) =

∞∑
n=0

Bn

n!
tn.

Položı́me-li nynı́ et = 1 + u, obdržı́me

∞∑
n=0

Bn

n!
tn = L

[
(1 + u)x

]
= L

(
∞∑

n=0

(
x

n

)
un

)
= L

(
∞∑

n=0

(x)n
n!

un

)
=

=
∞∑

n=0

un

n!
= eu = e(e

t
−1).

•

4.18. Poznámka. V uvedeném důkazu jsme využili zobecněné binomické věty. Podrobněji
o nı́ budeme, současně s dalšı́mi podrobnostmi o mocninných řadách, hovořit v paragrafu 9.

V následujı́cı́ větě ukážeme rozvoj Bellových čı́sel v nekonečnou řadu.

4.19. Věta. (G. Dobinski)

Bn+1 =
1

e
(1n +

2n

1!
+

3n

2!
+

4n

3!
+ . . . ) =

1

e

∞∑
k=1

kn

(k − 1)!
.

Důkaz. Platı́

e =
∞∑
k=0

1

k!
=

∞∑
k=n

1

(k − n)!
=

∞∑
k=n

(k)n
k!

=
∞∑
k=0

(k)n
k!
,

(nebot’pro k = 0, . . . ,n−1 je (k)n = 0). Pro funkcionál L definovaný v důkazu věty 4.17 platı́:

L [(x)n] = 1 =
1

e

∞∑
k=0

(k)n
k!
.

Pro funkci ϕ(x) =
∞∑

n=0
αn(x)n odtud plyne

L [ϕ(x)] =
∞∑

n=0

αn

∞∑
k=0

1

e

(k)n
n!

=
1

e

∞∑
k=0

1

k!

∞∑
n=0

αn(x)n =
1

e

∞∑
k=0

ϕ(k)

k!
.
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Položı́me-li ϕ(x) = xn+1, obdržı́me dokazovanou formuli. •

Cvičenı́

1. Povšimněme si zajı́mavé skutečnosti: čı́sla

2 + 1 = 3

2 × 3 + 1 = 7

2 × 3 × 5 + 1 = 31

2 × 3 × 5 × 7 + 1 = 211

2 × 3 × 5 × 7 × 11 + 1 = 2 311

jsou prvočı́sla, avšak

2 × 3 × 5 × 7 × 11 × 13 + 1 = 30 031 = 59 × 509

prvočı́slo nenı́. Uvedená faktorizace čı́sla 30 031 je však jediná, jeho předchůdce 30 030
však má 31 faktorizacı́. Popište, jak tento počet souhlası́ s tı́m, že 31 = S(6, 2).

2. Dokažte, že

a) S(n, 2) = 2n−1
− 1

b) S(n,n − 1) =

(
n

2

)
c) S(n + 1,m) = S(n,m − 1) + m · S(n,m)

d) S(n,m) =
∑
k

(
n − 1

k

)
S(k,m − 1)

5 Princip inkluze a exkluze

Účinným prostředkem při řešenı́ řady kombinatorických úloh je tzv. princip inkluze a exkluze
(česky bychom mohli řı́ci principo vylučovánı́ a zapojovánı́ prvků). Před jeho formulacı́ si
ukážeme, v čem spočı́vá jeho podstata.

Bud’te M1,M2 libovolné konečné množiny. Pak zřejmě platı́

|M1 ∪ M2| = |M1| + |M2| − |M1 ∩ M2|.



32 I. KOMBINATORIKA

Pro tři množiny je zřejmé, že mohutnost jejich sjednocenı́ obecně neobdržı́me, když od součtu
jejich mohutnostı́ odečteme mohutnosti průniků všech dvojic těchto množin. Některé prvky
bychom totiž mohli odečı́st dvakrát — a sice ty prvky, které ležı́ v průniku všech třı́ těchto
množin. Zřejmě tak platı́

|M1 ∪ M2 ∪ M3| = |M1| + |M2| + |M3| − |M1 ∩ M2| − |M1 ∩ M3| −

−|M2 ∩ M3| + |M1 ∩ M2 ∩ M3|.

Zobecněnı́m popsaného procesu obdržı́me následujı́cı́ princip inkluze a exkluze.

5.1. Věta. Bud’ dána konečná množina M . Necht’ prvky množiny M mohou mı́t vlastnosti
α1, α2, . . . , αn. Symbolem M(αi1, αi2, . . . , αik, α

′

j1
, α′

j2
, . . . , α′

j p
) označme počet všech prvků

množiny M , které majı́ vlastnosti αi1, αi2, . . . , αik a nemajı́ žádnou z vlastnostı́ α j1, α j2, . . . , α j p

(bez ohledu na to, majı́-li nebo nemajı́ vlastnosti, které ve výčtuαi1, αi2, . . . αik, α j1, α j2, . . . , α j p

nejsou uvedeny). Pak platı́

M(α′

1, α
′

2, . . . , α
′

n) = |M | −

n∑
i =1

M(αi ) +
∑
i< j

M(αi , α j )−

∑
i< j<k

M(αi , α j , αk) +

+ · · · + (−1)nM(αi , α2, . . . , αn).

Důkaz. Indukcı́ vzhledem k počtu vlastnostı́.
(a) Pro jednu vlastnost je formule evidentně správná, nebot’jistě platı́

M(α′

1) = |M | − M(α1).

(b) Necht’dokazovaná formule platı́ pro n − 1 vlastnostı́, tj. platı́

M(α′

1, α
′

2, . . . , α
′

n−1) = |M | −

n−1∑
i =1

M(αi ) +
∑
i< j

M(αi , α j )− · · · +

+(−1)n−1M(αi , α2, . . . , αn−1). (5.1.)

Odtud však plyne, že pro prvky, které majı́ vlastnost αn, platı́

M(α′

1, α
′

2, . . . , α
′

n−1, αn) = M(αn)−

n−1∑
i =1

M(αi , αn) + · · · +

+(−1)n−1M(αi , α2, . . . , αn−1, αn). (5.2.)

Když nynı́ od 5.1. odečteme rovnost 5.2., dostaneme na pravé straně pravou stranu doka-
zované formule. Na levé straně obdržı́me rozdı́l

M(α′

1, α
′

2, . . . , α
′

n−1)− M(α′

1, α
′

2, . . . , α
′

n−1, αn),

což je ovšem právě M(α′

1, α
′

2, . . . , α
′

n−1, α
′

n). •
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5.2. Přı́klad. V jistém závodě zhotovili následujı́cı́ přehled o svých zaměstnancı́ch:

V závodě pracuje celkem 250 mužů a 200 žen. Předepsanou kvalifikaci má 160
mužů a 140 žen. Do práce dojı́ždı́ 180 mužů a 100 žen. Kvalifikovaných mužů
dojı́ždı́ 150, kvalifikovaných žen 20.

Dokážeme, že uvedené hlášenı́ je nepravdivé.

V závodě pracuje celkem 450 zaměstnanců. Označme nynı́ možné vlastnosti zaměstnanců
následovně: α1 značı́ přı́slušnost k mužskému pohlavı́, α2 dosaženı́ předepsané kvalifikace, α3

dojı́žděnı́. Z hlášenı́ plyne, že M(α1) = 250, M(α2) = 300, M(α3) = 280, M(α1, α2) = 160,
M(α1, α3) = 180, M(α2, α3) = 170 a konečně M(α1, α2, α3) = 150. Spočtěme M(α′

1, α
′

2, α
′

3),
tj. počet nekvalifikovaných nedojı́ždějı́cı́ch žen. Podle principu inkluze a exkluze platı́:

M(α′

1, α
′

2, α
′

3) = 450 − 250 − 300 − 280 + 160 + 180 + 170 − 150 = −20,

což nenı́ možné. Proto musı́ být alespoň jeden údaj v hlášenı́ nepravdivý.

5.3. Věta. (Speciálnı́ přı́pad principu inkluze a exkluze) Necht’ve větě 5.1 pro každé k = 1, . . . ,n
a pro každou kombinaci vlastnostı́ αi1, αi2, . . . , αik závisı́ čı́slo
M(αi1, αi2, . . . , αik) = M(k) pouze na počtu těchto vlastnostı́. Pak platı́

M(α′

1, . . . , α
′

n) = |M | −

(
n

1

)
M(1) +

(
n

2

)
M(2)−

(
n

3

)
M(3) + · · · + (−1)n

(
n

n

)
M(n).

Důkaz. Důkaz je zcela zřejmý. •

5.4. Přı́klad. Zabývejme se následujı́cı́m problémem, v matematické literatuře známým pod
názvem „Problème des Rencontres“.

Označme Sn množinu všech permutacı́ množiny {1, 2, . . . ,n}, tj. množinu všech bijekcı́
f : {1, . . . ,n} → {1, . . . ,n}. (Vı́me, že |Sn| = n!.) Našı́m úkolem je zjistit, kolik z těchto
permutacı́ nemá ani jeden pevný bod. (Připomeňme si, že x je pevný bod zobrazenı́ f , když
f (x) = x.)

Bud’ f ∈ Sn. Řekneme, že f má vlastnost αi (i = 1, . . . ,n), jestliže f (i ) = i . Našı́m
úkolem je tedy určenı́ čı́sla M(α′

1, . . . , α
′

n). Přitom je zřejmé, že můžeme aplikovat větu 5.3 a
platı́

M(1) = (n − 1)!, M(2) = (n − 2)!, . . . , M(k) = (n − k)! atd.
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Proto

M(α′

1, . . . , α
′

n) = n! −

(
n

1

)
(n − 1)! +

(
n

2

)
(n − 2)! −

(
n

3

)
(n − 3)! +

+ · · · + (−1)n
(

n

n

)
(n − n)! =

=
n∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)
(n − k)! =

n∑
k=0

(−1)k
n!

(n − k)! · k!
(n − k)! =

= n!

n∑
k=0

(−1)k

k!
= n!

(
1 −

1

1!
+

1

2!
−

1

3!
+ · · · +

(−1)n

n!

)
.

5.5. Přı́klad. Pomocı́ přı́kladu 5.4 snadno vyřešı́me následujı́cı́ tzv. problém šatnářky.

Představme si, že do šatny odevzdalo n osob svůj klobouk. Jaká je pravděpodobnost
qn toho, že když všichni ztratili lı́stek od šatny a šatnářka jim klobouky při odchodu
vydávala zcela nahodile, dostal alespoň jeden člověk svůj klobouk?

K šatně mohlo n osob přicházet celkem v n! pořadı́ch. (Přitom samozřejmě předpokládáme,
že všechna pořadı́ jsou stejně pravděpodobná.) Z přı́kladu 5.4 okamžitě plyne, že pravděpo-
dobnost toho, že nikdo nedostane svůj klobouk, je rovna čı́slu

pn = 1 −
1

1!
+

1

2!
−

1

3!
+ · · · +

(−1)n

n!
.

Pravděpodobnost toho, že alespoň jeden člověk svůj klobouk dostane, je proto

qn = 1 − pn =
1

1!
−

1

2!
+

1

3!
+ · · · +

(−1)n+1

n!
.

5.6. Poznámka. Jak jsme uvedli již v důkazu věty 4.17, platı́ pro každé reálné čı́slo x vztah

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
. Zejména tedy platı́

e−1 =
1

e
=

∞∑
n=0

(−1)n

n!
= 1 −

1

1!
+

1

2!
−

1

3!
+ · · · = lim

n→∞
pn.

Odtud plyne, že lim
n→∞

qn = 1 −
1

e
(
.
= 0,632 121 . . . ). Navı́c posloupnost (qn)

∞

n=1 konverguje

„velmi rychle“, nebot’napřı́klad

q1 = 1; q2 = 0,5; q3 = 0,6; q4 = 0,625; q5 = 0,63; . . . ; q8 = 0,632 11 . . .

Odtud plyne překvapujı́cı́ zjištěnı́, že pravděpodobnost qn se s rostoucı́m n prakticky neměnı́.
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5.7. Přı́klad. Metodou inkluze a exkluze lze vyřešit i jiný známý kombinatorický problém,
tzv. úlohu o hostech (v literatuře běžně nazývanou Problème des Ménages).

Formulace tohoto problému je jednoduchá: Kolika způsoby můžeme rozsadit kolem kulatého
stolu n manželských párů tak, aby se muži a ženy pravidelně střı́dali a žádnı́ dva manželé přitom
neseděli vedle sebe?

Nejprve se dohodněme, která rozesazenı́ budeme považovat za různá. Úlohu vyřešı́me
nejprve tak, ža dvě rozesazenı́ budeme považovat za různá, existuje-li alespoň jedna židle,
která je v těchto rozesazenı́ch obsazena různými osobami. Když tento výsledek vydělı́me
čı́slem 2n, nerozlišujeme rozesazenı́, z nichž jedno vzniklo „pootočenı́m“ druhého.

Všechna rozesazenı́ rozdělme do 2 ·n! disjunktnı́ch skupin podle toho, jak se rozesadı́ ženy.
Nynı́ určı́me počet rozesazenı́ v těchto skupinách.

Necht’jsou tedy ženy již jistým způsobem rozesazeny. Hledáme počet r (n) všech rozesazenı́
mužů, při nichž žádný muž nesedı́ vedle své ženy.

Všech možných rozesazenı́ mužů je n!. Označme αi následujı́cı́ vlastnost těchto rozesazenı́:
i -tý muž sedı́ vedle své ženy. Pak platı́:

r (n) = n! −

n∑
i =1

M(αi ) +
∑
i< j

M(αi , α j )−

∑
i< j<k

M(αi , α j , αk) + · · · + (−1)nM(α1, . . . , αn).

Uvědomme si, že v tomto přı́padě nemůžeme užı́t speciálnı́ho přı́padu principu inkluze a
exkluze. Pro různé k-tice vlastnostı́ αi1, . . . , αik jsou totiž čı́sla M(αi1, . . . , αik) obecně značně
odlišná. Je totiž zřejmé, že sedı́-li přı́slušné ženy „pohromadě“, majı́ jejich muži podstatně méně
možnostı́ k rozesazenı́, než když jsou jejich ženy rozptýleny. Formálnı́ popis těchto závislostı́
je značně komplikovaný a tak výpočet jednotlivých hodnot M(αi1, . . . , αik) je prakticky vylou-
čený. Naštěstı́ je snadné spočı́tat součet

∑
i1<···<ik

M(αi1, . . . , αik). Tato suma udává počet všech

rozesazenı́, kdy každá k-tice mužů sedı́ vedle svých žen (bez ohledu na to, jak jsou rozmı́stěni
dalšı́ muži).

Kolem stolu je rozmı́stěno 2n židlı́ a mezi nimi je 2n mezer. Představme si, že některá
k-tice mužů sedı́ vedle svých žen a označme k mezer mezi těmi židlemi, na nichž sedı́ přı́slušné
manželské páry. Žádné dvě z těchto mezer nynı́ nemohou být vedle sebe, protože v tom přı́padě
by některý muž musel mı́t z obou stran svou ženu nebo by některá žena měla z obou stran svého
muže.

Z uvedeného plyne, že počet všech rozesazenı́, kdy některá k-tice mužů sedı́ vedle svých
žen, je roven počtu způsobů, jak z 2n mezer vybrat k-tici tak, aby žádné dvě vybrané mezery
nebyly vedle sebe. Toto čı́slo však umı́me jednoduše spočı́tat podle přı́kladu 3.30; čı́slo

t (k, 2n − k) =
2n

2n − k

(
2n − k

k

)
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udává počet rozesazenı́, kdy právě k mužů sedı́ vedle svých žen. Při určovánı́ čı́sel M(αi1, . . . , αik)

však zbývajı́cı́ch n − k mužů může být rozesazeno jakkoliv, tj.∑
i1<···<ik

M(αi1, . . . , αik) = (n − k)!
2n

2n − k

(
2n − k

k

)
,

takže

r (n) = n! − (n − 1)!
2n

2n − 1

(
2n − 1

1

)
+ (n − 2)!

2n

2n − 2

(
2n − 2

2

)
− · · · +

+(−1)n(n − n)!
2n

n

(
n

n

)
=

n∑
k=0

(−1)k(n − k)!
2n

2n − k

(
2n − k

k

)
.

Čı́slo r (n) udává počet řešenı́ při zadaném rozesazenı́ žen. Řešenı́m úlohy o hostech je tedy
čı́slo

2 · n!

n∑
k=0

(−1)k(n − k)!
2n

2n − k

(
2n − k

k

)
.

Že nemá naději na úspěch snaha najı́t všechna řešenı́ jejich výčtem, plyne z toho, že již
napřı́klad pro n = 6 je těchto možnostı́ 115 200.

Metodou inkluze a exkluze lze snadno řešit i některé problémy z teorie čı́sel. Na ukázku
odvodı́me tzv. Eulerovu funkci ϕ(n).

5.8. Přı́klad. Pro každé přirozené čı́slo n > 1 označme ϕ(n) počet těch přirozených čı́sel
menšı́ch než n, která jsou s čı́slem n nesoudělná.

Odvodı́me formuli pro výpočet hodnot funkce ϕ(n).
Vı́me, že každé přirozené čı́slo n lze jednoznačně rozložit na součin prvočinitelů. Necht’

tedy
n = pr1

1 · pr2
2 · . . . · prk

k

je tento rozklad (tj. p1, . . . , pk jsou všechna navzájem různá prvočı́sla dělı́cı́ čı́slo n).
Pro každé i = 1, . . . , k označme αi vlastnost: přirozené čı́slo je dělitelné prvočı́slem pi . Je

zřejmé, že mezi čı́sly 1, . . . ,n je čı́sel s vlastnostı́ αi právě
n

pi
.

Podle principu inkluze a exkluze platı́

ϕ(n) = n −

∑
i

M(αi ) +
∑
i< j

M(αi , α j )− · · · + (−1)kM(α1, . . . , αk) =

= n −

∑
i

n

pi
+
∑
i< j

n

pi p j
− · · · + (−1)k

n

pi . . . pk
,
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nebot’ mezi čı́sly i = 1, . . . ,n je zřejmě
n

pi1 . . . pis

dělitelných čı́sly pi1 . . . pis. Dále je však

zřejmé, že platı́(
1 −

1

p1

)
·

(
1 −

1

p2

)
· . . . ·

(
1 −

1

pk

)
= 1 −

∑
i

n

pi
+
∑
i< j

n

pi p j
− · · · + (−1)k

n

pi . . . pk
.

Dokázali jsme tak, že

ϕ(n) = n

(
1 −

1

p1

)(
1 −

1

p2

)
. . .

(
1 −

1

pk

)
= n ·

k∏
i =1

(
1 −

1

pi

)
.

Známe-li tedy rozklad čı́sla n na součin prvočinitelů, lze hodnotu ϕ(n) snadno spočı́tat. Napřı́-
klad 1 000 000 = 106 = 26

· 56, takže

ϕ(1 000 000) = 1 000 000 ·

(
1 −

1

2

)
·

(
1 −

1

5

)
= 400 000.

5.9. Přı́klad. Pomocı́ principu inkluze a exkluze odvodı́me formuli pro
∣∣surj (YX)

∣∣.
Necht’ tedy jsou X,Y konečné množiny, |X| = n, |Y| = k. Necht’Y = {y1, . . . , yk}. Podle

přı́kladu 3.20 vı́me, že |YX
| = kn.

Řekneme, že prvek f ∈ YX má vlastnost αi , jestliže yi 6∈ f (X). Pak

|surj (YX)| = kn
−

(
k

1

)
M(1) +

(
k

2

)
M(2)− · · · + (−1)kM(k) =

=
k∑

i =0

(−1)i
(

k

i

)
(k − i )n.

Ve větě 4.11 jsme však odvodili, že∣∣surj (YX)
∣∣ = k! · S(n, k).

Porovnánı́m uvedených dvou formulı́ pro výpočet počtu surjekcı́ jedné konečné množiny na
druhou obdržı́me následujı́cı́ formuli pro Stirlingova čı́sla 2. druhu:

S(n, k) =
1

k!

k∑
i =0

(−1)i
(

k

i

)
(k − i )n.

Cvičenı́
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1. Funkce f definovaná na podmnožině množiny N se nazývá multiplikativnı́, když jejı́
definičnı́ obor je uzavřený vzhledem k násobenı́ a pro každá dvě nesoudělná čı́sla x, y
platı́ f (x ·y) = f (x)· f (y). Dokažte, že Eulerova funkce ϕ(n) (viz 5.8) je multiplikativnı́.

2. Möbiova funkce µ(n) je pro n ∈ N definována následovně: µ(n) nabývá hodnoty 1,
pokud je n součinem sudého počtu navzájem různých prvočı́sel, hodnoty −1, pokud je
n součinem lichého počtu navzájem různých prvočı́sel a konečně je rovno 0 v ostatnı́ch
přı́padech.

Dokažte, že

ϕ(n) = n ·

∑
d|n

µ(d)

d
,

kde se sčı́tá přes všechny dělitele čı́sla n (včetně 1 a n).

3. Dokažte, že Möbiova funkce je multiplikativnı́

3. V počı́tačové učebně je 30 počı́tačů, z nichž 20 běžı́ pod operačnı́m systémem Windows,
osm má 21” monitor, 25 má instalován CD-ROM, 20 má alespoň dva z těchto atributů a
6 má všechny tři.

a) Kolik počı́tačů má alespoň jednu z uvedených vlastnostı́?

b) Kolik počı́tačů nemá žádnou z nich?

c) Kolik počı́tačů má právě jednu z vlastnostı́?

6 Rozklady přirozených čı́sel na sčı́tance

V tomto paragrafu se budeme zabývat následujı́cı́m problémem: bud’te n,k přirozená čı́sla.
Kolika způsoby lze čı́slo n rozložit na k přirozených sčı́tanců?

Je zřejmé, že pro k > n je tento počet roven nule, pro k = 1 nebo k = n je pak roven jedné.
Pro 2 ≤ k ≤ n − 1 je těchto možnostı́ vı́ce. Musı́me se však dohodnout, která rozloženı́ čı́sla
n budeme považovat za různá. Konkrétně jde o to, zda nám záležı́ nebo nezáležı́ na pořadı́
sčı́tanců.

Nejprve vyřešı́me jednoduššı́ přı́pad, kdy pořadı́ sčı́tanců rozlišujeme.
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6.1. Definice. Kompozicı́ čı́sla n na k sčı́tanců rozumı́me každou uspořádanou k-tici
[ x1, . . . , xk ] přirozených čı́sel takovou, že

x1 + x2 + · · · + xk = n.

Počet všech kompozicı́ čı́sla n na k sčı́tanců označme K (n, k).

(Termı́n kompozice zavedl Percy A. MacMahon.)

6.2. Věta. Pro každá přirozená čı́sla n, k platı́

K (n, k) =

(
n − 1

k − 1

)
.

Důkaz. Postupujeme analogicky jako v přı́kladu 3.28. Mějme n jedniček a přidejme k nim
k − 1 nul. Všech permutacı́ těchto jedniček a nul je P(n, k − 1) =

(n+k−1
k−1

)
. Je-li a1, . . . ,an+k−1

některá z těchto permutacı́, rozdělı́ ji k − 1 nul na k úseků. Označme xi počet jedniček v i -tém
úseku. Dostaneme tak k-tici [ x1, . . . , xk ] takovou, že x1 + x2 + · · · + xk = n. Tato k-tice však
obecně nenı́ kompozicı́ čı́sla n, nebot’některá xi mohou být rovna nule. Abychom zajistili, že
všechna xi jsou nenulová, umı́stı́me do každého úseku jednu jedničku předem a zbývajı́cı́ch
n − k jedniček pak můžeme rozdělit libovolně, tj. P(n − k, k − 1) způsoby.

Dokázali jsme tak, že

K (n, k) = P(n − k, k − 1) =
(n − k + k − 1)!

(n − k)! · (k − 1)!
=

(
n − 1

k − 1

)
.

•

6.3. Poznámka. V průběhu důkazu věty 6.2 jsme ukázali, že kompozicı́ čı́sla n na nejvýše k
sčı́tanců je P(n − k, k − 1) =

(n+k−1
k−1

)
.

6.4. Přı́klad. Podle věty 6.2 lze čı́slo n = 7 rozložit na tři sčı́tance celkem K (7, 3) =
(6

2

)
= 15

způsoby.
Přı́slušné kompozice jsou následujı́cı́:

5 + 1 + 1
1 + 5 + 1
1 + 1 + 5

4 + 2 + 1
2 + 1 + 4
1 + 2 + 4
4 + 1 + 2
2 + 4 + 1
1 + 4 + 2

3 + 2 + 2
2 + 3 + 2
2 + 2 + 3

3 + 3 + 1
3 + 1 + 3
1 + 3 + 3
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Pokud bychom však pořadı́ sčı́tanců nebrali v úvahu, lze čı́slo 7 rozložit na tři sčı́tance
čtyřmi způsoby (sloupce v hořejšı́m rozpisu).

Jak uvidı́me, je situace s určenı́m počtu rozkladů čı́sla n na k sčı́tanců bez ohledu na jejich
pořadı́ podstatně komplikovanějšı́.

6.5. Definice. Bud’te n, k přirozená čı́sla. Rozkladem čı́sla n na k sčı́tanců rozumı́me každou
(neuspořádanou) k-tici přirozených čı́sel x1, . . . , xk takovou, že

x1 + · · · + xk = n.

Počet všech rozkladů čı́sla n na k sčı́tanců označme p (n, k).

6.6. Poznámka. To, že v rozkladu x1 + · · · + xk čı́sla n na k sčı́tanců na pořadı́ těchto sčı́tanců
nezáležı́ je totéž, jako když se dohodneme na jistém přesně stanoveném pořadı́, v jakém budeme
tyto rozklady zapisovat. Nadále budeme proto rozklady psát tak, že x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xk.

Předpokládejme nynı́, že
n = x1 + x2 + · · · + xk

je rozklad čı́sla n na k sčı́tanců. Pak

n − k = (x1 − 1) + (x2 − 1) + · · · + (xk − 1)

je rozklad čı́sla n−k na k nebo méně sčı́tanců (nebot’některá xi se mohla rovnat jedné). Přitom
uvedené přiřazenı́ (x1, . . . , xk) → (x1 − 1, . . . , xk − 1) je evidentně bijekcı́ množiny všech
rozkladů čı́sla n na k sčı́tanců na množinu všech rozkladů čı́sla n − k na nejvýše k sčı́tanců.

Dokázali jsme tak, že platı́ následujı́cı́ věta.

6.7. Věta.

p (n, k) =
k∑

i =1

p (n − k, i ) ; p (n, 1) = p (n,n) = 1.

6.8. Poznámka. Uvedená rekurentnı́ formule nám umožňuje postupně počı́tat všechny hodnoty
p (n, k). Tyto hodnoty pro čı́sla n, k = 1, . . . , 10 uvádı́me v tabulce na straně 152.

6.9. Poznámka. Čı́slo q (n, k) =
k∑

i =1
p (n, i ) udává počet rozkladů čı́sla n na nejvýše k sčı́tanců.

Přitom lze čı́slo q (n, k) najı́t přı́mo mezi čı́sly p (x, y). Podle věty 6.7 totiž zřejmě platı́

q (n, k) = p (n + k, k) ,
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takže napřı́klad q (6, 3) = p (9, 3) = 7.

V roce 1942 dokázal F. C. Auluck, že pro velká n je q (n, k) přibližně rovno čı́slu
1

k!

(n−1
k−1

)
. To

potvrzuje vcelku očekávanou skutečnost, že počet kompozicı́ čı́sla n na k sčı́tanců je přibližně
k! krát většı́ než počet rozkladů čı́sla n na nejvýše k sčı́tanců.

Čı́slo p(n) := q (n,n)

(
=

n∑
k=1

p (n, k)

)
udává počet všech rozkladů čı́sla n. Podle výše

uvedeného platı́
p(n) = p (2n,n) ,

takže i čı́sla p(n) lze zjistit z tabulky čı́sel p (n, k). (Kromě toho je p(n) samozřejmě rovno
součtu všech čı́sel v n-tém sloupci této tabulky.)

Tabulka čı́sel p(n) je uvedena v přı́loze na straně 153.
Z tabulky čı́sel p(n) je zřejmé, že již pro poměrně malé hodnoty n je výpočet hodnot p(n)

pomocı́ rekurentnı́ formule pro p (n, k) zdlouhavý a komplikovaný. (O výhodnějšı́m způsobu
výpočtu hodnot p(n) se zmı́nı́me v paragrafu 9 – viz větu 9.6.)

Vzhledem k tomu, že nenı́ znám jednoduchý explicitnı́ vzorec pro pro přı́mý výpočet čı́sel
p (n, k), respektive p(n), byly odvozeny alespoň vztahy popisujı́cı́ asymptotické chovánı́ těchto
čı́sel. Tak napřı́klad Hardy a Ramanujan odvodili, že

lg p(n) ∼ π

√
2n

3
− lg

4n
√

3
.

V roce 1937 odvodil H. Rademacher, že p(n) lze vyjádřit jakou součet jisté konvergentnı́
nekonečné řady. Pro ukázku jeho výsledek uved’me:

p(n) =
∞∑

q=1

Lq(n) · ψq(n),

kde

ψq(n) = π

√
q

2
·

d

dn

sinh

[
π

√
2
3 ·

√
n−

1
24

q

]
√

n −
1

24

a
Lq(n) =

∑
p

wp,q · e−
2npπi

q ,

kde wp,q je 24. odmocnina z jedné a p probı́há všechna celá čı́sla nesoudělná s q menšı́ nebo
rovna čı́slu q.
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6.10. Poznámka. V řadě úvah o rozkladech přirozených čı́sel na sčı́tance jsou velmi užitečné
tzv. Ferrersovy diagramy, v nichž každému sčı́tanci odpovı́dá řádek bodů v rovině. I bez přesné
definice je jistě vše zřejmé z následujı́cı́ho přı́kladu:

5 + 4 + 1 + 1 −→

Je-li α rozklad čı́sla n, pak tzv. adjungovaný rozklad α∗ k rozkladu α obdržı́me tak,
že Ferrersův diagram rozkladu α přečteme, jednoduše řečeno, po sloupcı́ch. Tak napřı́klad
adjungovaný rozklad k výše uvedenému rozkladu 5 + 4 + 1 + 1 je rozklad 4 + 2 + 2 + 2 + 1.

Platı́-li α = α∗, nazývá se rozklad α samoadjungovaný.

Pokusme se nynı́ zjistit, kolik má čı́slo n samoadjungovaných rozkladů. Nejprve uvažme
následujı́cı́ jednoduchý přı́klad.

Samoadjungovaným rozkladem čı́sla 13 je napřı́klad rozklad 5+3+3+1+1. Ferrersův dia-
gram tohoto rozkladu je následujı́cı́:

Když sečteme v uvedeném diagramu navzájem propojené body, obdržı́me rozklad 9+3+1.
Zamyslı́me-li se nad tı́m, jak rozklad 9+3+1 vznikl, uvědomı́me si jistě okamžitě, že jde
zákonitě o rozklad s navzájem různými lichými sčı́tanci (pokud byl samozřejmě původnı́
rozklad samoadjungovaný). Když si nynı́ navı́c uvědomı́me, že obrácenı́m uvedeného postupu
zase naopak každému rozkladu čı́sla n na navzájem různé liché sčı́tance přiřadı́me evidentně
samoadjungovaný rozklad čı́sla n, přičemž popsané zobrazenı́ je zřejmě bijektivnı́, je jasné, že
jsme dokázali následujı́cı́ tvrzenı́.

6.11. Věta. Počet samoadjungovaných rozkladů čı́sla n je roven počtu rozkladů čı́sla n na
navzájem různé liché sčı́tance.

Pomocı́ Ferrersových diagramů lze okamžitě — pouhou záměnou řádků a sloupců —
odvodit i dalšı́ tvrzenı́.

6.12. Věta. Počet rozkladů čı́sla n na sčı́tance nepřevyšujı́cı́ čı́slo k je stejný jako počet rozkladů
čı́sla n na nejvýše k sčı́tanců.
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Na množině Y všech rozkladů (všech přirozených čı́sel) je obvyklé definovat vhodné
uspořádánı́ následujı́cı́m způsobem. (Pro formálnı́ jednoduchost nynı́ ztotožnı́me rozklad a1 ≥

≥ a2 ≥ . . . ≥ ak s posloupnostı́ (a1, . . . ,ak, 0, . . . , 0, . . .).)

6.13. Definice. Bud’Y množina všech nerostoucı́ch posloupnostı́ nezáporných celých čı́sel,
jejichž součtem je přirozené čı́slo (tj. všechny členy každé posloupnosti jsou od jistého indexu
i ≥ 2 rovny nule). Definujeme relaci ≤ na Y tak, že pro libovolná α = (an)

∞

n=1, β = (bn)
∞

n=1

platı́:
α ≤ β ⇐⇒ ai ≤ bi pro každé i ∈ N.

Okamžitě z definice je zřejmé, že platı́ následujı́cı́ věta.

6.14. Věta. Relace ≤ definovaná v 6.13 je uspořádánı́ na množině Y a (Y,≤ ) je svaz, v němž

α ∨ β = (max {a1,b1},max {a2,b2}, . . . )

α ∧ β = (min {a1,b1},min {a2,b2}, . . . ).

6.15. Poznámka. Svaz (Y,≤ ) je obvykle nazýván Youngův svaz. Je zřejmé, že card Y = ℵ0.
Část tohoto svazu najdete na obr. 6.5.

5 4+1 3+2 3+1+1 2+2+1 2+1+1+1 1+1+1+1+1 n = 5

4 3+1 2+2 2+1+1 1+1+1+1 n = 4

3 2+1 1+1+1 n = 3

2 1+1 n = 2

n = 11

Obr. 6.5: Youngův svaz

Počet prvků „výšky“ n v (Y,≤ ) je zřejmě p(n). Snadná je též odpověd’ na otázku, kolik
prvků prvek α ∈ Y pokrývá a kolika prvky je pokryt. Je zřejmé, že když rozklad α obsahuje k
různých sčı́tanců, pak α pokrývá k prvků a je pokryt k + 1 prvky.
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Cvičenı́

1. Srinivasa Ramanujan dokázal řadu vlastnostı́ čı́sel p(n, k) a p(n), napřı́klad skutečnost,
že pro každé n ∈ N0 je p(5n + 4) násobkem 5. Ověřte tuto skutečnost pro n = 0, 1, 2.

2. Označme t (n) počet rozkladů čı́sla n, jejichž každý sčı́tanec je mocninou čı́sla 2 (včetně
20 = 1).

(a) Vypočtěte t (n) pro 1 ≤ n ≤ 6.

(b) Dokažte, že t (2n + 1) = t (2n).

(c) Dokažte, že t (n) je sudé pro všechna n > 1.

3. Již Galileo Galilei řešil problém, proč při házenı́ kostkami nepadá stejně často součet 9
a 10.

a) Ukažte, že čı́sla 9 a 10 majı́ stejný počet rozkladů na tři sčı́tance, které jsou nejvýše
rovny 6.

b) Zdůvodněte, proč přesto nepadá součet 9 stejně často jako součet 10.

4. Dokažte, že p(2r + k, r + k) = p(2s + k, s + k) pro každé r, s ∈ N.

5. Dokažte, že čı́slo p(r + k, k) je rovno:

a) počtu rozkladů čı́sla r +

(
k + 1

2

)
na k navzájem různých sčı́tanců;

b) počtu rozkladů čı́sla r na sčı́tance nejvýše rovné k.

6. Pomocı́ Ferrersových diagramů dokažte rovnost p(n) = p (2n,n).

7. Hardy a Ramanujan v r. 1919 dokázali, že

p(n)
.
=

1

4n
√

3
· eπ·

√
2n
3 .

Porovnejte hodnotu p(70) podle tohoto tvaru s přesnou hodnotou (viz tabulku na
straně 153).
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7 Rozdělovánı́ do přihrádek

V tomto paragrafu v podstatě jen shrneme některé výsledky odvozené již dřı́ve, přeformulované
však do jazyka tzv. „přihrádkové“ kombinatoriky. Mnohé úlohy lze totiž převést na následujı́cı́
problém: kolika způsoby lze n předmětů rozdělit do k přihrádek?

Vzhledem k tomu, že jak předměty, tak přihrádky mohou být vzájemně rozlišitelné, re-
spektive nerozlišitelné, a na rozmı́stěnı́ mohou být kladeny dalšı́ omezujı́cı́ podmı́nky (např.
aby všechny přihrádky byly neprázdné, aby počet prvků v různých přihrádkách byl různý
apod.), lze úloh tohoto typu zformulovat celou řadu. Řešenı́ některých z nich může být velmi
komplikované.

Četné aplikace těchto výsledků lze najı́t i mimo matematiku, např. ve statistické fyzice.
Ještě před řešenı́m úloh uvedeného typu si zformulujeme následujı́cı́ evidentnı́ tvrzenı́,

známé jako Dirichletův princip.

7.1. Věta. Při každém rozdělenı́ n předmětů do k přihrádek, kde k < n, existuje alespoň jedna
přihrádka obsahujı́cı́ alespoň dva předměty.

Jakkoliv je Dirichletův princip jednoduchý, umožňuje řešenı́ řady úloh. Řadu zajı́mavých
přı́kladů lze najı́t napřı́klad v [5].

7.2. Přı́klad. Dokažte, že když v obdélnı́ku o rozměrech 6 cm × 4 cm vybereme libovolně 25
bodů, pak mezi nimi existujı́ alespoň dva, které majı́ vzdálenost menšı́ než 1,5 cm.

Ležı́-li dva body v jednotkovém čtverci, je jejich vzdálenost rovna nejvýše
√

2, což je méně
než 1,5. Kdybychom tedy chtěli 25 bodů rozmı́stit tak, aby každé dva měly vzdálenost alespoň
1,5 cm, mohli bychom do každého čtverce o straně 1 cm ležı́cı́ho v daném obdélnı́ku umı́stit
nejvýše jeden bod. Obdélnı́k však lze pokrýt nejvýše 24 takovými čtverci. Podle věty 7.1 tedy
mezi libovolnými 25 body jsou alespoň dva ze stejného čtverce.

7.3. Věta. Bud’te k,n libovolná přirozená čı́sla. Pak lze n rozlišitelných předmětů rozmı́stit do
k rozlišitelných přihrádek právě kn způsoby.

Důkaz. Je-li X = {x1, . . . , xn} množina n předmětů a Y = {y1, . . . , yk} množina k přihrádek,
pak je evidentnı́, že rozdělenı́ předmětů do přihrádek je totéž jako zobrazenı́ množiny X do
množiny Y. (Prvek xi se zobrazı́ na tu přihrádku, do které je umı́stěn.) Odtud a z věty 3.20
okamžitě plyne tvrzenı́. •

Při popsaných rozmı́stěnı́ch předmětů do přihrádek existujı́ samozřejmě přihrádky, které
mohou zůstat prázdné. Chceme-li předměty X rozmı́stit do přihrádek Y tak, aby žádná přihrádka
nezůstala prázdná, je to zřejmě totéž, jako sestrojit surjekci X na Y. Odtud, z věty 4.11 a
z přı́kladu 5.9 plyne následujı́cı́ tvrzenı́.
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7.4. Věta. Bud’ dáno n rozlišitelných předmětů a k rozlišitelných přihrádek, n ≥ k. Počet
rozdělenı́ těchto předmětů do přihrádek, při nichž žádná přihrádka nezůstane prázdná, je roven
čı́slu

k!S(n, k) =
k∑

i =0

(−1)i
(

k

i

)
(k − i )n.

Podobně z důsledku 3.8 plyne

7.5. Věta. Bud’ dáno n rozlišitelných předmětů a k rozlišitelných přihrádek, k ≥ n. Počet
rozdělenı́ předmětů do přihrádek, při nichž každá přihrádka obsahuje nejvýše jeden prvek, je
roven čı́slu

(k)n = k · (k − 1) · . . . · (k − n + 1).

Nynı́ uvažujme přı́pad, kdy máme opět k rozlišitelných přihrádek avšak n vzájemně neroz-
lišitelných předmětů. Uvědomı́me-li si, že za předměty můžeme vzı́t napřı́klad cifry 1 (v počtu
n) a přihrádky můžeme označit x1, . . . , xk, je okamžitě zřejmé, že tato úloha je ekvivalentnı́
s určenı́m počtu kompozicı́ čı́sla n. Chceme-li přitom, aby v každé přihrádce bylo alespoň r
předmětů, můžeme nejprve do každé přihrádky r předmětů vložit a zbývajı́cı́ch n−kr předmětů
pak rozdělit libovolně. Odtud, z věty 6.2 a poznámky 6.3 okamžitě plyne následujı́cı́ tvrzenı́.

7.6. Věta. Bud’te k,n libovolná přirozená čı́sla. Pak lze n nerozlišitelných předmětů rozmı́stit
do k rozlišitelných přihrádek právě (

n + k − 1

k − 1

)
způsoby.

Chceme-li, aby v každé přihrádce bylo alespoň r předmětů, je těchto možnostı́(
n − kr + k − 1

k − 1

)
.

Majı́-li zejména být všechny přihrádky neprázdné, je možnostı́ celkem(
n − 1

k − 1

)
.

Nynı́ uvažme přı́pad, kdy jsou přihrádky nerozlišitelné. Necht’tedy je dáno k nerozlišitel-
ných přihrádek a n rozlišitelných předmětů. Rozdělit tyto předměty do přihrádek tak, aby právě
p těchto přihrádek bylo neprázdných, evidentně značı́ utvořit rozklad na množině předmětů na
právě p třı́d. Podle definice 4.9 udává počet těchto rozkladů Stirlingovo čı́slo 2. druhu S(n, p).

Odtud okamžitě plyne
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7.7. Věta. Počet rozmı́stěnı́ n rozlišitelných předmětů do k nerozlišitelných přihrádek je roven
čı́slu

S(n, 1) + S(n, 2) + · · · + S(n, k) =
k∑

i =1

S(n, i ).

Chceme-li zejména, aby všechny přihrádky byly neprázdné, je těchto možnostı́ právě S(n, k).

Zbývá nám poslednı́ možný přı́pad, kdy jsou nerozlišitelné i předměty i přihrádky. Protože
za předměty můžeme vzı́t cifry 1 a za přihrádky sčı́tance, jejichž pořadı́ nerozlišujeme, je tento
přı́pad evidentně popsán pomocı́ rozkladů přirozených čı́sel. Odtud a z věty 6.9 okamžitě plyne
následujı́cı́ tvrzenı́.

7.8. Věta. Je-li dáno n nerozlišitelných předmětů, lze je do k nerozlišitelných přihrádek rozdělit

p (n, 1) + p (n, 2) + · · · + p (n, k) =
k∑

i =1

p (n, i ) = p (n + k, k)

způsoby.
Chceme-li, aby všechny přihrádky byly neprázdné, je těchto možnostı́ právě p (n, k).

7.9. Poznámka. Uvedené výsledky můžeme shrnout do tabulky 1.3, v nı́ž je uveden počet
všech rozdělenı́ (bez jakýchkoliv omezujı́cı́ch předpokladů).

Počet všech n předmětů

rozmı́stěnı́ rozlišitelných nerozlišitelných

k přihrádek rozlišitelných kn
(n+k−1

k−1

)

nerozlišitelných
k∑

i =1
S(n, i )

k∑
i =1

p (n, i )

Tabulka 1.3: Umı́st’ovánı́ předmětů do přihrádek

7.10. Přı́klad. Ilustrujme si rozdı́ly mezi počty možnostı́ v jednotlivých přı́padech napřı́klad
pro 10 předmětů a 4 přihrádky.

(a) kn = 410 = 1 048 576,
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(b)
(n+k−1

k−1

)
=
(13

3

)
= 286,

(c)
k∑

i =1
S(n, i ) = S(10, 1) + S(10, 2) + S(10, 3) + S(10, 4) =

= 1 + 511 + 9 330 + 34 105 = 43 947,

(d)
k∑

i =1
p (n, i ) = p (10, 1) + p (10, 2) + p (10, 3) + p (10, 4) = 23 .

Cvičenı́

1. Do 15 přihrádek je rozmı́stěno 100 mı́čků. Dokažte, že alespoň dvě přihrádky obsahujı́
stejný počet mı́čků.

2. Dokažte, že v každé skupině (alespoň dvou) lidı́ existujı́ alespoň dva lidé, kteřı́ znajı́
stejný počet členů skupiny. (Návod: Uvažujte množinu lidı́, kteřı́ neznajı́ nikoho).

3. Ukažte, že mezi sedmi různými přirozenými čı́sly vždy existujı́ čı́sla x, y taková, že x + y
nebo x − y je dělitelné deseti.

4. Máme čtyři bı́lé koule, čtyři černé koule a čtyři červené koule. Kolika způsoby je můžeme
rozdělit do 6 rozlišitelných přihrádek? (2 000 376)

8 Řešenı́ rekurentnı́ch formulı́

S rekurentnı́mi formulemi jsme se setkali již několikrát. Tak napřı́klad ve větě 4.2 jsme odvodili
rekurentnı́ formuli pro výpočet Bellových čı́sel Bn, ve větě 6.7 pak rekurentnı́ formuli pro
výpočet počtu p (n, k) rozkladů čı́sla n na k sčı́tanců.

Mezi právě uvedenými formulemi je — kromě jiného — jeden zásadnı́ rozdı́l. Čı́sla Bn

závisejı́ na jediné hodnotě (tj. n), čı́sla p (n, k) na dvou hodnotách (tj. n, k). V tomto paragrafu
se budeme zabývat formulemi 1. typu, tj. formulemi pro výpočet členů posloupnosti pomocı́
předcházejı́cı́ch členů.

Předpokládejme, že je tedy dána rekurentnı́ formule pro výpočet hodnot f (n). Obecně nám
taková formule umožňuje výpočet členu f (n+1), známe-li hodnoty f (1), . . . , f (n) (respektive
f (0), . . . , f (n) apod.). Jednotlivé formule se však mohou lišit tı́m, kolik předcházejı́cı́ch členů
fakticky potřebujeme k výpočtu členu následujı́cı́ho. Tak napřı́klad ve formuli 4.2 pro výpočet
čı́sel Bn potřebujeme k určenı́ Bn všechny členy předcházejı́cı́. Ve formuli f (n + 2) = f (n +
+ 1) + f (n) potřebujeme jen předcházejı́cı́ dva členy.
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Má tedy smysl následujı́cı́ definice.

8.1. Definice. Řekneme, že rekurentnı́ formule pro výpočet hodnot f (n) je řádu
k ∈ N, jestliže pro každé n ∈ N lze f (n + k) určit pomocı́ f (n), f (n + 1) . . . ,
f (n + k − 1), přičemž k je nejmenšı́ přirozené čı́slo s uvedenou vlastnostı́.

8.2. Přı́klad. (a) f (n + 3) = f (n + 2)− log f (n) je formule 3. řádu,

(b) f (n + 2) = f (n + 1) + f (n) je formule 2. řádu,

(c) Tn+1 =
n∑

k=0
Tk nenı́ formule konečného řádu.

8.3. Definice. Bud’ dána rekurentnı́ formule k-tého řádu pro výpočet čı́sel f (n), n ∈ N.
Řekneme, že posloupnost (an)

∞

n=1 je řešenı́m této rekurentnı́ formule, jestliže pro každé i ∈ N
dostaneme po dosazenı́ čı́sel ai + j za f (n + j ), j = 0, . . . , k, identitu.

8.4. Přı́klad. Posloupnost (2n)∞n=1 je řešenı́m rekurentnı́ formule 2. řádu

f (n + 2) = 3 · f (n + 1)− 2 · f (n),

nebot’pro všechna n ∈ N platı́
2n+2 = 3 · 2n+1

− 2 · 2n.

8.5. Poznámka. Rekurentnı́ formule k-tého řádu zřejmě může obecně mı́t nekonečně mnoho
řešenı́, nebot’prvnı́ch k členů posloupnosti, která je řešenı́m, můžeme volit zcela libovolně.

Nynı́ se bude zabývat otázkou, zda lze alespoň v některých přı́padech pro danou rekurentnı́
formuli určit člen f (n), aniž bychom museli počı́tat postupně všechny členy předcházejı́cı́.
Uvidı́me, že se nám to podařı́ pro speciálnı́ typ formulı́ — pro tzv. lineárnı́ rekurentnı́ formule
s konstantnı́mi koeficienty.

8.6. Definice. Rekurentnı́ formule tvaru

f (n + k) = a1 · f (n + k − 1) + a2 · f (n + k − 2) + · · · + ak · f (n), (8.1.)

kde a1, . . . ,ak jsou reálná čı́sla, ak 6= 0, se nazývá lineárnı́ rekurentnı́ formule k-tého řádu
s konstantnı́mi koeficienty.
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8.7. Věta. Jsou-li posloupnosti ( f1(n))
∞

n=1 , ( f2(n))
∞

n=1 , . . . , ( fs(n))
∞

n=1 řešenı́m formule 8.1., je
také jejich libovolná lineárnı́ kombinace

(c1 f1(n) + c2 f2(n) + · · · + cs fs(n))
∞

n=1

řešenı́m formule 8.1..

Důkaz. Je zřejmé, že stačı́ dokázat, že každá lineárnı́ kombinace libovolných dvou řešenı́
formule 8.1. je opět řešenı́m formule 8.1.. Necht’tedy (g(n))∞n=1, (h(n))∞n=1 jsou řešenı́ formule
8.1., tj. platı́

g(n + k) = a1g(n + k − 1) + a2g(n + k − 2) + · · · + akg(n)

h(n + k) = a1h(n + k − 1) + a2h(n + k − 2) + · · · + akh(n)

pro všechna n ∈ N. Potřebujeme dokázat, že pro libovolná čı́sla c1, c2 ∈ R je (r (n))∞n=1, kde
r (n) = c1g(n) + c2h(n), také řešenı́m formule 8.1..

Pro každé n ∈ N platı́:

r (n + k) = c1g(n + k) + c2h(n + k) = c1[a1g(n + k − 1) + · · · + akg(n)] +

+ c2[a1h(n + k − 1) + · · · + akh(n)] =

= a1[c1g(n + k − 1) + c2h(n + k − 1)] + · · · + ak[c1g(n) + c2h(n)] =

= a1r (n + k − 1) + · · · + akr (n),

což znamená, že (r (n))∞n=1 je řešenı́m formule 8.1.. •

8.8. Přı́klad. Mějme dánu rekurentnı́ formuli 2. řádu

f (n + 2) = 5 · f (n + 1)− 6 · f (n).

Pouhým dosazenı́m lze snadno ověřit, že posloupnosti (2n)∞n=1 a (3n)∞n=1 jsou lineárně
nezávislá řešenı́ dané formule. Nynı́ ukážeme, že každé řešenı́ (g(n))∞n=1 zadané formule je
vhodnou lineárnı́ kombinacı́ uvedených dvou řešenı́, tj. existujı́ konstanty c1, c2 ∈ R takové,
že pro každé n ∈ N platı́:

g(n) =
(
c1 · 2n + c2 · 3n

)∞
n=1 .

Jak tyto konstanty nalezneme? Protože řád dané formule je 2, je řešenı́ (g(n))∞n=1 jedno-
značně určeno volbou hodnot g(1) a g(2). Necht’tedy g(1) = a, g(2) = b. Potřebujeme dokázat,
že existujı́ konstanty c1, c2 takové, že

2c1 + 3c2 = a

4c1 + 9c2 = b
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Tento systém rovnic má však právě jedno řešenı́

c1 =
3a − b

2
, c2 =

b − 2a

3
.

8.9. Poznámka. Je zřejmé, že množina všech posloupnostı́ reálných čı́sel se sčı́tánı́m defino-
vaným po složkách a s obvyklým násobenı́m reálnými čı́sly tvořı́ vektorový prostor nekonečné
dimenze na R. Z věty 8.7 plyne, že všechna řešenı́ lineárnı́ rekurentnı́ formule daného řádu
tvořı́ podprostor tohoto prostoru. V přı́kladu 8.8 jsme ukázali, že dimenze vektorového prostoru
všech řešenı́ zadané rekurentnı́ formule druhého řádu je 2; posloupnosti (2n)∞n=1 a (3n)∞n=1 tvořı́
bázi tohoto vektorového prostoru.

Ponecháme na čtenáři, aby si promyslel, že postup uvedený v přı́kladu 8.8 lze snadno zo-
becnit na přı́pad lineárnı́ rekurentnı́ formule s konstantnı́mi koeficienty libovolného řádu k ∈ N.
Libovolné řešenı́ (g(n))∞n=1 takové rekurentnı́ formule je totiž jednoznačně určeno hodnotami
g(1), g(2), . . . , g(k). Existujı́-li lineárně nezávislá řešenı́ ( f1(n))

∞

n=1 , ( f2(n))
∞

n=1 , . . . ( fk(n))
∞

n=1,
pak jistě existujı́ konstanty c1, c2, . . . , ck ∈ R takové, že pro každé n ∈ N platı́:

g(n) = c1 f1(n) + · · · + ck fk(n).

K tomu totiž stačı́ ukázat, že systém rovnic

c1 f1(1) + c2 f2(1) + · · · + ck fk(1) = g(1)

c1 f1(2) + c2 f2(2) + · · · + ck fk(2) = g(2)
...

c1 f1(k) + c2 f2(k) + · · · + ck fk(k) = g(k)

má řešenı́. Z lineárnı́ nezávislosti posloupnostı́

( f1(n))
∞

n=1 , ( f2(n))
∞

n=1 , . . . ( fk(n))
∞

n=1

však snadno plyne, že daný systém rovnic má právě jedno řešenı́ c1, c2, . . . , ck.
V dalšı́m (viz důsledek 8.17) ukážeme, že takový systém lineárně nezávislých řešenı́

vskutku existuje.
Celkem se takto snadno odvodı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

8.10. Věta. Dimenze podprostoru všech řešenı́ lineárnı́ rekurentnı́ formule s konstantnı́mi
koeficienty je rovna řádu této formule.

Z výše uvedeného tedy plyne, že má smysl následujı́cı́ definice.
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8.11. Definice. Necht’je dána lineárnı́ rekurentnı́ formule

f (n + k) = a1 · f (n + k − 1) + a2 · f (n + k − 2) + · · · + ak · f (n)

řádu k s konstantnı́mi koeficienty. Necht’

( f1(n))
∞

n=1 , . . . , ( fk(n))
∞

n=1

jsou lineárně nezávislá řešenı́ dané formule. Pak se posloupnost (g(n))∞n=1, kde pro každé
n ∈ N platı́

g(n) = c1 f1(n) + · · · + ck fk(n),

nazývá obecné řešenı́ dané rekurentnı́ formule.

Otázkou nynı́ zůstává, zda alespoň v některých přı́padech obecné řešenı́ najdeme.
Bud’nynı́ dána lineárnı́ rekurentnı́ formule k-tého řádu s konstantnı́mi koeficienty

f (n + k) = a1 f (n + k − 1) + · · · + ak f (n).

Zjišt’ujeme, zda pro některé r ∈ R je posloupnost (r n)∞n=1 řešenı́m této formule.
Pokud je posloupnost (r n)∞n=1 řešenı́m, musı́ pro každé n ∈ N platit

r n+k = a1r
n+k−1 + · · · + akr

k.

Pokud je r = 0, je tato rovnost splněna triviálně. Je-li r 6= 0, musı́ tedy platit

r k = a1r
k−1 + · · · + ak.

Odtud a z věty 8.7 plyne

8.12. Věta. Je-li reálné čı́slo r řešenı́m rovnice

xk = a1xk−1 + · · · + ak,

je každá posloupnost (crn)∞n=1, c ∈ R libovolné, řešenı́m rekurentnı́ formule 8.1..

8.13. Poznámka. Rovnice xk = a1xk−1 + · · · + ak se nazývá charakteristická rovnice formule

f (n + k) = a1 f (n + k − 1) + · · · + ak f (n).

Charakteristickou rovnicı́ rekurentnı́ formule k-tého řádu je tedy algebraická rovnice k-tého
řádu. Tato algebraická rovnice má tedy k kořenů (počı́táme-li každý kořen tolikrát, jaká je jeho
násobnost).

Uvědomme si přitom, že když je formule 8.1. k-tého řádu, je koeficient ak nenulový, takže
také všechny kořeny charakteristické rovnice jsou nenulové.
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Odtud plyne následujı́cı́ věta

8.14. Věta. Bud’ f (n + k) = a1 f (n + k − 1) + · · · + ak f (n), ak 6= 0, lineárnı́ rekurentnı́ formule
k-tého řádu s konstantnı́mi koeficienty. Necht’charakteristická rovnice

xk = a1xk−1 + · · · + ak

má jednoduché navzájem různé reálné kořeny r1, . . . , rk. Pak obecné řešenı́ dané rekurentnı́
formule je tvaru (

c1r
n
1 + c2r

n
2 + · · · + ckr

n
k

)∞
n=1 .

Důkaz. Posloupnost
(
c1r n

1 + c2r n
2 + · · · + ckr n

k

)∞
n=1 je řešenı́m dané formule podle vět 8.12 a 8.7.

Podle poznámky 8.13 jsou všechna čı́sla r i , i = 1, . . . , k různá od nuly. Posloupnosti
(
r n

i

)∞
n=1,

i = 1, . . . , k jsou evidentně lineárně nezávislé. Zbývá tak pouze dokázat, že každé řešenı́
dané rekurentnı́ formule lze zı́skat vhodnou volbou konstant ci . To dokážeme analogicky jako
v poznámce 8.9.

Bud’ (g(n))∞n=1 libovolné řešenı́ zadané rekurentnı́ formule. Toto řešenı́ je jednoznačně
určeno hodnotami g(1), . . . , g(k). Zvolme tedy tyto hodnoty libovolně, ale pevně. Je potřeba
dokázat, že systém k rovnic o k neznámých c1, . . . , ck

c1r1 + c2r2 + · · · + ckrk = g(1)

c1r
2
1 + c2r

2
2 + · · · + ckr

2
k = g(2)

...

c1r
k
1 + c2r

k
2 + · · · + ckr

k
k = g(k)

má řešenı́. Protože však jsou všechna čı́sla r i nenulová, je determinant∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r1 r2 . . . rk

r 2
1 r 2

2 . . . r 2
k

...
...

...

r k
1 r k

2 . . . r k
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rovněž nenulový, takže daný systém rovnic má právě jedno řešenı́. •

8.15. Přı́klad. Vyřešme rekurentnı́ formuli z přı́kladu 8.2(b):

f (n + 2) = f (n + 1) + f (n).

Charakteristická rovnice je tvaru

x2 = x + 1.
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Jejı́ kořeny jsou

x1,2 =
1 ±

√
5

2
,

takže obecné řešenı́ je tvaru{
c1

(
1 +

√
5

2

)n

+ c2

(
1 −

√
5

2

)n}∞

n=1

.

Hledejme takové řešenı́ (g(n))∞n=1 zadané formule, že g(1) = 1, g(2) = 1. Pak musı́ platit

c1
1 +

√
5

2
+ c2

1 −
√

5

2
= 1

c1

(
1 +

√
5

2

)2

+ c2

(
1 −

√
5

2

)2

= 1.

Tento systém rovnic má právě jedno řešenı́ c1 = −c2 = 1
√

5
. Odtud plyne, že

g(n) =
1

√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

+

(
1 −

√
5

2

)n]
.

Toto řešenı́ (g(n))∞n=1 je tzv. Fibonacciova posloupnost

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . ;

členy této posloupnosti jsou tzv. Fibonacciova čı́sla, která hrajı́ důležitou roli v různých částech
matematiky i v řadě pozoruhodných aplikacı́. Poznamenejme pouze, že posloupnost Fibonacci-
ových čı́sel je obvyklé značit symbolem (Fn)

∞

n=0.

Ve větě 8.14 jsme popsali, jak lze nalézt obecné řešenı́ v přı́padě, že charakteristická rovnice
má pouze jednoduché reálné kořeny. Dobře však vı́me, že algebraická rovnice může mı́t i kořeny
imaginárnı́ a násobnost kořenů může být většı́ než jedna. V dalšı́m popı́šeme obecně alespoň
ten přı́pad, kdy všechny kořeny charakteristické rovnice jsou reálné.

8.16. Věta. Necht’charakteristická rovnice formule 8.1. má reálný nenulový p-násobný kořen
r . Pak jsou posloupnosti (

r n
)∞

n=1 ,
(
n · r n

)∞
n=1 , . . . ,

(
np−1

· r n
)∞

n=1

lineárně nezávislá řešenı́ formule 8.1..
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Důkaz. Je zřejmé, že pro r 6= 0 jsou posloupnosti (r n)∞n=1 , . . . ,
(
np−1

· r n
)∞

n=1 lineárně nezávislé.
Zbývá tak dokázat, že všechny tyto posloupnosti jsou řešenı́m formule 8.1..

Necht’ tedy r je p-násobný kořen charakteristické rovnice. Potřebujeme dokázat, že pro
s = 1, . . . , p − 1 je (ns

· r n)∞n=1 řešenı́m formule 8.1., tj. že platı́

(n + k)sr n+k = a1(n + k − 1)sr n+k−1 + a2(n + k − 2)sr n+k−2 + · · · + akn
sr n.

Vydělı́me-li tuto rovnici r n, obdržı́me

(n + k)sr k = a1(n + k − 1)sr k−1 + a2(n + k − 2)sr k−2 + · · · + akns.

Dokažme pro jednoduchost tento vztah pouze pro s = 1. Předpokládejme tedy, že čı́slo
r 6= 0 je alespoň dvojnásobným kořenem rovnice

xk = a1xk−1 + a2xk−2 + · · · + ak.

Z algebry vı́me, že dvojnásobný kořen polynomu je nutně kořenem derivace tohoto polynomu,
takže r je kořenem rovnice

kxk−1 = a1(k − 1)xk−2 + a2(k − 2)xk−3 + · · · + ak−1.

Odtud plyne, že platı́

krk−1 = a1(k − 1)r k−2 + a2(k − 2)r k−3 + · · · + ak−1.

Za těchto předpokladů potřebujeme dokázat správnost následujı́cı́ rovnosti:

(n + k)r k = a1(n + k − 1)r k−1 + a2(n + k − 2)r k−2 + · · · + ak(n + k − k).

Upravme tuto rovnost následovně:

nrk + krk = n · [a1r
k−1 + a2r

k−2 + · · · + ak] + a1(k − 1)r k−1 + a2(k − 2)r k−2 +

+ · · · + ak(k − k).

Rovnost výrazů stojı́cı́ch u n na obou stranách rovnosti nynı́ plyne z toho, že r je kořenem cha-
rakteristické rovnice, rovnost zbývajı́cı́ch členů plyne z toho, že kořen r je alespoň dvojnásobný.
•

Z věty 8.16 okamžitě plyne

8.17. Důsledek. Bud’

f (n + k) = a1 f (n + k − 1) + a2 f (n + k − 2) + · · · + ak f (n)
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lineárnı́ rekurentnı́ formule k-tého řádu s konstantnı́mi koeficienty. Necht’jsou všechny kořeny
r1, . . . , r j charakteristické rovnice této formule reálné. Necht’ kořen r1 je p1-násobný, r2 je
p2-násobný, . . . , r j je p j -násobný (tj. p1 + · · ·+ p j = k). Pak obecným řešenı́m dané rekurentnı́
formule je posloupnost, jejı́ž n-tý člen je roven výrazu

r n
1 · (c11 + c12n + · · · + c1p1n

p1−1) + r n
2 · (c21 + c22n + · · · + c2p2n

p2−1) + · · · +

+ r n
j · (c j 1 + c j 2n + · · · + c j p j n

p j −1).

8.18. Přı́klad. Najděte obecné řešenı́ formule

f (n + 4) = 3 f (n + 3) + 3 f (n + 2)− 11 f (n + 1) + 6 f (n).

Charakteristická rovnice této formule je

x4 = 3x3 + 3x2
− 11x + 6.

Snadno lze ověřit, že tato rovnice má dvojnásobný kořen 1 a jednoduché kořeny −2 a 3.
Obecným řešenı́m zadané formule je tedy posloupnost (g(n))∞n=1, kde

g(n) = c1 · 1n + c2n · 1n + c3(−2)n + c43n = c1 + c2n + c3(−2)n + c43n.

Cvičenı́

1. Název „Fibonacciova čı́sla“ pro posloupnost 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . zavedl francouzský mate-
matik Eduard Lucas. Tzv. Lucasova posloupnost {Ln}

∞

n=0 je definována stejnou rekurentnı́
formulı́ Ln+2 = Ln+1 + Ln, avšak L0 = 1, L1 = 3. Vypočtěte L10, L20.

2. Známý hlavolam Hanojská věž uveřejnil v r. 1833 tajemný francouzský profesor „Claus“.
Až v r. 1884 publikoval H. de Parville článek v časopise La Natur, v němž uvedl, že
„Claus“ je anagram, který užil výše zmiňovaný Eduard „Lucas“. Hlavolam tvořı́ tři
vertikálnı́ tyčky, na nichž je navlečeno n kruhových disků s otvory uprostřed. Tyto disky
majı́ navzájem různé poloměry a jsou poskládány do věže tak, že poloměr každého disku
je většı́ než poloměr kteréhokoliv disku nad nı́m (viz obrázek 8.6). Hlavolam spočı́vá
v tom, přenést věž na jinou tyčku tak, že v každém kroku lze přenést pouze jeden disk
z jedné tyčky na druhou a nikdy přitom nesmı́ být položen většı́ disk na menšı́.

Parville v uvedeném článku uvádı́ legendu, podle nı́ž mniši v utajovaném tibetském
klášteře pracujı́ na přemı́stěnı́ věže tvořené 64 zlatými disky. Ve chvı́li, kdy práci dokončı́,
nastane konec světa. Kdy tato skutečnost nastane?

Označme Hn minimálnı́ počet kroků potřebných k přemı́stěnı́ věže.
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Obr. 8.6: Hlavolam Hanojská věž

a) Dokažte, že (Hn)
∞

n=0 je řešenı́m rekurentnı́ formule H0 = 0, Hn+1 = 2Hn + 1.

b) Najděte obecné řešenı́ uvedené formule.

c) Vypočtěte, kolik stoletı́ by trvalo přemı́stěnı́ věže ze 64 disků, kdyby se na úkolu
pracovalo nepřetržitě a přemı́stěnı́ každého disku by trvalo jednu sekundu.

3. Dokažte, že pro členy Fibonacciovy posloupnosti (Fn)
∞

n=1 platı́:

(a) F2 + F4 + · · · + F2n = F2n+1 − 1,

(b) F1 + F3 + · · · + F2n−1 = F2n,

(c) F2
1 + F2

2 + · · · + F2
n = Fn · Fn+1.

4. Dokažte, že Fibonacciova posloupnost (Fn)
∞

n=0 splňuje:

a) F4 = F2 + 2F1 + F0

b) F5 = F3 + 2F2 + F1

c) F6 = F3 + 3F2 + 3F1 + F0

d) F7 = F4 + 3F3 + 3F2 + F1

e) Fn =
n∑

k=1
(−1)n+k

(
n

k

)
(F2k − 1)

f) Fk+n = Fk Fn + Fk−1 Fn−1

g) Fk dělı́ čı́sla F2k+1 a F3k+2.

5. Takzvaná (3n + 1)-funkce g: N → N je definována vztahem

g(n) =

{ n
2 , pro n sudé
3n+1

2 , pro n liché.

Zdá se pravděpodobné, že pro každé n ∈ N dospěje posloupnost g(n), g2(n), g3(n), . . .
k čı́slu 1. (Zatı́m to je prokázáno pro všechna n < 240.) Prověřte tuto vlastnost pro
počátečnı́ hodnoty 341, 96, 104, 336, 133.
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6. Bud’n ∈ N pevné. Pro každé x ∈ N0 položme

g(x) = 1x + 2x + · · · + (n − 1)x.

Ukažte, že:

a) g(0) = n − 1,

b) g(1) = 1
2n2

−
1
2n,

c) g(2) = 1
3n3

−
1
2n2 + 1

6n,

d) g(3) = 1
4n4

−
1
2n3 + 1

4n,

e) g(4) = 1
5n5

−
1
2n4 + 1

3n3
−

1
30n.

7. k-té Bernoulliovo čı́slo bk (pojmenované po Jacobu Bernoullim) je definováno jako
koeficient u členu n ve funkci g(k) (viz cvičenı́ 1). Jacob Bernoulli dokázal, že

g(k) =
k∑

i =0

1

i + 1

(
k

i

)
bk−i n

i +1 .

Pomocı́ této identity ověřte vyjádřenı́ čı́sla g(4) ve cvičenı́ 1(e). (Tabulka Bernoulliových
čı́sel je uvedena v tabulce na straně 154.)

8. Bernoulliova čı́sla splňujı́ vztah

n∑
k=0

(
n + 1

k

)
bk = 0, n ≥ 1.

Pomocı́ tohoto vztahu a Pascalova trojúhelnı́ka (strana 152) ukažte, že b5 = 0, b6 = 1
42 ,

b7 = 0, b8 = −
1

30 , b10 = 5
66 , b12 = −

691
2 730 .

9. Necht’pro x ∈ R značı́ [x] celou část čı́sla x, tj. největšı́ celé čı́slo n takové, že n ≤ x.
Necht’ Sn je množina všech permutacı́ n–prvkové množiny {1, 2, . . . ,n}. Řekneme, že
permutace p ∈ Sn je fluktuačnı́, když platı́:

p(2k − 1) < p(2k) pro 1 ≤ k ≤

[n

2

]
,

p(2k + 1) > p(2k) pro 1 ≤ k ≤

[
n − 1

2

]
.
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Tak napřı́klad v S4 existujı́ následujı́cı́ fluktuačnı́ permutace: (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3),
(2, 3, 1, 4), (2, 4, 1, 3), (3, 4, 1, 2). Označme ξn počet fluktuačnı́ch permutacı́ v Sn, ξ0 = 1.
Tato čı́sla se nazývajı́ Eulerova. Platı́:

(ξn)
∞

n=0 = 1, 1, 1, 2, 5, 16, 61, . . .

a) Vypište 16 fluktuačnı́ch permutacı́ v S5.

b) Platı́ rekurentnı́ formule:

ξn+1 =
1

2
·

n∑
k=0

(
n

k

)
ξkξn−k

Ukažte, že ξ7 = 272.

9 Vytvořujı́cı́ funkce

9.1. Poznámka. (O nekonečných řadách funkcı́.) Předpokládejme znalost nekonečných čı́-
selných řad. Shrneme zde některé elementárnı́ poznatky teorie nekonečných řad funkcı́.

Necht’ ( fn(x))
∞

n=1 je posloupnost funkcı́ definovaných na množině M ⊆ R. Nekonečnou
řadou funkcı́ nazýváme symbol

∞∑
n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + · · · + fn(x) + . . . .

Řekneme, že tato řada konverguje v bodě x0 ∈ M , jestliže konverguje čı́selná řada
∞∑

n=1
fn(x0).

Řekneme, že řada funkcı́
∞∑

n=1
fn(x) konverguje na množině K , jestliže konverguje v každém

bodě x ∈ K .

Součtem řady
∞∑

n=1
fn(x) na množině K nazýváme funkci f (x) definovanou takto:

pro každé x0 ∈ K platı́ f (x0) =
∞∑

n=1

fn(x0).

Mocninnou řadou nazýváme řadu funkcı́ tvaru

∞∑
n=0

anxn = a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn + . . . ,
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kde a0,a1,a2, . . . jsou reálná (respektive komplexnı́) čı́sla – tzv. koeficienty řady. Jistě existuje
lim

n→∞
sup n

√
|an| = u (může být i u = +∞). Čı́slo r = 1

u (kde 1
0 = ∞, 1

∞
= 0) nazýváme poloměr

konvergence mocninné řady
∞∑

n=0
anxn. Snadno lze dokázat, že tato mocninná řada konverguje

na intervalu (−r, r ) a diverguje v každém bodě x ∈ R, |x| > r .
V matematické analýze se dokazuje, že napřı́klad

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+

x2

2!
+ · · · +

xn

n!
+ . . . pro každé x ∈ R (tj. r = ∞).

Odtud napřı́klad plyne, že

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . . ,

1

e
= e−1 = 1 −

1

1!
+

1

2!
−

1

3!
+ . . . ,

což jsou vztahy, které jsme použili již v přı́kladu 2.2.
Zobecněnı́m známé binomické věty je následujı́cı́ tvrzenı́:
Pro každé reálné čı́slo α platı́

(1 + x)α =
∞∑

n=0

(
α

n

)
xn =

(
α

0

)
+

(
α

1

)
x +

(
α

2

)
x2 + · · · +

(
α

n

)
xn + . . . ,

přičemž poloměr konvergence uvedené řady je r = 1 (tj. uvedená rovnost platı́ pro všechna
x ∈ (−1, 1)).

Tak napřı́klad

√
1 + x = (1 + x)

1
2 =

( 1
2

0

)
+

( 1
2

1

)
x +

( 1
2

2

)
x2 + · · · +

( 1
2

n

)
xn + . . . .

Podle přı́kladu 2.8 (c) tedy platı́

√
1 + x = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n+1

n · 22n−1

(
2n − 2

n − 1

)
xn.

Je-li
∞∑

n=0
anxn mocninná řada a r jejı́ poloměr konvergence, lze uvnitř intervalu (−r, r ) tuto

řadu derivovat a integrovat člen po členu, tj. pro každé x ∈ (−r, r ) platı́(
∞∑

n=0

anxn

)′

=
∞∑

n=0

(anxn)′ =
∞∑

n=1

n · anxn−1,
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přičemž zderivovaná řada má stejný poloměr konvergence jako řada původnı́.
Dále pro každý interval [a,b] ⊆ (−r, r ) platı́

b∫
a

(
∞∑

n=0

anxn

)
dx =

∞∑
n=0

(∫ b

a
anxndx

)
.

Mocninné řady
∞∑

n=0
anxn,

∞∑
n=0

bnxn podle definice považujeme za sobě rovné, jestliže pro

každé n ∈ N platı́ an = bn.
Konečně součet, součin a podı́l mocninných řad definujeme následovně:

∞∑
n=0

anxn +
∞∑

n=0

bnxn =
∞∑

n=0

(an + bn)x
n,

∞∑
n=0

anxn
·

∞∑
n=0

bnxn =
∞∑

n=0

cnxn, kde cn = a0bn + a1bn−1 + · · · + anb0,

∞∑
n=0

anxn

∞∑
n=0

bnxn

=
∞∑

n=0

dnxn,

kde
∞∑

n=0
dnxn je ta mocninná řada, pro kterou platı́

∞∑
n=0

bnxn
·

∞∑
n=0

dnxn =
∞∑

n=0

anxn.

9.2. Definice. Vytvořujı́cı́ funkcı́ posloupnosti (an)
∞

n=0 nazýváme mocninnou řadu
∞∑

n=0
anxn (na

množině, kde tato řada konverguje).

9.3. Přı́klad. (a) Vı́me, že pro x ∈ (−1, 1) platı́

1 + x + x2 + · · · + xn + · · · =
1

1 − x
(geometrická řada).
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To znamená, že
1

1 − x
je vytvořujı́cı́ funkce posloupnosti 1, 1, 1, 1, . . . .

(b) Najdeme vytvořujı́cı́ funkci posloupnosti 1, 2, 3, 4, . . . .
Podle poznámky 9.1 vı́me, že pro x ∈ (−1, 1) platı́

(1 + x + x2 + · · · + xn + . . . )′ = 1 + 2x + 3x2 + · · · + nxn−1 + · · · =

=

(
1

1 − x

)′

=
1

(1 − x)2
.

Vytvořujı́cı́ funkcı́ posloupnosti (n)∞n=1 je tak funkce
1

(1 − x)2
=

∞∑
n=1

nxn−1.

(c) Vı́me, že pro každé n ∈ N a každé x ∈ R platı́

(1 + x)n =
∞∑
k=0

(
n

k

)
xk (binomická věta).

To znamená, že funkce (1 + x)n je vytvořujı́cı́ funkcı́ konečné posloupnosti(
n

0

)
,

(
n

1

)
, . . . ,

(
n

n

)
(tj. řádku Pascalova trojúhelnı́ka).

Vytvořujı́cı́ funkce jsou mocným nástrojem k řešenı́ řady kombinatorických úloh, předevšı́m
těch, které vedou na rekurentnı́ formule. K řešenı́ komplikovanějšı́ch přı́padů bychom však
potřebovali hlubšı́ znalosti o řadách funkcı́. Proto se omezı́me jen na několik jednoduššı́ch
přı́kladů.

9.4. Přı́klad. Řezem v řetězci (tj. úplně uspořádané množině) A 6= ∅ rozumı́me uspořádanou
dvojici [X,Y] neprázdných podmnožin množiny A takových, že X ∩ Y = ∅, X ∪ Y = A a pro
každé dva prvky x ∈ X, y ∈ Y platı́ x ≤ y (tj. x < y). Je zřejmé, že v konečném n-prvkovém
řetězci A = {a1 < a2 < · · · < an} existuje n− 1 řezů, protože „dolnı́ třı́dou“ X může být právě
jen některá z množin {a1 < a2 < · · · < ai }, kde i může nabýt hodnot 1, . . . ,n − 1.

Dělenı́m řetězce A = {a1 < a2 < · · · < an} nazveme každou posloupnost sestrojenou
následovně: v prvnı́m kroku utvořme nějaký řez [X,Y] v A. Ve druhém kroku utvořme řez
ve třı́dě X i Y, pokud tyto třı́dy nejsou jednoprvkové. Ve třetı́m kroku utvořı́me řez v každé
z nově vzniklých třı́d obsahujı́cı́ch alespoň dva prvky atd. Posloupnost ukončı́me v okamžiku,
kdy jsou všechny vzniklé třı́dy jednoprvkové.

Je-li napřı́klad A = {a1 < a2 < a3 < a4 < a5}, je dělenı́m na A napřı́klad posloupnost

t1 = [ {a1,a2}, {a3,a4,a5} ]

t2 = [ {a1}, {a2}, {a3}, {a4,a5} ]

t3 = [ {a1}, {a2}, {a3}, , {a4}, {a5} ]
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Náš úkol nynı́ znı́: Kolik existuje dělenı́ na konečném řetězci?

Označme Rn počet dělenı́ (n + 1)-prvkového řetězce. Představme si prvnı́ krok nějakého
dělenı́ tohoto řetězce. Jak jsme již uvedli, můžeme tento krok utvořit n způsoby (dolnı́ třı́da může
obsahovat 1, . . . ,n prvků). Podle toho kolik prvků dolnı́ třı́da tohoto prvnı́ho řezu obsahuje,
rozdělı́me všechna dělenı́ do n skupin. Do k-té skupiny patřı́ dělenı́, v nichž dolnı́ třı́da 1. řezu
obsahuje k prvků. Spočtěme nynı́ počet dělenı́ patřı́cı́ch do k-té skupiny. Protože dolnı́ třı́da
obsahuje k prvků, existuje na nı́ Rk−1 řezů. Hornı́ třı́da prvnı́ho řezu obsahuje n + 1 − k prvků,
proto na nı́ existuje Rn−k řezů. Odtud zřejmě plyne rekurentnı́ formule

Rn = R0 Rn−1 + R1 Rn−2 + · · · + Rn−1 R0, R0 = 1.

Vzhledem k tomu, že uvedená formule nenı́ konečného řádu, nemůžeme ji vyřešit pomocı́
metod odvozených v paragrafu 8. Ukážeme však, jak lze řešenı́ nalézt pomocı́ vytvořujı́cı́
funkce posloupnosti (Rn)

∞

n=0.
Vytvořujı́cı́ funkcı́ je v tomto přı́padě funkce

F(x) =
∞∑

n=0

Rnxn.

Platı́

F2(x) = F(x) · F(x) =
∞∑

n=0

Rnxn
·

∞∑
n=0

Rnxn =
∞∑

n=0

cnxn,

kde
cn = R0 Rn + R1 Rn−1 + · · · + Rn R0 = Rn+1,

tj.

F2(x) =
∞∑

n=0

Rn+1xn.

Definujeme-li nynı́ funkci G(x) vztahem G(x) = x · F(x), platı́

G2(x) = x2
· F2(x) = x2

·

∞∑
n=0

Rn+1xn.

Platı́ tak

G(x) = x ·

∞∑
n=0

Rnxn = R0x + R1x2 + R2x3 + . . .

G2(x) = x2
·

∞∑
n=0

Rn+1xn = R1x2 + R2x3 + . . . .
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Odtud
G2(x) = G(x)− R0x = G(x)− x (nebot’ R0 = 1).

Z rovnice
G2(x)− G(x) + x = 0

plyne

G(x) =
1 ±

√
1 − 4x

2
.

Protože v bodě x = 0 řada
∞∑

n=0
Rnxn konverguje, existuje G(0). Z poslednı́ho vztahu plyne

G(0) =
1 ±

√
1

2
=

{
1,

0,

přičemž podle definice musı́ být G(0) = 0. Tzn., že

G(x) =
1 −

√
1 − 4x

2
.

Funkci
√

1 − 4x však umı́me rozvinout v mocninnou řadu. Podle poznámky 9.1 platı́

√
1 − 4x = (1 − 4x)

1
2 =

∞∑
n=0

(−1)n
( 1

2

n

)
(4x)n,

tj.

G(x) =
1

2

[
1 −

∞∑
n=0

(−1)n
( 1

2

n

)
(4x)n

]
=

=
1

2

[
1 −

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)2n−1
·

4n

n · 22n−1

(
2n − 2

n − 1

)
xn

)]
=

=
∞∑

n=1

1

n

(
2n − 2

n − 1

)
xn =

∞∑
n=0

1

n + 1

(
2n

n

)
xn+1.

Protože G(x) = x · F(x), plyne odtud
∞∑

n=0

Rnxn+1 =
∞∑

n=0

1

n + 1

(
2n

n

)
xn+1,

tj.

Rn =
1

n + 1

(
2n

n

)
.
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9.5. Poznámka. Na přı́kladu 9.4 lze názorně demonstrovat, jak lze často úlohy na prvnı́ pohled
zcela odlišné převést na řešenı́ téže rekurentnı́ formule.

V přı́kladu 3.31 jsme řešili problém, kolika způsoby se mohou lidé postavit do fronty na
Večernı́k tak, aby měl prodávajı́cı́ vždy nazpět. Zjistili jsme, že když má k lidı́ desetikorunu a
k lidı́ pětikorunu, je těchto možnostı́

1

k + 1

(
2k

k

)
.

Nynı́ všechny „přı́znivé“ permutace k jedniček a k pětek (viz přı́klad 3.31) rozdělme do k
třı́d takto: permutace a1, . . . ,a2k patřı́ do s-té třı́dy právě tehdy, když s je nejmenšı́ přirozené
čı́slo takové, že mezi ciframi a1, . . . ,a2s je právě s jedniček a s pětek (napřı́klad permutace
55151151 patřı́ do 3. třı́dy). Je zřejmé, že když přı́znivá permutace patřı́ do s-té třı́dy a s < k,
pak cifra na mı́stě 2s + 1 musı́ být 5; jinak by daná permutace nebyla přı́znivá.

Nynı́ zjistı́me, kolik permutacı́ je obsaženo v s-té třı́dě. Bud’tedy

a1, . . . ,a2s, . . . ,a2k

permutace s-té třı́dy. Pak mezi členy a1, . . . ,a2s je s jedniček a s pětek, přičemž pro každé
r < s je mezi členy a1, . . . ,a2r vı́ce pětek než jedniček. Snadno však lze dokázat, že takových

permutacı́ a1, . . . ,a2s je celkem
1

s

(2s−2
s−1

)
. Mezi členy a2s+1, . . . ,a2k je nynı́ k − s jedniček a

k − s pětek. Přitom permutace a2s+1, . . . ,a2k musı́ být evidentně rovněž přı́znivá. Počet těchto
přı́znivých permutacı́ je podle přı́kladu 3.31

1

k − s + 1
·

(
2k − 2s

k − s

)
.

Odtud ovšem plyne, že v s-té třı́dě je celkem
1

s
·
(2s−2

s−1

)
·

1

k − s + 1
·
(2k−2s

k−s

)
permutacı́. Vzhledem

k tomu, že počet všech přı́znivých permutacı́ je, jak jsme již uvedli,

1

k + 1

(
2k

k

)
,

plyne odtud identita

k∑
s=1

k + 1

s(k − s + 1)

(
2s − 2

s − 1

)(
2k − 2s

k − s

)
=

(
2k

k

)
.

Zavedeme-li nynı́ označenı́
1

s + 1
·

(
2s

s

)
= Ts,
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lze uvedenou identitu přepsat na tvar

T0Tk−1 + T1Tk−2 + · · · + Tk−1T0 = Tk,

což je formule, kterou jsme ve zcela jiné souvislosti řešili v přı́kladu 9.4. Řešenı́ přı́kladů 3.31
a 9.4 je proto zákonitě stejné.

Nynı́ ukážeme, jak vypadajı́ vytvořujı́cı́ funkce posloupnostı́, udávajı́cı́ch počty rozkladů
přirozených čı́sel, o nichž jsme hovořili v paragrafu 6.

9.6. Věta. Pro vytvořujı́cı́ funkci posloupnosti (p(n))∞n=1 platı́

∞∑
n=0

p(n)xn =
∞∏

n=1

1

1 − xn
(pro |x| < 1),

položı́me-li definitoricky p(0) = 1.

Důkaz. Potřebujeme dokázat, že

1 + p(1)x + p(2)x2 + · · · + p(n)xn + · · · =
1

x − 1
·

1

1 − x2
· . . . ·

1

1 − xn
· . . .

Bud’te ai ∈ R libovolná čı́sla, i = 1, 2, . . . . Vı́me, že když |ai xi
| < 1, pak platı́

1

1 − ai xi
= 1 + ai x

i + a2
i x2i + · · · + an

i xni + . . . (součet geometrické řady).

Odtud plyne

1

(1 − a1x) · (1 − a2x2) · . . . · (1 − akxk) · . . .
= (1 + a1x + a2

1 x2 + a3
1 x3 + . . . )·

· (1 + a2x2 + a2
2 x4 + a3

2 x6 + . . . ) · . . . · (1 + akxk + a2
kx2k + a3

kx3k + . . . ) · · · · =

= 1 + a1x + (a2
1 + a2)x

2 + · · · + (ar1
1 ar2

2 . . .a
rk
k + . . . )xn + . . . .

V koeficientu u xn určuje každý sčı́tanec ar1
1 ar2

2 . . .a
rk
k právě jeden rozklad čı́sla n, totiž

(1 + 1 + · · · + 1)︸ ︷︷ ︸
r1

+ (2 + 2 + · · · + 2)︸ ︷︷ ︸
r2

+ · · · + (k + k + · · · + k)︸ ︷︷ ︸
rk

= n.

(Napřı́klad koeficient u x2 je roven součtu a2
1 + a0

1a1
2 , jehož sčı́tanci určujı́ po řadě rozklady

1 + 1 a 2 čı́sla 2.)
Když nynı́ položı́me a1 = a2 = · · · = 1, obdržı́me dokazované tvrzenı́. •
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9.7. Poznámka. (a) Poloměr konvergence vytvořujı́cı́ funkce
∞∑

n=0
p(n)xn je tedy roven 1.

(b) Inverznı́ funkcı́ k vytvořujı́cı́ funkci
∞∑

n=0
p(n)xn je nekonečný součin

∞∏
n=1

(1 − xn) = (1 − x) · (1 − x2) · . . . · (1 − xn) · · · · =
∞∑

n=0

cnxn.

Koeficienty cn majı́ rovněž jednoduchou kombinatorickou interpretaci. Platı́

cn = A(n)− B(n),

kde A(n) je počet rozkladů čı́sla n na sudý počet navzájem různých sčı́tanců a B(n) je počet
rozkladů čı́sla n na lichý počet navzájem různých sčı́tanců.

(c) Již Euler, který prvnı́ odvodil vytvořujı́cı́ funkci posloupnosti (p(n))∞n=1, dokázal, že
„většina“ koeficientů cn je rovna nule. Přesněji řečeno, odvodil následujı́cı́ vztah, dnes běžně
nazývaný Eulerova identita:

∞∏
n=1

(1 − xn) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k ·

(
x

3k2
−k

2 + x
3k2+k

2

)
.

Důkaz této identity, který je nejvýhodnějšı́ provádět pomocı́ Ferrersových diagramů, zde
uvádět nebudeme.

(d) Eulerovu identitu lze zřejmě v řeči rozkladů přirozených čı́sel interpretovat — při
označenı́ uvedeném v (b) — takto: Necht’přirozené čı́slo n lze psát ve tvaru 3k2

±k
2 , kde k je

vhodné přirozené čı́slo. Pak A(n) = B(n). Je-li přirozené čı́slo n výše uvedeného tvaru, pak
A(n)− B(n) = (−1)k.

9.8. Poznámka. Ideu použitou v důkazu věty 9.6 lze samozřejmě použı́t v řadě analogických
přı́padů. Chceme-li napřı́klad zjistit počet rozkladů čı́sla n na sčı́tance, z nichž každý je roven
některému z čı́sel s1, . . . , sk, přičemž sčı́tanci jsou navzájem různı́, utvořı́me výraz

(1 + xs1)(1 + xs2) . . . (1 + xsk).

Po roznásobenı́ obdržı́me evidentně výraz, v němž koeficient u xn udává počet hledaných
rozkladů.

9.9. Poznámka. Vytvořujı́cı́ funkcı́ posloupnosti (p (n, k))∞n=1 je funkce

G(x) =
xk

(1 − x)(1 − x2) . . . (1 − xk)
.
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Vytvořujı́cı́ funkci posloupnosti udávajı́ počty rozkladů čı́sla n na liché sčı́tance je funkce

H(x) =
1

(1 − x)(1 − x3)(1 − x5) . . .
.

Konečně vytvořujı́cı́ funkcı́ posloupnosti udávajı́cı́ počet rozkladů čı́sla n na navzájem různé
sčı́tance, je funkce

K (x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · =
∞∏
k=1

(1 + xk).

Ukažme si, jak lze pomocı́ uvedených vytvořujı́cı́ch funkcı́ snadno odvozovat tvrzenı́
o rozkladech přirozených čı́sel. Platı́ napřı́klad

H(x) =
1

(1 − x)(1 − x3)(1 − x5) . . .
=

=
(1 − x2)(1 − x4)(1 − x6)(1 − x8) . . .

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3)(1 − x4) . . .
=

=
[(1 − x)(1 + x)] ·

[
(1 − x2)(1 + x2)

]
·
[
(1 − x3)(1 + x3)

]
. . .

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3)(1 − x4) . . .
=

= (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · = K (x).

Dokázali jsme tak právě, že platı́ následujı́cı́ věta.

9.10. Věta. Počet rozkladů čı́sla n na navzájem různé sčı́tance je roven počtu rozkladů čı́sla n
na liché sčı́tance.

Cvičenı́

1. Dokažte, že vytvořujı́cı́ funkce Fibonacciovy posloupnosti je

g(x) =
∞∑

n=0

Fnxn =
x

1 − x − x2
.

2. Bud’(Bn) posloupnost Bellových čı́sel.

a) Dokažte, že řada
∞∑

n=0
Bnxn diverguje pro všechna x 6= 0.

b) Dokažte, že řada
∞∑

n=0

Bn

n!
xn absolutně konverguje na R.
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10 Bloková schémata, latinské čtverce a konečné roviny

Jednı́m z centrálnı́ch pojmů modernı́ kombinatoriky jsou tzv. bloková schémata, nazývaná
též konfigurace, designy i jinak. Teorie blokových schémat je intenzı́vně rozvı́jena a je velmi
složitá. Proto se zmı́nı́me jen o nejzákladnějšı́ch pojmech a zavedeme některé jednoduché typy.

10.1. Definice. Bud’te v,b, k, r, λ přirozená čı́sla, A konečná množina, |A| = v. Systém
podmnožin

X1, X2, . . . , Xb

množiny A se nazývá blokové schéma typu (v,b, k, r, λ) v množině A, jestliže |X1| = |X2| =
= · · · = |Xb| = k, každý prvek a ∈ A je prvkem právě r množin Xi a pro každé dva různé
prvky a,b ∈ A je {a,b} podmnožinou právě λ množin Xi .
Množiny Xi se nazývajı́ bloky daného blokového schématu.

Je samozřejmé, že nemusı́ existovat blokové schéma libovolného předepsaného typu. Jak
však ukážeme v přı́kladu 10.2, může blokové schéma existovat.

10.2. Přı́klad. Bud’ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Blokovým schématem typu (7, 7, 3, 3, 1) je napřı́-
klad systém množin

X1 = {1, 2, 4}

X2 = {2, 3, 5}

X3 = {3, 4, 6}

X4 = {4, 5, 7}

X5 = {1, 5, 6}

X6 = {2, 6, 7}

X7 = {1, 3, 7}

10.3. Věta. Existuje-li blokové schéma typu (v,b, k, r, λ), platı́

bk = vr, r (k − 1) = λ(v − 1).

Důkaz. Prvnı́ rovnice je evidentnı́; levá i pravá strana zřejmě udává čı́slo |X1| + · · · + |Xb|. Ve
druhé rovnici sečı́táme počty dvojic obsahujı́cı́ch daný prvek ai ∈ A. Prvek ai je obsažen v r
blocı́ch a v každém z nich tvořı́ dvojice se zbývajı́cı́mi k − 1 prvky. Současně však ai tvořı́ λ
dvojic s každým z v − 1 zbývajı́cı́ch prvků. •

10.4. Definice. Blokové schéma typu (v,b, 3, r, λ) se nazývá systémem trojic. Pro λ = 1 se
systém trojic nazývá Steinerův.

10.5. Poznámka. Steinerovým systémem trojic je napřı́klad blokové schéma z přı́kladu 10.2.
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J. Steiner v roce 1853 zformuloval následujı́cı́ problém: Pro která přirozená čı́sla n lze rozdělit
n pı́smen do trojic tak, aby se každá (neuspořádaná) dvojice pı́smen vyskytovala v právě jedné
trojici?

Protože se ve Steinerových trojicı́ch každé pı́smeno vyskytuje s každým jiným pı́smenem
právě jednou, musı́ být čı́slo n − 1 sudé, tj. n ≡ 1(mod 2). (Stačı́ si totiž uvědomit, že každé
pı́smeno je ve trojici s dalšı́mi dvěma pı́smeny.)

Dále vı́me, že každá trojice obsahuje tři dvojice a každá dvojice se v trojicı́ch vyskytne

právě jednou. Odtud plyne, že celkový počet dvojic, což je čı́slo
(n

2

)
=

n(n − 1)

2
, musı́ být

násobek třı́. Celkově odtud plyne, že čı́slo n musı́ být tvaru 6k + 1, respektive 6k + 3, k ∈ N (tj.
n ≡ 1, 3(mod 6)).

V roce 1859 dokázal M. Riess, že tato nutná podmı́nka je současně postačujı́cı́, tj. platı́
následujı́cı́ tvrzenı́, které uvedeme bez důkazu.

10.6. Věta. Blokové schéma typu (n,b, 3, r, 1) existuje právě tehdy, když

n = 6k + 1 nebo n = 6k + 3, k ∈ N0,n ≥ 3.

Bud’dán Steinerův systém trojic typu (n,b, 3, r, 1). Jak jsme již uvedli v poznámce 10.5,
je počet všech dvojic roven čı́slu n(n−1)

2 . Každá trojice obsahuje tři dvojice, takže počet b všech
bloků je roven čı́slu n(n−1)

6 . Podle věty 10.3 dále platı́ r · 2 = n − 1, tj. r = n−1
2 .

Odtud a z věty 10.6 plyne

10.7. Věta. Na n-prvkové množině existuje systém Steinerových trojic právě tehdy, když n =

= 6k + 1 nebo n = 6k + 3 (k ∈ N0,n ≥ 3). V tom přı́padě je těchto trojic
n(n − 1)

6
a každý

prvek se vyskytuje v
n − 1

2
trojicı́ch.

10.8. Přı́klad. Uved’me Steinerovy systémy trojic pro nejmenšı́ tři možné hodnoty n, tj. n = 3,
n = 7 a n = 9.

n = 3 : 1 2 3

n = 7 :
1 2 3
1 4 5

1 6 7
2 4 6

2 5 7
3 4 7

3 5 6

n = 9 :
1 2 3
1 4 5
1 6 8

1 7 9
2 4 9
2 5 6

2 7 8
3 4 8
3 5 7

3 6 9
4 6 7
5 8 9
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10.9. Poznámka. Úlohu vedoucı́ na Steinerův systém trojic zformuloval ještě před Steinerem
v roce 1847 anglický matematik R. T. Kirkman. Jde o známý Kirkmanův problém 15 dı́vek: 15
školaček chodı́ denně na procházku seřazeno do pěti trojic. Lze je řadit do trojic tak, aby každá
s každou šla během 7 dnů ve trojici právě jednou?

Kladná odpověd’je vcelku jednoduchá. Rozpis procházek může být následujı́cı́:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

10 11 12
13 14 15

1 4 7
2 5 10
6 11 14
9 12 15
3 8 13

1 5 13
2 4 12
6 7 15
8 10 14
3 9 11

1 6 8
2 11 13
4 10 15
5 9 14
3 7 12

1 9 10
2 7 14
3 5 15
4 8 11
6 12 13

1 11 15
2 6 9
3 4 14
5 8 12
7 10 13

1 12 14
2 8 15
3 6 10
4 9 13
5 7 11

Jde o Steinerův systém trojic s parametry v = 15, b = 35, k = 3, r = 7, λ = 1, přičemž musı́
být splněna ještě dalšı́ podmı́nka: trojice musı́ být rozděleny na sedm třı́d po pěti trojicı́ch tak,
aby byl každý prvek v každé třı́dě právě jednou.

Dodnes nenı́ známo, pro která n má Kirkmanův problém, přesněji řečeno jeho přı́slušné
přeformulovánı́, řešenı́.

Úzkou souvislost s teoriı́ blokových schémat majı́ tzv. latinské čtverce.

10.10. Definice. Bud’dána libovolná n-prvková množina A (n ∈ N). Latinský čtvercem řádu
n rozumı́me čtvercovou tabulku o n řádcı́ch a n sloupcı́ch takovou, že v každém řádku a
každém sloupci je permutace všech prvků množiny A.

10.11. Přı́klad.

1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
3 4 5 1 2
4 5 1 2 3
5 1 2 3 4

1 2 3 4 5
2 1 4 5 3
3 4 5 1 2
4 5 2 3 1
5 3 1 2 4

jsou latinské čtverce řádu 5.
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10.12. Poznámka. Je zřejmé, že existujı́ latinské čtverce každého řádu n ∈ N. Z každého
latinského čtverce řádu n > 1 můžeme snadno utvořit dalšı́ latinské čtverce napřı́klad tak, že
změnı́me pořadı́ řádků, respektive sloupců, nebo provedeme nějakou permutaci prvků množiny
A nebo eventuálně uvedené postupy zkombinujeme.

Řekneme, že dva latinské čtverce jsou ekvivalentnı́, jestliže výše uvedeným způsobem lze
jeden převést na druhý.

Lehce lze dokázat, že každý latinský čtverec 5. řádu je ekvivalentnı́ právě s jednı́m z latin-
ských čtverců z přı́kladu 10.11.

Latinské čtverce se vyskytujı́ v nejrůznějšı́ch souvislostech. Utvořı́me-li napřı́klad obvyklou
tabulku násobenı́ v libovolné konečné grupě, obdržı́me zřejmě latinský čtverec.

Latinské čtverce majı́ rovněž jednoduchou geometrickou interpretaci. Považujme každé
z n2 mı́st v latinském čtverci za „bod“ a představme si následujı́cı́ „spojnice“ bodů: (1) řádky
latinského čtverce, (2) sloupce latinského čtverce, (3) body v nichž je vepsán stejný prvek. Tyto
spojnice tvořı́ tzv. 3-sı́t’ s n2 uzly. Každá spojnice je tvořena n body, spojnice téhož „typu“ se
neprotı́najı́ a každým bodem procházı́ právě jedna spojnice každého ze třı́ uvedených typů.

Naopak každou 3-sı́t’lze interpretovat jako latinský čtverec.

10.13. Definice. Bud’te dány dva latinské čtverce n-tého řádu utvořené
z prvků množiny A. Označme ai j , respektive bi j , prvek ležı́cı́ v průsečı́ku
i -tého řádku a j -tého sloupce prvnı́ho, respektive druhého latinského čtverce. Protože
|A2

| = n2, lze všechny prvky kartézského čtverce A2 vepsat do schématu utvořeného z n
řádků a n sloupců.
Řekneme, že tyto dva čtverce (ai j ) a (bi j ) jsou ortogonálnı́, když ve čtverci

(
ai j ,bi j

)
je každý

prvek z A2 právě jednou.

10.14. Přı́klad. Čtverce

1 2 3
2 3 1
3 1 2

a
2 3 1
1 2 3
3 1 2

jsou zřejmě ortogonálnı́, nebot’když z nich utvořı́me popsaným způsobem čtverec

12 23 31

21 32 13

33 11 22
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jsou v tomto čtverci všechny prvky kartézského součinu {1, 2, 3} × {1, 2, 3} (přičemž prvek
[i, j ] jsme zapsali stručně jako i j ).

Je zřejmé, že neexistujı́ ortogonálnı́ latinské čtverce 2. řádu. Jediné latinské čtverce 2. řádu
jsou totiž čtverce

1 2
2 1

a
2 1
1 2

a ty nejsou ortogonálnı́, nebot’ve čtverci

12 21

21 12

nejsou všechny prvky součinu {1, 2} × {1, 2}.

Problematiku existence ortogonálnı́ch latinských čtverců 6. řádu zpopularizoval Euler, když
v roce 1782 zformuloval slavnou úlohu o 36 důstojnı́cı́ch:

Sestavte 36 důstojnı́ků 6 různých hodnostı́ ze 6 různých pluků do čtverce tak,
aby v žádné řadě ani žádném zástupu nestáli dva důstojnı́ci stejné hodnosti ani
dva důstojnı́ci ze stejného pluku.

Je zřejmé, že tato Eulerova úloha vede na konstrukci dvou ortogonálnı́ch latinských čtverců
6. řádu. Protože se konstrukce těchto čtverců Eulerovi nedařila, vyslovil hypotézu, že neexistujı́
dva ortogonálnı́ latinské čtverce řádu n = 4k + 2, k = 0, 1, 2, . . . . (Podrobnosti viz ve cvičenı́
3 na konci této kapitoly.)

Pravdivost této hypotézy pro k = 0 jsme ukázali výše. Samotný Euler se nedožil vyřešenı́
tohoto problému pro k > 0. Teprve v roce 1900 dokázal francouzský matematik G. Tarry, že
neexistujı́ dva ortogonálnı́ latinské čtverce 6. řádu.

Vzhledem k tomu, že latinských čtverců 6. řádu je téměř 25 000 000 a Tarry své tvrzenı́
odvodil jistým systematickým výčtem, je jeho výkon opravdu pozoruhodný. (O počtu latinských
čtverců řádu n viz kapitolu 2, poznámku 8.16).
Eulerova hypotéza byla dlouho považována za správnou. Vyvrácena byla až v roce 1959, kdy
R. C. Bose a S. Shrikhande sestrojili dva ortogonálnı́ latinské čtverce 22. řádu.

Později Bose, Srikhande a E. T. Parker dokázali dokonce následujı́cı́ tvrzenı́:

10.15. Věta. Pro každé přirozené n > 2 kromě n = 6 existujı́ ortogonálnı́ latinské čtverce
n-tého řádu.

Důkaz. Důkaz nebudeme provádět, nebot’přesahuje rámec tohoto textu. K jeho provedenı́ je
třeba řady tvrzenı́ o blokových schématech. •



74 I. KOMBINATORIKA

10.16. Přı́klad. Ukažme dva ortogonálnı́ latinské čtverce 10. řádu.

00 49 17 96 28 83 75 61 52 34

76 11 59 27 90 38 84 03 63 45

85 70 22 69 37 91 48 13 04 56

58 86 71 33 09 47 92 24 15 60

93 68 80 72 44 19 57 35 26 01

67 94 08 81 73 55 29 46 30 12

39 07 95 18 82 74 66 50 41 23

21 32 43 54 65 06 10 77 88 99

42 53 64 05 16 20 31 89 97 78

14 25 36 40 51 62 03 98 79 87

Ortogonálnı́ latinské čtverce 10. řádu si můžeme znázornit také barevně (viz obr. 10.7):

Obr. 10.7: Ortogonálnı́ latinské čtverce 10. řádu

Z tohoto přı́kladu tedy plyne nesprávnost Eulerovy hypotézy již pro k = 2.

Důležitou částı́ kombinatoriky, těsně propojenou s teoriı́ blokových schémat, jsou tzv. ko-
nečné geometrie. Ukažme souvislost některých pojmů konečných geometriı́ s teoriı́ latinských
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čtverců.

10.17. Definice. Bud’ A 6= ∅ konečná množina, R ⊆ P(A). Necht’platı́:

(1) Pro každé x, y ∈ A, x 6= y, existuje právě jedna množina P ∈ R tak, že {x, y} ⊆ P.

(2) Pro každou množinu P ∈ R a pro každý prvek x ∈ A, x 6∈ P, existuje právě jedna
množina Q ∈ R taková, že x ∈ Q a P ∩ Q = ∅.

(3) Existujı́ tři navzájem různé prvky x, y, z ∈ A takové, že {x, y, z} nenı́ podmnožinou
žádné množiny P ∈ R.

Pak se dvojice (A,R) nazývá konečná afinnı́ rovina. Prvky množiny A se nazývajı́ body a
prvky množiny R přı́mky této roviny.

Ve shodě s obvyklou geometrickou terminologiı́ zavedeme následujı́cı́ definici.

10.18. Definice. Dvě disjunktnı́ přı́mky nazveme rovnoběžkami. Směrem v afinnı́ rovině
nazveme systém všech rovnoběžek s danou přı́mkou.
Skutečnost, že přı́mky P, Q jsou rovnoběžné, budeme značit symbolem P ‖ Q.

10.19. Věta. Necht’P, Q, R jsou přı́mky v konečné afinnı́ rovině. Necht’P ‖ Q, Q ‖ R, P 6= R.
Pak R ‖ P.

Důkaz. Připust’me, že existuje a ∈ P ∩ R. Pak by bodem a procházely dvě rovnoběžky
s přı́mkou Q, což nenı́ možné. •

10.20. Věta. Všechny přı́mky v konečné afinnı́ rovině majı́ stejný počet bodů.

Důkaz. I. Nejprve dokážeme, že stejný počet bodů majı́ všechny přı́mky téhož směru.
Necht’tedy v konečné afinnı́ rovině (A,R) existuje přı́mka P tvořená n body a1, . . . ,an.

Bud’ b ∈ A libovolný bod neležı́cı́ na přı́mce P (existence takového bodu plyne z vlastnosti
(3)). Podle (2) procházı́ tı́mto bodem právě jedna rovnoběžka Q s přı́mkou P. Nynı́ dokážeme,
že |Q| = n.

Pro každý bod ai ∈ P existuje podle (1) právě jedna přı́mka Ri taková, že {ai ,b} ⊆ Ri .
Pro ai 6= a j je zřejmě Ri 6= Rj . (Kdyby totiž Ri = Rj , ležely by body ai ,a j ,b na téže přı́mce,
avšak ai ,a j určujı́ přı́mku P a b 6∈ P.)

Zvolme ai ∈ P libovolně. Podle (2) procházı́ každým bodem a j ∈ P, a j 6= ai , právě jedna
přı́mka disjunktnı́ s Ri . Označme tuto přı́mku Sj . Kdyby byly přı́mky Sj a Q rovnoběžné,
musela by se přı́mka Sj rovnat přı́mce P, protože bodem a j procházı́ jediná rovnoběžka s Q.
To by však znamenalo, že ai ∈ Ri ∩ Sj , což je spor s předpokladem.
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Přı́mka Sj proto protne přı́mku Q v jednom bodě sj různém od b (nebot’ Sj ∩ Rj = {a j }).
Pro j 6= k přitom zřejmě platı́ sj 6= sk. Na přı́mce Q tak ležı́ body b, sj , j 6= i . Přitom je zřejmé,
že na Q nemůže ležet žádný dalšı́ bod. (Předpokládejme totiž, že existuje na Q dalšı́ bod c.
Podle (2) existuje přı́mka C tak, že c ∈ C, C ∩ Ri = ∅, tj. C 6= Q, nebot’b ∈ Q ∩ Ri . Je-li
c 6= sj , je C 6= Sj . Pak ale C protne přı́mku P v bodě různém od ai pro všechna i , což je spor.)

Dokázali jsme tak, že |Q| = n.
II. Necht’nynı́ A, B jsou dvě různé přı́mky, které nejsou rovnoběžné. Připust’me, že A je

tvořena n body a1, . . . ,an a na B ležı́ navzájem různé body b1, . . . ,bn+1. Zvolme označenı́ tak,
že průsečı́k přı́mek A, B je a1 = b1. Podle definice bodem bn+1 procházı́ rovnoběžka C s přı́mkou
A. Tato rovnoběžka má podle prvnı́ části důkazu n bodů; označme je c1, . . . , cn = bn+1.

Označme S1 přı́mku procházejı́cı́ body b1, c1 a zvolme na B libovolný bod bi 6= b1. Tı́mto
bodem procházı́ jediná rovnoběžka Si s přı́mkou S1. Tato rovnoběžka nutně protne přı́mky
A, B. Kdyby totiž byly napřı́klad přı́mky A a Si rovnoběžné, procházely by bodem a1 dvě
rovnoběžky s přı́mkou Si , a to přı́mky A a S1.

Označme Si ∩ A = a?i , Si ∩ B = b?i . Pro i 6= j však podle tvrzenı́ 10.19 platı́ a?i 6= a?j ,
b?i 6= b?j . To však nenı́ možné, nebot’na přı́mce B je vı́c bodů než na přı́mkách A a C.

Přı́mky A, B tedy musı́ obsahovat stejný počet bodů. •

10.21. Definice. Řádem konečné afinnı́ roviny rozumı́me počet bodů ležı́cı́ch na přı́mkách
v této rovině.

Snadno lze dokázat následujı́cı́ tvrzenı́.

10.22. Věta. Konečná afinnı́ rovina řádu n má n2 bodů a n2 + n přı́mek. Na každé přı́mce ležı́
n bodů a každým bodem procházı́ n + 1 přı́mek. Všechny přı́mky lze rozdělit do n + 1 směrů a
každý směr obsahuje n rovnoběžek.

Nynı́ je ovšem přirozená otázka, zda nějaká afinnı́ konečná rovina vůbec existuje.

10.23. Přı́klad. V tabulce 1.4 je popsána konečná afinnı́ rovina 4. řádu. Podle věty 10.22 musı́
obsahovat 16 bodů (jsou označeny arabskými čı́slicemi) a 20 přı́mek (jsou označeny řı́mskými
čı́slicemi). Každý z pěti směrů obsahuje čtyři přı́mky.

10.24. Poznámka. Sportovně založený čtenář může postřehnout, že afinnı́ rovina 4. řádu
uvedená v tabulce 1.4 je rozpisem rozjı́žděk při klasické ploché dráze, kdy 16 jezdců absolvuje
20 rozjı́žděk tak, že každý jezdec jede s každým právě v jedné rozjı́žd’ce.

Tabulka 1.4 je důkazem, že konečné afinnı́ roviny vskutku existujı́. Tı́m však vůbec nenı́
zodpovězena otázka, zda existuje konečná afinnı́ rovina libovolného řádu n ∈ N. Alespoň
částečnou odpověd’na tuto otázku nám dává teorie latinských čtverců.
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I 1 2 3 4
Prvnı́ II 5 7 6 8
směr III 10 11 9 12

IV 15 14 16 13

V 13 1 5 9
Druhý VI 14 10 2 6
směr VII 11 15 7 3

VIII 4 8 12 16

IX 6 16 1 11
Třetı́ X 12 5 15 2
směr XI 8 9 3 14

XII 13 4 10 7

XIII 7 12 14 1
Čtvrtý XIV 2 13 8 11
směr XV 16 3 10 5

XVI 9 6 4 15

XVII 1 8 10 15
Pátý XVIII 2 7 9 16
směr XIX 3 6 12 13

XX 4 5 11 14

Tabulka 1.4: Konečná afinnı́ rovina 4. řádu
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Jak latinské čtverce souvisejı́ s afinnı́mi rovinami si ukážeme na rovině uvedené v tabulce
1.4. (Porovnej následujı́cı́ konstrukci s definicı́ 3–sı́tě v poznámce 10.12.)

Seřad’me nejprve 16 bodů dané roviny do následujı́cı́ tabulky:

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Na prvnı́ pohled je vidět, že řádky v této tabulce jsou přı́mky 1. směru a sloupce přı́mky 2.
směru v dané rovině. Nynı́ si ukážeme, jak lze zapsat přı́mky dalšı́ch třı́ směrů.

Uvažujeme 3. směr, tj. přı́mky IX – XII. V uvedené čtvercové tabulce pak na mı́sta bodů
prvnı́ z těchto přı́mek, tj. přı́mky čı́slo IX, vepišme čı́slo 1. (Tj. nahradı́me jedničkou čı́sla
1,6,11,16.) Podobně cifrou 2 nahradı́me body přı́mky čı́slo X (tj. vepı́šeme dvojku mı́sto čı́sel
2,5,12,15). Když tuto úpravu provedeme analogicky i pro přı́mky čı́slo XI a XII, obdržı́me
čtverec

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

Nynı́ si uvědomme, že jsme zákonitě obdrželi latinský čtverec 4. řádu. Vzhledem k tomu,
že přı́mky 3. směru se neprotı́najı́ (jsou to rovnoběžky), nemůže se stát, aby jedno a totéž mı́sto
mělo být obsazeno různými ciframi. Protože každá přı́mka 3. směru protne každou přı́mku 1.
směru (zapsanou v některém řádku čtvercové tabulky) právě jednou a rovněž každou přı́mku
2. směru (zapsanou v některém sloupci) protne právě v jednom bodě, je v každém řádku a
každém sloupci vzniklého čtverce opravdu permutace čı́sel 1, 2, 3, 4, takže vzniklý čtverec je
nutně latinský.

Když nynı́ provedeme analogickou úvahu i pro přı́mky 4. a 5. směru, obdržı́me latinské
čtverce

1 2 3 4

3 4 1 2

4 3 2 1

2 1 4 3

a

1 2 3 4

4 3 2 1

2 1 4 3

3 4 1 2

Popsaným způsobem jsme pomocı́ roviny 4. řádu sestrojili tři latinské čtverce 4. řádu.
Jak se čtenář může snadno přesvědčit, jsou každé dva z těchto čtverců vzájemně ortogonálnı́.
Současně je snadné si uvědomit, že ortogonalita těchto čtverců je zákonitá.
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Popsanou konstrukci však nynı́ můžeme snadno obrátit. Budou-li dány libovolné tři vzá-
jemně ortogonálnı́ latinské čtverce 4. řádu, sestrojı́me z nich zpětně snadno afinnı́ rovinu 4.
řádu.

Uvedenou úvahu můžeme zcela analogicky provést pro každé přirozené n a tak dokázat
následujı́cı́ tvrzenı́.

10.25. Věta. Konečná afinnı́ rovina řádu n ≥ 3 existuje právě tehdy, když existuje n − 1
latinských čtverců n-tého řádu, z nichž každé dva jsou ortogonálnı́.

Jak jsme již uvedli, neexistujı́ ani dva ortogonálnı́ latinské čtverce 6. řádu. Proto z věty
10.25 okamžitě plyne

10.26. Důsledek. Neexistuje konečná afinnı́ rovina 6. řádu.

(Kdyby sportovnı́ činovnı́ci znali tento výsledek, pravděpodobně by nikdy nevznikla tzv.
„dlouhá plochá dráha“, při nı́ž jezdı́ v jedné rozjı́žd’ce 6 jezdců. Pro tuto soutěž podle důsledku
10.26 nelze sestrojit analogický „spravedlivý“ rozpis jako pro klasickou plochou dráhu.)

10.27. Poznámka. Dodnes nenı́ obecně známo, pro která n konečná afinnı́ rovina n-tého řádu
existuje. Jsou známy jen některé dı́lčı́ výsledky. Tak napřı́klad metodami analytické geometrie
lze odvodit tvrzenı́:

Je-li n = pk, kde p je prvočı́slo a k přirozené čı́slo, pak existuje konečná afinnı́
rovina řádu n.

Podstatně komplikovanějšı́ je důkaz následujı́cı́ho tvrzenı́:

Necht’ čı́slo n nenı́ součtem čtverců dvou přirozených čı́sel a necht’ n ≡

≡ 1(mod 4) nebo n ≡ 2(mod 4). Pak neexistuje afinnı́ rovina řádu n.

Podle uvedeného tvrzenı́ neexistuje napřı́klad afinnı́ rovina 14. řádu. Je však řada přı́padů,
kdy pro dané n neumı́me rozhodnout, zda afinnı́ rovina řádu n existuje. Nejmenšı́m takovým
čı́slem je n = 10.

Ke konstrukci afinnı́ roviny 10. řádu bychom potřebovali mı́t k dispozici 9 vzájemně
ortogonálnı́ch latinských čtverců 10. řádu. Podle přı́kladu 10.16 dva ortogonálnı́ latinské čtverce
10. řádu existujı́. Ani pomocı́ počı́tačů však dodnes nebyla nalezena ani jedna trojice vzájemně
ortogonálnı́ch latinských čtverců 10. řádu. Existence afinnı́ roviny 10. řádu tak dodnes nebyla
ani dokázána ani vyvrácena. Pro velkou obtı́žnost tohoto problému se mu často řı́ká matematický
„problém stoletı́“, i když mnohé jiné problémy jsou známějšı́ a populárnějšı́.

Kromě konečných afinnı́ch rovin jsou intenzivně studovány i konečné projektivnı́ roviny,
jejichž definice je v některých rysech obdobná.
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10.28. Definice. Bud’ A 6= ∅ konečná množina (jejı́ prvky budeme opět nazývat body), a
množina R ⊆ P(A) (jejı́ body budeme opět nazývat přı́mky). Necht’platı́:

(1) Pro každé x, y ∈ A, x 6= y, existuje právě jedna množina P ∈ R tak, že {x, y} ⊆ P.

(2) Každé dvě různé přı́mky se protı́najı́ v jediném bodě.

(3) Existujı́ čtyři navzájem různé prvky, z nichž žádné tři neležı́ na téže přı́mce.

Pak se dvojice (A,R) nazývá konečná projektivnı́ rovina.

Základnı́ vlastnosti projektivnı́ch rovin se odvı́jejı́ od následujı́cı́ho tvrzenı́, jehož důkaz je
elementárnı́ a proto jej přenecháme čtenáři.

10.29. Věta. V konečné projektivnı́ rovině existujı́ čtyři navzájem různé přı́mky, z nichž žádné
tři se neprotı́najı́ v témže bodě.

Z definice 10.28 a z věty 10.29 plyne základnı́ vlastnost projektivnı́ch rovin, tzv. princip
duality:

10.30. Věta. Každé tvrzenı́ v teorii konečných projektivnı́ch rovin zůstane v platnosti, když
v něm vzájemně zaměnı́me pojmy bod a přı́mka.

Snadné je odvodit i následujı́cı́ tvrzenı́.

10.31. Věta. V každé projektivnı́ rovině platı́:

(1) všechny přı́mky majı́ stejný počet bodů;

(2) každým bodem procházı́ stejný počet přı́mek;

(3) počet bodů na přı́mkách je stejný jako počet přı́mek procházejı́cı́ch jednotlivými body.

Má tedy smysl následujı́cı́ definice.

10.32. Definice. Necht’každá přı́mka konečné projektivnı́ roviny obsahuje n + 1 bodů. Pak
se čı́slo n nazývá řád dané roviny.

Z věty 10.31 a z definice 10.32 je zřejmé následujı́cı́ tvrzenı́.

10.33. Věta. Konečná projektivnı́ rovina řádu n má n2 + n + 1 bodů a n2 + n + 1 přı́mek.
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10.34. Poznámka. Konečná projektivnı́ rovina 2. řádu by měla, pokud existuje, obsahovat 7
bodů a 7 přı́mek. Čtenář snadno ověřı́, že takovou rovinou je napřı́klad Steinerův systém trojic
pro n = 7 v přı́kladu 10.8.

Odpověd’na otázku, pro která n existuje konečná projektivnı́ rovina tohoto řádu je stejná
jako u afinnı́ch rovin: konečná projektivnı́ rovina n-tého řádu existuje právě tehdy, když existuje
n − 1 navzájem ortogonálnı́ch latinských čtverců řádu n.

Cvičenı́

1. Zkonstruujte dva latinské čtverce pátého řádu, které majı́ shodný právě jeden řádek.

2. Dokažte, že mezi latinskými čtverci řádu n jich může existovat nejvýše n − 1 navzájem
ortogonálnı́ch.

3. Existuje zajı́mavá souvislost latinských čtverců se čtverci magickými, o nichž jsme se již
několikrát zmı́nili.

Připomeňme, že magickým čtvercem řádu n rozumı́me tabulku o n řádcı́ch a n sloupcı́ch,
do nı́ž jsou zapsána čı́sla 1, 2, . . . ,n2 tak, že součet čı́sel ve všech řádcı́ch, sloupcı́ch a
obou diagonálách je stejný. Snadno se ukáže, že uvedený součet v tomto přı́padě musı́ být
n ·
(
n2 + 1

)
2

. Vynecháme-li požadavek, aby daný součet byl v diagonálách, dostaneme

definici tzv. polomagického čtverce.

Nenı́ divu, že magické čtverce přitahovaly svými fascinujı́cı́mi vlastnostmi lidi již před
mnoha staletı́mi. Již v úvodnı́m paragrafu jsme se zmı́nili o magickém čtverci nazývaném
Saturn, který vznikne přepsánı́m konfigurace Lo-šu (viz obrázky 1.1 a 1.2).

Magické čtverce se objevovaly napřı́klad i ve výtvarném uměnı́. Uved’me za mnohé obraz
Albrechta Dürera Melancolia (viz obrázek 10.8; na obrázku 10.9 je detail magického
čtverce).

Již ve 13. stoletı́ popsal čı́nský matematik Jang-Hui řadu konstrukcı́ magických čtverců 3.
až 10. řádu. Řada těchto konstrukcı́ byla velmi důmyslná. Uved’me na ukázku napřı́klad
konstrukci magického čtverce 9. řádu, nazývaného Veliký Lo-šu.

Očı́slujme řádky a sloupce čtverce Lo-šu čı́sly 0, 1, 2. Dostaneme tak

0 1 2
0 4 9 2
1 3 5 7
2 8 1 6
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Obr. 10.8: Dürerův obraz Melancolia

Obr. 10.9: Detail Dürerova obrazu Melancolia
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Označme čı́slo v i -tém řádku a j -tém sloupci tohoto čtverce symbolem L(i, j ), (takže
napřı́klad L(1, 2) = 7). Čtverec „Veliký Lo-šu“ dostaneme tak, že při analogickém
očı́slovánı́ jeho řádků a sloupců čı́sly 0, 1, 2, . . . , 8 jsou jeho prvky G(i, j ) vytvořeny
podle pravidla:

G(3a + b, 3c + d) = L(a, c) + 9 · [L(b,d)− 1] , a,b, c,d = 0, 1, 2 .

Např.:
G(7, 2) = L(2, 0) + 9 · [L(1, 2)− 1] = 8 + 9 · (7 − 1) = 62

Dostaneme tak

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 31 76 13 36 81 18 29 74 11
1 22 40 58 27 45 63 20 38 56
2 67 4 49 72 9 54 65 2 47
3 30 75 12 32 77 14 34 79 16
4 21 39 57 23 41 59 25 43 61
5 66 3 48 68 5 50 70 7 52
6 35 80 17 28 73 10 33 78 15
7 26 44 62 19 37 55 24 42 60
8 71 8 53 64 1 46 69 6 51

Jiný zajı́mavý magický čtverec zkonstruoval známý vědec a politik Benjamin Franklin.
Je to čtverec 8. řádu

52 61 4 13 20 29 36 45
14 3 62 51 46 35 30 19
53 60 5 12 21 28 37 44
11 6 59 54 43 38 27 22
55 58 7 10 23 26 39 42
9 8 57 56 41 40 25 24
50 63 2 15 18 31 34 47
16 1 64 49 48 33 32 17

Tento čtverec je tzv. supermagický: když ho rozdělı́me na 4 bloky o 4 řádcı́ch a 4
sloupcı́ch, je každý z těchto bloků pseudomagický: součet každého řádku a každého
sloupce v těchto blocı́ch je 130, avšak jednotlivé bloky nejsou složeny z čı́sel 1,2, . . . ,
16.
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Intenzı́vně se magickými čtverci zabýval v 18. stoletı́ Euler. Slavný se stal jeho magický
čtverec 8. řádu

1 48 31 50 33 16 63 18
30 51 46 3 62 19 14 35
47 2 49 32 15 34 17 64
52 29 4 45 20 61 36 13
5 44 25 56 9 40 21 60
28 53 8 41 24 57 12 37
43 6 55 26 39 10 59 22
54 27 42 7 58 23 38 11

Tento čtverec totiž, kromě toho, že je magický, ukazuje postup šachového koně, který
přeskáče celou šachovnici (když z pole n skáče na pole n + 1). (Srovnej s přı́kladem 6.10
ve 2. kapitole.)

Euler také odvodil mimořádně zajı́mavou souvislost mezi magickými a latinskými
čtverci.

Často je mu připisována následujı́cı́ konstrukce magických čtverců lichého řádu, kterou
však již v 17. stoletı́ objevil francouzský velvyslanec v tehdejšı́m Siamu S. de la Loubére.
Tato konstrukce čtverce n-tého řádu pro liché n je následujı́cı́.

Vepı́šeme čı́slo 1 doprostřed prvnı́ho řádku. Máme-li již vepsáno čı́slo n, napı́šeme čı́slo
n + 1 o jeden řádek výš a jeden sloupec doprava, přičemž „nad“ prvnı́m řádkem je
poslednı́ řádek a „vpravo“ od poslednı́ho sloupce je prvnı́ sloupec. Pokud je čı́slo n + 1
již obsazeno, napı́šeme n + 1 pod čı́slo n.

Ilustrujme to na přı́kladu čtverce 5. řádu. Předepsaným postupem dostáváme

17 24 1 8 15
23 5 7 14 16
4 6 13 20 22

10 12 19 21 3
11 18 25 2 9

Euler ukázal, že když v takto vzniklém magickém čtverci n-tého řádu odečteme od
každého čı́sla jedničku a výsledek vyjádřı́me nikoliv dekadicky, ale v soustavě o základu
n (přičemž čı́slo 1 napı́šeme jako 01, 2 jako 02 atd.), dostaneme popis ortogonálnı́ch
latinských čtverců n-tého řádu.

Tak napřı́klad z výše uvedeného magického čtverce dostaneme (nebot’16 dekadicky je
31 v pětkové soustavě apod.)
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31 43 00 12 24
42 04 11 23 30
03 10 22 34 41
14 21 33 40 02
20 32 44 01 13

Uvedeným postupem lze tedy sestrojit ortogonálnı́ latinské čtverce pro každé liché n.
Tyto úvahy Eulera přivedly k formulaci úlohy o 36 důstojnı́cı́ch.



Kapitola 2

TEORIE GRAFŮ

1 Co to je teorie grafů a kdy vznikla

Odpověd’ na uvedené otázky je tentokrát poněkud jednoduššı́ než tomu bylo u analogických
otázek v 1. kapitole.

Teorie grafů je relativně samostatná část diskrétnı́ matematiky; pochopenı́ základnı́ch pojmů
této teorie nevyžaduje hluboké znalosti jiných matematických disciplı́n. Většina pojmů o nichž
budeme v této kapitole hovořit, má vcelku jednoduchou a názornou interpretaci. Podobně jako
v 1. kapitole si však musı́me uvědomit, že se budeme zabývat pouze těmi nejjednoduššı́mi
pojmy a že jednoduchá formulace problematiky vůbec nepředznamenává jednoduchost řešenı́
daných problémů.

V matematice se s pojmem „graf“ setkáváme často a v nejrůznějšı́ch souvislostech. Běžně
napřı́klad hovořı́me o „grafech funkcı́“. Teorie grafů se však zabývá objekty zcela jiného druhu.
V tomto paragrafu ještě nepodáme zcela přesnou definici pojmu „graf“. Pokusı́me se pouze
o vysvětlenı́ intuitivnı́ho velmi názorného smyslu tohoto pojmu, stručně uvedeme, jak a kdy
se tento pojem v matematice objevil a naznačı́me, proč má teorie grafů četné aplikace nejen
v matematice, ale i v řadě nematematických oborů.

Ve světové literatuře patrně neexistuje učebnice teorie grafů, v nı́ž by se dřı́ve nebo později
neobjevila známá úloha o sedmi mostech města Královce, nebot’v souvislosti s touto úlohou se
v matematice poje „graf“ objevil poprvé.

Jak tato úloha znı́? Městem Königsberg (česky Královec, dnešnı́ Kaliningrad v Rusku) teče
řeka Pregel. V této řece jsou dva ostrovy, které byly s pevninou a vzájemně propojeny sedmi
mosty. Na obrázku 1.1 je schéma popisované situace na dobové kresbě.

Když si obrázek překreslı́me do schématu na obrázku 1.2, dostaneme následujı́cı́ schéma:
Úkolem je zjistit, zda je možné vyjı́t z jednoho mı́sta, projı́t po každém mostě právě jednou

a skončit procházku ve výchozı́m bodě.

86
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Obr. 1.1: Kresba 7 mostů v Königsbergu

Obr. 1.2: Schéma 7 mostů v Königsbergu
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Tuto úlohu řešil (a vyřešil) v roce 1736 L. Euler. Ten samozřejmě dobře věděl, že řešenı́
nezávisı́ na délce mostů, šı́řce řeky a podobně, ale pouze na tom, které části města jsou
jednotlivými mosty propojeny. Znázornı́me-li si jednotlivé části města jako kroužky v rovině a
mosty jako spojnice přı́slušných částı́, je okamžitě zřejmé, že vyřešit uvedenou úlohu znamená,
názorně řečeno, „namalovat jednı́m tahem“ „graf“ na obr. 1.3.

Obr. 1.3: Grafová interpretace úlohy o 7 mostech

Euler samozřejmě řešil nejen uvedenou úlohu (čtenář pravděpodobně vı́, že požadovanou
procházku uskutečnit nelze), ale vyřešil obecně, které „grafy“ lze jednı́m tahem namalovat (jak
o tom budeme hovořit v paragrafu 6).

Po uvedeném Eulerově výsledku se vı́ce než 100 let „grafová“ problematika v matematice
neobjevila. Až v polovině 19. stoletı́ se anglický matematik A. Cayley zabýval otázkou, kolik
existuje izomerů uhlovodı́ku CnH2n+2. (Jak čtenář patrně vı́, prvnı́ tři členy uhlovodı́kové
řady, tj. metan, etan, propan, majı́ jediný izomer, čtvrtý člen již má izomery dva – butan a
izobutan). Cayley udělal v podstatě tutéž abstrakci jako Euler. Když si znázornil jednotlivé
atomy jako kroužky v rovině a spojil „hranou“ kroužky znázorňujı́cı́ ty atomy, mezi nimiž
je chemická vazba, převedl „chemický“ problém na problém nalezenı́ počtu „různých“ grafů
předepsaného typu, jak je uvádı́me na obr. 1.4. (Kroužky, z nichž „vycházejı́“ čtyři hrany,
odpovı́dajı́ atomům uhlı́ku, kroužky, z nichž vycházı́ jediná hrana, odpovı́dajı́ atomům vodı́ku.
Jak uvidı́me v paragrafu 4, jsou uvedené grafy přı́padem tzv. „stromů“.)

Analogicky se přirozeným způsobem k pojmu „graf“ dostal G. Kirchhoff ve svých pracech
o elektrických obvodech.

V téže době, tj. zhruba v polovině 19. stoletı́, začı́ná historie jednoho z nejslavnějšı́ch
problémů teorie grafů, tzv. problému čtyř barev. O tomto problému budeme podrobněji hovořit
v paragrafu 8.

Prvnı́ „grafovou“ práci v české matematické literatuře publikoval v roce 1926 O. Borůvka,
když vyřešil otázku, jak elektrifikovat danou skupinu měst sı́tı́ minimálnı́ délky (o tomto
problému budeme obecněji hovořit v paragrafu 4).

Prvnı́ monografii o teorii grafů uveřejnil v roce 1936 mad’arský matematik D. König. Jeho
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(a) (b) (c) (d) (e)

Obr. 1.4: Grafy izomerů uhlovodı́ku

kniha Theorie der endlichen und unendlichen Graphen byla vpravdě průkopnická a po dlouhá
desetiletı́ ve světě prakticky jediná.

Doslova bouřlivý rozvoj prodělává teorie grafů v poslednı́ch zhruba čtyřiceti letech, kdy se
neustále rozšiřuje spektrum aplikacı́ této teorie.

Nynı́ je snad již alespoň částečně zřejmé, jaké objekty se tedy v teorii grafů studujı́.
Bud’dána nějaká množina V 6= ∅ (ve většině přı́padů konečná). Jejı́ prvky nazveme vrcholy

nebo též uzly. Představme si tyto vrcholy jako malé kroužky v rovině. Některé dvojice vrcholů
mohou být vzájemně spojeny tzv. hranou. V některých „grafech“ mohou být dva vrcholy
spojeny i vı́ce než jednou hranou (takový je napřı́klad graf na obr. 1.3), někdy je přı́pustná mezi
vrcholy nejvýše jedna hrana (jako napřı́klad v grafech na obr. 1.4). V některých grafech jsou
hrany „orientovány“, tj. je vyznačen směr, od kterého uzlu ke kterému přı́slušná hrana vede;
takové hrany nazýváme šipky. V některých grafech se připouštějı́ tzv. smyčky, tj. hrany vedoucı́
z uzlu do sebe samého. Někdy se dokonce připouštějı́ „hrany“ spojujı́cı́ vı́ce než dva uzly. (Pak
hovořı́me obvykle o tzv. hypergrafu.)

Přitom je jistě zřejmé (a později to přesně ukážeme), že „grafy“ ve výše uvedeném smyslu
lze definovat abstraktně, nezávisle na způsobu jejich konkrétnı́ho „nakreslenı́“. Toto kreslenı́
bude důležité jen v některých přı́padech (napřı́klad v paragrafu 7, kde se budeme zabývat tzv.
rovinnými grafy).

Některé přı́pady, které lze popsat pomocı́ grafů, jsme uvedli na začátku tohoto paragrafu.
Čtenář si jistě dovede představit řadu dalšı́ch situacı́, které lze takto charakterizovat.

Grafem je napřı́klad automapa ČR. Vrcholy jsou jednotlivé obce, hrany jsou přı́slušné
silnice. Tento graf je navı́c tzv. ohodnocený – jednotlivým hranám jsou připsána kladná čı́sla
(vzdálenosti). Grafem je schéma zapojenı́ barevného televizoru i plán vodovodnı́ sı́tě města
Brna. Pomocı́ grafů lze popsat výrobnı́ procesy i vztahy mezi pracovnı́ky v daném závodě.
Pomocı́ pojmů teorie grafů lze charakterizovat strukturu programu pro počı́tač i rozpis sportovnı́
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soutěže atd. Za grafy lze považovat hasseovské diagramy uspořádaných množin a vůbec každou
množinu, na nı́ž je definována binárnı́ relace.

I pro teorii grafů platı́ to, co jsme uvedli již v 1. kapitole. Chceme-li napřı́klad v konečném
ohodnoceném grafu najı́t „nejkratšı́ cestu“ z jednoho vrcholu do druhého, mohlo by se zdát
nejjednoduššı́ všechny cesty vypsat (je jich přece pouze konečně mnoho), a pak mezi nimi
vybrat tu nejkratšı́. Nemožnost tohoto postupu vyplývá z toho, že již pro poměrně „malé“ grafy
je všech možnostı́ tak mnoho, že ani pomocı́ počı́tačů nenı́ uvedený postup realizovatelný.

U řady jednoduše fomulovatelných úloh nenı́ dodnes nalezen „efektivnı́“ algoritmus pro
jejich řešenı́. Jmenujme za mnohé alespoň tzv. problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho: Obchodnı́
cestujı́cı́ má projı́t danou množinou měst a vrátit se tam, odkud vyšel. Náklady na jeho cestu
přitom majı́ být co nejmenšı́.

Je zřejmé, že tuto situaci lze popsat ohodnoceným grafem, v němž vrcholy jsou jednotlivá
města, hranou spojı́me města mezi nimiž je přı́mé dopravnı́ spojenı́ a každé hraně přiřadı́me
náklady spojené s cestovánı́m mezi danými vrcholy.

Jakkoliv jednoduchý se uvedený problém zdá, jde o jeden z nejkomplikovanějšı́ch problémů
diskrétnı́ matematiky.

V závěru tohoto paragrafu je nutno ještě uvést, že terminologie v této oblasti nenı́ ustálená
a jednotná ani ve světové ani v české matematické literatuře. Dokonce i samotný pojem „graf“
může mı́t v různých knihách odlišný význam, podle toho, jaký cı́l autor sleduje.

My budeme v dalšı́m grafem rozumět to, co se často nazývá obyčejný graf (neorientovaný
graf bez smyček a bez násobných hran). Vzájemný poměr jednotlivých typů grafů (orientova-
ných, neorientovaných, multigrafů, hypergrafů atd.) popı́šeme v paragrafu 9.

2 Základnı́ pojmy

2.1. Definice. Bud’U 6= ∅ libovolná množina, bud’H ⊆ P2(U ). Uspořádanou dvojici [U, H ]
nazýváme graf .
Prvky množiny U nazýváme uzly (nebo též vrcholy) grafu, prvky množiny H hrany grafu
[U, H ].

2.2. Poznámka. (a) Uvědomme si, že podle definice je množina uzlů vždy neprázdná, avšak
množina hran může být prázdná.

(b) Necht’ U je třı́prvková množina {x, y, {x, y}}, H bud’ množina
{{x, y}, {x, {x, y}}}. Pak je podle definice 2.1 [U, H ] graf. Popis tohoto grafu je však ne-
přehledný, nebot’{x, y} je současně jeden z uzlů i jedna z hran. Abychom se vyhnuli podobným
nepřı́jemnostem, budeme nadále automaticky předpokládat (respektive označenı́ volit tak), že
U ∩ H = ∅.
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(c) Uvědomme si, že v grafu [U, H ] každé dva uzly tvořı́ nejvýše jednu hranu.
(d) Je-li [U, H ] graf, pak jsou hrany dvouprvkové podmnožiny množiny U . Mı́sto {x, y} ∈

∈ H budeme obvykle užı́vat jednoduššı́ho zápisu xy ∈ H , tj. budeme hovořit o hranách
xy,uv,ab a podobně. (Přitom je zřejmé, že xy ∈ H právě tehdy, když yx ∈ H , tj. hrany
jsou podle definice „neorientované“.) Je-li x ∈ U , nenı́ xx hrana (tj. v našem grafu neexistujı́
„smyčky“).

(e) Podle definice může být množina uzlů grafu [U, H ] konečná i nekonečná. Řı́káme,
že [U, H ] je konečný graf , je-li U konečná množina. V dalšı́m budeme převážně hovořit
o konečných grafech.

(f) Grafy si budeme často představovat tak, jak jsme to uvedli již v paragrafu 1. Je-li [U, H ]
graf, představı́me si uzly jako malé kroužky v rovině, dva uzly x, y pak spojı́me nějakou křivkou
(nejčastěji — ne však nutně — úsečkou) právě tehdy, když xy ∈ H . Zı́skaný obrázek je v mnoha
přı́padech užitečný, uvědomme si však, že jeden a tentýž graf lze znázornit obrázky, z nichž
nemusı́ být vůbec zřejmé, že jsou to nakreslenı́ téhož grafu. Je-li napřı́klad U = {a,b, c,d} a
H = P2(U ), je na všech obrázcı́ch 2.5a–c nakreslen tento graf [U, H ].

(a) (b) (c)

Obr. 2.5: Různá nakreslenı́ grafu K4

(g) Terminologie teorie grafů často vycházı́ z takto konstruovaných obrázků. Tak napřı́klad
řı́káme, že x, y jsou koncové uzly hrany xy, o uzlech u, v ∈ U řı́káme, že jsou sousednı́, pokud
uv ∈ H , hrana ab spojuje uzly a,b, hrana xy je incidentnı́ s uzly x, y atd.

2.3. Definice. Úplným grafem na množině U 6= ∅ rozumı́me graf [U,P2(U )]. (Tzn., že
v úplném grafu jsou každé dva uzly spojeny hranou.)
Úplný graf na množině U je obvyklé značit symbolem Kn, kde n = |U |.
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Na obrázcı́ch 2.5a–c je tedy nakreslen graf K4.

2.4. Definice. Bud’te dány grafy G1 = [U1, H1], G2 = [U2, H2]. Pak řı́káme, že:

(a) G1 = G2, jestliže U1 = U2, H1 = H2,

(b) G1 je podgrafem grafu G2, jestliže U1 ⊆ U2, H1 ⊆ H2,

(c) G1 je faktorem grafu G2, je-li podgrafem grafu G2 a U1 = U2,

(d) G1 je vlastnı́m podgrafem grafu G2, je-li podgrafem tohoto grafu a přitom G1 6= G2,

(e) G1,G2 jsou disjunktnı́, jestliže U1 ∩ U2 = ∅,

(f) G1,G2 jsou komplementárnı́, jestliže U1 = U2, H1 ∩ H2 = ∅, H1 ∪ H2 = P2(U ).

2.5. Přı́klad. Na obr. 2.6a,b jsou vzájemně komplementárnı́ vlastnı́ podgrafy grafu K4. Oba
uvedené grafy jsou současně faktory grafu K4.

(a) (b)

Obr. 2.6: Komplementárnı́ podgrafy grafu K4

2.6. Definice. Bud’ [U, H ] graf. Řekneme, že uzel x ∈ U je konečného stupně, jestliže
inciduje s konečným počtem hran. V opačném přı́padě je x uzel nekonečného stupně.
Je-li x uzel konečného stupně, označı́me počet hran, které s tı́mto uzlem incidujı́, symbolem
st x. Toto čı́slo nazýváme stupeň uzlu x. Je-li st x = 0, nazývá se uzel x izolovaný.

2.7. Poznámka. (a) Platı́
st x = |{y ∈ U ; xy ∈ H}| .
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(b) V grafu na obr. 2.6a platı́ st a = st b = st d = 2, st c = 0, takže c je izolovaný uzel tohoto
grafu.

V grafu na obr. 2.6b platı́ st a = st b = st d = 1, st c = 3.
V grafu Kn je zřejmě stupeň každého uzlu roven čı́slu n − 1.
(c) Je zřejmé, že v konečném grafu je každý uzel konečného stupně. I v nekonečném

grafu však mohou být samozřejmě všechny uzly konečného stupně. Napřı́klad na obr. 2.7 je
nekonečný graf, jehož každý uzel má stupeň 2.

Obr. 2.7: Graf, jehož všechny uzly majı́ stupeň 2

Zvolı́me-li však za množinu uzlů napřı́klad množinu R všech reálných čı́sel a definujeme-li
množinu H hran takto:

x, y ∈ R, xy ∈ H ⇐⇒ |x − y| ∈ Q,

je zřejmě [R, H ] nekonečný graf, v němž jsou všechny uzly nekonečného stupně. Tento graf
samozřejmě nakreslit (ani schématicky) dost dobře nenı́ možné.

2.8. Věta. Bud’[U, H ] konečný graf. Pak platı́∑
x∈U

st x = 2 · |H |.

Důkaz. Indukcı́ vzhledem k čı́slu |H |. Je-li |H | = 0, tj. H = ∅, je tvrzenı́ zřejmé, nebot’st x = 0
pro každý uzel x ∈ U . Necht’tvrzenı́ platı́ pro každý graf na množině uzlů U , který má nejvýše
h hran. Bud’nynı́ G = [U, H ] takový graf, že |H | = h+1. Bud’xy ∈ H libovolná hrana. V grafu
G∗ = [U, H − {x, y}] je h hran, takže v G∗ platı́

∑
x∈U

st x = 2 · h. Stupně všech uzlů v G a G∗

jsou však stejné až na uzly x, y, které majı́ v G stupeň o jedničku většı́ než v G∗. Odtud zřejmě
plyne, že v G platı́

∑
x∈U

st x = 2 · h + 2 = 2 · (h + 1). •

V důkazu věty 2.11 využijeme následujı́cı́ho označenı́.

2.9. Definice. Bud’G = [U, H ] konečný graf, k ∈ N0 bud’libovolné. Pak klademe

σk(G) = |{x ∈ U ; st x = k}|.
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Symbol σk(G) tak udává počet uzlů stupně k v grafu G. Je evidentnı́, že pouze pro konečně
mnoho k ∈ N0 je σk(G) 6= 0. (Předpokládáme, že G je konečný!)

Napřı́klad v grafu na obrázku 2.6a je σ0 = 1, σ2 = 3, σk = 0 pro 0 6= k 6= 2. V grafu na obr.
2.6b platı́ σ1 = 3, σ3 = 1, σk = 0 pro ostatnı́ k.

Z definice čı́sel σk je zřejmé, že platı́

2.10. Pomocná věta. Bud’G = [U, H ] konečný graf. Pak

∑
x∈U

st x =
∞∑
k=0

k · σk(G).

Následujı́cı́ho elementárnı́ho tvrzenı́ budeme často využı́vat.

2.11. Věta. Počet uzlů lichého stupně v každém konečném grafu je sudý.

Důkaz. Bud’G = [U, H ] konečný graf. Počet uzlů lichého stupně je roven čı́slu
∞∑
j =0
σ2 j +1. Přitom

∞∑
j =0

j · σ j =
∞∑
j =0

2 j · σ2 j +
∞∑
j =0

(2 j + 1) · σ2 j +1 =

=
∞∑
j =0

2 j · (σ2 j + σ2 j +1) +
∞∑
j =0

σ2 j +1.

Odtud celkem
∞∑
j =0

σ2 j +1 = 2 · |H | −

∞∑
j =0

2 j · (σ2 j + σ2 j +1).

Protože na pravé straně poslednı́ rovnosti stojı́ prokazatelně čı́slo sudé, je i čı́slo
∞∑
j =0
σ2 j +1 sudé.

•

2.12. Poznámka. (a) Pro nekonečné grafy tvrzenı́ 2.11 zřejmě neplatı́. Napřı́klad v grafu na
obr. 2.8 existuje právě jeden uzel lichého stupně.

(b) Stupně uzlů grafu hrajı́ důležitou roli v řadě úvah. Jedna z typických úloh spočı́vá
v následujı́cı́m: bud’dána konečná posloupnost a1,a2, . . . ,an nezáporných celých čı́sel. Tato
posloupnost se nazývá grafová, když existuje graf [U, H ] takový, že U = {u1, . . . ,un}, st ui =
= ai , i = 1, . . . ,n. Snadno lze ukázat, že existujı́ posloupnosti, které nejsou grafové. Nutná a
dostatečná podmı́nka toho, aby posloupnost byla grafová, je uvedena napřı́klad v [10], str. 37.
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Obr. 2.8: Graf s jediným uzlem lichého stupně

2.13. Definice. Řekneme, že graf [U, H ] je pravidelný graf k-tého stupně (nebo stručně
jenom k-pravidelný graf ), jestliže st x = k pro každý uzel x ∈ U .

2.14. Přı́klad. (a) Úplný graf Kn je pravidelný graf stupně n − 1.
(b) Na obr. 2.9a je konečný a na obr. 2.9b nekonečný pravidelný graf 3. stupně.

(a)

(b)

Obr. 2.9: Pravidelné grafy 3. stupně

2.15. Poznámka. Z věty 2.11 bezprostředně plyne, že v konečném pravidelném grafu lichého
stupně je počet uzlů sudý.

V závěru tohoto paragrafu se stručně zmı́nı́me o tom, jakým způsobem je možno graf zadat.
Uvažujme napřı́klad graf na obr. 2.10. Tento graf je jistě přehledný a z obrázku je čtenáři

okamžitě jasné, o jakém grafu hovořı́me. Zadánı́ grafu jeho nakreslenı́m je proto jedno z nej-
častějšı́ch. Mnohdy je však nutno volit zadánı́ jiné. Obrázek může být nepřehledný a napřı́klad
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2

64 5

1 3

Obr. 2.10:

jako vstup do počı́tače je (alespoň prozatı́m) prakticky nepoužitelný. V těchto přı́padech je
nejobvyklejšı́ graf zadat pomocı́ vhodně sestavené posloupnosti nebo pomocı́ jistých matic.
Ukažme si alespoň některé z nejběžnějšı́ch možnostı́.

Pro zadánı́ grafu je vhodné označit uzly přirozenými čı́sly 1, . . . ,n (jak jsme to udělali na
obr. 2.10). Označı́me-li graf na obr. 2.10 jako [U, H ], je

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

H = {{1, 4}, {1, 5}, {2, 5}, {3, 5}, {3, 6}, {5, 6}}

Zápis tohoto grafu lze „zakódovat“ následujı́cı́ posloupnostı́:

(6, 6, 1, 4, 1, 5, 2, 5, 6, 1, 1, 4, 1, 2, 3, 6, 2, 3, 5).

(Jak čtenář jistě postřehl, udává prvnı́ čı́slo počet uzlů, druhé počet hran, a pak následuje soupis
všech hran, přičemž závorky v označenı́ hran můžeme pochopitelně vynechat.)

Tentýž graf však můžeme popsat i jinou posloupnostı́ napřı́klad takto:

(6, 6, 2, 4, 5, 1, 5, 2, 5, 6, 1, 1, 4, 1, 2, 3, 6, 2, 3, 5).

Prvnı́ čı́slo udává počet uzlů, druhé počet hran; pak postupně následuje stupeň uzlu 1 (který je
roven 2) a výčet s nı́m sousedı́cı́ch uzlů (což jsou uzly 4 a 5), dále stupeň uzlu 2 (který je roven
1) a sousednı́ uzel (tj. 5) atd.

Matici sousednosti grafu [U, H ] sestavı́me z nul a jedniček tak, že ai j = 1 právě tehdy,
když i j ∈ H .

Matice sousednosti grafu na obr. 2.10 je uvedena v tabulce 2.1.
Tak zvanou znaménkovou matici obdržı́me tak, že v matici sousednosti mı́sto jedniček

napı́šeme znaménko + a mı́sto nul znaménko -.
Dalšı́mi možnostmi — a je jich celá řada — se nebudeme zabývat.
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0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0


Tabulka 2.1: Matice sousednosti grafu z obr. 2.10

3 Souvislé grafy

3.1. Definice. Bud’ [U, H ] graf, x0, xn ∈ U bud’te libovolné uzly. Posloupnost uzlů a hran
tvaru

x0, x0x1, x1, x1x2, . . . , xn−1, xn−1xn, xn

se nazývá sled začı́najı́cı́ v uzlu x0 a končı́cı́ v uzlu xn. Uzly x1, . . . , xn−1 nazýváme vnitřnı́
uzly tohoto sledu, čı́slo n (tj. počet hran ve sledu) nazýváme délkou tohoto sledu.

3.2. Přı́klad. V grafu na obr. 2.10 je napřı́klad

1, 15, 5, 52, 2, 25, 5, 53, 3

sled délky 4 začı́najı́cı́ v uzlu 1 a končı́cı́ v uzlu 3.

3.3. Poznámka. (a) Podle definice je každý uzel sledem nulové délky.
(b) Existuje-li mezi dvěma různými uzly sled, existuje mezi nimi zřejmě nekonečně mnoho

sledů. Můžeme totiž, jednoduše řečeno, kteroukoliv hranu v daném sledu libovolně mnohokrát
opakovat. Napřı́klad v grafu na obr. 2.10 existujı́ mezi uzly 1 a 2 sledy

1, 15, 5, 52, 2

1, 15, 5, 52, 2, 25, 5, 52, 2

1, 15, 5, 52, 2, 25, 5, 52, 2, 25, 5, 52, 2 atd.

Vzhledem k tomu, že ve sledu se mohou hrany i uzly opakovat, má smysl následujı́cı́
definice.

3.4. Definice. Sled, v němž se neopakuje žádná hrana, se nazývá tah v daném grafu. Je-li
počátečnı́ uzel tahu roven koncovému, nazývá se tah uzavřený. V opačném přı́padě se tento
tah nazývá otevřený.
Sled, v němž se neopakuje žádný uzel, se nazývá cesta.



98 II. TEORIE GRAFŮ

3.5. Poznámka. Je zřejmé, že každá cesta je tahem, avšak opačné tvrzenı́ obecně neplatı́.
Napřı́klad v grafu na obrázku 2.10 je 2, 25, 5, 53, 3, 36, 6, 65, 5, 51, 1 otevřený tah, avšak

nenı́ to cesta, nebot’se opakuje uzel 5.

3.6. Věta. Necht’v grafu [U, H ] existuje mezi uzly x, y ∈ U , x 6= y sled. Pak mezi nimi existuje
v daném grafu alespoň jedna cesta.

Důkaz. Tvrzenı́ je vcelku zřejmé. Necht’je dán sled mezi uzly x, y:

x = x0, x0x1, . . . , xn−1, xn−1xn, xn = y.

Pokud tento sled nenı́ cestou, existujı́ xi , x j , i < j , tak, že xi = x j . Pak ale je x0, . . . , xi , x j x j +1, x j +1, . . . , xn

opět sled mezi uzlu x, y. (Z původnı́ho sledu jsme „vyškrtli“ úsek od xi do x j .) Nenı́-li takto
zı́skaný sled cestou, musı́ se v něm nějaký uzel opakovat. Přı́slušnou část sledu pak můžeme
opět vyškrtnout. Po konečném počtu kroků pak z původnı́ho sledu jistě zůstane cesta z x do y.
•

3.7. Přı́klad. V grafu na obr. 2.10 existujı́ mezi uzly 1 a 3 dvě cesty: jedna má délku 2, druhá
délku 3.

3.8. Definice. Graf, v němž mezi každými dvěma uzly existuje sled, se nazývá souvislý.

3.9. Poznámka. Podle poznámky 3.3a je každý graf tvořený jediným uzlem souvislý. Souvislý
je i graf na obr. 2.10, avšak graf na obr. 2.6a souvislý nenı́, nebot’v něm neexistuje sled napřı́klad
mezi uzly a a c.

V dalšı́m budeme potřebovat následujı́cı́ tvrzenı́.

3.10. Věta. Bud’[U, H ] souvislý graf, x ∈ U , st x = 1, xy ∈ H hrana incidentnı́ s uzlem x.
Pak je graf [U − {x}, H − {xy}] souvislý.

Důkaz. Bud’te u, v ∈ U −{x} libovolné dva navzájem různé uzly. (Kdyby takové dva uzly nee-
xistovaly, bylo by U = {x, y}, H = {xy} a graf
[U − {x}, H − {xy}] by byl [{y},∅], což je souvislý graf podle poznámky 3.9). Protože je
[U, H ] souvislý, existuje v něm sled mezi uzly u, v a podle věty 3.6 existuje mezi těmito uzly
alespoň jedna cesta. Nynı́ si stačı́ uvědomit, že na žádné cestě mezi uzly u, v nemůže ležet hrana
xy. (Uzel x by totiž musel být vnitřnı́m uzlem této cesty. Protože x inciduje pouze s hranou xy,
obsahuje daná cesta úsek . . . , y, yx, x, xy, y, . . . . Pak to ale nenı́ cesta, nebot’v daném sledu
se opakuje uzel y.) Každá cesta mezi u, v je tedy sledem v [U − {x}, H − {xy}], takže tento
graf je souvislý. •
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3.11. Poznámka. Graf [U − {x}, H − {xy}] je tedy souvislý vlastnı́ podgraf grafu [U, H ] (za
předpokladů věty 3.10).

Bud’[U, H ] libovolný graf. Definujeme-li na množině U relaci ∼ takto:

x ∼ y ⇐⇒ existuje sled mezi uzly x, y,

je zřejmé, že relace ∼ je ekvivalence na množině U . (Reflexivita plyne z poznámky 3.9,
symetrie a tranzitivita je zřejmá.) Tato ekvivalence určuje rozklad U/∼ na množině U . Pro
každý uzel x ∈ U označme U (x) tu třı́du tohoto rozkladu, v nı́ž ležı́ uzel x. Je tedy

U (x) = {t ∈ U ; existuje sled mezi uzly t, x}.

Označı́me-li
H(x) = {uv ∈ H ; u ∈ U (x), v ∈ U (x)},

je zřejmě [U (x), H(x)] podgraf grafu [U, H ] (pro každý uzel x ∈ U ).

3.12. Definice. Bud’[U, H ] graf, x ∈ U libovolný uzel. Podgraf

[U (x), H(x)]

grafu [U, H ] se nazývá komponenta grafu [U, H ] přı́slušná uzlu x.

3.13. Poznámka. Je zřejmé, že graf [U, H ] je souvislý právě tehdy, když má právě jednu
komponentu.

Komponenty grafu jsou — jinak řečeno — maximálnı́ souvislé podgrafy daného grafu.

3.14. Poznámka. Souvislé grafy lze rovněž považovat za metrické prostory. Je-li totiž [U, H ]
souvislý graf a x, y ∈ U libovolné uzly, existuje mezi těmito uzly podle věty 3.6 alespoň
jedna cesta. Mezi cestami z uzlu x do uzlu y jistě existuje cesta minimálnı́ délky. Označme
jejı́ délku % (x, y). Pro čtenáře bude jistě snadným cvičenı́m ověřenı́ toho, že pro každé tři uzly
x, y, z ∈ U platı́:

(a) % (x, y) = 0 právě tehdy, když x = y,

(b) % (x, y) = % (y, x),

(c) % (x, y) + % (y, z) ≥ % (x, z).

To však právě znamená, že (U, %) je metrický prostor.
Lze tedy na souvislé grafy aplikovat i metody teorie metrických prostorů.
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Jak uvidı́me, budou v dalšı́m hrát souvislé grafy důležitou roli. Zvláště významné pak
budou souvislé pravidelné grafy.

Napřı́klad na obr. 2.7 je souvislý pravidelný graf 2. stupně. Nás však budou zajı́mat přede-
všı́m konečné souvislé pravidelné grafy 2. stupně.

3.15. Definice. Konečný souvislý pravidelný graf druhého stupně se nazývá kružnice.
Počet uzlů v kružnici nazýváme jejı́ délkou.

3.16. Přı́klad. Na obrázku 3.11a je kružnice délky 3, na obrázku 3.11b kružnice délky 6.

(a)
(b)

Obr. 3.11: Kružnice

Graf na obrázku 3.11a se — vcelku pochopitelně — rovněž nazývá trojúhelnı́k. (V teorii
grafů je tak trojúhelnı́k zvláštnı́m přı́padem kružnice.)

V dalšı́ch úvahách uvidı́me, že jednou z důležitých charakteristik grafu bude to, zda obsahuje
jako podgraf nějakou kružnici. Napřı́klad graf na obr. 2.10 obsahuje právě jednu kružnici
(trojúhelnı́k o vrcholech 3,5,6), graf na obr. 2.9a obsahuje kružnic celou řadu, avšak grafy na
obr. 1.4 neobsahujı́ jako podgraf žádnou kružnici.

Právě takovými grafy se nynı́ budeme zabývat.

4 Stromy

Stromy tvořı́ jednu z nejdůležitějšı́ch třı́d grafů. Majı́ řadu aplikacı́ v nejrůznějšı́ch oborech.
Jak jsme uvedli již v paragrafu 1, patřı́ mezi prvnı́ grafy, které byly v matematice zkoumány.

4.1. Definice. Konečný souvislý graf neobsahujı́cı́ jako podgraf žádnou kružnici, se nazývá
strom.
Graf, jehož každá komponenta je stromem, se nazývá les.
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Obr. 4.12: Les

4.2. Poznámka. Les je tedy graf neobsahujı́cı́ žádnou kružnici. Strom je konečný souvislý les.

Pojmenovánı́ „strom“ a „les“ souvisı́ s tı́m, jak lze tyto objekty nakreslit. Přı́klad „odpovı́-
dajı́cı́ho“ nakreslenı́ je na obr. 4.12.

Stromy lze charakterizovat různými způsoby. V následujı́cı́m tvrzenı́ uvedeme některé
nutné a dostatečné podmı́nky toho, aby graf byl stromem.

4.3. Věta. Bud’[U, H ] konečný graf. Pak jsou následujı́cı́ tvrzenı́ ekvivalentnı́:

(a) [U, H ] je strom.

(b) Mezi každými dvěma uzly v [U, H ] existuje právě jedna cesta.

(c) [U, H ] je souvislý a platı́ |H | = |U | − 1.

(d) [U, H ] neobsahuje kružnici a |H | = |U | − 1.

Důkaz. Dokážeme postupně implikace (a)⇒(b), (b)⇒(c), (c)⇒(d), (d)⇒(a).
(a) ⇒ (b): Strom [U, H ] je souvislý, takže podle věty 3.6 existuje mezi každými dvěma

uzly alespoň jedna cesta. Potřebujeme proto pouze dokázat, že nemohou existovat dva uzly,
mezi nimiž je vı́ce cest. To je však zřejmé. Kdyby totiž existovaly uzly u, v ∈ U , mezi nimiž
by existovaly dvě různé cesty, pak by zřejmě v [U, H ] existovala kružnice, což podle definice
stromu nenı́ možné.

(b) ⇒ (c): Existuje-li mezi každými uzly u, v ∈ U cesta, je [U, H ] souvislý. Zbývá tedy
pouze dokázat rovnost |H | = |U | − 1. Důkaz provedeme indukcı́ vzhledem k |U |. Pro |U | = 1
je tvrzenı́ zřejmé. Necht’ tedy uvedená rovnost platı́ pro všechny grafy splňujı́cı́ (b) s počtem
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uzlů nejvýše n. Necht’[U, H ] je graf splňujı́cı́ (b) takový, že |U | = n+1. Bud’uv ∈ H libovolná
hrana. Graf [U, H − {xy}] nenı́ souvislý a zřejmě má právě dvě komponenty (jsou to U (x) a
U (y)). Podle indukčnı́ho předpokladu je v každé z těchto komponent počet hran o jedničku
menšı́ než počet uzlů. V grafu [U, H − {xy}] je tedy n−1 hran, tj. v grafu [U, H ] je n = |U |−1
hran, což jsme chtěli dokázat.

(c) ⇒ (d): Necht’graf [U, H ] splňuje podmı́nku (c). Potřebujeme dokázat, že v tomto grafu
neexistuje kružnice. Připust’me tedy, že v grafu [U, H ] kružnice existuje. Je-li xy ∈ H libovolná
hrana ležı́cı́ na této kružnici, pak jejı́m vynechánı́m vznikne souvislý graf [U, H − {xy}].
(Souvislost tohoto grafu je zřejmá; libovolné dva uzly dovedeme v tomto grafu jistě spojit
vhodným sledem, roli hrany xy v přı́padě potřeby supluje zbylá část kružnice.) Kdyby v grafu
[U, H − {xy}] opět existovala nějaká kružnice, vynecháme v nı́ rovněž některou hranu. Po
konečném počtu kroků obdržı́me souvislý graf neobsahujı́cı́ žádnou kružnici, tj. strom. Počet
hran v tomto stromu je však menšı́ než |U | − 1, nebot’ tolik hran měl podle předpokladu graf
[U, H ]. To je však spor, nebot’jsme již dokázali, že (a)⇒(c), tj. strom obsahuje nutně |U | − 1
hran.

(d) ⇒ (a): Potřebujeme dokázat, že graf splňujı́cı́ (d) je nutně souvislý. Předpokládejme
tedy, že graf [U, H ] splňuje podmı́nku (d) a nenı́ souvislý. Pak je tvořen komponentami
G1, . . . ,Gn (n ≥ 2). Každá z těchto komponent je stromem (nebot’ [U, H ] je podle (d) les).
Označme Gi = [Ui , Hi ]. Protože (a)⇒(c), platı́ |Hi | = |Ui | − 1 pro i = 1, . . . ,n. Odtud

|H | =
n∑

i =1

|Hi | =
n∑

i =1

(|Ui | − 1) = |U | − n,

kde n ≥ 2. To je však spor, nebot’podle předpokladu platı́ |H | = |U | − 1. •

4.4. Věta. Každý strom s alespoň dvěma uzly obsahuje alespoň dva uzly prvnı́ho stupně.

Důkaz. Bud’[U, H ] strom, |U | ≥ 2. Podle vět 2.8 a 4.3 platı́∑
x∈U

st x = 2 · |H | = 2 · (|U | − 1) = 2 · |U | − 2.

Přitom st x ≥ 1 pro každý uzel x ∈ U . Kdyby alespoň dva uzly neměly stupeň 1, bylo by čı́slo∑
x∈U

st x většı́ než 2 · |U | − 2. •

4.5. Přı́klad. Bud’n ≥ 2 libovolné přirozené čı́slo. Pak jistě existuje strom o n uzlech, který
obsahuje právě dva uzly 1. stupně. Takový strom se nazývá had.

Pro n ≥ 3 může ve stromu o n uzlech evidentně existovat nejvýše n − 1 uzlů 1. stupně.
Strom, který má právě n − 1 uzlů 1. stupně (z celkového počtu n), se nazývá hvězda.

Na obr. 4.13a je had a na obr. 4.13b hvězda pro n = 6.
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(a)

(b)

Obr. 4.13: Had a hvězda

V definici 2.4 jsme definovali faktor grafu [U, H ] jako podgraf, jehož množina uzlů je
rovněž U . V dalšı́m nás budou zajı́mat podgrafy a faktory bez kružnic.

4.6. Definice. Kostrou grafu [U, H ] rozumı́me takový faktor [U, H1], který je stromem.

4.7. Přı́klad. (a) Graf z obr. 2.10 obsahuje tři kostry, které jsou znázorněny na obr. 4.14.

Obr. 4.14: Kostry grafu z obr. 2.10

(b) Kružnice délky n zřejmě obsahuje n koster; každá kostra vznikne vynechánı́m právě
jedné hrany.

(c) Strom obsahuje právě jednu kostru – sebe sama.

Nynı́ je přirozená otázka, které grafy kostru obsahujı́. Protože kostra grafu je souvislý
podgraf, nemůže samozřejmě kostru obsahovat graf, který sám nenı́ souvislý. Jak je tomu
v souvislých grafech uvádı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

4.8. Věta. Každý konečný souvislý graf obsahuje alespoň jednu kostru.

Důkaz. Bud’[U, H ] konečný souvislý graf. V tomto grafu jistě existuje nějaký podgraf, který
je stromem. Stačı́ totiž zvolit libovolný uzel x ∈ U a podgraf [{x},∅] je strom. Označme S
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množinu všech stromů v [U, H ]. Protože je graf [U, H ] konečný, obsahuje pouze konečně
mnoho podgrafů, takže tı́m spı́še je i množina S konečná (a vı́me, že neprázdná). Protože S
je konečná, obsahuje alespoň jeden maximálnı́ prvek (tj. strom, který nenı́ podgrafem žádného
jiného stromu). Bud’ tedy [U ∗, H ∗] některý maximálnı́ prvek v S. Zřejmě stačı́ dokázat, že
U = U ∗ (pak je totiž [U ∗, H ∗] faktor a tedy kostra v [U, H ]).

Připust’me, že je U 6= U ∗, tj. existuje y ∈ U − U ∗. Zvolme x ∈ U ∗ libovolně. Protože
je [U, H ] souvislý, existuje v něm cesta z x do y. V této cestě pak ale nutně existuje alespoň
jedna hrana vw ∈ H taková, že v ∈ U ∗, w 6∈ U ∗. Pak je ale zřejmě [U ∪ {w}, H ∪ {vw}]
strom v [U, H ]. (Souvislost je zřejmá, nebot’ [U ∗, H ∗] je souvislý; přidánı́m hrany vw jsme
přitom evidentně nemohli uzavřı́t žádnou kružnici.) To je však spor, nebot’[U ∗, H ∗] je vlastnı́m
podgrafem takto vzniklého stromu a tak nenı́ maximálnı́ v S. •

V přı́kladu 4.7 jsme viděli, že graf může mı́t vı́ce koster. Proto je přirozená otázka, jak určit
počet koster daného grafu. Jeden ze základnı́ch poznatků v tomto směru dokázal již v roce 1899
Cayley.

4.9. Věta. Počet koster v úplném grafu Kn je roven čı́slu nn−2.

Důkaz. Důkaz tohoto tvrzenı́ nebudeme provádět. •

4.10. Poznámka. Jak v dalšı́m uvidı́me, je zdánlivě jednoduchý postup, totiž postupné prově-
řovánı́ všech možnostı́, již u poměrně „malých“ grafů prakticky neuskutečnitelný (i při použitı́
počı́tačů).

Obecná metoda, pro praktický výpočet však nepřı́liš pohodlná, je založena na výpočtu
determinantu vytvořeného z tzv. Laplaceovy matice sousednosti daného grafu. Tato matice je
definována následovně: Je-li [U, H ] konečný graf, U = {1, . . . ,n}, je přı́slušná matice (ai j )

n
i, j =1

definována takto:

ai j =


−1, jestliže i j ∈ H,

st i, jestliže i = j,

0, jestliže i 6= j, i j 6∈ H.

Následujı́cı́ přı́klad uvádı́me z toho důvodu, že ilustruje užitečnost vytvořujı́cı́ch funkcı́
zavedených v 1. kapitole.

4.11. Přı́klad. Žebřı́k Zn je graf s 2n uzly definovaný tak, jak je znázorněno na obr. 4.15.
Našı́m úkolem je určit počet An koster v žebřı́ku Zn.
ϕn-faktorem v Zn nazveme takový faktor, který je utvořen dvěma disjunktnı́mi stromy (viz

definici 2.4), z nichž jeden obsahuje uzel xn a druhý uzel yn. (Přı́kladem ϕn-faktoru v Zn je
faktor, jehož jeden strom obsahuje všechny uzly xi a druhý všechny uzly yi .) Počet ϕn-faktorů
v Zn označme Bn.

Je zřejmé, že platı́ A1 = B1 = 1.
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x x

y

x x x1 2 3 n-1 n

y y y y3 n-11 2 n

Obr. 4.15: Žebřı́k

Nynı́ odvodı́me rekurentnı́ formule pro výpočet hodnot An, Bn. Předpokládejme, že známe
A1, . . . , An, B1, . . . , Bn. Uvažme, jak můžeme zkonstruovat kostru v Zn+1. Je zřejmé, že to lze
právě jednı́m z následujı́cı́ch dvou způsobů:

(a) K některé kostře v Zn přidáme některé dvě z hran xnxn+1, xn+1yn+1, ynyn+1. Z každé kostry
v Zn tak zı́skáme tři kostry v Zn+1.

(b) K některému ϕn-faktoru v Zn přidáme všechny tři hrany xnxn+1, xn+1yn+1, ynyn+1.

Odtud plyne formule An+1 = 3An + Bn.
Stejně jednoduše lze odvodit formuli Bn+1 = 2An + Bn.
Takto zı́skané rekurentnı́ formule nynı́ vyřešı́me pomocı́ vytvořujı́cı́ch funkcı́. Položme

F(x) =
∞∑

n=1

Anxn, G(x) =
∞∑

n=1

Bnxn.

Pak platı́

3F(x) + G(x) =
∞∑

n=1

(3An + Bn)x
n =

∞∑
n=1

An+1xn,

tj.

x[3F(x) + G(x)] = x ·

∞∑
n=1

An+1xn =
∞∑

n=2

Anxn = F(x)− A1x = F(x)− x.

Analogicky
x[2F(x) + G(x)] = G(x)− x.

Budeme-li stručně mı́sto F(x) psát pouze F a mı́sto G(x) pouze G, obdrželi jsme následujı́cı́
dvě rovnice pro neznámé F,G:

x(3F + G) = F − x

x(2F + G) = G − x.
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Úpravou dostáváme

F(3x − 1) + x(G + 1) = 0

x(2F + 1) + G(x − 1) = 0.

Ze druhé rovnice plyne

G =
x(2F + 1)

1 − x
,

takže dosazenı́m do prvnı́ rovnice máme

F(3x − 1) + x ·
x(2F + 1) + 1 − x

1 − x
= 0.

Odtud

F(x) =
x

x2 − 4x + 1
.

Funkci F(x) nynı́ rozložı́me v mocninnou řadu. Platı́

x2
− 4x + 1 = (x − α)(x − β), kde α = 2 +

√
3, β = 2 −

√
3.

Rozložme funkci F(x) na parciálnı́ zlomky:

F(x) =
x

x2 − 4x + 1
=

x

(x − α)(x − β)
=

A

x − α
+

B

x − β
.

Konstanty A, B určı́me porovnánı́m koeficientů v rovnosti

x = A(x − β) + B(x − α).

Protože

A =
2 +

√
3

2
√

3
, B =

√
3 − 2

2
√

3
,

dostáváme

F(x) =

√
3 + 2

2
√

3
·

1

x − α
+

√
3 − 2

2
√

3
·

1

x − β
=

1

2
√

3

(
α

x − α
−

β

x − β

)
=

=
1

2
√

3

(
1

x
α

− 1
−

1
x
β

− 1

)
=

1

2
√

3

(
1

1 −
x
β

−
1

1 −
x
α

)
.



4. Stromy 107

Protože zlomky v závorce můžeme (pro vhodné x) považovat za součty geometrických řad
s kvocientem x

β
, respektive x

α
, dostáváme

F(x) =
1

2
√

3

[
∞∑

n=0

(
x

β

)n

−

∞∑
n=0

( x

α

)n
]

=
1

2
√

3

∞∑
n=0

(
1

βn
−

1

αn

)
xn =

=
1

α − β

∞∑
n=0

(
β−n

− α−n
)

xn =
∞∑

n=0

β−n
− α−n

α − β
xn =

∞∑
n=1

β−n
− α−n

α − β
xn.

Protože αβ = 1, platı́ pro všechna n rovnost αnβn = 1. Odtud plyne, že

F(x) =
∞∑

n=1

αnβn
(
β−n

− α−n
)

α − β
xn =

∞∑
n=1

αn
− βn

α − β
xn.

Protože však podle definice F(x) =
∞∑

n=1
Anxn, dokázali jsme tak

An =
αn

− βn

α − β
=

1

2
√

3

[
(2 +

√
3)n − (2 −

√
3)n
]
.

4.12. Poznámka. S určovánı́m počtu koster v daném grafu úzce souvisı́ problém, kolik vlastně
existuje grafů na dané množině uzlů.

Takto zformulovaná otázka je ovšem jednoduchá. Je-li [U, H ] graf na n uzlech, je podle
definice H ⊆ P2(U ), přičemž vı́me, že |P2(U )| =

(n
2

)
. (Viz věta 3.4 z 1. kapitoly.) Všech grafů

s množinou uzlů U je tedy tolik, kolik má množina P2(U ) podmnožin. Označı́me-li gn počet
grafů na n uzlech, platı́ podle uvedeného

gn = 2(
n
2).

Jak rychle roste posloupnost (gn)
∞

n=1, plyne z následujı́cı́ tabulky:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

gn 1 2 8 64 1 024 32 768 2 097 152 2 684 354 544 . . .

Nynı́ je snad zřejmé, proč řešenı́ grafových úloh nakreslenı́m nebo vypsánı́m „všech mož-
nostı́ “ nemá ve většině přı́padů naději na úspěch.

Určovánı́ počtu grafů na n uzlech je však přirozené následujı́cı́m způsobem „zkomplikovat“.
Z právě uvedené tabulky plyne, že na třech uzlech existuje celkem 8 grafů. Všechny tyto

grafy jsou uvedeny na obr. 4.16.
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Obr. 4.16: Grafy na třech uzlech

Z uvedeného obrázku je patrné, že některé z uvedených 8 grafů jsou si natolik „podobné“,
že je nerozlišı́me, pokud se nedı́váme na označenı́ uzlů. (Čtenář si jistě okamžitě uvědomil, že
jde o grafy nakreslené „pod sebou“.) Tuto „podobnost“ nynı́ precizujme.

4.13. Definice. Bud’te [U1, H1], [U2, H2] grafy. Zobrazenı́ f : U1 → U2 se nazývá izomorfis-
mus grafu [U1, H1] na graf [U2, H2], když platı́:

1. f je bijekce,

2. xy ∈ H1 právě tehdy, když f (x) f (y) ∈ H2.

Dva grafy jsou izomorfnı́, když mezi nimi existuje alespoň jeden izomorfismus.

Čtenář si jistě okamžitě uvědomuje, že izomorfismus je ekvivalence na třı́dě všech grafů.
V jistém slova smyslu důležitějšı́ než otázka, kolik existuje na n uzlech všech grafů, je

problém, kolik na n uzlech existuje neizomorfnı́ch grafů. Tak napřı́klad na čtyřech uzlech
existuje 64 grafů, avšak jen 11 neizomornı́ch grafů, jak je patrno z obr. 4.17.

Odvozenı́ metody pro výpočet počtu hn neizomorfnı́ch grafů na n uzlech přesahuje naše
možnosti. (Jde o tzv. Pólyovu enumeračnı́ metodu, o nı́ž jsme se zmiňovali již v paragrafu 1 1.
kapitoly.) Existuje však jednoduchý odhad pro čı́sla hn; je totiž zřejmé, že platı́

hn ≥
2(

n
2)

n!
,
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Obr. 4.17: Neizomorfnı́ grafy na čtyřech uzlech

nebot’na n-prvkové množině jistě existuje nejvýše n! vzájemně izomorfnı́ch grafů. Uvedený
odhad je při své jednoduchosti pro velká n velmi přesný. Lze totiž dokázat, že

lim
n→∞

(
hn −

2(
n
2)

n!

)
= 0.

I posloupnost (hn)
∞

n=1 roste „velmi rychle“, jak lze vyčı́st z následujı́cı́ tabulky:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

hn 1 2 4 11 34 156 1 034 12 344 308 168 . . .

Dokonce i počet tn neizomorfnı́ch stromů na n uzlech (při veškeré „jednoduchosti“ stromů)
roste pořád ještě tak rychle, že i jejich systematický přehled pro poměrně malá n je nemožný
(viz tabulku na straně 155).

Jak jsme uvedli již ve větě 4.8, obsahuje každý konečný souvislý graf alespoň jednu kostru.
Viděli jsme, že kostra grafu obecně nenı́ určena jednoznačně. Uvědomme si však, že podle věty
4.3 majı́ všechny kostry stejný počet hran (roven početu uzlů zmenšený o jedničku).

Abychom konečně uviděli nějakou aplikaci teorie grafů, budeme se nynı́ zabývat hledánı́m
vhodných koster v tzv. ohodnocených grafech. K tomu však potřebujeme nejprve následujı́cı́
definici.
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A B C D E F

A 0 13 27 18 5 30

B 13 0 7 18 4 12

C 27 7 0 3 8 11

D 18 18 3 0 9 24

E 5 4 8 9 0 15

F 30 12 11 24 15 0

Tabulka 2.2: Náklady na vybudovánı́ železnice mezi městy

4.14. Definice. Necht’je [U, H ] graf. Bud’dáno zobrazenı́ f : H → R (respektive f : U →

→ R). Trojici [ U, H, f ] nazýváme hranově ohodnocený (respektive uzlově ohodnocený)
graf.
Čı́slo f (t) nazýváme ohodnocenı́ hrany (respektive uzlu) t .

4.15. Definice. Bud’[ U, H, f ] hranově ohodnocený konečný souvislý graf. Kostra [U, H ∗]
grafu [U, H ] se nazývá minimálnı́ kostra v [U, H, f ], když pro každou kostru [U, H1] grafu
[U, H ] platı́ ∑

h∈H∗

f (h) ≤

∑
h∈H1

f (h).

4.16. Poznámka. Protože konečný souvislý graf obsahuje pouze konečně mnoho koster, obsa-
huje nutně každý konečný souvislý hranově ohodnocený graf alespoň jednu minimálnı́ kostru.
Současně je evidentnı́, že minimálnı́ kostra obecně nenı́ jednoznačně určena.

4.17. Přı́klad. Bud’ dána množina měst A, B, C, D, E, F. V tabulce 2.2 necht’ jsou uvedeny
náklady na vybudovánı́ železnice mezi jednotlivými městy (v miliónech Kč). Našı́m úkolem je
nynı́ navrhnout mezi uvedenými městy železničnı́ sı́t’tak, aby každá dvě města byla vzájemně
po železnici dosažitelná a aby přitom náklady na vybudovánı́ železnice byly minimálnı́.

Grafová formulace zadané úlohy je jednoduchá. Našı́m úkolem je zřejmě nalezenı́ mini-
málnı́ kostry v úplném grafu K6 s uzly A, B, C, D, E, F, jehož hranové ohodnocenı́ je dáno
uvedenou tabulkou.

Ke konkrétnı́mu řešenı́ této úlohy se vrátı́me za chvı́li. Uvědomme si, že v zadaném přı́padě
bychom pravděpodobně minimálnı́ kostru našli poměrně brzy i bez nějaké teorie. V kompli-
kovanějšı́m přı́padě je však nalezenı́ minimálnı́ kostry bez znalosti vhodného algoritmu velmi
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obtı́žné. Proto si nynı́ jednoduchý algoritmus pro konstrukci minimálnı́ kostry uvedeme. (Prvnı́
algoritmus pro nalezenı́ minimálnı́ kostry nalezl již v r. 1926 O. Borůvka, jak jsme se již zmı́nili
v paragrafu 1 1. kapitoly. Podrobněji o historii tohoto algoritmu viz. např. v [11]).

4.18. Věta. Algoritmus pro hledánı́ minimálnı́ kostry: Bud’[U, H, f ] konečný souvislý hranově
ohodnocený graf. Všechny hrany sestavme do posloupnosti (h1, . . . , hn) tak, aby posloupnost
( f (h1), . . . , f (hn)) byla neklesajı́cı́. (Takové uspořádánı́ hran vzhledem ke konečnosti grafu
jistě existuje i když obecně nenı́ určeno jednoznačně.)

Požadovaný algoritmus nynı́ můžeme popsat takto:

(1) Polož H0 = ∅, i = 1.

(2) Obsahuje graf [U, Hi −1 ∪ {hi }] kružnici? Pokud ano, přejdi k bodu (4). Pokud ne, přejdi
k bodu (3).

(3) Polož Hi = Hi −1 ∪ {hi }. Přejdi k bodu (5).

(4) Polož Hi = Hi −1.

(5) Je i = n? Pokud ano, pokračuj podle bodu (6). Pokud ne, přejdi k bodu (8).

(6) Polož Hi = K .

(7) KONEC. [U, K ] je minimálnı́ kostra.

(8) Zvětši hodnotu i o jedničku a vrat’se k bodu (2).

Popsaným způsobem skutečně v [U, H ] sestrojı́me minimálnı́ kostru [U, K ].
To, že [U, K ] je kostra, je evidentnı́. Nynı́ je však nutno dokázat, že tato kostra je minimálnı́,

tj. že pro každou kostru [U, L] v [U, H ] platı́
∑
h∈K

f (h) ≤
∑
h∈L

f (h).

Tento důkaz nebudeme provádět. Jednoduše jej lze provést napřı́klad pomocı́ teorie tzv.
matroidů, o nichž v tomto textu nehovořı́me.

Řešenı́ přı́kladu 4.17. Hrany grafu K6 uspořádáme do vhodné posloupnosti napřı́klad násle-
dovně: (CD, BE, AE, BC, CE, DE, CF, BF, AB, EF, AD, BD, DF, AC, AF). Ohodnocenı́
přı́slušných hran tvořı́ posloupnost

(3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 18, 18, 24, 27, 30).

Nynı́ podle algoritmu do kostry postupně vybereme hrany CD, BE, AE, BC, CF. (Viz obr. 4.18.)
(Vı́me, že kostra musı́ obsahovat 5 hran.)

Minimálnı́ náklady na železničnı́ sı́t’jsou tak 30 milionů Kč.
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Obr. 4.18: Minimálnı́ kostra

8 8

12
7 5

10 9

2 5
12

6 5

5 4

Obr. 4.19: Minimálnı́ kostra v ohodnoceném grafu
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4.19. Přı́klad. Na obr. 4.19a je hranově ohodnocený graf, na obr. 4.19b jeho minimálnı́ kostra.
Ponecháme čtenáři, aby si promyslel, zda je tato minimálnı́ kostra určena jednoznačně.

Cvičenı́

1. Najděte sedm neizomorfnı́ch podgrafů grafu K3.
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5 Mosty, artikulace a některé grafové charakteristiky

V předcházejı́cı́m paragrafu jsme hovořili převážně o grafech neobsahujı́cı́ch žádnou kružnici.
„Většina“ grafů však pochopitelně kružnice obsahuje. V řadě úvah o grafech je nutno hrany
rozlišovat podle toho, zda ležı́ na nějaké kružnici nebo nikoliv.

5.1. Definice. Hrana grafu se nazývá most, když neležı́ na žádné kružnici.

5.2. Přı́klad. (a) Ve stromu je každá hrana mostem.
(b) Graf na obr. 5.20 obsahuje právě jeden most – hranu xy.

x y

Obr. 5.20:

5.3. Věta. Bud’xy most v souvislém grafu [U, H ]. Pak je graf [U, H − {xy}] nesouvislý a má
právě dvě komponenty.

Důkaz. V grafu [U, H − {xy}] neexistuje sled mezi uzly x, y, takže tento graf je nesouvislý.
Množina uzlů se rozpadne evidentně na dvě disjunktnı́ množiny U (x) a U (y) (při označenı́
z definice 3.12). •

5.4. Důsledek. Každá kostra konečného souvislého grafu obsahuje všechny mosty tohoto grafu.

5.5. Definice. Řekneme, že uzel x ∈ U grafu [U, H ] je artikulace, když existujı́ hrany
xy, xz ∈ H , xy 6= xz, které neležı́ současně na žádné kružnici.

5.6. Přı́klad. (a) Ve stromu je artikulacı́ každý uzel, jehož stupeň je alespoň 2.
(b) Graf na obr. 5.21 má právě jednu artikulaci – uzel x.
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Obr. 5.21:

5.7. Definice. Bud’ G = [U, H ] graf, uv ∈ H libovolná hrana. Množinu H(uv) ⊆ H
definujeme takto: je-li hrana uv mostem, je H(uv) = {uv}. Pokud uv mostem nenı́, pak

H(uv) = {xy ∈ H ; existuje kružnice v G obsahujı́cı́ xy i uv .}

Dále položme

U (uv) = {t ∈ U ; t inciduje s některou hranou z H(uv)}.

Pak je zřejmě [U (uv), H(uv)] podgrafem grafu G. Tento podgraf nazýváme člen grafu G
přı́slušný hraně uv.

5.8. Přı́klad. Člen grafu z obr. 5.21 přı́slušný hraně ab je trojúhelnı́k o vrcholech a,b, x, člen
přı́slušný hraně cd je kružnice o vrcholech c,d,e, x.

Bud’[U, H ] graf a uv, xy jeho libovolné navzájem různé hrany takové, že H(uv)∩H(xy) 6=
6= ∅. Necht’ napřı́klad ab ∈ H(uv) ∩ H(xy). Pak v [U, H ] existuje kružnice R1 obsahujı́cı́
hrany uv i ab. Necht’R1 = [U1, H1], R2 = [U2, H2]. Podle předpokladu je |U1 ∩U2| ≥ 2, nebot’
a,b ⊆ U1 ∩U2. Bud’te r, s ∈ U1 ∩U2 libovolné navzájem různé uzly. Pak existuje v R1 cesta z r
do s obsahujı́cı́ hranu uv. Protože U1 ∩U2 je konečná množina, existujı́ prvky r0, s0 ∈ U1 ∩U2

takové, že délka uvedené cesty je minimálnı́. Označme tuto minimálnı́ cestu C1. Protože však
r0, s0 ∈ U2, existuje mezi r0, s0 cesta C2 v R2 obsahujı́cı́ hranu xy. Spojenı́m cest C1 a C2

však zřejmě v [U, H ] obdržı́me kružnici obsahujı́cı́ hranu uv i hranu xy. To však znamená, že
xy ∈ H(uv) a současně uv ∈ H(xy). Odtud plyne H(uv) = H(xy).

Právě jsme tak dokázali, že pro dvě hrany uv, xy ∈ H platı́ bud’to H(uv) ∩ H(xy) =
= ∅ nebo H(uv) = H(xy). Protože pro libovolnou hranu uv ∈ H platı́ uv ∈ H(uv), je
H(uv) 6= ∅. Odtud celkem plyne
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5.9. Věta. Systém množin {H(uv); uv ∈ H} tvořı́ rozklad na množině H .

Zatı́mco komponenty grafu tvořı́ disjunktnı́ podgrafy, členy grafu obecně disjunktnı́ pod-
grafy daného grafu nejsou. Platı́ totiž

5.10. Věta. Uzel x je artikulacı́ grafu [U, H ] právě tehdy, když existujı́ hrany xy 6= xz, z nichž
každá patřı́ do jiného členu grafu.

Důkaz. Je-li x artikulace, pak existujı́ hrany xy, xzneležı́cı́ na jedné kružnici. Pak ale H(xy) 6=
6= H(xz). Patřı́-li naopak hrany xy, xz různým členům grafu, neexistuje kružnice, která by obě
hrany obsahovala. To však znamená, že x je artikulace. •

Důležitou charakteristikou grafů je tzv. „cyklomatické čı́slo“, nazývané též Bettiho čı́slo
daného grafu.

5.11. Definice. Bud’G = [U, H ] konečný graf. Cyklomatickým čı́slem grafu nazýváme čı́slo

ν(G) = |H | − |U | + k,

kde k je počet komponent grafu G.

5.12. Věta. Cyklomatické čı́slo každého konečného grafu je nezáporné.

Důkaz. Bud’[U, H ] konečný souvislý graf, tj. k = 1. Podle věty 4.8 existuje v [U, H ] kostra
[U, H1]. Podle věty 4.3 platı́ |H1| = |U | − 1. Protože |H1| ≤ |H |, plyne odtud |H | ≥ |U | − 1,
tj.

|H | − |U | + 1 ≥ 0.

(b) Necht’ [U, H ] je konečný nesouvislý graf s komponentami
[U1, H1] , . . . , [Uk, Hk]. Podle (a) pro každé i platı́ |Hi | − |Ui | + 1 ≥ 0, takže

k∑
i =1

(|Hi | − |Ui | + 1) = |H | − |U | + k ≥ 0.

•

Z důkazu věty 5.12 a věty 4.3 okamžitě plyne

5.13. Věta. Cyklomatické čı́slo konečného grafu je rovno nule právě tehdy, když je tento graf
lesem.

5.14. Poznámka. Z výše uvedeného je zřejmé, že cyklomatické čı́slo grafu udává v jistém
smyslu „mı́ru složitosti“ tohoto grafu. Názorně řečeno, ν(G) udává, kolik hran je v G nutno
odstranit, aby v G nezůstala žádná kružnice.
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Tak jsme výše popsaným způsobem charakterizovali, alespoň v jistém smyslu, „složitost“
grafu. Je samozřejmě účelné umět vhodným způsobem popsat i jiné grafové charakteristiky.
Ukažme si takovou charakteristiku alespoň na přı́padě souvislosti grafů.

Elementárnı́ odhad „mı́ry souvislosti“ grafu je evidentnı́ – touto mı́rou je počet komponent.
Popis „mı́ry souvislosti“ souvislého grafu je komplikovanějšı́, i když čtenář patrně má jistou
intuitivnı́ představu o tom, co to znamená, že jeden graf je „souvislejšı́“ než druhý.

5.15. Definice. Bud’G = [U, H ] souvislý graf. Množina A ⊆ U se nazývá uzlový řez grafu
[U, H ], jestliže se souvislost grafu porušı́, vyškrtneme-li z [U, H ] všechny uzly množiny A
a všechny hrany, které s těmito uzly incidujı́. (Tj. graf [U − A, H − {xy ∈ H ; xy ∩ A 6= ∅}]
je nesouvislý.)
Uzlový stupeň souvislosti u(G) grafu G je minimálnı́ mohutnost uzlového řezu v G.

5.16. Poznámka. Podle definice 5.15 lze určit uzlový stupeň souvislosti každého konečného
souvislého grafu kromě úplných grafů Kn (promyslete si, které hrany musı́me podle definice
5.15 vyškrtnout!). Pro tyto grafy definitoricky klademe

u(Kn) = n − 1.

Podobně jako uzlový se definuje i hranový stupeň souvislosti.

5.17. Definice. Bud’G = [U, H ] souvislý graf. Množina H1 ⊆ H se nazývá hranový řez v G,
je-li graf [U, H − H1] nesouvislý.
Hranový stupeň souvislosti h(G) grafu G je minimálnı́ mohutnost hranového řezu v G.

5.18. Poznámka. Podle definice 5.17 lze určit h(G) pro každý konečný souvislý graf kromě
grafu K1 (tj. grafu o jednom uzlu). Pro tento graf definitoricky klademe h(K1) = 0.

5.19. Přı́klad. Pro graf G na obr. 5.22a platı́ u(G) = 2, h(G) = 3. Jeden z minimálnı́ch uzlových
řezů je vyznačen plnými kroužky, jeden z minimálnı́ch hranových řezů je vyznačen tučnými
hranami. Na obr. 5.22b, respektive 5.22c, je graf vzniklý „odstraněnı́m“ přı́slušného uzlového,
respektive hranového, řezu.

5.20. Věta. Bud’G = [U, H ] konečný souvislý graf. Pak platı́

u(G) ≤ h(G) ≤ min {st x; x ∈ U }.
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(a) (b) (c)

Obr. 5.22:

Důkaz. Je-li h(G) = 0, je také u(G) = 0, nebot’G je v tom přı́padě K1. Je-li h(G) = 1, existuje
hrana xy ∈ H taková, že [U, H − {xy}] je nesouvislý graf. Pak je však zřejmě G = K2 (a
tedy u(G) = 1 podle poznámky 5.16) nebo je {x}, respektive {y} uzlový řez v G (takže opět
u(G) = 1).

Předpokládejme proto, že h(G) > 1. Bud’ H1 hranový řez, |H1| = h(G). Zvolme hranu
h ∈ H1 libovolně. Na každé dalšı́ hraně e ∈ H1 zvolme uzel xe tak, že xe nenı́ incidentnı́
s hranou h. Nynı́ z grafu G odečteme všechny uzly xe (e ∈ H1 − {h}) a hrany s těmito
uzly incidentnı́. Je-li takto vzniklý graf nesouvislý, platı́ u(G) < h(G). V opačném přı́padě
obdržı́me nutně uzlový řez, přidáme-li k uzlům xe ještě jeden z uzlů tvořı́cı́ch hranu h. Pak ale
u(G) = h(G).

Dokázali jsme tak, že u(G) ≤ h(G). Druhá nerovnost ve větě je však zřejmá, nebot’ pro
každý uzel x ∈ U tvořı́ množina všech hran incidentnı́ch s x evidentně hranový řez. •

Ve větě 2.8 jsme dokázali, že v konečném grafu [U, H ] platı́
∑
x∈U

st x = 2|H |. Odtud však

okamžitě plyne, že min {st x; x ∈ U } ≤
2|H |

|U |
. Z této nerovnosti a z věty 5.20 plyne důsledek.

5.21. Důsledek. Bud’G = [U, H ] konečný souvislý graf. Pak

h(G) ≤
2|H |

|U |
.

Pro uzlovou i hranovou souvislost jsou známy významné charakterizačnı́ věty (Mengerova a
Fordova-Fulkersonova). Vzhledem k jejich závažnosti v řadě aplikacı́ je uvedeme, i když jejich
důkazy přesahujı́ rámec našeho textu. K formulaci těchto vět však potřebujeme následujı́cı́
jednoduchou definici.

5.22. Definice. Graf G se nazývá uzlově, respektive hranově k-souvislý, jestliže platı́ u(G) ≥

≥ k, respektive h(G) ≥ k.

5.23. Věta. (Mengerova věta.) Graf G je uzlově k-souvislý právě tehdy, když pro každé dva uzly
x, y existuje k cest z x do y, které jsou až na uzly x, y vzájemně disjunktnı́.
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5.24. Důsledek. Graf G je uzlově 2-souvislý právě tehdy, když ke každým dvěma uzlům x, y
existuje kružnice v G, která je obsahuje.

5.25. Věta. (Fordova-Fulkersonova věta.) Graf G je hranově k- souvislý právě tehdy, když pro
každé dva uzly x, y existuje k cest z x do y, které jsou hranově disjunktnı́.

6 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Kreslenı́ obrázků „jednı́m tahem“ je obvyklou součástı́ tzv. rekreačnı́ matematiky. Pravděpo-
dobně každý čtenář si již jako dı́tě vyzkoušel, že „domeček“ na obr. 6.23a lze jednı́m tahem
nakreslit; a snadno lze ověřit, že obr. 6.23b jednı́m tahem nakreslit nelze.

(a) (b)

Obr. 6.23: Kreslenı́ grafů jednı́m tahem

Jak jsme uvedli již v paragrafu 1, vyřešil tuto problematiku již v 18. stoletı́ Euler v souvislosti
s problémem sedmi mostů města Královce.

Připomeňme si ještě, že „tah“ v grafu jsme definovali v definici 3.4.

6.1. Definice. Řekneme, že graf G lze sestrojit jednı́m tahem, když v G existuje tah obsahujı́cı́
všechny hrany tohoto grafu.

V dalšı́m udáme popis všech grafů, které lze jednı́m tahem sestrojit.

6.2. Definice. Konečný graf bez izolovaných uzlů, jehož každý uzel je sudého stupně, se
nazývá eulerovský.

6.3. Věta. Každý uzel eulerovského grafu je obsažen alespoň v jedné kružnici.



120 II. TEORIE GRAFŮ

Důkaz. Bud’[U, H ] eulerovský graf, x ∈ U libovolný uzel. Protože x nenı́ izolovaný, existuje
hrana xy s tı́mto uzlem incidentnı́. Tato hrana však nemůže být mostem, nebot’v tom přı́padě by
podle věty 5.3 graf [U, H − {xy}] byl nesouvislý a komponenta obsahujı́cı́ bod x by obsahovala
jediný uzel lichého stupně (totiž uzel x). To však podle věty 2.11 nenı́ možné. Odtud plyne, že
hrana xy ležı́ na nějaké kružnici, a tedy i x ležı́ na kružnici. •

6.4. Věta. Konečný souvislý graf lze sestrojit jednı́m uzavřeným tahem právě tehdy, když je
tento graf eulerovský.

Důkaz. I. Lze-li konečný graf sestrojit jednı́m uzavřeným tahem, je tento graf nutně souvislý.
V uzavřeném tahu přitom z každého uzlu tolikrát vystoupı́me, kolikrát jsme do něj vstoupili.
Je tedy stupeň každého uzlu sudý.

II. Bud’G = [U, H ] souvislý eulerovský graf. Dokážeme, že G lze sestrojit jednı́m uzavře-
ným tahem.

Zvolme libovolně uzel u ∈ U . Podle věty 6.3 ležı́ tento uzel na nějaké kružnici, přičemž
kružnice je uzavřeným tahem v G. Množina A všech uzavřených tahů obsahujı́cı́ch uzel u je
tedy neprázdná. Protože je A konečná, obsahuje tahy maximálnı́ délky. Necht’tedy α0 ∈ A je
některý tah maximálnı́ délky.

Předpokládejme nynı́, že existuje hrana xy ∈ H , která nenı́ obsažena v tahu α0. Označme

H ∗ = {xy ∈ H ; xy nenı́ obsažena v tahu α0},

U ∗ = {x ∈ U ; existuje y ∈ U tak, že xy ∈ H ∗
}.

Pak je [U ∗, H ∗] podgraf grafu G. Z definice grafu [U ∗, H ∗] je přitom okamžitě zřejmé, že je
to eulerovský graf.

Protože je G souvislý, existuje nutně uzel v ∈ U ∗, který je obsažen v tahu α0. Protože je
[U ∗, H ∗] eulerovský, je uzel v obsažen v nějaké kružnici C grafu [U ∗, H ∗]. Když nynı́ v G
utvořı́me sled začı́najı́cı́ v u, pokračujeme v něm až do uzlu v, nynı́ projdeme kružnici C až
do uzlu v a pak dokončı́me tah α0 až do uzlu u, vytvořı́me v G uzavřený tah obsahujı́cı́ uzel u,
jehož délka je většı́ než délka tahu α0. To je však spor s definicı́ α0. To znamená, že H ∗ = ∅, a
tak α0 obsahuje všechny hrany. •

Pomocı́ věty 6.4 nynı́ snadno popı́šeme i ty grafy, které lze sestrojit jednı́m otevřeným
tahem.

6.5. Věta. Bud’G konečný souvislý graf. Pak lze G sestrojit jediným otevřeným tahem právě
tehdy, když G obsahuje právě dva uzly lichého stupně.

Obsahuje-li G právě dva uzly lichého stupně, pak otevřený tah v jednom z těchto uzlů nutně
začı́ná a ve druhém končı́.
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Důkaz. I. Necht’ lze souvislý graf G sestrojit jednı́m otevřeným tahem začı́najı́cı́m v uzlu x
a končı́cı́m v uzlu y. Pak jsou uzly x, y evidentně lichého stupně a všechny ostatnı́ uzly jsou
stupně sudého.

II. Necht’ G = [U, H ] je konečný souvislý graf obsahujı́cı́ právě dva uzly x, y lichého
stupně. Bud’z 6∈ U libovolný prvek. Položme U1 = U ∪{z}, H1 = H ∪{xz, yz}. Pak je [U1, H1]
souvislý eulerovský graf, takže podle věty 6.4 lze tento graf sestrojit jednı́m uzavřeným tahem.
Uvažme takový uzavřený tah; jistě můžeme předpokládat, že začı́ná a končı́ v uzlu z. Když
nynı́ z tohoto tahu „vyškrtneme“ hrany xz, yz, dostaneme zřejmě požadovaný otevřený tah. •

Jak si čtenář jistě mnohokrát povšimnul i v jiných matematických disciplı́nách, lze tutéž
skutečnost často popsat na prvnı́ pohled zcela odlišnými způsoby. Samozřejmě, že je tomu tak
i v teorii grafů. Proto i tak jednoduchá tvrzenı́ jako jsou věty 6.4 a 6.5 lze v literatuře najı́t ve
zcela odlišných formulacı́ch. Ukažme si to alespoň na jednom přı́kladu.

6.6. Definice. Jsou-li [U, H ], [U1, H1] grafy, nazveme zobrazenı́
f : U → U1 homorfismem grafu [U, H ] do grafu [U1, H1], jestliže pro každou hranu
xy ∈ H platı́, že f (x) f (y) ∈ H1 (tj. hrana se zobrazı́ na hranu). (Srovnej s definicı́
izomorfismu uvedenou v definici 4.13.)

Vcelku snadno lze dokázat následujı́cı́ tvrzenı́, jehož důkaz přenecháme čtenáři.

6.7. Věta. Souvislý graf [U, H ] je eulerovský právě tehdy, když je homorfnı́m obrazem kružnice
délky |H |.

Přeformulovánı́ vět 6.4 a 6.5 je nynı́ zřejmé.

Problematika, kterou se nynı́ budeme zabývat, jakkoliv je jednou z nejkomplikovanějšı́ch
částı́ teorie grafů, má svůj prapůvod v hřı́čce, kterou v roce 1859 vymyslel irský matematik W.
R. Hamilton (známý předevšı́m objevem tzv. kvaternionů).

Jak dobře vı́me, jednı́m z pěti pravidelných mnohostěnů je pravidelný dvanáctistěn, jehož
povrch je tvořen shodnými pětiúhelnı́ky. (O pravidelných mnohostěnech budeme podrobněji
hovořit v poznámce 7.17.) Povrch tohoto dvanáctistěnu rozvinutý do roviny je na obr. 6.24a.
Hamilton připojil ke každému z dvaceti vrcholů tohoto dvanáctistěnu jméno některého světo-
vého velkoměsta a nabı́dl jednomu výrobci hraček výrobu „hlavolamu“, jehož řešenı́m je „cesta
kolem světa“ po hranách daného dvanáctistěnu, během nı́ž se vyjde z některého města, každým
z dalšı́ch měst se projde právě jednou a cestovatel se nakonec vrátı́ do výchozı́ho města.

Grafová formulace tohoto „hlavolamu“ je evidentnı́. Je dán graf o 20 uzlech (vrcholy
dvanáctistěnu), hrany grafu odpovı́dajı́ hranám dvanáctistěnu (jak v paragrafu 7 odvodı́me, je
těchto hran 30) a našı́m úkolem je v tomto grafu najı́t kružnici procházejı́cı́ všemi uzly. Na obr.
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(a)

(b)

Obr. 6.24: Povrch dvanáctistěnu

6.24b je znázorněno jedno z řešenı́. Hrany ležı́cı́ na kružnici jsou vytaženy silněji. (Graf 6.24b
jsme již viděli na obr. 2.9a.)

Nynı́ uved’me standardnı́ terminologii.

6.8. Definice. Graf se nazývá hamiltonovský, když v něm existuje kružnice procházejı́cı́ všemi
uzly. Tato kružnice se nazývá hamiltonovská.

6.9. Poznámka. (a) V definici 2.13 jsme definovali pravidelný graf. Faktor, který je pravidel-
ným grafem, nazýváme pravidelným faktorem. Pravidelný faktor 2. stupně obvykle nazýváme
kvadratickým faktorem. Můžeme tedy řı́ci, že hamiltonovská kružnice je souvislý kvadratický
faktor daného grafu.

(b) Graf na obr. 6.24b je hamiltonovský. Je však zřejmé, že existujı́ grafy, které hamiltonov-
ské nejsou. Takové jsou napřı́klad všechny stromy; protože v nich neexistuje žádná kružnice,
neexistuje v nich tı́m spı́še kružnice hamiltonovská.

Jakkoliv se na prvnı́ pohled může zdát problém charakterizace hamiltonovských grafů
jednoduchý, nenı́ dodnes známa žádná nutná a dostatečná podmı́nka této skutečnosti. Před
uvedenı́m některých známých výsledků ještě uved’me jeden přı́klad.

6.10. Přı́klad. S Eulerovým jménem je spojována i následujı́cı́ úloha: Může jezdec projı́t
šachovnici (o 64 polı́ch) tak, aby každým polem prošel právě jednou a poslednı́m tahem se
vrátil na výchozı́ pole?

Grafová formulace je snadná. Uvažujeme graf, jehož uzly jsou jednotlivá pole na šachovnici.
Dva uzly jsou pak spojeny hranou právě tehdy, když jezdec může skočit z jednoho pole na
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druhé. Našı́m úkolem je nynı́ v tomto grafu najı́t hamiltonovskou kružnici – pokud ovšem
existuje.

Již dávno je známo, že popsaný graf je opravdu hamiltonovský. Dodnes se však napřı́klad
nevı́, kolik hamiltonovských kružnic vlastně v tomto grafu existuje.

Nakreslit daný graf nemá smysl, nebot’obrázek by byl značně nepřehledný. Popsat v něm
hamiltonovskou kružnici je však velmi jednoduché. Do polı́ schématicky znázorněné šachov-
nice vepı́šeme čı́sla 1,2,. . . , 64 v takovém pořadı́, v jakém jimi bude jezdec postupně procházet.
Řešenı́, které uvádı́me v tabulce 2.3 (popsal je v roce 1862 šachista Jaenisch je mimořádně
důvtipné tı́m, že je současně polomagickým čtvercem; součet čı́sel v každém řádku a každém
sloupci je roven 260. (Srovnej s Eulerovským magickým čtvercem ve cvičenı́ ke kapitole 10.)

50 11 24 63 14 37 26 35
23 62 51 12 25 34 15 38
10 49 64 21 40 13 36 27
61 22 9 52 33 28 39 16
48 7 60 1 20 41 54 29
59 4 45 8 53 32 17 42
6 47 2 57 44 19 30 55
3 58 5 46 31 56 43 18

Tabulka 2.3:

Nynı́ tedy uved’me některé vlastnosti hamiltonovských grafů. Následujı́cı́ nutná podmı́nka
plyne bezprostředně z důsledku 5.24

6.11. Věta. Je-li G hamiltonovský graf, je jeho uzlový stupeň souvislosti u(G) ≥ 2.

Snadno však lze ukázat, že podmı́nka z věty 6.11 nenı́ pro existenci hamiltonovské kružnice
postačujı́cı́. Napřı́klad graf na obr. 6.25 má uzlový stupeň souvislosti roven 2, je však snadné
se přesvědčit, že nenı́ hamiltonovský.

Nalezenı́ dostatečných podmı́nek toho, aby graf byl hamiltonovský, bylo velmi obtı́žné.
Jednu z nejznámějšı́ch odvodil v roce 1952 Dirac.

6.12. Věta. Necht’G = [U, H ] je konečný graf, |U | = n ≥ 3 a st x ≥
n

2
pro každý uzel x ∈ U .

Pak je G hamiltonovský.

Důkaz. Uvědomme si nejprve, že každý konečný graf je podgrafem nějakého hamiltonovského
grafu. Zejména můžeme graf [U, H ] doplnit o množinu uzlů V a o množinu hran {xy; x ∈

∈ U, y ∈ V} na hamiltonovský graf. Je-li totiž U = {u1, . . . ,un}, stačı́ položit V = {v1, . . . , vn}
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Obr. 6.25: Graf s u(G) = 2, který nenı́ hamiltonovský

(kde U ∩ V = ∅) a hamiltonovskou kružnicı́ je zřejmě kružnice procházejı́cı́ postupně uzly
u1, v1,u2, v2, . . . ,un, vn,u1.

Necht’ nynı́ graf G = [U, H ] splňuje předpoklady věty a připust’me, že nenı́ hamiltonov-
ský. Označme k nejmenšı́ možný počet uzlů, o které když doplnı́me spolu s hranami výše
uvedeným způsobem graf G, tak obdržı́me hamiltonovský graf G∗. Je-li U = {u1, . . . ,un},
V = {v1, . . . , vk}, U ∗ = U ∪ V , H ∗ = H ∪ {ui v j ; ui ∈ U, v j ∈ V}, je G∗ = [U ∗, H ∗].
V G∗ tedy podle předpokladu existuje hamiltonovská kružnice C, procházejı́cı́ postupně uzly
x1, x2, . . . , xm, kde m = n + k ≥ 4, nebot’podle předpokladu je n ≥ 3, k ≥ 1. Označenı́ uzlů
jistě můžeme zvolit tak, že x1 = u1, x2 = v1, x3 = u2 (tj. kružnice začı́ná „doplněnou“ hranou).
V H nynı́ nemůže být hrana x1x3 (= u1u2). Kdyby totiž x1x3 ∈ H , bylo by doplněnı́ grafu G
o uzel x2 = v1 zbytečné a to je spor s minimalitou čı́sla k.

Označme nynı́ K množinu hran z H ∗, které neležı́ na kružnici C. Je-li x1xi ∈ K pro některé
i 6= 3, pak x3xi +1 6∈ K , tj. x3xi +1 ∈ H ∗, nebot’ x3xi +1 jistě nenı́ hrana kružnice. Kdyby totiž
x3xi +1 ∈ K , mohli bychom v G∗ sestrojit kružnici procházejı́cı́ postupně uzly

x1, xi , xi −1, xi −2, . . . , x3, xi +1, xi +2, . . . , x1.

Tato kružnice je však hamiltonovská v grafu, který obdržı́me z G∗ odečtenı́m uzlu x2 = v1 a
všech hran s tı́mto uzlem incidentnı́ch. To je však spor s předpokladem, že k je nejmenšı́ nutný
počet dodaných uzlů.

Nynı́ určı́me, kolik je v K hran tvaru x1xi . Uvědomme si, že v G∗ platı́ st u j ≥
n
2 + k pro

každý uzel u j ∈ U . (V G je st u j ≥
n
2 , v G∗ s uzlem u j navı́c sousedı́ uzly v1, . . . , vk.) Protože

v kružnici C sousedı́ s uzlem x1 dva uzly, je v K alespoň n
2 + k − 2 hran tvaru x1xi . Podle výše

uvedeného to však znamená, že v H ∗ nenı́ minimálně n
2 + k − 2 hran tvaru x3x j (kromě hran

x3xi +1 pro x1xi ∈ K je to, jak již vı́me, ještě hrana x3x1.)
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Nynı́ uvažme, co všechno o uzlu x3 vı́me. Vycházı́ z něho alespoň n
2 + k hran x3xi , přitom

však v G∗ nesousedı́ minimálně s n
2 + k − 1 uzly xi 6= x3. Protože však všech uzlů xi 6= x3 je

n + k − 1, musı́ platit (n

2
+ k
)

+
(n

2
+ k − 1

)
≤ n + k − 1.

Odtud však plyne, že k ≤ 0, což je spor s předpokladem, že G nenı́ hamiltonovský, takže k ≥ 1.
•

V roce 1960 odvodil norský matematik O. Ore ještě obecnějšı́ dostatečnou podmı́nku
existence hamiltonovské kružnice v daném grafu. Je okamžitě zřejmé, že Diracova věta je
důsledkem následujı́cı́ho Oreho tvrzenı́.

6.13. Věta. Bud’ [U, H ] konečný graf, |U | ≥ 3. Necht’ pro každé dva uzly x, y ∈ U , které
nejsou sousednı́, platı́

st x + st y ≥ |U |.

Pak je graf [U, H ] hamiltonovský.

Důkaz. Důkaz tohoto tvrzenı́ nebudeme provádět. •

6.14. Poznámka. Jak jsme již uvedli, nenı́ dosud známa pro hamiltonovské grafy charak-
terizačnı́ věta, která by udávala nutnou a dostatečnou podmı́nku. Proto byly hledány takové
podmı́nky alespoň pro některé důležité třı́dy grafů. Dlouho byla napřı́klad nevyřešena Taitova
hypotéza, že každý rovinný uzlově 3-souvislý 3-pravidelný graf je již nutně hamiltonovský.
(O rovinných grafech budeme podrobněji hovořit v paragrafu 7. Jsou to jednoduše řečeno grafy,
které lze v rovině nakreslit tak, že se jejich hrany neprotı́najı́.) Z platnosti Taitovy hypotézy by
mimochodem plynulo kladné řešenı́ problému čtyř barev – viz paragraf 7. V roce 1956 však
jeden z nejvýznamnějšı́ch odbornı́ků v teorii grafů W. T. Tutte uvedenou hypotézu vyvrátil.
Tutteův protipřı́klad je uveden na obr. 6.26.

Tutte však dokázal, že každý rovinný uzlově 4-souvislý graf je již nutně hamiltonovský.

6.15. Poznámka. Existuje-li v grafu cesta procházejı́cı́ všemi uzly, nazývá se tato cesta hamilto-
novská. Graf, v němž existuje hamiltonovská cesta, se nazývá polohamiltonovský. Je zřejmé, že
každý hamiltonovský graf je současně polohamiltonovský; stejně tak je evidentnı́, že obrácené
tvrzenı́ obecně neplatı́. Napřı́klad graf K2 je polohamiltonovský, avšak nenı́ hamiltonovský.

Cvičenı́

1. Najděte tři neizomorfnı́ hamiltonovské grafy na čtyřech uzlech.

2. Najděte dva neizomorfnı́ hamiltonovské grafy na pěti uzlech, které majı́ nejvýše šest
hran.

3. Najděte v K7 tři hamiltonovské kružnice, v nichž je obsaženo všech 21 hran grafu K7.
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Obr. 6.26: 3-souvislý 3-pravidelný nehamiltonovský graf

7 Rovinné grafy

V průběhu dosavadnı́ho výkladu jsme sice grafy „kreslili“, intuitivně je jistě každému čtenáři
zřejmé, jak se toto kreslenı́ provádı́, avšak fakticky jsme se mohli bez tohoto kreslenı́ obejı́t,
nebot’ žádná definice ani žádné tvrzenı́ nebylo na tomto kreslenı́ závislé. (I když je nutno
si uvědomit, že právě možnost názorného kreslenı́ je jednı́m z hlavnı́ch důvodů četnosti a
rozmanitosti aplikacı́ teorie grafů.)

V tomto paragrafu však bude kreslenı́ grafů hrát centrálnı́ roli. Proto je nutno některé pojmy
precizovat. Nejprve však uzavřeme následujı́cı́ domluvu.

7.1. Dohoda. V celém paragrafu 7 pojem „graf“ značı́ „konečný graf“.

7.2. Definice. Bud’dán graf [U, H ]. Nakreslenı́ tohoto grafu (v rovině) vznikne tak, že uzly
znázornı́me jako body eukleidovské roviny E2 a hranu xy ∈ H znázornı́me jako oblouk v E2

s koncovými body x, y.

7.3. Poznámka. (a) V teorii grafů se studujı́ nakreslenı́ grafů na různých plochách (napřı́klad
na sféře, na anuloidu apod.). Přes důležitost těchto nakreslenı́ se v dalšı́m budeme zabývat
pouze nakreslenı́m grafů v rovině.
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(b) Oblouk, jak známo, je topologický obraz úsečky. (Oblouk v rovině je tedy obraz
intervalu [a,b] ⊆ E1 při zobrazenı́ f : E1 → E2, které je prosté, spojité a má tu vlastnost, že
inverznı́ zobrazenı́ f −1 je rovněž spojité.) Protože oblouků mezi dvěma body x, y ∈ E2 existuje
nekonečně mnoho, plyne odtud, že graf může mı́t v rovině nekonečně mnoho nakreslenı́.

Na obr. 7.27a–d jsou oblouky mezi uzly x, y. Na obr. 7.27e je křivka s koncovými body
x, y, která však nenı́ obloukem.

x y

(a)
x y

(b)

yx

(c)

x y

(d)

x y

(e)

Obr. 7.27: Křivky s koncovými body x, y

(c) Grafy samozřejmě většinou kreslı́me tak, že hrany znázorňujeme jako úsečky nebo
jiné „jednoduše vyhlı́žejı́cı́“ křivky a nikoliv tak, jak je to provedeno napřı́klad na obr. 7.27d.
Přesto má obecně graf nekonečně mnoho nakreslenı́, nebot’ nenı́ jednoznačně předem dáno
ani rozmı́stěnı́ uzlů v rovině. Ponecháme na čtenáři, aby si promyslel, že na obr. 7.28a–d je
nakreslen tentýž graf.

To, že je na výše uvedených obrázcı́ch nakreslen jeden a tentýž graf, lze jinými slovy
zformulovat tak, že každé dva grafy, které majı́ nakreslenı́ na některém z obr. 7.28, jsou
izomorfnı́.

Uvážı́me-li, že na těchto obrázcı́ch jsme kreslili jednoduchý graf na šesti uzlech, nenı́ jistě
překvapujı́cı́, že obecně rozeznat, zda dané dva grafy jsou izomorfnı́, je jednou z nejtěžšı́ch
otázek teorie grafů. Dodnes nenı́ znám efektivnı́ algoritmus pro řešenı́ tohoto problému.

Při nakreslenı́ grafu se hrany mohou, avšak nemusı́, vzájemně křı́žit. Při některých úvahách
a aplikacı́ch je důležité zjistit, zda lze daný graf nakreslit tak, aby se hrany nekřı́žily. (Napřı́klad
v problematice tištěných spojů apod.) Tı́m je motivována následujı́cı́ definice.
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(a) (b)

(c)

(d) (e)

Obr. 7.28: Izomorfnı́ grafy na šesti uzlech
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7.4. Definice. Graf se nazývá rovinný (též planárnı́), když existuje takové jeho nakreslenı́,
že každé dvě různé hrany majı́ nejvýše jeden společný bod – uzel, který je přı́padně s oběma
hranami incidentnı́.

Na prvnı́ pohled je zřejmé, že napřı́klad stromy nebo kružnice jsou rovinnými grafy. Do-
kázat, že nějaký graf je rovinný je však zřejmě jednoduššı́, než dokázat, že daný graf rovinný
nenı́. Častou hřı́čkou je napřı́klad nalezenı́ rovinného nakreslenı́ grafu na obr. 7.28a. (Podle
této známé rekreačnı́ úlohy se také tomuto grafu často řı́ká tři domy a tři studně.) Jak v dalšı́m
uvidı́me, nemá tato úloha řešenı́, nebot’graf na obr. 7.28a nenı́ rovinný.

7.5. Přı́klad. Graf K4 je rovinný, i když jeho „běžné“ nakreslenı́ je takové, že se hrany protı́najı́
(obr. 7.29a). Důležité totiž je, že existuje nakreslenı́, v němž se hrany neprotı́najı́ (obr. 7.29b).
Tentýž graf lze však nakreslit ještě mnohem „elegantněji“ (obr. 7.29c).

(a) (b) (c)

Obr. 7.29: Různá nakreslenı́ grafu K4

Existence nakreslenı́ grafu K4 z obr. 7.29c zákonitě vyplývá z následujı́cı́ho tvrzenı́, které
odvodil Wagner v roce 1936. Důkaz tohoto tvrzenı́ nebudeme uvádět.

7.6. Věta. Graf je rovinný právě tehdy, když existuje jeho rovinné nakreslenı́ takové, že všechny
jeho hrany jsou znázorněny úsečkami.

Jednı́m z nejdůležitějšı́ch tvrzenı́ o rovinných grafech je tzv. Eulerova věta. K jejı́ formulaci
však potřebujeme následujı́cı́ definici.

7.7. Definice. Bud’[U, H ] rovinný souvislý graf. Bud’dáno některé jeho rovinné nakreslenı́.
Označme W množinu všech oblastı́, na něž je tı́mto nakreslenı́m rovina rozdělena (včetně
„vnějšku“). Pak trojici [ U, H,W ] nazveme mapou.
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7.8. Poznámka. Oblast, jak známo, je otevřená souvislá množina. Napřı́klad každá kružnice
rozdělı́ rovinu na dvě oblasti – vnitřek a vnějšek. Mapa určená nakreslenı́m grafu K4 na obr.
7.29c obsahuje 4 oblasti. Nakreslenı́ téhož grafu na obr. 7.29a žádnou mapu neurčuje, nebot’
uvedené nakreslenı́ nenı́ rovinné.

7.9. Věta. (Eulerova věta.) Bud’[ U, H,W ] libovolná mapa. Pak

|W| + |U | − |H | = 2. (7.1.)

Důkaz. Indukcı́ vzhledem k čı́slu |H |. Je-li H = ∅, je nutně |U | = 1, nebot’ graf [U, H ] je
souvislý. Pak ale |W| = 1 a rovnost 7.1. je splněna triviálně.

Předpokládejme nynı́, že rovnost 7.1. platı́ pro všechny mapy [ U, H,W ] takové, že
|H | ≤ n. Bud’[ U, H,W ] mapa, |H | = n + 1. Rozlišı́me dva přı́pady:

(a) Graf [U, H ] obsahuje most xy. Podle věty 5.3 je graf [U, H − {xy}] nesouvislý a
má dvě komponenty [U1, H1], [U2, H2]. Protože |H1| ≤ n, |H2| ≤ n, platı́ podle indukčnı́ho
předpokladu pro mapy [ U1, H1,W1 ] a [ U2, H2,W2 ]

|W1| + |U1| − |H1| = |W2| + |U2| − |H2| = 2.

Dále platı́ |H1| + |H2| + 1 = |H | (nebot’ od H jsme odečetli hranu xy) a |U1| + |U2| = |U |.
Odečtenı́m mostu se v dané mapě počet oblastı́ nezměnil, avšak v součtu |W1|+|W2| je „vnějšek“
započı́tán dvakrát. Proto |W1| + |W2| = |W| + 1. Odtud celkem dostáváme:

|W| + |U | − |H | = (|W1| + |W2| − 1) + (|U1| + |U2|)−

− (|H1| + |H2| + 1) =

= (|W1| + |U1| − |H1|) + (|W2| + |U2| − |H2|)− 2 =

= 2 + 2 − 2 = 2.

V přı́padě, že [U, H ] obsahuje most, je tak věta dokázána.
(b) Necht’ [U, H ] neobsahuje most. Bud’ h ∈ H libovolná hrana. Protože h nenı́ most,

ležı́ na nějaké kružnici. Označme C kružnici maximálnı́ délky, která obsahuje hranu h. Uvnitř
kružnice C je nutně nějaká oblast, která vynechánı́m hrany h v mapě [ U, H,W ] zanikne.
V mapě [ U, H1,W1 ] vzniklé z mapy [ U, H,W ] odečtenı́m hrany h je tedy o jednu hranu a
jednu oblast méně než v mapě původnı́. Protože |H1| = n, platı́ pro mapu [ U, H1,W1 ] rovnost
7.1., tj. |W1| + |U | − |H1| = 2. Odtud však plyne platnost 7.1. i pro mapu [ U, H,W ]. •

Pomocı́ Eulerovy věty lze snadno dokázat následujı́cı́ důležité tvrzenı́.

7.10. Věta. Graf K5 (tj. úplný graf na pěti uzlech) ani graf z obr. 7.28a (tj. graf „3 domy a 3
studně“) nenı́ rovinný.
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Důkaz. (a) Připust’me, že graf K5 je rovinný. Necht’tedy [U, H,W ] je mapa vzniklá některým
jeho rovinným nakreslenı́m. Platı́ |U | = 5, |H | = 10, tj. |W| = 2 + |H | − |U | = 7. Každá oblast
přitom musı́ mı́t hranici alespoň ze třı́ hran a každá hrana odděluje alespoň dvě oblasti (protože
v K5 neexistujı́ mosty). Platı́ tak

2 · 10 ≥ 3 · |W|,

tj. |W| < 7, což je spor.
(b) Analogicky. Kdyby [ U, H,W ] byla mapa vzniklá rovinným nakreslenı́m grafu „3

domy a 3 studně“, platilo by v této mapě, |U | = 6, |H | = 9, tj. |W| = 5. Každá oblast je opět
omezena alespoň třemi hranami. Každá kružnice v [U, H ] má jistě sudou délku (pravidelně se
v nı́ musı́ střı́dat „domy“ a „studně“), takže každá kružnice má délku nejméně 4. Odtud plyne

2 · 9 ≥ 4 · |W|,

tj. |W| < 5, což je spor. •

7.11. Poznámka. Jak dokázal v roce 1930 významný polský matematik K. Kuratowski, hrajı́
grafy z věty 7.10 v charakterizaci planárnı́ch grafů zcela zásadnı́ roli (viz věta 7.16). Proto
se těmto grafům často také řı́ká Kuratowského grafy. Pro jejich důležitost si tyto grafy ještě
jednou nakresleme (obr. 7.30), i když jsme se s nimi již nejednou setkali.

(a)

(b)

Obr. 7.30: Kuratowského grafy

7.12. Definice. Bud’ [U, H ] libovolný graf, xy ∈ H jeho libovolná
hrana. Bud’ z 6∈ U ∪ H libovolný prvek. Položme U ∗ = U ∪ {z},
H ∗ = (H − {xy}) ∪ {xz, yz}. Pak řekneme, že graf [U ∗, H ∗] vznikl z grafu [U, H ]
půlenı́m hrany xy.
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7.13. Přı́klad. Graf na obr. 7.31b vznikl z grafu na obr. 7.31a půlenı́m jedné z hran.

(a) (b)

Obr. 7.31: Půlenı́ hrany

I z názoru je zřejmé, že při kreslenı́ grafů se takové dva grafy, z nichž jeden vznikl z druhého
postupným půlenı́m hran, „chovajı́ stejně“. Tı́m je motivována následujı́cı́ definice.

7.14. Definice. Řekneme, že grafy G,H jsou homeomorfnı́, jestliže existujı́ konečné posloup-
nosti grafů

G,G1,G2, . . . ,Gn

H ,H1,H2, . . . ,Hm

takové, že :

(a) Gn je izomorfnı́ s Hm;

(b) v každé z těchto posloupnostı́ vznikl následujı́cı́ graf z předcházejı́cı́ho půlenı́m některé
hrany.

7.15. Přı́klad. Každé dvě kružnice jsou homeomorfnı́.

Nynı́ uvedeme bez důkazu již zmiňovanou Kuratowského větu.

7.16. Věta. Graf je rovinný právě tehdy, když neobsahuje podgraf homeomorfnı́ s některým
Kuratowského grafem (tj. s některým grafem z obr. 7.30).
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7.17. Poznámka. Ukažme si, jak lze pomocı́ teorie rovinných grafů jednoduše zodpovědět
jeden z klasických geometrických problémů.

Již stařı́ Řekové znali pět typů pravidelných mnohostěnů (tzv. Platónových těles): (a) pravi-
delný čtyřstěn, (b) krychli, (c) pravidelný osmistěn, (d) pravidelný dvanáctistěn, (e) pravidelný
dvacetistěn. (Viz obr. 7.32).

(a) (b)
(c)

(d) (e)

Obr. 7.32: Platónova tělesa

Neuměli však dokázat, zda existujı́ ještě jiné pravidelné mnohostěny. Metodami teorie grafů
nynı́ ukážeme, že žádné dalšı́ pravidelné mnohostěny neexistujı́. K tomu však potřebujeme
několik jednoduchých pojmů.

Omezená množina T ⊆ E3 se nazývá hvězdovitá, když existuje bod s ∈ T takový, že
každá polopřı́mka s počátečnı́m bodem s má s hranicı́ množiny T právě jeden společný bod.
Je zřejmé, že „běžná“ konvexnı́ tělesa (koule, hranol, válec apod.) jsou hvězdovité množiny.
Snadno však lze ukázat, že existujı́ i nekonvexnı́ hvězdovitá tělesa.

Z definice hvězdovité množiny okamžitě plyne, že jejı́ hranici lze zobrazit spojitou bijekcı́
na sféru. (Protože je T omezená, je částı́ nějaké koule v E3. Uvedená bijekce je realizována
„promı́tánı́m“ hranice na přı́slušnou kulovou plochu ze středu s.)

Mnohostěn, který je zároveň hvězdovitou množinou, nazveme hvězdovitým mnohostěnem.
Jak dobře vı́me, hvězdovitý mnohostěn se nazývá pravidelný, jestliže všechny jeho stěny

jsou navzájem shodné pravidelné mnohoúhelnı́ky. Ke každému pravidelnému mnohostěnu
existujı́ přirozená čı́sla n, p taková, že všechny stěny jsou shodné pravidelné n-úhelnı́ky a
v každém jeho vrcholu se stýká p hran. Uspořádaná dvojice [n, p] se nazývá Schläfliův symbol
daného pravidelného mnohostěnu.
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Schläfliův symbol Platónových těles je následujı́cı́: pravidelný čtyřstěn má symbol [3, 3],
krychle [4, 3], pravidelný osmistěn [3, 4], pravidelný dvanáctistěn [5, 3] a konečně pravidelný
dvacetistěn [3, 5].

Jak jsme uvedli, lze hranici každé hvězdovité množiny zobrazit spojitou bijekcı́ na sféru.
Zejména tedy lze takto na sféru zobrazit hranici (tj. povrch) každého pravidelného mnohostěnu.
Uvedeným zobrazenı́m povrchu mnohostěnu vznikne na sféře „mapa“. (Definice mapy na sféře
je analogická definici 7.7 mapy v rovině.)

Užitı́m tzv. stereografické projekce však lze snadno dokázat, že pro mapy na sféře rovněž
platı́ Eulerova věta 7.9.

(Připomeňme si, že stereografická projekce je zobrazenı́ sféry s vyjmutým jednı́m bodem
na rovinu, definované následovně:

Necht’se sféra Sdotýká roviny E2 v bodě P. Bud’ P N průměr sféry S (viz obr. 7.33). Bud’
x ∈ S libovolný bod různý od N. Bod f (x) ∈ E2 je průsečı́k polopřı́mky N x s rovinou E2. Je
zřejmé, že stereografická projekce f je bijekcı́ množiny S−{N} na E2 a zobrazenı́ f i f −1 jsou
spojitá. Nynı́ je také zřejmé, že při stereografické projekci se mapa na sféře zobrazı́ na mapu
v rovině, přičemž se uzly zobrazı́ na uzly, hrany na hrany a oblasti na oblasti. Proto evidentně
platı́ Eulerova věta i pro mapy na sféře.)

y

N

P

x

f (x)

f (y)

Obr. 7.33: Stereografická projekce

Bud’ nynı́ T pravidelný mnohostěn. Označme R počet jeho stěn, M počet hran, N počet
vrcholů, n počet stran jedné stěny, p počet hran sbı́hajı́cı́ch se v jednom vrcholu.
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Protože každá hrana spojuje dva vrcholy a v každém vrcholu se sbı́há p hran, platı́

N p = 2M. (7.2.)

Protože každá stěna je omezena n hranami a každá hrana sousedı́ se dvěma stěnami, platı́

Rn = 2M. (7.3.)

Konečně, podle Eulerovy věty platı́

N + R − M = 2. (7.4.)

Rovnice 7.2., 7.3., 7.4. jsou rovnice o neznámých M, N, R s parametry n, p přičemž tyto
parametry jsou přirozená čı́sla většı́ nebo rovna 3. Z 7.2. – 7.4. dostáváme

M =
2np

2p + 2n − np
, N =

4n

2p + 2n − np
, R =

4p

2p + 2n − np
. (7.5.)

Protože všechna čı́sla M, N, P jsou kladná, musı́ platit 2p + 2n − np> 0, tj.

(n − 2)(p − 2) < 4, n ≥ 3, p ≥ 3.

Protože n − 2 > 0, p − 2 > 0, platı́ nutně (n − 2)(p − 2) ∈ {1, 2, 3}. Odtud dostáváme:

(a) (n − 2)(p − 2) = 1 ⇒ n = 3, p = 3,

(b) (n − 2)(p − 2) = 2 ⇒ n = 3, p = 4 nebo n = 4, p = 3,

(c) (n − 2)(p − 2) = 3 ⇒ n = 3, p = 5 nebo n = 5, p = 3.

Pravidelným mnohostěnů proto existuje nejvýše pět druhů, tj. právě pět druhů.
Hodnoty M, N, R,n, p těchto pravidelných mnohostěnů udává tabulka 2.4.

Cvičenı́

1. Podle Wagnerovy věty 7.6 lze každý planárnı́ graf namalovat bez protı́nánı́ hran, jimiž
jsou úsečky. Namalujte tak Kuratowského grafy, z nichž je odebrána jedna hrana.
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R M N n p

Pravidelný čtyřstěn 4 6 4 3 3

Krychle 6 12 8 4 3

Pravidelný osmistěn 8 12 6 3 4

Pravidelný dvanáctistěn 12 30 20 5 3

Pravidelný dvacetistěn 20 30 12 3 5

Tabulka 2.4: Tabulka hodnot R,M, N,n, p pro Platónova tělesa

8 Barvenı́ grafů

Nejprve si na dvou jednoduchých problémech ilustrujme důvody, které vedly k problematice
„barvenı́“ grafů.

8.1. Problém. Mějme dánu množinu L různých druhů léků. Přitom je známo, které dvojice
různých léků se pacientům nesmějı́ podávat současně. Na množině L chceme definovat rozklad
tak, že léky ležı́cı́ v jedné třı́dě rozkladu se sočasně podávat mohou. (Takový rozklad jistě
existuje – napřı́klad rozklad na jednoprvkové třı́dy.) Náš problém nynı́ znı́: Jaký je minimálnı́
počet třı́d takového rozkladu?

Přeformulujme si problém následovně: Bud’[L , H ] graf, v němž pro x, y ∈ L platı́ xy ∈ H
právě tehdy, když se léky x, y nesmějı́ podávat současně. Nynı́ si představme, že uzly grafu
[L , H ] obarvı́me barvami (modře, červeně atd.) tak, že žádné dva sousednı́ uzly nebudou
obarveny stejnou barvou.

Problém 8.1 nynı́ můžeme přeformulovat takto: Jaký minimálnı́ počet barev k výše uvede-
nému obarvenı́ potřebujeme?

8.2. Problém. Je dána množina V rádiových vysı́lacı́ch stanic a každá stanice x ∈ V má určenu
množinu Vx ⊆ V stanic, s nimiž má udržovat spojenı́. Ptáme se, jaký je minimálnı́ možný počet
různých frekvencı́, které musı́ být k dispozici, chceme-li zajistit, aby každá stanice x ∈ V
udržovala s každou ze stanic z množiny Vx spojenı́ na jiné frekvenci?

Grafová formulace je opět jednoduchá. Utvořme graf, v němž V je množina uzlů a dva
uzly jsou spojeny hranou právě tehdy, když přı́slušné stanice majı́ udržovat spojenı́. Hledáme
minimálnı́ počet barev nutný k takovému obarvenı́ hran tohoto grafu, že každé dvě hrany, které
majı́ společný uzel, jsou obarveny různě.

Před uvedenı́m základnı́ch výsledků o barvenı́ grafů uzavřeme, podobně jako v paragrafu
7, následujı́cı́ dohodu.
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8.3. Dohoda. V celém paragrafu 8 slovo „graf“ značı́ „konečný graf“.

8.4. Definice. Bud’[U, H ] graf. Zobrazenı́ f : U → N nazveme obarvenı́ uzlů, jestliže pro
každé dva sousednı́ uzly x, y ∈ U platı́ f (x) 6= f (y) (tj. xy ∈ H ⇒ f (x) 6= f (y)).
Řekneme, že graf [U, H ] je uzlově k-chromatický, existuje-li obarvenı́ f uzlů takové, že
| f (U )| ≤ k.
Uzlové chromatické čı́slo χ(G) grafu G je nejmenšı́ čı́slo k ∈ N0 takové, že G je uzlově
k-chromatický.

Z definice je zřejmé, že každý graf má jednoznačně určené uzlové chromatické čı́slo. Jeho
nalezenı́ v konkrétnı́ch přı́padech však může být velmi obtı́žné. Důkaz následujı́cı́ho tvrzenı́ je
však jednoduchý, a proto ho přenecháme čtenáři.

8.5. Věta. Bud’G = [U, H ] graf. Pak platı́:

(a) χ(G) = 1 ⇐⇒ H = ∅.

(b) Je-li G strom a |H | ≥ 1, pak χ(G) = 2.

Grafy s uzlovým chromatickým čı́slem 2 hrajı́ v řadě aplikacı́ důležitou roli. Jak nynı́
uvedeme, je charakteristika těchto grafů velmi jednoduchá.

8.6. Věta. Bud’G = [U, H ] graf, H 6= ∅. Pak χ(G) = 2 právě tehdy, když neobsahuje kružnici
liché délky.

Důkaz. I. Nutnost podmı́nky je zřejmá, nebot’k obarvenı́ kružnice liché délky je nezbytné užı́t
třı́ barev.

II. Necht’G = [U, H ] neobsahuje kružnici liché délky. Dostatečnost této podmı́nky budeme
dokazovat indukcı́ vzhledem k počtu kružnic v G. Uvědomme si přitom, že důkaz stačı́ pro-
vést pro souvislé grafy, nebot’obarvenı́ uzlů v jednotlivých komponentách můžeme provádět
samostatně a nezávisle na sobě.

Neobsahuje-li G žádnou kružnici, je G strom a podle věty 8.5(b) platı́ χ(G) = 2. Necht’
tedy tvrzenı́ platı́ pro každý souvislý graf obsahujı́cı́ nejvýše n kružnic sudé délky. Bud’nynı́
G = [U, H ] graf obsahujı́cı́ n + 1 kružnic sudé délky. Bud’C libovolná kružnice v G. Zvolme
v C libovolně hranu xy. Graf G∗ = [U, H − {xy}] obsahuje nejvýše n kružnic, takže podle
předpokladu platı́ χ(G∗) = 2. Odtud plyne existence obarvenı́ uzlů f : U → {1, 2} grafu G∗.
Kružnice C bez hrany xy je had, v němž se obarvenı́ uzlů pravidelně střı́dá. Protože tento had
obsahuje sudý počet uzlů, je f (x) 6= f (y). To však znamená, že f je současně obarvenı́m grafu
G, čı́mž je důkaz hotov. •
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8.7. Definice. Necht’G = [U, H ] je graf a necht’ lze množinu U rozložit na dvě neprázdné
disjunktnı́ podmnožiny U1,U2 tak, že každá hrana má jeden uzel v U1 a druhý uzel v U2. Pak
se graf G nazývá bipartitnı́. Uvedený bipartitnı́ graf se obvykle zapisuje ve tvaru [U1,U2, H ].
Bipartitnı́ graf [ U,V, H ] se nazývá úplný, když pro každé dva uzly x ∈ U , y ∈ V platı́
xy ∈ H . Je-li |U | = m, |V | = n, značı́ se úplný bipartitnı́ graf [ U,V, H ] symbolem Km,n.

Tak napřı́klad Kuratowského graf „3 domy a 3 studně“ na obr. 7.30b je graf K3,3. Pro
bipartitnı́ graf G s neprázdnou množinou hran zřejmě platı́ χ(G) = 2.

Bipartitnı́ grafy jsou studovány zejména v souvislosti s tzv. párovánı́m v grafech, což je
jedna z nejzávažnějšı́ch částı́ kombinatoriky a teorie grafů.

Zformulujme si nejprve jeden z klasických kombinatorických problémů, tzv. problém o svat-
bách.

8.8. Přı́klad. Je dána množina H hochů a množina D dı́vek, |D| ≥ |H |. Každý hoch zná
alespoň jednu dı́vku. Jaká je nutná a dostatečná podmı́nka toho, aby se každý hoch mohl oženit
s dı́vkou, kterou zná?

Nalezenı́ jednoduché nutné podmı́nky je snadné: kdyby existovala nějaká k-tice chlapců
(k ≤ |H |) taková, že všech dı́vek, které by znal alespoň jeden chlapec z této k-tice, by bylo
méně než k, pak by jistě nebylo možné požadované svatby uskutečnit.

Jak dokázal v roce 1935 Ph. Hall, je tato jednoduchá nutná podmı́nka současně také
podmı́nkou dostatečnou. Hallova věta je jednı́m z nejdůležitějšı́ch kombinatorických tvrzenı́.

8.9. Věta. (Hallova věta.) Bud’dána množina Si , i = 1, . . . ,n, neprázdných konečných množin.
Pak jsou následujı́cı́ tvrzenı́ ekvivalentnı́:

(a) Existuje prosté zobrazenı́ f : {1, . . . ,n} →

n⋃
i =1

Si takové, že f (i ) ∈ Si pro každé i =

= 1, . . . ,n.

(b) Pro každou podmnožinu ∅ 6= A ⊆ {1, . . . ,n} platı́ |A| ≤ |
⋃
i ∈A

Si |.

Grafová interpretace Hallovy věty je jednoduchá. Bud’ dán bipartitnı́ graf [ U,V, H ],
|U | ≤ |V |. Pro každý uzel x ∈ U označme Vx = {y ∈ V; xy ∈ H}.

8.10. Definice. Párovánı́m v daném bipartitnı́m grafu [U,V, H ] nazveme každý jeho podgraf
[ U,V∗, H ∗

], který je pravidelným grafem 1. stupně (tj. z každého uzlu vycházı́ právě jedna
hrana).
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Z Hallovy věty okamžitě plyne, že v bipartitnı́m grafu [ U,V, H ] existuje alespoň jedno
párovánı́ [ U,V∗, H ∗

] právě tehdy, když pro každou podmnožinu ∅ 6= U1 ⊆ U platı́

|U1| ≤

∑
x∈U1

|Vx|. (8.1.)

Párovánı́ v bipartitnı́m grafu se nazývá úplné, je-li faktorem daného grafu (tj. V∗ = V). Je
zřejmé, že v [ U,V, H ] úplné párovánı́ existuje právě tehdy, když kromě podmı́nky 8.1. navı́c
platı́ |U | = |V |.

Jestliže v bipartitnı́m grafu [ U,V, H ] párovánı́ neexistuje, je přirozené hledat maximálnı́
(vzhledem k počtu hran) podgraf v [ U,V, H ], který je pravidelným grafem 1. stupně. Takové
podgrafy majı́ řadu aplikacı́ v operačnı́m výzkumu, v lineárnı́m programovánı́ apod. Nejběžnějšı́
z algoritmů pro hledánı́ tohoto maximálnı́ho podgrafu je tzv. mad’arský algoritmus.

Na obr. 8.34a je bipartitnı́ graf, v němž neexistuje párovánı́ (je to faktor grafu K5,5). Na
obr. 8.34b je jeden z maximálnı́ch pravidelných podgrafů 1. stupně.

(a) (b)

Obr. 8.34: Maximálnı́ pravidelný podgraf 1. stupně v daném grafu

Nynı́ se vrat’me k problematice barvenı́ uzlů v grafu.
Jakkoliv je obecně určenı́ čı́sla χ(G) obtı́žné, je jednoduchá jeho následujı́cı́ majorizace.

8.11. Věta. Bud’G = [U, H ] graf. Označme % = max {st x; x ∈ U }. Pak platı́

χ(G) ≤ % + 1.

Důkaz. Indukcı́ vzhledem k čı́slu |U |. Pro |U | = 1 je tvrzenı́ zřejmé. Necht’ tedy tvrzenı́ věty
platı́ pro všechny grafy [U, H ] takové, že |U | ≤ n. Bud’ nynı́ G = [U, H ] graf, |U | = n + 1.
Označme G∗ graf, který vznikne z grafu G odečtenı́m některého uzlu x a všech hran s tı́mto
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uzlem incidentnı́ch. Podle předpokladu platı́ χ(G∗) ≤ % + 1, takže existuje obarvenı́ uzlů grafu
G∗ f : (U − {x}) → {1, . . . , % + 1}. V grafu G však s uzlem x sousedı́ nejvýše % uzlů, takže
uzly v G můžeme obarvit následovně:

g(t) =

{
f (t), pro t 6= x,

p pro t = x,

kde p ∈ {1, . . . , % + 1} je takový prvek, že p 6= f (u) pro všechny uzly u ∈ U , tu ∈ H . Pak je
g obarvenı́ daného grafu nejvýše % + 1 barvami. •

Nynı́ se budeme zabývat barvenı́m hran.

8.12. Definice. Bud’ [U, H ] graf. Zobrazenı́ f : H → N nazveme obarvenı́m hran, jestliže
pro každé dvě hrany h1, h2 ∈ H , h1 6= h2, takové, že h1 ∩ h2 6= ∅, platı́ f (h1) 6= f (h2).
Řekneme, že graf [U, H ] je hranově k-chromatický, když existuje obarvenı́ f hran takové,
že | f (H)| ≤ k.
Hranové chromatické čı́slo χh(G) grafu G je nejmenšı́ čı́slo k ∈ N0 takové, že G je hranově
k-chromatický.

Ve větě 8.11 jsme uvedli hornı́ odhad uzlového chromatického čı́sla. Má-li symbol % týž
smysl jako ve větě 8.11, je z definice okamžitě zřejmé, že pro hranové chromatické čı́slo platı́
χh(G) ≥ %. Jak v roce 1964 dokázal ruský matematik G. V. Vizing, platı́ dokonce následujı́cı́
věta, kterou uvedeme bez důkazu.

8.13. Věta. Pro libovolný graf G platı́ % ≤ χh(G) ≤ % + 1.

8.14. Poznámka. Hranové chromatické čı́slo daného grafu tedy může nabýt jen dvou hodnot:
% nebo % + 1. Řekneme, že graf G patřı́ do prvnı́, respektive do druhé třı́dy, je-li χh(G) = %,
respektive χh(G) = % + 1.

Je zřejmé, že napřı́klad každá kružnice sudé délky patřı́ do prvnı́ třı́dy, každá kružnice liché
délky do druhé třı́dy. Dodnes však nenı́ známa charakterizace přı́slušnosti grafů k těmto třı́dám.
Přitom nenı́ zastoupenı́ grafů v těchto třı́dách ani zdaleka rovnoměrné. Jak v roce 1977 dokázali
P. Erdös a R. J. Wilson, platı́ následujı́cı́ tvrzenı́:

Označı́me-li pi (n) počet grafů na n uzlech patřı́cı́ch do i -té třı́dy, platı́

lim
n→∞

p2(n)

p1(n)
= 0.

Podle [10] existuje napřı́klad 143 souvislých grafů s nejvýše šesti uzly a pouze 8 z nich
patřı́ do druhé třı́dy. Těchto 8 grafů je na obr. 8.35.



8. Barvenı́ grafů 141

Obr. 8.35: Grafy druhé třı́dy na nejvýše šesti uzlech

(a) (b)

Obr. 8.36: Petersenův graf a jeho kvadratický faktor
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8.15. Přı́klad. Důležitým grafem patřı́cı́m do druhé třı́dy je tzv. Petersenův graf (obr. 8.36a).
J. Petersen uveřejnil v roce 1891 práci v nı́ž podrobně popsal vlastnosti pravidelných grafů;
předevšı́m pak studoval problém existence pravidelných faktorů v těchto grafech.

Jak je okamžitě zřejmé, je Petersenův graf pravidelným grafem 3. stupně. Obsahuje pravi-
delný faktor 1. stupně (tzv. lineárnı́ faktor) – hrany tohoto faktoru jsou na obr. 8.36a vyznačeny
tučně. Petersenův graf obsahuje i pravidelný faktor 2. stupně (tj. kvadratický faktor); tento
faktor je na obr. 8.36b.

Tento kvadratický faktor však nenı́ souvislý. Ponecháme čtenáři, aby si promyslel, že sou-
vislý kvadratický faktor (tj. hamiltonovská kružnice) v Petersenově grafu neexistuje. Petersenův
graf proto nenı́ hamiltonovský. Lehce však lze ukázat, že je polohamiltonovský (viz poznámka
6.15).

Na dokreslenı́ toho, co jsme o znázorňovánı́ grafů uvedli v poznámce 7.3, necht’si čtenář
promyslı́, že všechny tři grafy na obr. 8.37 jsou izomorfnı́ s Petersenovým grafem.

(a) (b) (c)

Obr. 8.37: Různá nakreslenı́ Petersenova grafu

8.16. Poznámka. Hranové obarvenı́ grafů překvapivě souvisı́ s latinskými čtverci, o nichž
jsme hovořili v 1. kapitole, paragraf 10.

Lehce lze dokázat, že úplné bipartitnı́ grafy patřı́ do prvnı́ třı́dy. Evidentně platı́

χh(Km,n) = % = max (m,n) .

Bud’ n ∈ N libovolné. Pak platı́ χh(Kn,n) = n. Označme Kn,n = [ U,V, H ], U =
= {u1, . . . ,un}, V = {v1, . . . , vn}, tj. H = {ui v j ; i = 1, . . . ,n, j = 1, . . . ,n}. Bud’ f : H →

→ {1, . . . ,n} obarvenı́ hran. Definujme čtvercovou matici (ai j )
n
i, j =1 takto: ai j = f (ui v j ). Pak

je zřejmé, že tato matice je latinským čtvercem řádu n.
Na obr. 8.38 je uvedené přiřazenı́ provedeno pro obarvenı́ hran grafu K3,3.
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1 =

2 =

3 =

1 2 3

2 3 2

3 1 1

Obr. 8.38: Obarvenı́ grafu K33 a přı́slušný latinský čtverec

Hranové obarvenı́ grafu Kn,n n barvami však současně evidentnı́m způsobem určuje n
různých úplných párovánı́ v Kn,n (Každá barva určuje jedno takové párovánı́). Protože počet
úplných párovánı́ v Kn,n lze algebraickými metodami vypočı́tat (tento počet udává tzv. perma-
nent matice sousednosti daného grafu — viz cvičenı́), lze odtud rovněž odvodit, že latinských
čtverců řádu n je alespoň

n! · (n − 1)! · (n − 2)! · . . . · 1!.

Napřı́klad latinských čtverců 6. řádu je alespoň 6! · 5! · 4! · 3! · 2! = 24 883 220.

8.17. Poznámka. S problematikou barvenı́ grafů úzce souvisı́ jeden z nejznámějšı́ch matema-
tických problémů 20. stoletı́, tzv. problém čtyř barev. Formulace tohoto problému je jednoduchá:
Mějme v rovině zeměpisnou mapu, na nı́ž je několik států. Chceme, aby mapa byla vybarvena
tak, jak je to obvyklé, tj. aby každý stát byl vybarven nějakou barvou tak, že žádné dva sousednı́
státy nejsou obarveny stejně (viz napřı́klad obráze 8.39).

Našı́m úkolem je zjistit, jaký počet barev nezbytně potřebujeme, abychom mohli takto
vybarvit každou zeměpisnou mapu.

Aby formulace problému byla regulérnı́, je nutno upřesnit dvě skutečnosti:
(a) předpokládáme, že územı́ každého státu je „souvislé“ (což v praxi nenı́ vždy splněno –

viz napřı́klad USA (Aljaška));
(b) dva státy považujeme za sousednı́, když majı́ společnou hraničnı́ „čáru“ (tj. nedotýkajı́

se jen v izolovaných bodech). Lehce lze ukázat, že je nutno mı́t k dispozici alespoň čtyři barvy
(obr. 8.40).

Ve všech konkrétnı́ch přı́kladech se vždy podařilo najı́t obarvenı́ čtyřmi barvami. Napřı́klad
na obrázku 8.41 je takto vybarvena mapa USA.

Nalezenı́ důkazu, že tomu tak je zákonitě, se však ukázalo být jednı́m z nejobtı́žnějšı́ch
problémů modernı́ matematiky.

Přeformulujme si nynı́ uvedený problém do grafové terminologie. Mějme dánu nějakou
zeměpisnou mapu (splňujı́cı́ výše uvedené podmı́nky). Nynı́ zkonstruujme graf G = [U, H ]
následovně. Na územı́ každého státu zvolme jeden bod; tyto body tvořı́ množinu U . Dva uzly
spojı́me hranou právě tehdy, když přı́slušné státy sousedı́. Takto zı́skaný graf je jistě rovinný,
nebot’hrany můžeme kreslit tak, aby neprocházely územı́m žádného dalšı́ho státu (hranici dvou
států můžeme „překročit“ v hraničnı́ čáře). Tak napřı́klad státům na obr. 8.40 odpovı́dá graf K4.
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Obr. 8.39: Ukázka politické mapy

I II

III

IV

Obr. 8.40:
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Obr. 8.41: Vybarvenı́ mapy USA čtyřmi barvami

Obarvenı́ zeměpisné mapy je nynı́ ekvivalentnı́ s obarvenı́m uzlů takto sestrojeného rovin-
ného grafu. V grafové terminologii lze tedy problém čtyř barev přeformulovat takto:

Platı́ pro každý rovinný graf G nerovnost χ(G) ≤ 4?
To, že i relativně komplikované grafy — viz napřı́klad obrázek 8.42 — uvedenou podmı́nku

splňujı́, samozřejmě ještě nic neznamená.

Obr. 8.42: Vybarvenı́ rovinného grafu čtyřmi barvami

Historie toho problému sahá až do let 1840–1850, kdy se tı́mto problémem zabývali A. F.
Möbius, A. de Morgan a dalšı́. Mnohokrát byl uvedený problém zdánlivě „vyřešen“, vždy se
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však ukázalo, že v důkazu byla nějaká chyba. V roce 1890 dokázal P. J. Heawood (právě při
rozboru jednoho z chybných důkazů), že pro každý rovinný graf G platı́ χ(G) ≤ 5 (tzv. věta
o pěti barvách). Definitivně problém čtyř barev vyřešili (pozitivně) až v roce 1976 K. Apple a
W. Haken z univerzity v Illinois (USA), když dokázali, že vskutku pro každý rovinný graf G
platı́ χ(G) ≤ 4.

Důkaz tohoto tvrzenı́ převedli na prověřenı́ vlastnostı́ téměř dvou tisı́c speciálnı́ch grafů.
Samotné prověřenı́ pak provedli na počı́tači, který na to spotřeboval 1200 hodin strojového
času.

I tyto údaje demonstrujı́ obtı́žnost celého problému.

Podrobněji o historii tohoto problému viz napřı́klad v knize [11] .

Cvičenı́

1. Permanent matice A =
(
ai j
)

typu m/n, m ≤ n je definován jako

per(A) =
∑

a1i1 · a2i2 · . . . · amim,

kde se sčı́tá přes všechny variace m prvků z množiny {1, 2, . . . ,n}. Vypočtěte permanent
matic:

a) A =

(
1 1
1 1

)

b) B =

(
1 2 3
1 2 3

)

c) C =

 1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 1 1



9 Zobecněnı́ pojmu graf

Jak jsme uvedli již v paragrafu 1, nenı́ grafová terminologie v literatuře zdaleka jednotná.
Ustálený význam nemá ani pojem graf. Nynı́ uvedeme definici tzv. „obecného grafu“, která
zahrnuje většinu běžně studovaných grafů jako speciálnı́ přı́pady.
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9.1. Definice. Obecným grafem nazýváme trojici [ U, H, ϕ ], kde U, H jsou disjunktnı́ mno-
žiny, U 6= ∅ a ϕ: H → U 2

∪ U ∪ P2(U ).
Prvky množiny U nazýváme uzly, prvky množiny H hrany a ϕ je tzv. incidenčnı́ zobrazenı́.
Je-li ϕ(h) ∈ U 2, nazývá se h orientovaná hrana, je-li ϕ(h) ∈ U ∪ P2(U ), je h neorientovaná
hrana.
Orientovaná hrana h se nazývá orientovaná smyčka, je-li ϕ(h) = [x, x] pro nějaký uzel x ∈ U .
Neorientovaná hrana se nazývá smyčka, je-li ϕ(h) ∈ U .
Orientované hrany h, k se nazývajı́ souhlasně rovnoběžné, je-li ϕ(h) = ϕ(k) a nesouhlasně
rovnoběžné, je-li ϕ(h) = [x, y] 6= [y, x] = ϕ(k).
Neorientované hrany h, k se nazývajı́ rovnoběžné, je-li ϕ(h) = ϕ(k).
Násobnostı́ hrany h ∈ H nazýváme čı́slo |{k ∈ H ; ϕ(k) = ϕ(h)}|.

V obecném grafu tak mohou existovat současně hrany orientované i neorientované, mezi
dvěma uzly nemusı́ existovat žádná hrana, ale může jich existovat i vı́ce než jedna atd. Možných
„typů“ grafů tak existuje celá řada. Nejdůležitějšı́ rozdělenı́ grafů obdržı́me podle toho, zda
v nich existujı́ vı́cenásobné hrany či nikoliv a podle toho, zda jsou všechny hrany orientované
respektive všechny neorientované.

9.2. Definice. Bud’ G = [ U, H, ϕ ] obecný graf. Existuje-li alespoň jedna hrana h ∈ H
s násobnostı́ většı́ než jedna, nazývá se G multigraf (nebo též pseudograf ). Je-li násobnost
všech hran rovna jedné, nazývá se G prostý graf .
Obsahuje-li G pouze neorientované hrany, nazývá se neorientovaný graf . Jsou-li všechny
hrany v G orientované, je G tzv. orientovaný graf .
Řekneme, že G je smı́šený graf , nenı́-li ani orientovaný ani neorientovaný. (Ve smı́šeném
grafu tedy existuje alespoň jedna orientovaná a alespoň jedna neorientovaná hrana.)

9.3. Poznámka. Formálnı́ popis prostého grafu můžeme snadno zjednodušit. Incidenčnı́ zob-
razenı́ je podstatné u multigrafů. V prostém grafu můžeme přı́mo předpokládat, že H ⊆ U 2

∪

∪ U ∪ P2(U ) a ϕ je pak identické zobrazenı́ (tj. ϕ(h) = h pro každou hranu h ∈ H ). (Tzn.,
že prostý graf můžeme definovat jako dvojici [U, H ], kde U 6= ∅, H ⊆ U 2

∪ U ∪ P2(U ),
U ∩ H = ∅.)

Orientovaný i neorientovaný graf přitom může a nemusı́ být prostý.

Důležitou charakteristikou grafu je v mnoha situacı́ch skutečnost, zda daný graf obsahuje
smyčky či nikoliv.

Prostý neorientovaný graf bez smyček se nazývá obyčejný graf . Prostý orientovaný graf
bez smyček nazýváme obyčejný orientovaný graf .
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9.4. Poznámka. V paragrafech 2 – 8 jsme tedy „grafem“ rozuměli obyčejný graf.

Kromě obyčejných grafů, které jsme dosud studovali, tvořı́ druhou nejčastěji studovanou
třı́du grafů prosté orientované grafy, respektive obyčejné orientované grafy.

Mı́sto prostý orientovaný graf, respektive obyčejný orientovaný graf, se často stručně řı́ká
jen „orientovaný graf“.

Uvažme, že když [U, H ] je prostý orientovaný graf, je H ⊆ U 2, tj. H je binárnı́ relace na
U . Tento graf je pak obyčejným orientovaným grafem právě tehdy, když je relace H areflexivnı́.

Prosté orientované grafy tedy nejsou nic jiného než množiny s binárnı́ relacı́. Všechno, co
známe o binárnı́ch relacı́ch, proto můžeme na tyto grafy přenést. Mohlo by se proto zdát, že
studium orientovaných grafů jako samostatných objektů je zbytečné. Z tradičnı́ch důvodů a
vzhledem k specifičnosti metod teorie grafů se však orientované grafy intenzivně studujı́.

9.5. Poznámka. Prostý orientovaný graf je podle výše uvedeného dvojice [U, H ], kde U 6= ∅,
H ⊆ U 2. V teorii grafů jsou však tyto grafy obvykle zadávány jiným způsobem. Ke každému
uzlu x ∈ U je zadána množina 0(x) těch uzlů, do nichž z x vede orientovaná hrana, kterou
nazýváme šipkou.

9.6. Definice. Bud’ U 6= ∅ libovolná množina, 0 : U → P(U ) bud’ libovolné zobrazenı́.
Pak se dvojice [U, 0] nazývá orientovaný graf . U je množina uzlů. Z uzlu x vede do uzlu y
orientovaná hrana

−→

xy právě tehdy, když y ∈ 0(x).

9.7. Poznámka. Z výše uvedeného je zřejmé, co to znamená, že orientovaný graf [U, 0] je
reflexivnı́, symetrický, antisymetrický, tranzitivnı́ a podobně.

Řadu pojmů lze z obyčejných grafů přenést na neorientované grafy prakticky beze změny
– napřı́klad pojem „podgraf“, „izomorfismus grafů“ atd. U některých pojmů docházı́ k jistým
modifikacı́m. Tak napřı́klad roli stupně uzlu x hrajı́ dva tzv. polostupně |0(x)| a |0−1(x)| (tj.
počty hran z uzlu x vycházejı́cı́ch a v uzlu x končı́cı́ch).

Roli kružnice v orientovaných grafech hraje tzv. cyklus. Acyklický graf je orientovaný graf
neobsahujı́cı́ jako podgraf žádný cyklus.

Důležitou třı́dou orientovaných grafů jsou tzv. turnaje. Areflexivnı́ orientovaný graf se
nazývá turnaj, jestliže pro každé dva různé uzly x, y platı́, že jsou spojeny hranou

−→

xy, respektive
−→

yx.

Přes veškeré odlišnosti mezi jednotlivými typy grafů však lze řı́ci, že pro toho, kdo zvládne
teorii pro jeden z typů, je snadné pochopenı́ pojmů i pro zbývajı́cı́ typy.

V aplikacı́ch se pochopitelně užı́vá různých typů grafů, podle toho, jaký typ je pro popis
zadané situace nejvýhodnějšı́.
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Zobecněnı́ pojmu graf je však možno provést i jiným způsobem, než jak jsme to provedli
v definici 9.1. Někdy je výhodné a potřebné studovat „grafy“, jejichž hrany spojujı́ vı́ce než dva
uzly. Takovým grafům se řı́ká obvykle hypergrafy. (V poslednı́ch letech se v české literatuře
ujı́má pro hypergrafy termı́n společnost, mı́sto o hranách hypergrafu se pak hovořı́ o týmech
společnosti.)

Je zřejmé, že pojem hypergrafu úzce souvisı́ napřı́klad s blokovými schématy, o nichž jsme
hovořili v 1. kapitole, paragrafu 10.

9.8. Definice. Hypergraf je trojice [ U, H, ϕ ], kde U 6= ∅ je množina uzlů, H je množina
hran a ϕ: H → (P(U )− {∅}) je incidenčnı́ zobrazenı́.

9.9. Poznámka. Hypergraf je tedy — jednoduše řečeno — systém neprázdných podmnožin
množiny uzlů. Některé množiny se přitom v tomto systému mohou opakovat.

Existuje-li čı́slo k takové, že pro každou hranu h ∈ H platı́ |ϕ(h)| = k, řı́káme, že hypergraf
je uniformnı́ (respektive k-uniformnı́).

Je zřejmé, že 2-uniformnı́ hypergraf je totéž jako neorientovaný graf bez smyček.
Je-li incidenčnı́ zobrazenı́ prosté (tj. „násobnost“ každé hrany je rovna jedné), nazývá se

hypergraf prostý. Podobně jako u prostého grafu můžeme předpokládat, že prostý hypergraf
je dvojice [U, H ], kde H ⊆ (P(U ) − {∅}). Přenesenı́ řady pojmů z grafů na hypergrafy je
jednoduché.
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n! n
1 1
2 2
6 3

24 4
120 5
720 6

5 040 7
40 320 8

362 880 9
3 628 800 10

39 916 800 11
479 001 600 12

6 227 020 800 13
87 178 291 200 14

1 307 674 368 000 15
...

2 432 902 008 176 640 000 20
...

15 511 210 043 330 985 984 000 000 25

Tabulka 2.5: Tabulka hodnot n !
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(n
k

)
k = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n = 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0 0
4 1 4 6 4 1 0 0 0 0 0 0
5 1 5 10 10 5 1 0 0 0 0 0
6 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0 0
7 1 7 21 35 35 21 7 1 0 0 0
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 0 0
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 0 0

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
...

Tabulka 2.6: Pascalův trojúhelnı́k

p(n, k) n = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5
3 0 0 1 1 2 3 4 5 7 8
4 0 0 0 1 1 2 3 5 6 9
5 0 0 0 0 1 1 2 3 5 7
6 0 0 0 0 0 1 1 2 3 5
7 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3
8 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2
9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
...

Tabulka 2.7: Počet p(n, k) rozkladů čı́sla n na k sčı́tanců
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n p(n) n p(n) n p(n) n p(n)

1 1 21 792 41 44 583 . . .
2 2 22 1 002 42 53 174 70 4 087 968
3 3 23 1 255 43 63 261 . . .
4 5 24 1 575 44 75 175 80 15 796 476
5 7 25 1 958 45 89 134 . . .
6 11 26 2 436 46 105 558 90 56 634 173
7 15 27 3 010 47 124 754 . . .
8 22 28 3 718 48 147 273 100 190 569 292
9 30 29 4 565 49 173 525 . . .

10 42 30 5 604 50 204 226 110 607 163 746
11 56 31 6 842 51 239 943 . . .
12 77 32 8 349 52 281 589 120 1 844 349 560
13 101 33 10 143 53 329 931 . . .
14 135 34 12 310 54 386 155 125 3 163 127 352
15 176 35 14 833 55 451 276 . . .
16 231 36 17 977 56 526 823 200 3 972 999 029 388
17 297 37 21 637 57 614 154
18 385 38 26 015 58 715 220
19 490 39 31 185 59 831 820
20 627 40 37 338 60 966 467

Tabulka 2.8: Počet p(n) rozkladů čı́sla n

s(n, k) k = 0 1 2 3 4 5 6

n = 1 0 1 0 0 0 0 0
2 0 -1 1 0 0 0 0
3 0 2 -3 1 0 0 0
4 0 -6 11 -6 1 0 0
5 0 24 -50 35 -10 1 0
6 0 -120 274 -225 85 -15 1
...

Tabulka 2.9: Tabulka hodnot Stirlingových čı́sel prvnı́ho druhu
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S(n, k) k = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n = 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0
4 1 7 6 1 0 0 0 0 0 0
5 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0
6 1 31 90 65 15 1 0 0 0 0
7 1 63 301 350 140 21 1 0 0 0
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0
9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 0

10 1 511 9330 34105 42525 22827 5580 750 45 1
...

Tabulka 2.10: Tabulka hodnot Stirlingových čı́sel druhého druhu

k bk

2 0,166 67
4 0,033 33
6 0,023 81
8 0,033 33
10 0,075 76
12 0,253 11
14 1,166 67
16 7,092 16
18 54,971 18
20 529,124 24
22 6 192,123 19
24 86 580,253 11
26 1 425 517,166 67
28 27 298 231,067 82
30 601 580 873,900 64

Tabulka 2.11: Bernoulliova čı́sla
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n t (n) n t (n)

1 1 14 3 159
2 1 15 7 741
3 1 16 19 320
4 2 17 48 629
5 3 18 123 867
6 6 19 317 955
7 12 20 823 065
8 23 21 2 144 505
9 47 22 5 623 756

10 106 23 14 828 074
11 235 24 39 299 897
12 551 25 104 636 890
13 1 301 26 279 793 450

Tabulka 2.12: Počet tn neizomorfnı́ch stromů na n uzlech
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acyklický graf, 148
adjungovaný rozklad, 42
anagram, 17
artikulace, 114

Bellova čı́sla, 24
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Ferrersovův diagram, 42
Fibonacciova čı́sla, 54
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charakteristická rovnice formule, 52
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minimálnı́ kostra, 110
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ohodnocenı́ hrany (uzlu), 110
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prostý hypergraf, 149
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rovinný graf, 89, 129
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