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KUZ"LOSI&C‘KY

Nézev; lmieloseé’ka —»i"ez roviny s kruhovou kuZeiovou plochou.

Necht © Je rotani kuZelové plocha, @ rovina a V€Q /viz obr.W
& :

! Oznatme; T 1o
o« = &L QT
ﬁ =X &

Jé-»li oc-<{/5 , Srotind rovina ¢ vdechny tvofici pf-mky,kgzaové.
plochy a Pezem je elipsa,

Je-li o=0 » Je rovina Q rovnobéZnéd prévé s jednou tvorici pPim-
zou plochy a Pezem je parabola,

Je-1i o >4 , je rovina Q rovnobfZind se dvéma riznob&Znyai tvori-

cimi pfimkami plochy a Pezem je hyperbola.

Poznémka: Pro V€¢ maZe byt priniken ¢ s kufelovou plochou bod,
‘ pfimka, dv& riznobdiné pFimky /nazyvéme je singuldrni
nebo sloZené kuZeiosedky/.

V&ta 1 /Definice/

RuZeloselka zvand elipsa /parabola, hyjserbola/ je mnoZina bodd

v roving, které meji pomdr vzdédlenosti od daného bodu F /zvaného
ohnisko/ a dané srinky p /zvanéd Pidici p¥izka neboli alreatrlx/
neprochézejici bodem F roven Xladnému redindmu &isiu &, pro xters
platl ¥<1i /kx=1, x>1i/.

3islo k se nazyvd numerickd vystPednost neboli excentr:.c:x.ta
kuZelosedky.

Dikaz /pro elipsu, tj. « < /3 /

Do ¥dsti xuZelovs plochy ve xterd lezi V vepiSeme kulovou plochuy %%
tak, aby se dotyxaie roviny @ v bod& F/viz obr. 2/ XKujelovd a xulovd
pPlocha se dotykai{ podél kruZrice 1, kterd leZi v rovind & kolmé

k ose ¢ uvaZovansho rotadniho kulele.
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Cbr. 2

Oznalme p = §ﬂ€ y Zvolme Xee kde e Je pri’mln. roviny @ s kuZelo-
vou-plochou /v obr. X,/. Plati: /Xp/ = /XG/ = [XoGo/e (1)
Déle platr /}CF/ XL/ = dea.ka teény z bodu X ke e , (2)

Y TR A VR A A /Xsz/ FRiin /2 /XG0 /

otoceno -
Pro trojihelnik XiG /z obr.2 A J(Z;zzzuz =AX»;G/ d;e sinové vEty plati:
/B 3 JXC/ = [Riia/ 2 /Xy Gy/ = sine § &n[T —/erw/] =
= sing: sinfT - Jxehox/] = sin o ; sin/v; -A/ = sin« ; sin k<1,
nebof 0 << A< E k ‘

Dostédvéme tedy /XF/ : /Xp/ = sinw: sin B = k<1,

Poznimky:
i. Cbodobny zdvir dostaneme i pre
parsbolu: X =4 = sinec: sin/d = x = 1 3,3/ = ,Xp/

hyperboluix >% = sin = : sin/d =51 = /XF/ > 1 Xp/ .

2. Ffrox £ R plati, Ze také do druhé &dsti kulelovsd olochy urdend

rovinou g /pro eliipticky Pez doté, v niZ nelei{ bod V - viz obr.3/
. lze vepsat kxulovou plochu, ktersd se ~dotyrd rovmyg v bodd Z, jeni
Je  pro prisednou iPivku /elipsu nebo hyperbolu/ druhyn ohnigkem.
Tulc skutenost vyladPfule vita etelet-Dandelinova

: Tepilese-~li
do rota¥ni zulelové plcochy kulove 2lochy tak, a

aby se dotykaly
roviny protinajici tuto kuifelovou plochu, pak lJotykové body xulo-
vyeh pleoch s rovinou %ezu Jjsou ohniska priisedné kFivky.
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Qbr. 3

ELIPSA

< Pro elipsu /o« <A/ plati /viz obr. 3/

/EE/ + (KBS = XL+ XK = (D) /(XK = JLUK) =

délcy teden z X ke st otoceno

= .7 = konst. , kterou oznadime 2a.
Pro déliky tefen z bodu A ke % plati:
/AF/ = /ALY, D /ER/ </ < AK)(L)/ = 2a.
Tedy /LF/ < 2a.

e teeremrstus.
Z predchozi dvahy plyne:
Jsou-li ddny body = ¥ F a &isia 2a >/:F/, pak mnoZinou vdech bodd X
roviny obsshujiei body 2, P, pro které plati

S+ [FX) =

Jé elipsa s ohnisky &, F a s hlavni osou o velixosti 2a,

3

b

Rovmce eli psz .

B

NechE je v eukleidovské rovind déna ellpsa\/s ohm.sky 2, Fa vehkost:.

hlevni osy 2a. Zvolme KASS taek, aby osa x prochézela bo¢y E, T a po- -

&4tek KASS byl sthedem Gsedky 3. F .
Souradnice ohnisek oznadze Z = [ -e, 0], F = [e, OJ, /obr. 4/, #£0
- ) B:[OI%-}

~

E:Eep} ¢ -. . : F=te)°]
Coobr. 4T

Jestlife je bod X = [x, y]voden élipsy 2/, pak piati

/X3 + /X =228, (1)
t3 v A _
\Ex+ e)z+(y—0)2 * \Ex—e\z 4 (y = 0Y =2a /°
(zre)? + y2 - (x—ef' ¥ y2 + 2 \kx+e)2f+ yg -\{(x—e)zq- 2 = 4:5_2
2<X2+e2W2) s2 V2 + 2+ 2 - 4082 = 102

\ka + y2 + e2)2 - 4e2x2 = 232-(3{2’" e2+y%/2

. - . £, 2 2 s
2o umocnéni, dalZich dpravdch a oznsleni a° - e = b2 dostévime

»To soufadnice x, y bodu X elipsy & vztah

2

[

2
> + =1 (2)

]
o k4
I\)N

Obrdcenim postupu ovefime, Ze kaZdy bod X, jehof soufadnice x, y
spliuji vztah (2) je bodem elipsy & .
Jislo b ve vztahu (2)se nazyvé velikost vedlejsi poloosy elipsy &/ ,
&islo e linedrn{ v¥stfednost - excentrlc.hta elipsy &/ . Vztan (2)
v:azyvéme norméini, téZ kancnicxou rovnici elipsy o .

V&ta 2 /upPesndni vity 1 pro elipsu/

Zlipsa o rovnici(2)je wmnoZinou v3ech bad.z v roviné 32, které maji

cd bodu F [e O}a od p¥imky pzx = % , pomér vzddlenosii roven
éisluk-g,&dee= - b%, L

Dikaz provedte jako cvideni.
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Obeend i'ovnice v.kuieioseéky

Nehomogenni kvadratlckou formou v proménnych xl, X nazyvéme
kaZdy mnohodlen

2,
£(x),%) = 8);x5+ 2ap,0 0%, + ay5x5 + 2ay3%) + 28,5%, + ﬁl33’ (1
kde a; 3 /1—1— J%3/ jsou libovolnd redlnd 3isla spliujici podminku
(311’312’322) + (0,0,0). ; {2)

Pro a5 = 83 Ta33 =0 nazyvéme mnoho¥len{l) homogenni kvadratickou
formou., - :

Nehomogenni kvadratickou formu (1)} lze zapsat pouwci matic takto:
212 %12 23\ x
Plxys x = (xy, %, Loy, 8y apflx| - s
813 %23 %33/\1 '
strudndji
£(x;, %)= XA X, (3)
kde X* ={x,, %, 1) .

Jediny prvek matice X A X typu (1 ,1)je roven £(xy,%,) - coZ
z jednoduSensd zapisujeme ve tvaru (3) .

latice A v (3) se nazyvé mstice kvadratické formy (1)

Deterainant JAl' se nazyvé diskricinant kvadratickd forzy (11 ,
resgektive rovnice f(xl,x2)= Q. (4)

Latici
A = ( a1
33 1ley, ey

nazjvéme matici kvadraticijcn &lend formy (1) .

Determinant lA331 nazyvéme diskriminantem Xvadratickych Zlend
nebo téZ maljm Iiskriuinsnteam. ‘

Xvadratickd forma, Jeji% diskriminent je roven nuie /Je rizny
od nuly/ se nazyvé singuidrni /rezuldrni/.

Jédrem madratlczcé formy (l) /téz nulovou mnozmou/ nazyvéme mnoZinu
w3ech uspoPddanych dvoglc, které Jsou Pelenim rovnice (4) .

Bodovym Jédrem kvadratické formy (l) nazyvéme muoZinu véech bodd v rov:.m ‘

JejichZ uspoPddand dwojice souradm.c [xl, xz'] ndiezeli do Jadra
kvadratlcké formy (4.) .

Souvlslost kvadrat:.cqch forem s kuieloseékam

£lipsa se st¥eden S = [m,n] 14 rovmcl
2 2
(x;~ m) (xz- n)

2 w2

R

Jeji dpravou dostivine .

bz(xl'-zznxl+m +(x2 2m2+n)a =0,
Levd strana této rovnice je spe<:1éln1m pf- padem kvadratické formy -
v proménnych Xys Zpe Bodovym gédrem této kvadrat.;c.-:e formy je wuZelo-
selka felipsa/. FoloZme si tedy otézsu. Co Je bocovym jddrex Iwadre-
tické formy (1) v obecném pPipadd? _
ProtoZe na tuto otdzku nedovedenme odp_ovédét', pokusine se jinou, vhod-
nou volbou goufadné scustavyzjednod\iéit rovnici (4) tak, aby z trans-
formované rovnice odpovéd vyplynu_La. UvaZovat budewe eukleidovsioun
rovinu s KASS. Abychom nemuseli pouzivat m.:iexv, zavedene v kvadra

tické formé(1)nové oznafeni, Rovnice (4)pak bude mit tvar

ax2,+2bxy+cy2+2\*x+2ey+f » (a, b, ) #(0, 0, 0).

Dél viz «. Sekanine a kol.: Geowmetrie I, kap. 3.2, str, i74.

£aS3
pivodni soufadnice bodu spliuji rovnici (5) privé tehdy, kéyZ Jeho
nové soufadnice spinuji rovaiei ¥ = 0, pPiCexZ P = Q zd jeden z ddle
uvedenych tvard - ukazdého je vidy uvedeno oznaleni znoZiny vdech
bodl, jejichZ soutadnice x, y rovnici spiiujf.

Shrauti vysledkl: Xe kaZdé rovnici (5) ize zvolit novou XASS tak, Ze

) 2 2 :
+e fz + %2 * 1 =0 mnoZina prézdnd , imagindrni elipsa
2 X2 2
. =, 0+ 22 = 1=0 elipsa, pro a = b kruZnice




3.

4.
5-

60‘

‘7.

8'_

9.

 nyperbola

y2 - 2px = 0 /p>0/ perabola .

¥ - @2 =0 /kx0/ avé riznobszky

#+ 132 =0 o0/ bod

yz - = Q [r>0/ dﬁ'é rizné rovnobiiky

=0 | piimka gsplyvajici rovnobdiky/
2

y +r C /r>C/ mnoZina prézdnd

Bodovym jédrem xaZdé kvadratické formy je tedy prévé jedna

z uvedenych deviti mnoZin bodd. ProtoZe v3echny tyto bodové mnoZiny
mbZeme dostat jako primik roviny s kruhavou kuZelovou plochou, rozu-
mime kuZelosedkou kaZdou z deviti uvedenych mnoZin.

v pi‘ipédech 8 a 9 uvaZujeme kuZelovou plochu s nevliastnim vrcholem~
tj. kruhovou vdlcovou plochu. '

Rovnici (4) ev. ( 5) nazyvime obecnou rovnici kuZelosedkyv.

Poz

1.

2.

30

.
b3

Rovnicim FF = 0 /8. 1 ~ 94 Pikédme kenonické nebo té% normsini
rovnice kufeloselky.

Kuielos’eéky uvedené ped &. 1 2 § nazjvéme formédind rediné - jscu
urleny rovnicemi s redinymi koeficienty, ale nechsahuji Z&dné
rediné body, tj. body, jejichZ soufadnice Jjsou resdlnd Zisla.

+
KuZeloselky uved:né pod &. & ai 4

RXuZelosedky uvedené pod &. 5 ai § jsou tzv. singuldrni /sm..en‘_/.

cvideni:

Urfete kanonickou rovnici kuZeiosedky dané rovnici

9x2

Hovnice pro otoleni XASS : x

-4xy+6y2+6x--8y+2=0. ® ®

n

x cosee - y sinet

¥ = x'sin¢ + y cosex.
Urdime sin& , cose S
COSEK, = pmgn = 3 i
1a0%:(a-F 5

[sin—aoi = p%‘.’.?s_?ﬁ_ =r;=_¢_ , [cosoc =i cos2 2

» 8in2« =
V4bz+ (a—c\ Z

5

Jsou tzv. reguidrni /Jjednoduché/.
."

-4

2

Zvoiime-1i sine = = , cosoc = - 2 /sima<0/. fo dosazent do £

a odtpd do * % po uUpravéch dostivéme: .
le’z + Sy'a - 418 2+ 275 y'-fj 2= 0,
Po dal3i dpravé /"doplnini na &tverce®/ 2 dais{ trencformaci KAS3
/posunuti pofdtku/ dostaneme: . -
'o2 »’2 .

e S, =1,

0,1 0,2
coZ je normadlni rovanice eli’psfy.
2. Ur:?:ete norméini rovnici zmzeloseéky dané rovnici
a/bx +8xy2+7y2-i.8x-i.8y+9

[x + .Z = ¥, ellpval ’

b/ 5x + L21'y—22x -2y -1g =
252_ 2
1 %
2 2 So b e

¢/ 2% -4y + 2y v+ 3x -5y + 2 =0

(yz = %——x, parabcla}
&/ 2%y - 4x + 3y -6 =

=1, hjperbola}

<

{xz - y2 = 0, dvojice riznobilek: x + YyY=C,x=~-y= G]
e/ 50x° - Bxy +35y%+ 100x - 8y + 57 =

Bx® + 3 + 1 = 0, imaginéeat elipsa)
£/ 5%% - 25y + 55% - 4x + 20y + 20 = o

(22 + 35° = 0, voa]

2 .
&/ % -ZXY"yZ-.LZX'i'lZy-M.-

|
o

2 s ‘s
[y = 25, dvojice rovnob&iek: y=3,y= .5]
s 2 . - -
b/ 4% +-\-2}W‘+'yy2—4x—6y+;=o

kS

i/ 15¥° - 24xy + 53° - is0x - 120y + 325 =

&

0, dvojnésobnd pf'im":;a}

[&]

-1, prézdns :'.nozinal
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Ortogondlni invarianty ku¥eliosefek
Pojmy:
Nehomogenni kvadra‘c:.cké forma
£(x,y) = allxa > Zahxy + azzy * 2a3% + 28533 + a3y (1)
Obecns rovnice kuZeioselky . ‘
£(x,7) = Q ‘ ' : (2)
Maticovy zdpis (1) T4 X = £(x,3) % -

7 X= (y =(xy 1)
saticovy zdpis (2) X*'AX =0 *

& i 21 13
A=, ey 8y,

= matice kvadratické formy (1)
13 %23 233 '

Diskriminant kvaaratické formy (1) Al =3
lA{ =D té% diskriminant rovnice (2)a kufeloselky uréené rovnici(2)

Diskriminant kvadratickych &iend
all 812
812 23

b

B33 =
téZ maly Ciskrizinant kvadratické formy (1), maiy diskriminant
rovaice (2) , maly diskriminant kuZelosedky urdend rovnief (2).

Reguldrni kvadraticks forma, reguldrni kufelosedka: D # O
Singuldrni -" . » Singuidrni - " - t D= Q.

Vita i : Pro diskriminant D, maly diskriminant 1333 kxuZelosclky urdend

rovinici (2) a &isio J = 81 * &, plati, Ze jsou nezdvislé na vVolb&
c.

fozndmka: ProtoZe se &isia D, D 33? J nemém PPL transformaci XAS3 /ma-

tice prechodu je ortoc'ona;m/, Fikéme, Ze D, D 332 J Jsou ortogondind
invarianty rovnice kuielosedky.

Dékaz:

Kasg: <7, %, ) —> KAs52 <?, %
Transformadni rovaice x = Xcoso . = y31no< +

¥ ¥ Xsine< + Feosoew + 1

mdZeme zapsat maticovou rovmici o = }::

T e T G

xde =[x % “feos.  -sin m ‘

, X=(y}, Z=(z s C=(sin ‘eos mly,
Sk

© -0 1
nebo¥ po vyndsobeni matic CX Zid_st‘aneme

X Xcos - Fsin. @ +m
(y = \2sin + Jeos + n| - : (5)
1 1 ) '

Z {5) plynou rovnice (3) a rovnost 1. =1, kterd mife byt chépéna Jako
rovnice X + G + 1 =1 = soustaVy (3} a (5) jsou ekvivalentni .

8/ Transformaci (4 pfejae rovm_ce (2\

XTAX‘O

v rovniei c Fa X =
TETL T - :
B S _
Pro diskrizminant !Bl transformovand ku:eloseé’ky platdi:
(81 = lcfa el = (cThaticl = (cos o+ sin Zoc)la [(cos®x + sin®sx ) =

{41=D D je inveriant.

b/ Transformaci (4)se nezmdni ani

231 23 e anale‘
= {M!, kde ¥ =|a- 0
it

D33 =

a ' 12322
1232 g

1
matlcé se obdobné Jako v pPipad3 a/ transformuje v

(il =1c%cl = |chine] = Lub, 1= Dy3-

¢/ Inveriantnost J = a3 * a,, dokéZeme takto:
Do rovnice (2) dosad{ue za x, Y2 transformaénich revaic (3) & u*-?.‘l-
52 =2
ke koeficienty u X%, §°, kterd oznalime 3 aiis 322‘

an(icosoc - ¥ sin« + 2)% + 2alz(icoso< - Feink + m).

« (Zsin + Feosek + n) + ay5(Xsinee + Jeosx + o) + =0 . (&)

oo
Z (8) je zPejmé, Ze &isla Q, n v zévorkdéch nemohou oviivnit keeficienty
u Xvadratickyech &lend ?;2, 5'2, X7 - mohou pviivnit pouze koeficienty
ostatnich &lend, které nds ayni nezajimaji. z#1 urdovéni zoefi cientd
N 11 322 miZeme proto predpoikliddat, Ze m = n = Q. Da.dimi dpravami
pos;éze dostaneme Ell + 322 = a3y toass.

Véta 2:/0 semiinvarianty Dy; * Doy rovnice kuZeloselSiy/

337 €

Pro kuZeliosefku uriencu rovnici (2) , pro xterou jeD =3




Je &islo SRR PRI
o rzz 823\ a3 813]

Dy + Doy =
0722 ey ey 213 833

invariantem pfi transformaci KASS otoéenim.._ .

" Dikaz se provede obdobn® jeko v pPipad® c¢/. Viz téZ Svoboda, K.: 4ne-
iytickd geometrie IT, SPN Praha 1968, str. 124. '

Zoznéuky:

Y/ Je-ii f£(x,y)= 0 (2)

rovnice kuZelose¥ky k & Je-1i ¥ # O redliné ¥fslo, Jje také
1f(=<,y3= 0 - . %)

rovnici téZe kuZelioselky k.
2/ Pro diskriminanty D a D’ a malé diskriminanty Dyy @ D§3 po*add
i irovnic (2) a (7)piati _
'_ ' r = 2
D’= 23p, Dy = D55 - ()
3/ Ze (8)a vity 1 plype: Pokud je maly diskriminant rovnic (2) a (7N
rézny od nuly, Jje znaménke malého diskriminantu kuZeloselky vyjédbend
t¥mito rovnicemi nezdvislé na tom, kterou z rovnic je kuZelosedka
vy jddfena. ’
4/ Pro & skriminanty rovnic (2) a (7) a &isla
I = eyt ey, I=dag v tay,,
pokud Jjsou riznd od nuly, cbdobné tvrzeni neplati, protofe pro 1<0
maji &isla D a DL ¥isia J a J zneménka opadni.

5/ Ze 4/ ® pokud jJsou soudiny DJ a D'J rdzné od nuly, pak maji
stejnd znaménka.
8/ Pro seaiinvarianty Dy; + Dy, & DIy + Dj, pofadd rovnic (2) a (7)

N s r _ w2, 5
piati Dy; + Dy = 2 (‘Ull + 322)‘ Proto - pokud je soufet D,. + D

70,

ena.

13
nezévisi jeho znaménko na toi, jakou rovnici je kuZeiosedka vy

Jjaas
Zévery:
i/ Platnost n¥ikterého z vyrokd (9)

D=Cc, D#0,D

3

=

< P

3

33_<O, D33=0', D33>0, DJ<o, DF=0, DI>0,

Dyt 1322< 0, Dll + 322 =0, Dy, T D22>O nezavisi na tom, Jjakou
rovaici je kuieloseéka“vyjédi’*ena, ale zdvisi pouze na kuZeloselce k.

2/ Pro aidou z deviti kuZelosedek uvedenych v tab. 1l jsou v pravé &ésti
této tabulky uvedeny prisiudné pravdivé vyroky typu (s).

KUZELOSECKY
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Tabulka 1




-G -
Z této tabud.lq Je zPejmé, Ze podle t&chto vyrokd lze ‘rozhodnout

- tom, ° Ja'n:.ou me;oseéku se jednd, bez ohledu na to, .Jas.ou
: .rovmcl Je vyjédfena. Vlz 3 tabuiku 2.

”

Kuzeiose&ka

DFO - o 3;0
reguidrni : singuidral
Dq.F 0 = 7 Dya=
33F 333 G. D33r 3 3335 ¢
stledavd negtiedove stdedovd : - nest¥edovd
> 0 . .< < . =013, +T.
33 . 33 o] 333 o] D33>0 R +Dz., u*'DZZ-C ,,1:.,2:_?0
eilpse sarabola avd avi
e <o Ly perbole lznobdiy §od rizad Pfme | 7 g

rovnokdZy

imagindrns{reding

Tabuliza 2

Pozndmka: KuZeloselka, pro Kterou Je D33 # O se nazjvd stPedovi.
Fro stifedové kuZeloselky vyjscPené norméini rovnici /viz. tab. 1/
plati: Pro ka¥dy bod X =[x,y], JjehoZ soufadnice jsou Pefeniam rov-
nice kuZeloselky plati, Ze také soufadnice bodu soumdrného s nim
dle po¥dtku XASS, tj. bodu X’=[-x,-y], Jjsou Pedenim rovnice
kuZeioselky. Pro imegindrni elipsu tento vyrok rovnd3Z plati, neboi
mnoZina bodld X, jejichZ soufadnice spliuji jeji rovnici, je prizdnd.
Poldtek XASS je tedy stiedem, p¥esnéji stPedew soumdrnosti uvaZo-
vanych kuzeiosefek, Podobnd lize ukdzat, Ze souPadné osy x, y Jjsou
osami soumdrnosti tdchto kujelosefek. Uvaluite redlné stiedové
kuZelosedky /tj. vdechny, krcmé lmag. elipsy/ a dokaite, Ze naidd
ng prévé jeden stied.

‘1. StPedové kuZelioselky- urdeni norm. rovnice uiitiu ortoz. invariantd

Poznali jsme, Ze vhodnou transformaci XASS ize dosdhnout tcho, Ze
stred kuZelosedky x,

B

X = aquz + 2ay,%y + 322y2 * 2apax + 2253y * 833 = 0 (ls)

a jedi avid oSy splynou s :)oéat&em a s osami nové HASS. Po provede-
‘ni této transformace je

ajp = a3y = a3 =0,

takZe rovmci hzze.».oseéky kv nové z(ASS Je rovmce

-anx +a22y 33—0‘ . . )
Abychom se vyhnuli &&rkém a @vojitym indexim, oznadie

T

Rovnici (2§)°  budeme psst ve tvaru )
Az + Any * Ay=0. (2s)
Désledek vity 1: L,

Rovnice (lg)a (a;)ma.ji tytéz ortogonélnl J.nvarlanty, proto plati;

A=iC. »no > D= :.Xl?‘zl’\3 (3e)
G 0 a e
3
Ay 0 S
D337l6 N A, SRR (4s)
J :?\l +AZ ' (§s>
Z (35) a (4,) plyme
D .
3-33 = >‘3 (Os)
z (5) plyne Ay = J- Ay 7e
Po dusazenl ze (7,) do (*s)dcstaneme-
A (g -2.) =3
( k ) =3y,
A -2 = (=
] 19 1 333 /. 1)
Ap=9AL* Dy =0 (&)
KayZ do (4) dosadime Ay = J - Ao /3lyme z (5) /, Gostaneue
2 T = N N
Aa —J?\Z "‘u33 = Q. ) (95)

Z (8 a (&) piyne, ze A1s A, Jsou koPeny ivadratickd rovnice

2
A OA 33 =C.

Z provedeng dvahy plyne




w11 -

Vita 3 '+ /0 norm&lnim ‘tveru rovnice stredové kuZelose&ky/ _
_ Rovnici kezdé stFedové kufelosedky lze vhodnou trans;t‘ormaci Kass
upravit na tvar L : ‘

2 D .
?\lxz'f ﬁzy +AE “0, (I)
- 33 .
kde 2, A, Jsou kofeny kvadratické rovnice
2 =0
A =Jn +Dy3 =0 . (11)

2. Charekteristickd rovnice kuZelosedky

Rovanici (II) miZeme zapsat ve tvaru
8y - A a, .
u T ~ (xz”)
815 822 = A
. 2 .
(al; - 7\) ( 822 ‘)) - 812 =0

2 _
22‘(31;‘“322\7‘ T 818 -8 0.
e ——— S————————

J D33 -

ProtoZe (II’)je charakteristicks rovnice matice

811 2
33 7 21y 2, ’

/coZ je matice kvadratickfch Siend kvadratickd formy (1), ev. rovnice
XuZeloselky (2)/ miZeme ji zapsat ve tvaru

-23l=o0. T’

1433 - 2si=0

Definice: Rovnice (II”)se nazjva charakteristicks rovaice kuZeloselky
urfené rovnici (2)/té: kvadratické formy (1) /.

Vita 4: Xofeny charsikteristickd rovnice kuZeioselky urdend rovnici
(2) Jsou ortogondinimi invarianty rovnice (2).

dxaz: Tvrzeni plyne z v&ty 1, nebof D33 & J Jsou ortogondlniui
invarianty rovanice (2) .

Véta 5: V3echny kofeny charakteristické rovnice kuZelosedky jsou
rediné. '

@ - :\-2 Dl
Didkazs _ ) }
&/ Stredové kuZeloseXky: Pro diskriminant g kvadratické rovnice (I1)
-plati R » 5 :
Pro kruZnici, jejiz rovnici lze psét ve tvaru x2 + y2 = r2,
Je 8y T8y a 815, = 0. Jde tedy d = 0 a pPfisluidnd charakte-
ristickd rovaice m§ V- tomto phipadd dvojndsobnf koben. -
b/ Nestfedové L:uieloseéky':. Y'tpmtoA pf'ipadé Je b33 = 0, a tedy charak-
teristicka rovnice ‘(.II) Jev ._t,qmto pPipadd ryze kvadraticks.
Je tedy jeden jejf koten .na'p’i‘,r‘z\l =0a a, =4J.

Giocha 1. Urete druh e nomélni'foﬁﬁici kuZeioselky k, urfend rovaici
22 + 123y - 3% + 20x - 245 ~4Q 00
Pozndmka ’ ' -

Urdeni norméinf rowvaice kuéelose'éky-uﬁ_i-tim-transformace KASS =g
vyhodu v tom, Ze pomoci transfomaénic'h rovnic mifeme ur
nice v¥znannych bodd / nap#, stf'edu,»o_lmisek, vrioly kuieloseéky i
v pivodni XASS. ReSeni tého# dkolu Qombéi ortegondinich inveriantd
je pohodlndisi a rychiejsi, ale vie néie vyjédbeno pouze v nové
KASE. Tuto nevyhodu projst¥edové kuZelosefky Zsstedns odstrafiuje

8it soubad-

. vé8ta 5,

Véta 5: /o scuBadnicien stfedu stisdovd suleloseday/ ‘
Nechi 5 =[m,n] je stred stredovd kuZeiosedky k urdené rovnicy
2 2

a- - + - + + - 2 =
13X _2aJ_2xy a5,y 2aj_3x + hazzy + 333 0.
fak pro &isla m, n plat{

- + + - =

R + a0+ a 13 = 0,

+ . (1)

a,.m a22n a23 C. .
Dikaz: Protoze Jde o st¥edovoy guZeicsefiu, je D
PTo soustavu linedrnich rovnic Y v Proménnge

33 7T, coz

% 3, 2 znemens,
Ze D4 jediné FeZeni. Z véty 3 Plyne, Ze rovnici stfedovd xufelo-
selky lge ufitis vhodns transforaace ¥45s upravit na tvar ().

4+ = 0. Fro
-’ ., M

€niz sousts~
vy (11). Je-1i strea kuZeiosedky v bodé S = [m,nl a (m,n)#(c,0),

srovedeme posunuti XASS tak, aby novy polétex byl v bodZ S. Rovnice

2
,
2

Stred S kuielosedky pak spyljvé s PoBétken a ai3 = g
bed 5 = [0,0]tedy platf, Ze Jjeho ‘'soufadnice jsou %eg

xuZeloselky se tracsforucie na tvar

an/x-?m/zﬂ- zalz/ﬁm//y*'rn/ T Ay 74n/% + 2313/x4m/ + 2a23/y*'-n/ + a,, = 0.

33




-13 -
Ph té‘co transformac:. Je S

- 2a13 = Zallm. + 2a12n + 2813 S

2a53 Zalzm+ 2a,,n + 2a23 ol
Je-1i viak poSdtek nové KASS v bodé S, Je 313 aé3 =
jsou tedy ¥eSenim soustavy (1. ,

0, 8islam, n

flcha 2. Urlete souf'admce stredu kxuleloselky /hyperboly/ z ulohy 1.

3. NestFedové Euieloseéky urdeni nomé.&ni rovnice uZitim
ortogondinich invarianta

a/ eeguldrni kufelosedky, t3j. parabola

Ukdzall jsme, Ze uZitim vhodné transformace XASS lze parabolu vy jédirit

rovniel
¥ =2px , p>o. ()
Je-1i 2 # Q rediné &islo, je také rovaice
' Zyz = 2p¥x
rovnici téZe paraboly. Upravou dostévéme:
iyz - 2pIx =
V této rovnici je koeficient 8y = ?, 813 = -p2, vsechny ostatnt
koeficienty Jsou rovny nuie. :

Plati:
o Q -p
D=t(al =fo 2 oi) > D= 223 Dy3 =0 (2.)
220 © 23, s
= =p"37 [ (-1)
..D:sz}
J=0+2=2 > D
7 ==
?

= =D =i'._.}_ ~D
? \J\é g Vg

Po dosazeni za p do rovnice (1) dostévime

yz =x 2 Vix (III\
J J ,

Gioha 3. Urete normz&ini rovniei kufelosedky k,

kax2+2:qr+’y2+2x+y=0.

g i b 1 8 B

Cioha 4.,

<

: o/ s:mgulérni kuiei.oseéky

Ukézal:. jeme, Ze u¥itim vhodné transformace KAS.; ize ka¥dou z téchto
kuZeloselek vyjédfit nskterou 2 rovnic
¥t =0, ker>o0. k ' (30
Je-1i 2 # O reslné ¥isio, Jsou rovnice 7
252 5 2% = 0, 252 .—1r2—o
rovm.cem t3chZe kuze.noseéek. s

»y P20,

N

Prao koe*’lcn.enty v téchto rovmcxch platl. 822 =32, a3- = * —irz,
v3echny ostatai Jsou rovny mu.e, ta.j k '

_ c Qo o
e [ 4,4
| 0 0%

V> B=dyzo, s=z. (4)
Pro soudet Dyy *+ Dzzvplati : Dli.‘-i-'j Dé ;=it£2r2

Du D5 =552

< p _' - +DLL * “22

Po Josazeni do { 3& dostaneme norméxni rovnici nestredové singuidr-
ni xuZeloselky

D.,. + ‘
24 YiL DZZ =
vEST s, (zv)
ve které gvoiime znaménko + nebo - Pedle tab, 1 vz..Ledeu X soultiu
D‘l; + D -

Urfete ncrzdini rovnice xuZelosediy k,

2 o . -
k=zx -rcxyvy ~X =y =-5=0
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: ,‘Urka‘_eﬁibos“v regulérn L 'viiﬂ kuzelose¥ky

St.f-edem ellpsy a hyperboly ,}e vlastm. bod, Jedné se o stredové
kuZelose&ky. Parabola nemé vlastnf stfed, ‘proto. Je kuéeloseékou
nestredovou. Za nevlastni stf-ed paraboly nifeme povaZovat nevlastni
bod Jeji osy. - e

' Prﬁmérem kuZeloselky budenme rozumét kaZdou pPiaku, kterd prochizi
Jejim stPedew /pro paraboiu nevlastnim/.

Poznémka: Z konstrukini geometrie zndme definici sdmie;x;ich pron8rd
elipsy. Obdobnd se definuji i sdruené primdry hyperboly. ProtoZe
vSechny priméry paraboly jsou navzéjem rovnobZiné, nelze pro ni-
obdobn& definovat sdruiend priméry, Zavedeme tedy pojem sdrufené
sméry ku¥eloselky.

Pro sdruZené smiry plati:

Tedny elipsy a hyperboly sestrojené v jejich priseficich s rimérem,
ktery neni asymptotou, jsou rovnobdiné s primérem s nim sdruZenym.
Sdruiené pramdry elipsy a hyperboly urduji jejich sdrufend sméry.

Telna paraboly v jejim dandm bod& md sadr sdruZeny s primrem paraboly,

ktery timto bodem prochézi.

Definice: Smdr, ktery je vzhledem ke kulelosedce sdruZen se smdrem
k ndmu kolwym, se nazyvé hlavni smir xuZeliosedky.

0 hiavnich sm&rech kufeioselsy plat{ tato tvrzeni:

1. KaZdd kuZelosedka wd aspon J'édm.x dvojici navzdjem kolwjch '
hlavnich sm3prs /elipsa, hyperbolia a parabola privé jednu,
kru¥nice nekonedns mnoho . /.

2, Vime, Ze viechny ko ofeny charakteristicxé rovnice 3Jsou redlné. Dile
plati, Ze charanteristické vextory, pPisludné e dvima riznya

’charaxtemstlc‘;;ym sorenda te»o rovnice Jsou crtogens.ini,

3. Sharekteristické veitory pPislii §né ke dvéma riznym charakteristic-
kym kofenlu charakteristické rovnice kuielosedky urduiil hiavni
snéry kxuZelosedky /<lipsy, hyserboly, parabosy/.

4. Charakteristicks rovnice xrudnice us dvojnésobny charakteristicixy
kofen /viz. str. 12/, xterédmu odpovidaii viechny smdry jako
hlavai. XruZnice mé nekonednd mznoho dvojic hlavnich sudra.

5 Viastai prﬁmér‘édrugen;i s hlavm snfren se nazyva osa Lu.‘e.v.useéz:v.
Kazdé osa kuﬁeloseéz:y Je Jegi osou soumdrnosti.

o. Pramér sdrufeny s Mavnm smerem ,..u‘eloseéay Je jejl osou tehdy
a jen tehdy, kdyZ pPisludnf koren charaxteristicié rovnice
Je nenuiovy /proto-md parabola pouze Jednu osu - viz stp. 12/,

Uicha 5. Uriete osy hyperboly z ulo"xy i,

Geomatrie
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