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Pěti s }n* ,trovd p ddnáŠka 'nAlgebra a teoretická ariťmetí*
-,,a " -] e záj<]_aclní aJ-gebraickotl p ednáškou pro pos]-uchače učite1-
sk ého tudía nta,Lemaťíkou, která má v znamné postavení v ce1_
..cvé koncepcí i: Ípravy budoucích uČitelri maťematiky " Tatcl
:'; ripta j sr:r.i prvnÍm dítern učebního ťextu k této p ednášce a p13-

',ry."rají z}r,rr"rba látku probíranou v ní v ]". a 2. semest,ru*
Skripta jsou nap ána tak, aby obsah, forma a pokud možno

-]- s j-eď j ednottiv ch částí co ne;jp esně j J_ odpovídaly p}atn m

lsnovám, V k]_ad je p í torn veden se srrahou, aby v rárnci can chr

:rožností byl co rre jnázorně j ší č} pokud možno co ne jpochopítet*
:.ě j ŠÍ i ťěm čťená rim, j e j ichŽ closarradní maťematíc].-é znalostí
? p edsťavy ne j sou zrovna ne j lepŠ.{, ilía druhé straně však zdti-
:az rrěme, Že po jily, s nimiŽ se v ťextu pracu j e, j sor: svou J_ogic-
í cu stavbou poměrně j ednoduché a posluchačrim zéásti u námé
z e st ední Školy n ťakže j sou p ímo p edurčeny k uvede;,ií do vy-
sakoškolského studía maťemaťíky á Jt, razvíj ení vhodnlígli ntat,erna*
: icklích návykri . z ískan ch poznaťkr} se pak bezprost eďně využ ť*
'l á v d.alŠÍch matematicklÍch díscíplinách ( p edevším v geeín*Lr:[.í )
a p i aplikacích v adě jin ch oborri" Net eba snad zvlášť a,J,r."l*

razňovat, Že ,algebra není pouze ťeoretickou maternat--ickou dj_sc;j. --

plinou, al.e Že ťypícká je jejÍ črp}íkovaťeln<rst a šírcrkd pou:žli,*.í
\r kaŽdodenní pra.xl ( nap . . rnezí ne j časťě j i ešené ]_ckiir !* ka.ž-
d ém odvětví prrirnys lu nebo z erněql ě I sťví pat í maťicc"crd r.; j.L: ir}r n**-

bo lohy vedoucí na ešení soustav lineárních rovnic o atd. )

Po f ormální stránce j e látka probíraná co ne j podro}:ně j i ,
p iČemž se vždy v slovně p ipomína j í drobná skalí a árile žiLé
maličkosti, které by méně zkuŠen čtená často p ehlédl 

"

Z těchto drivodri má podrobné studi.um paznámek a komentá
p inejmenŠÍm stejn v, zňam jak "učení se" d,efinic a vět* To-
téŽ platí í pro diikazy jednotlívlích tvrzení, které jsou zde
( na rozdÍl od n,ěkter ch j in ch disciplin ) v p evážné většíně
naprosto p iro zené, prrizračné a bez urněl ch obrať . Z metodíc*
k; ch drivodri j sou drikazy ťvrzení buá ádně prove,deny ne'bo j e
u\.eden p esnlí odkaz . Občasné v zvy k samostatnému provedení,
re sp. ově ení drobnlích maličkostí ma j í také svri j smyst a ,čtená
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bY e rozhodně mě]- o hě pokusit, " Vět,šiila zaváděn ch po jmrl, j eílustrována na P Íkladech ( votenlích obvykle záměrně t,ak o otb'k nj-rn nebYlY nutné Žád,né další matemat,j-cké zna]_o tí ) , p iěernž
j sor_l uváděny i p íkJ-ady negatí.rní 

"

Ve skriptech je už ívána bigžná slrmboJ_ika, vět,šincu an;{rná
ffd3 sť clďnÍ ŠJ<oJ-y" Nově zaváděná označení jsou pak á6ně v:ir^
světlena \r ťextu - Drikaey jednoťli r,,fch ťvrzení fi, ešenť p: .,"_
k],adri jsou oPticky odděleny od osuatního t,extu uzav enínt ,,1r..l,

hranať ch závgrek. Frg označování zákl-adrrích číslen cit nnnó á:,.,.
j e použ j- ťo t,ěcht,cr standartních symboJ-ťr;
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ínno ž i na
množ ina
množina
množ ína
množ ina

všech
všech
všeeh
všech
všech

p i rqzenlích. ěísel
cellích ěísel
racionálních čísel
reáln ch čísel
komplexních ěísel

Na konci ťexťu uvedenlí seznam ]-iťeratury j e pouu e v.e]_mj"
struČnlÍm v Čťerrr několika dostupnlích titulrl. Z nich p íporneňgre
p edevšírn svě ťaznámou sovětskou kurošovu učebníci [ ó ] , kter:á
rlnes ji"U v jeCenácti vydáních a ve stotisícov ch nákj_adech :ezáklaclní vYsokoŠkolskou učebnicí algebry po více než 35 1ěť _\/ ez namu uvedené sbírky Ioh t 8 ] í L2] pak obsahu j í dosta*,
ťeČrré mnoŽstvÍ rr3zně obt ížn, ch p íkladr1 k procvj_čení probíra*
né 1áťky.

l

;
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Be velrni
ipomeňnte

J, kterd
Ladech : e

35 1é:ť -

I dosta*
probír&,*

L opAKovÁNí A noprnĚNí TŘEDoŠromrÉ lÁrry

1" Základní logické pojmy"

v matematicr se zabltvárne studiern vlastrrostí ďrzn; ctrr objektfi a vztah mezí nimi"

K označování matematiclc ch objekt užívárne n&znlich synnbotrťr. Některé z niclr rnají pev-

ny v tznam a naz tváme je konstanty (nap íklad symboly !, T, {2, atd.);jind takov p es

ně stanovenli v zmam nemaiÍ, ale m žeme za ně konstanty vhodnli m zp soberrr tlclsazovat

a nazÝváme je proměnné. U prorněrrn ch musí b}tt vž y vymezena množina t ch objekt ,

jejichž symboly m žeme za ptoměnné dosazovat (nap íklad " 7s irozrné čťsto xo, " p ítn-

lca po , atd. ).

V rok je sdělenÍ, o némž má smysl íici, že je pravdivé netlo nepral,clivé" trovo íme

pak o pravdivém vlíroku, resp. nepravdivém vliroku. Nap íklad sclělení " Pru.i,its je htavním

ltěstetn ČSSn" je pravdivlím vlírokem: resp. sdětení "číslo seclm je stltlé" je ,repra,rdiv ,rn

vÝrokem. M že se však stát, že dané sdělení je v}irokem, o něrnž v ak inomentálně netinrí-

nre rozhodnout, zdali pravcliv m či nepravdiv rri. Takovlírn je nap íklad v_Ýnok "'hIirn* na-

ši ,sluneční sclustavu žijí myslÍcí bytosti-.

Každérnu v roku V se p i azuje jeho pravdivostní hodnota pt{,) takto; je-li vyJ,r:ok

V pravdiv;i, klademe ptv)- l; je-liv rok V nepravclivlí, klademe 1l{L}=g"

Lrrgickd spojky nám umožňují z jednotliv ch vlrrok tvo it datr Í, slož,itější v,"roky.

Nejběžněji se používá pétnásledujícich logicklich spojek, které rnají své ustálenó názvy i

označení, jak je p ehledné uledeno v následující tabulce (kde A, B značí tibovolné v roky}:

Název logické spojky

negace

konjunkce

disiurrkce

Oznaéení,

1A

Slovní'vyjárl errí

není ptavda, že ,4

A a (současně) B

A nebo B

jestiiže A, pak B

A práv když B

A nB
Av B

A+B
A+B

implikace

ekvivalence

Každou z uvedenlich

hudrroty p i azujeme

hodnotách vlÍchozích

pro negaci dva ádky

loeick}ich spojek popíšerne nyní tak, že uvedenre, jaké pravdivostní

v; roku, utvo enému s její pomocí (a to v závislosti na pravdivostních

vlrrokťr). Vznikne tak tzv. tabulka pravdivostníclr hodnot, která ntá

a pro ostatn{ togické spojky úty i ádky"
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tozeberme si nyní podrobněji jednotlivé logické spojky.

Negace libovolného qlroku A se dá vždy bez problémri správné utvo it obratem

'o není pravda, že A". Tato ťorrnulace blivá však jazykově poněkud kostrbatá, a proto se

snažime i v matematice tvo it negace rn rokr1 bez užiti. tohoto obratu. Nap íkiad rnísto

" není pratlda, že ťíslo 7 le dětitelné t emi' ekneme jistě raději " číslo 7 není dělitelné tťe,

n",atd.
Konjunkce vlírokťr pfisobí obvykle nejméně potíži. Z tabulky vidíme, že qírok A 

^ 
B

je pravdiv5Í jedině v p ípaďé, že oba v roky A, B jsou pravdivá

Disjrrnkce A V 8 je pravdivá, jeli pravdiv alespoň jeden z v rokťr A, B (to jest

jeden, re p. druh , resp. cba dva) . Zde tedy p i použití spojky * nebo" dochání k odchYlce

ocl běžnd hovorové ťeči, v niž se spojka *nebo" témě vždy pouŽÍváve smyslu ryluČovacím

{" P,iietlu v sobotu nebo v ned,ěli", atd).

1mptrikace A + B je nepravdivá pouzev jediném p ípadě, a sice, kdyŽ vlirok A je

pravctivli a qtrok B je nepravdiv . Ve všech ostatních p ípadech je imPlikace Wavdivá, Zej'

ména je nutné si uvědomit, že implikace A + B je vždy pravdivá v P ÍPadé, Že v rok A

je nepravdiv (a to bez ohledu na to, jak vypadá ťrok B),
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Ekvivalence A + B je pravdivá v p ípadě, že oba v;iroky

vé nebo současně nepravdivd. V roky A, B pak naz ,vame též

Velká část matematick;ich rivah p edstavuje vlastně tvo ení

A, B jsou souóasně pravcii

ekvivalentními ťroky.

ji používanlích p ipomeňme následující dvě, které ukazujÍ, jak.ie

junkce a negaci disjunkce dvott vlirok A, B:

a zápis ekvivalencÍ" Z čast&

možné vyjád it negaci kon-

1(A^B) {+ 1AVllB
1(AVB) <+ 1AnaB

o správnosti obou tvrzení se m žeme p esvědčit z následující tabulky Pravdivostních h<ld-

not:

lt:6)

-4-

p(A v B) p{A * B) pa+Bi

1

I

n
t.J'

rt
1-J

,l

1
i

1

0

li

0

l

1 li
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p(A) pq) p{lA) p{lB) p(1@ 
^ 

B)) p(la V -lB) a(a6 V B)) p(lq n iB)
1

1

0

0

u
0

1

0

0

0

l
i

0

l
0

l

0

l
1

I

0

1

x

l

0

0

0

1

0

0

0

n

Tabtrlka 2.

Podobnlrm zp sobem (vie tabulka 3) lze ukázat, že

(l) A+B <+ (AoB)n@+A)
.(2) A+B <+ 1B+lA

,

tj. ekvivalenci je možno vyjád it pomocí konjunkce

je ekvivalentní implikaci -lB + 1A ..

nap íklad:

dvou inrplikací; resp" implikace A o'B

p(A) PG7 p(lA) p(lB) p(A+B p(lB +1A) p(B + A) p{,A + B} p((A + B) n(8=+"a })

-l

1

0

0

1

0

1

0

0

0

1 ,,

1

0

1

0
Il

1

0

1

1

1

n

1n

i
l
l

1

l
0

1

l
U

0

1

1

0

0

l

Tabulka 3.

Všimněme si, že sdělení obsahu.iící nějakou proměnnou, nap íklad "celé číslo i ie vět-

šÍ,než ]', není v rokem. Ztohoto sdělení se stane vlírok (at'už pravdiv nebo nepravdiv5;)

teprve tehdy, až zaproměnnou x dosadíme nějakou konstantu zp íslušné množiny, z niž

mfržeme konstanty volit, v našem p ípadě tedy néktere konkretni celé číslo. P i tom je zťey

mé, že takovéto sdělení mfiže obsahovat p ípadné i více proměnnltch (nap íklad "reólné čís-

lo x je menší než reáJné čislo y" obsahuje dvě proměnné x, ! atd.). Sdělení obsahující

proměnné, z něhož se stane v rok teprve po dosazení (p ípustn ch) konstant na rnísto prc

měnn ch,senaz vát'rokováfunkce (nebo téžv tokovdforma). Jeli V(xl, c.. ,rn) y -

roková funkce obsahující proměnné ,x ! , . . . , x* pak její definiční obor (pokud není vyín
,Ozenjin mzprisobem), jemnožinavšech n-tic (:or,...,on) takov ch,že V(at,... D an},

je v rok. Obcir pravdivosti v rokové funkce. V(xt , . e . , *n) je pak množina těch n-tic z dt
finičního obont, po jejichž dosazenl za proměnné obdržíme pravdiv ťrok

Z ťrokové funkce m žeme tedy utvo it q rok tím, že za všeďrny proměnné dosadírne

konstanty z definičního oboru této v rokové funkce. Stejné dastá a obvyklá je však i jiná
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možnost, tzv|. kvantiíikace píoměnn ch, jejtž pomocí utvo íme z v rokové funkce tzv lrvanti

fikovan v rok. Spočívá v tom, že nějak udáme počet-objektri, pro něž z v.irokové

funkce obdržíme pravdiv. vyrok. Ta část Trfroku, v nižje tento počet udáván,

sr: naz vá kvantifiltátor" P íkladem kvantifikátonr jsou i-azby: "každ ', "právě jeden-,

'hlespoň ieden', "nejv še jedeno, "prdvě čt_v io, atd- K f om.u poznamenejrne, že zejména

v' v' ' l bratťr "alespoň jeden' a "n{l ,k iedcrí'- } eré jsou v. matematice velmi časté,Fn pouzlvanl o

jo nutné si vždy uvédomovat jejich pln v a^rn (ti- 'daspoli jeden- zniritrená totéž co
4l . , . 

''exa[wle , re p. "ieden nebo víceo; podobné 'nefiše ledať znamená "žtírtryi onebo jeden-.)

Tedy nap íklad z v še uvedené v rokové funkce *celé číďo x je větší než 1' je možné

utvo it t eba tyto kvancifikované v roky:

"každé celé číslo x ie větší než I"
"prd.vě iedno celé číslo x ie většť než ]"
"alespoň jedno ceté čísto x je větší než ]o

"nelv še iedno celé číslo x ie větší než lu
Nej běžněj i potržívantrí lni j sou následuj Ící

(rymrrdiv ťrok)
, (ncprevdiy ťrok)

: (pravdiť v rok)

dva kvantifikátory, které mají i wé ustálené

názvy a aanačení:

a) obecn5i,kvantifikátor, kter5í vyjad ujeme slovy "pro každ pr,-ek (: definičniho oboru
' vs)roícové funku nebg ieho čtistil platí .,.o u označujeme symbolem V .

t]i existenční kvantifikáton,, kterlí vyjadfujeme slovy "existuje (alespoň ieden) pruek (z de-

finičrliha oboru v rokové Junkce), pro kte plati ...o a označujeme symbolem 3.

V ma.tematicklÍch uvalrách je t eba velmi často provádět negace kvantifikovanlÍch ťro-
k&. Jak již bylo ečeno d íve, nepoužíváme ani zde gramaticky kostrbatého obratu "není

pravcla, že .."'_ Ukažme si nyní schematicky princip tvo ení negace v roku s obecn m, resp.

s existenťním kvantifikátorem, s nimiž se v praxi nejčastěji setkáváme:

a) v rok s obecn m kvantifikátorem tvaru;

"pro každ prvek z obQru U platí W"

ajeho negace

"existuje prvek z oboru [I, pro kterlJ neplatí Wo

b) ťrok s existenčním kvantifikátorem tvaru:

"existuje prvek z oboru (J, pro kter platí Wo

a jeho negace

"pro kažcl prvek z oboru U neplatí Wo,

p ičemž v posledním p ípadé je možné poclle okolností slovo "každ - nahradit nékdy
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gramatickY vhodnéjŠÍm slovem "ždd,n -" K í;omu ješté poznaínenejme, že p i tvo ení kvanti_

fikovan ch v rokrl a jejich negací m žeme samoz ejmě užít i jin ch.gramatick ch obratťl,

které vŠak musí zachovávat dan smysl. {Jkažrne si to na následujícím p íkladq. Mějrne dán

kvantifikovan v rok:

'ilkoždé auto na tomto parkovišti je červené'

kt". m žeme p eformulovat napfiklad do tvaru:

ivšechna.auta na tomta parkovišti jsou červená'"

Negací tohoto kvantifikovaného v roku j'e pak v rok:

"existuje auto na tomto parkoviŠti, které není ťervenéo

kter mťržeme p ípadné p eformulovat do tvaru:

"alespoň leclno auto na tomto parkovišti nenť červené'.

upozorněme v této souvislosti velmi d razně na to, že negací vlíroku, "každé auto na tornto

parkoviŠti je červené' nenív rok "žádné auto na tom?o parkov,išti nen{červené* ani v rok

"alespoň jedno auto na tomto parkoviŠti je modréo, at;ď

Na závěr tohoto paragrafti si ještě stručně všimneme struktury matematick ch vět

(tvrzenÍ) a jejich d kaz . Této problernatice je nutné OťrttaOně porozumět a p i daiš'lrn stu-

diu tohoto textu (kde p jOe vlastné o aplikace nrže uvedenlíih obecn ch zásad) se k ní

p ípadně vracet.

Matematickd věty mají nejčastějí tvat implikace vlrroktl nebo ekvivalence ťrok .
Jeli matematická věta tvaru implikace v rok P + T, pak se v rok P naz tvá

píedpokladem věty a vlírok T tvru ením věty. Jeli implikace F + T pravdivá., pak íkdnre

též, že P je postačující (nebo též dosta teéná) podmínka pro T, resp., že T je nutná pod-

mínka pro P.

K drikazu matematick ch vět tvaru implikace P + T užíváme obvykle

a) d kaz p ím , kteď spočívá v., tom, že z platnosti p edpokladu P adou platn ch impti-

kací odvodíme platnost tvrzení, T, tzn. hledáme vlíroky A, , . . , A, tak, že platí:

P+A, j Ar*Ar, ,Ar_t*AniAr*T
b) d kaz nep ím spočívá v p ímém drikazu věty 1T +1P (uvědomme si, že podtre(2)

platí P + T pÁvé když p|atí 1T +1P a z logického hlediska je tedy jedno, platnost.

které z obou uvedenlích implikací dokazujeme)" P edpokládáme tedy, že je pravdiv v5í-

rok 1T CIinak edeno, není pravdivé tvnení n a ťadou ptatnlích implikací dokáŽerne,

že pak není pravdid p edpoklad P.

Určitou modifikací nep ímétro drika zu jetzv. d kaz porem, kdy p edpokládáme plat-
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ilost P a 1T a adou Platn ch implikací pak oclvodíme spor s některlím z p eclpokla_
dťr nebo s jin rn vlírokem (sporem rozumíme situaci, kdy nějaklí vlírok a jeho negace
rnají blÍt souČasně pravclivd- je z ejmé,že tato r;ituace nemťrže nastat). Znamená to tedy.
žc ntirsí platit T

Matenratická věta tvaru elrvivalence A <+ B se dokazuje většinou tak, že clc;kážerne

rT iáŠt' Platnost implikace A + § a implikace B + / (a to metodami popsanyuri

vtí e). Uvěclommc si, Že správnost tdto vahy vypllívá z (l), kde .isme ukázali, že A {+ B
l-"l ekvivalentní s konjunkcí (A =+ B) n G + A).

Někdy mívají matematické věty také tvar: "jestliže platí u rok P, pak vllroky

A, , , An @ Ž 2) ísou ekvivaletltnÍ". (Poznamenejme, že pojem ekvivalentních ďr1y
t<ťr. kteq jsme zavedli pro dva v roky, mťržeme lehce rozší it na libovoln konečn počet

vrok At,. ,A, (nŽ2) takto: ekneme,ževroky At,. ,An' jsoťekvivalent-

nÍ, jestlťe Platí Ai+ Ai, pro kaŽdé i, i= 1, . .. . , fr), Věta tohoto tvanr se většinou doka.

zuje tak, že za p edpokladu platnosti v roku p dokážeme platnost implikací:

(3)

llvědomme si, že odsud již okamžitě vypl vá ekvivalentnost vlírok A|, . , Ar. Bylo
bY samoz ejmě také moŽné p i drlkazu postupovat p ímo podle definice ekvivalentních vlí-

rokťr a zap eclpokladu platnosti P dokazovatvšechny ekvivalence A,oAi (z ejnré pro

í * i). Tento postup by však byl jistě zdlouhavějšÍ. Konečně poznamenejme, že po adiv -

rokťr A r,-, ,A, ve (3) z ejnrě není podstatné; bylo by jistě možné vyjít od libovolné
hozv rokťr Ar,. ,A, a dokazovat n implikacítvaru

.,A,-Ai,A,*Ar
vniclrž sekažd zvltrokťr At,. , A, objevíprávě jedenkrát jakop edpoklada jedert

krát jako tvruenÍ. Nep esně, ale názorné ečeno - je pouze nutné, aby sr: nám *kruh impli-

kací uzav el".

Zvláštním typem d kazu matematické věty je d kaz matematickou indukcí Matemr

tickou indukcí ,}.rrí možné dokazovat jakoukoliv matematickou vétu, n bržjenom ty véty,

které tvrdí, že za určit ch p edpoklad platí vlírok V(n), pro všechna celá čísla n 2 no,

kde ,r,o je nějaké pevné celé číslo (nejčastěji je no= !). D kaz matematickou indukcí

pak probíhá ve dvou krocích: za dan ch p edpoklad

a) dokážeme platnost vliroku V(no)

) p edpok\ád,áme, žev,rok V(n) platí pro fr = ftg, ro* 1,. . .., k azatoltoto p ed-

pokladu dokážeme platnost vlíroku V(k + l ). Véta je pak dokáaána.



_9_

}}ťcctpoklacl prtlv,;cierr v i3j se naz vá indukční p edpoklad. Poznamenejme,že ve velké větši

nĎ dťrkaz rrlate niittickori indukcí se z indukčního p edpokladu využije pollze to, že platí

VLLJ a z platriosti Vtlc} se již odvodí platnost V(k + 1). Mohlo by se tedy zdát, že stačí

indukcYní p edpoltiarl "rerlrtkovat" na p edpoklad platnosti V(k)" V dalšírn však bucleme

provácičt rrěkolik dťrkazťl nraternatickou indukcÍ, kde podobná "redukce" nebiJde možnd.

V těchto pt=ípadcct je potoin ntrtnó podle pot eb_v* rclzší it krok ry) o d kaz ptratnosti vlíro-

ku V(n,,J- l )" p ípadně dalších (použijeme-li nap ík[ad z indukčního p edpokladu platnost

í,'iii} a V(k l), pak z ejnrě rrrusí byí,t k .b no* 1, a tedy rl kr,cku a) je nrttné dokázat

platrrost V{r;,. i a V{ru u+ i )).

ti 2" Záltlactrr{ množinové pojnry.

Se zákiaclnimi množinovlirni pojmy se na st ední škole bóžně a vg r.,.nÉnérn rozsahu

pracuje. Nebucleme zde tecly opakovat podrobné vše, co by mětr každ z" st ední školy

zltáí, ale pí,ipolneneme pouze ta základní fakta, kter:á burlou pro náš další .,, i.;lad nezbytrrě

nttt,lrá.

Symlrol .x e A čteme obvykle 'x je prvkem (rnnožiry) ,4" ngbc ":E ptit í rJo A*

ireho ".x leží v A", Z gtarmatick5ích clii_voďťr není vlrodné potržívat slovní clbrat 'x (.ie)

elenrerrt Á". Skutečno sl", že prvek x nepat í clc množiny .,{, .bucleme ozllačovai :;I/!T,IJC,-

letn x * A, Jestliže rnnožiny ,4, B nraii txltéž prvky, pak Íkáme, že jsorr sl rovne a *Í *

I}le A - B.

Mrrožiny- l;;ťtžeme popisovat rťrzn nií zpťisoby - nap íklad v čtenr prlr.:'i,; i ,nr.';,llr"rcÍ'Per,rrli::

doirodrrut clr symbol nebo jako obor pravdivosti určité v rokové funkce. J*li tedy na-

p íktad V(x) v rokor,á funkce s definičním oborem D, pak

{x l.x e D, V(x)} nebo. stručněji {x D l V(x)}

zna& obor pravdivosti této vlírokové funkce, tj. množinu všech prvk x e tl, Pro které

platí It{x). Konkretně t eba:

{xlx l,6{x{101 = t6,7,8,9}

{xlx N, 6 {x 16}= ó

kde syrnbol ó znať| prázdnou množinu, tj. množinu, která neobsahuje Žádrr}i Prvek (Poznir

menejme , že prázdná množina existuje jenom jedrra).

Množirra, která se skládá jen z konečného počtu prvkťr se naz vá koneČrrá mnoŽina

Každájiná množina se naz vá nekonečná množina. P ipomeňme, Že Prázdnou mnoŽinu

považujelne za konečnou množinu a íkáme, že počet prvk prázdné mnoŽinY je roven nule.
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Řeknem e, Že mnoŽÍna ,4 je podrnnožina množiny B právě tehdy, jestliže každ 9r".r ;it

rnnožiny A patídomnožiny B. Píšemepak Aea (nebotéž B2A); Jestliže Aeí,
a A + B, pak Íkáme, Že A je vlastní podmnožina množiny B' apíšeme .4 c ^8 (nebo

též, B ) A).
,, ]

] Vztahy E , J , C, ) m'ezi množinami se nan,,ívaji množinové inkluse. Množinovt,)u

irrklusi "4 E B obvykle dokazujeme p -Ímo pomocí definice, tj. vezmerne li_b*gvolnlí prvek

x e, A a dokážeme, že x e B. P ipomeňme ještě, že jestliže množina A není podmnoži-

nou množiny B, pak píšeme A *B. Chcemeli vztah A {B dokázat, pak (podle tívalr

o neg4cích kvantifikovan ch v rok ) dokazujeme, že ex'istuje prvek x e A, takov ,.že
x éB.

Jed ním z nejčastěji provádén ch d kazťr v matematice vribec je d kaz rovnosti množin,

nap íklad A = B|, kter obvykle provádíme pomocí z ejmého tvrzenÍ: , !

^ A=B právěkdyž UeB)n @eil \
(

tj. dokážeme nejd ívé inklusi A e B a pak inklusi B EA. Poznamenejme, že rovnost

rnnoŽin m žeme samoz ejmě doka zovat i jinak, nap íklad logick m'odvozen Ím,z definic

nebo ze známlích, d íve odvozen ch rovností množin, atd., l I

Poměrně často se v matematice setkáváme s množinami, jejichž prvky jsou zase množi-

ny. Pro takovou množinu budeme uživat názvu systém množin (místo gramaticky neeste

tického názvu "množina množin").Je nutné si na tento fakt zvyknout,a naučit se zachá-

eet se systdmem množin stejně jako s každou jinou množinou.

P Íklad 2.1.: Necht' A je libovolná množna. Pak všechny podmnožiny množtny. A

tvo í systém množin, kteď budeme naz vat qystém všech podmnožin množiny A a ozn*

čovat symbolem Ť . Konkretně nap íklad pro / = {a, b, c} je,:
24 = {ó,la!,íb},{c},{a, bl ,ía, c},tb,c},{a, b, c}},,resppro A=ó jeŤ= {O},atd.

Jeli množina A konečná, o n prvcích, pak množina 2e je jistě také konečná a lze ,uká-
zat, že má 2n prvk . Je-ti A nekonečná, pak je množina 2A zíejmě také nekonečná

Zkuste si nap íklad p edstavit, jak vypadá množina 2N.
]

Deíinice: Necht' I + ó je libovolná (uv.indexová) množina. Nechť Al je množina

pro každé i I, Pak:

sjednocení množin Ai, i e I je množina

,' 
,!rAr= {x l3ío I : x eA,ol ,
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Fr nik rnnožin Ai, i I je množina

ft.A,= {xI pro Vie I : x eA/,
iel

Uvědomme si, že p edchozi definice zahrnuje sjednocení a pr nik jak konečného, tak i
nekonečného počtu množin (záteZÍp i tom z ejmé na indexové nrnožiné I)" Sjednocení,

resp" pr nit konečného počtu množin nr, .u. , An zapizujeme také ěasto symbolem

ArU . . . UAn, resp. ArA. . . ňA,
Jsou-li A, B dvě libovolné množiny, pak ekneme, že množíny A, B jsou

disjunktnÍ,ieli AnB=Q, resp. ekneme,že A,B jsouincidentní jestliže AnB+ó.,

Definice: Necht' A,B jsou množiny" Rozdíl množin A , B (v tomto po adÍ) je pak

množina i,

A -. B = {x lx e A 
^ 

x É 4
Jeli navíc B eA, pak množtna A - B se naz vá komptement množiny B v mno

žiné A a oznaěuje se symbolem B'A nebo jen stručně B' .

Poznamenejme, že s komplementy pracujeme v nratematice obvykle v situaci, kdy roli

množiny A hraje jistá dostatqčně velká, tzv. univeruální množina a všechny uvažovand

množiny jsou pak automaticky chápányjako podmnožiny v A'. Tak nap íttaO p i ťrvr

hách o množi nách čísel hraje roli mno žiny A obvykle množina všech komplexních čísel"

Vznikneli však .,Jtezpeeí nedorozumění, pak je vždy nutné množinu A p esně specifiko

Pro ilustraci základních množinov ch pojmťr a práci s nimi e na st ectní škcile často

užívajitzv. Venl.ovy diagramy. P i konstrukci Vennova diagramu se do obdélníku p edsta-

vujícího jistou záktadnlmnožinu (v níž se všechny ťr.vah odehrávajÍ) zakreslují jednotli

vé množiny pomocí vhodně volen ch čar, a to tak, aby vzniklá pole umožilovala vyšet o-

vat všechny možn é pfipady vzájemné polohy dan ch množin (tj. p i n v chozích mne

žínách musíme dostat celkem 2n polÍ). Je-li některá z množin p zdná, napíše se do p Í-

slušného pole symbol prázdné množiny. Prvek trežicív některé z množin se znaéÍ, k ížkern

v p íslušném poli Na obr. la je nakreslen Venn v diagrarn pro dvé množiny A, B zná,

zorťtusící,že A CB.
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b}a)

Obr. tr

Pro lePŠÍ Pochopení studovanltch pojm je dobré si občas kreslit jalrési orientační náčrt_

lcY, zachYcujicí Podstatu dand situace. Obr" 1b) zachycujetímto zpťrsobem stejnou situr
ci jako Venn v diagram la), totiž, že A C B, Je samoz ejmé, že tyto náčrtky v žádnérn

P Ípadě nenahrazují d kazy tvrueni ale pomáhají pouze názotné,p edstavě.

pro sjednocení, pr nik a rozdíl nrnožin lze odvodit eelou adu tvrzení" z niclrž si
pro ilustraci uvederne několik v následující větě.

Véta 2.1. Necht' A, B, C jsou tibovolné množiny; Fak platí;

}. AUB=BVA
2. tA UB)UC=AU( UO
3. A U (B n O - Q4 U B) n@ U o
4. An@UC)=(AnB)U(Anq
5. A - (B U q = @ - B) n {A * C)

ó" A-@nq-u_B)v(A_C)

1'. AnB=BňA
2'. UnB)nC=A n(8nO

1D kaz všech Nržení se provádí stejnlím zp sobem (dokazováním množinovycFr

inklusÍ). Pro ilustraci si dokážeme napfiktad 6.: .

t.e ":x A - G n C)*[x A 
^xÉ{B 

rl C)] +[x /4 
^ 

{xéB'ť x Éďl] o
*[x (A-B)Vx tA-C)] oxe(A-B}UtA-C)

"ť: x ,(A- B)UV- q*[x e {A *B} Vx (A - C)J o[x A 
^{xÉ,tsvxdc11*[x A^xÉ(B nQ] =+.x .4 *(s nc,

odkud pak dohromady dostávám e žádanou rovnost 6 " ]"

Poznamenejme, ževztahy 1 a 1'(resp. 2a2', resp. 3 a4, resp. 5 a 6) se naz vají
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kclmtltativní zdkclny (resp. as<rciativni zákony, resp. distributivnÍ, zákony, resp" de Morganova

systérnJlravidla). Uvecierrá tvrzerrí Lze zťo'm m zpťrsobern rozší it na sjednocení a póniky

obsalrrrjících p ípadně i nekonečně rnnoho množin.

Na závěr tohoto paragrafu si ještě zavedeme pojern kartdzského součintt množin. K tomu

rršak pot ebujerne pojern tlspo ádarrá dvojice pwk . pro naše ričely postačí intuitivní p edsta-

va, že ke každ r dvěma prvkfirn x, y trze p i adit nov prvek (x, y), naz van uspo ádr.

nou dvojicí tak, že dvé trspo ádané dvojice {x, y) a (x', y) jsotl si rovny právě XcdyŽ

x=x' a y=y".Vuspoádanédvojici {x,y) tedyzáležÍ,napoadíprvk x a!,, Pi-

éemž prvek x naz váme prvr složkou a prvek y naz váme druhou sloŽkou trspo áda-

né dvojice (x, y).

Analogick m zprlsobem"trze pro n 2 3 zavést pojem uspo ádané n-tice prvkri,

kterou označujeme symbolem (at," ".,or). P i tom (al,.

právě když or= bl A . . . 
^ 

or= br, tzrt. právě když se rovnají

množin A, B, prázdná,

množinou,tzn. AXB,

,o,r)=,Sbr,.il ,b*}

odpovídající si složky.

Definice: Nechť A, B jsou libovoln e 
^rroZfil. 

Pak množina

AXB= {(x,y)|xeA,yeB} . '

se nazliv á kartézsk souťin množin A, B (v tomto po adí).

Z definice kartézského součinu je z ejm é, že množiny A X B a B X A jsou obecnÚ
-_Ť

Ňzné. Jelinapíklad A= ta},B= {b,b2}, pak 
)

A X B = {(a, b 1); (a, b)}, Ésp. B X A = {(b t, a), (bz, a)"i

atedy AXB+BXA.
Dále je z ejmé, že jeli nékterá z

je i jejich kartézsk součin prázdnou

A=óv "ó, pak

Analogick m

jako množinu

zp sobem zavádíme kartézsk součin množin A, , An @72)

(1) At X...XAn= {(at,...,a)lar A*i =tr2r.."rn}
(tr) symbolem An a naz, vameJgliA,=A,,=.,.=An=A,znaéímekartézsksoučin

jej n-tá kartézská mocnina množiny A. Nap íktad tedy

R3= t(x, y, z) lx, y, z , R}

je množinou všech uspo áclanltch trojic reáln ch čísel.
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{i 3" ZáUtaaní vlastnosti cel ch čísel

Na st ední škole byla odvozen a celá ada vlastností cellích čísei a pravidel Pro PoČÍtání

, ,"li,.lti" Víme, že ke každému celérnu číslu a se dá pfi aciit jeho absolutní lrodnota lc i,

cit":ťinovaná následovně: 
]}

až 0
a 10

llezprost edně z této definice plyne, že pro každá dvě celá ČÍsla a, b PlatÍ:

|a.b|= lal. ibl

(dokažte si sami oba vztalry!)" Dáte si zopakuj me zák|adní vlastnosti dělitelnosti cel ch ÚÍsel,

Definice: Nechť a, b jsou celá čísla; eknem e, ž,e a děť b (označujeme a lb) ,

jestliže existuje celé číslo z tak, že

b=a"z

V opačném p ípaoé fitám e, že a nedélí b (píšeme pak a tb) _

poznamenejme, že místo obratu "a dělí b' mižeme použít téŽ obratu "b je dělitel-

né {!.u nebo ,,a je dělitelem b*) Zv|áštniroli p i dělitelnosti cellÍch Úísel hraje číslo nula,

p ímo z definice dělitelnosti totiž p\yne, že a lo pro každé a e z , fi, každé celé číslo d&

1í rrulu a dáIe, že 0 lĎ právě když b = 0, tj. 
,nula 

dělÍ pouze nulu,

Všimněme si dále, žekaždécelé číslo b je vždy délitelné ČÍsly 1, -1, b, -b. Tato ČÍs-

la se naz vajínevlastní děfitelé čísla b. Všichni ostatní délitelé (pokud existujÍ) se naz vaj|

vlastní dělitelé čísla b. p irozené číslo p ž 2 se naz vá prvoČÍslo, (resP, sloŽené ČÍslo)

jestliže má (resp. nemá) pouze nevlastní dělitele. Některé základnívlastnosti cel ch ČÍsel, kte

ré souvisí s dělitelností, popisují následující věty.

( a je-li
lal - {

( -a jeli

Věta

1. ala

2. a|b A

3. a|b A
4. a|b A

3.1. Necht' a, b, c e Z ; pak platÍ:

b|c+a|c
a|c+al@.x*c.y) prokaždé x,y Z
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5. a|b 
^b|a+ 

lal= lDl

tD kaz:1. zťejmé,neboť a=a,t,

2. zíejmé,neboť b = a . z í, c = b, zr, * c = a, (z t,,r)
3. zíejmé,neboť b = a. zL,c = a, z2 +bx * cy = a(zr* * zzy)

4. a|b +b = a. Z; Z e Z, z*O. P echodem k,absolutním,hodnotám

dostaneme lbt = la|.1zl, odkudplyne,že {4l< lbl,
. 5. "+" plyne ihned ze 4:

'3+!" lal = lbl +b=xA=a. (t1) 
^a=b.(t1), 

odkuddostává

me,že a|b n b|a

6. *ď' dostaneme vžitím 4,

L'1-,- " plyne p ímo z definice vlastního délitele ]

^Yéta 3.2. (Věta o dělení se zbytkem cel ch čísel)

Nechť a, b jsou celó číďa, b + 0, Potom:

existují celd čísla q, r, splňujícÍ:

(1) a=b.q+r, 0{r( lbl)
p ičemž vyidd ení ( ] ) ie iednoznačné.

tD k a z véty provedeme ve dvou krocích:

L d kaz existence vyjád ení (1). Uvažme množinu

]|l!= t x.lbl Ixe.Z,h x,lb lŠa}
Zíejmé M+ó av xI existujenejvětšíprvek, kteď aznaéíme xo.lbl (rozmYsletesi

podrobn é, že tomu tak skutečné je!). Potom je:

(2) a=xo-lbllf, kde rža

adáleje (xo+1).lbl }a, tzn. xo.lbl+lbl )a, odkuddostáváme,že

a * xo. lĎ l < lb l , neboli po dosazeni ze (2):

(3) r 1lb l

Nyní oznadme:

í 
xo je,li b>0

q=\
(-ro j+li b<0

P i tomto označení dostáváme z (2) a (3) hledan vztah (1).
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Čísto q (resp. r)zvyjádení(tr)se
číslenr b. Vidíme tedy, že zbytek r po

značně a nab vá právé jedné z hodnot 0,

ní se zbytkem není vlastně nic jinéh o, než

Definice: Nechť m je
a, b jsou kongruentní podle

naz,vá podíl (resp. zbytek) po děleni čisia 7

dělení čístra a číslern b je defincvár ;eť,r.v

tr, . " , ló í -. 1. Uvědomtne si, že věta ; cěie-

p esně zforrnulovan (a dokázan } algoritn:us

pevné p irozené číslo a necht' a, b . Z. Řekneme, že čisia

modulu tn a píšeme a = b (rnod rr), jestliže m |b -. a.

pro dělení dvou cel ch čísel, používan již na základní škole

Ii. d kaz jednoznačnosti vyjád ení ( l ). P edpokládejme, že existují

Qn Q', r, r' e Z, splňující:

a=b q+r 0(r{ lbl
a=b q'+tr', 0{r'( |b|

Fak odečtenínl obou rovnic dostaneme: b(q - Q) =

=lĎ ! ,|q -- q'| = |tr'- r|. Dále, z p edpokXadr.r o

Nvní-pi q*q" dostávárne: trr'_- rl =[bl "|q-
b t Q=Q', odkudpalctaké r=tr', cožznamená,

f' - r, odktid |b (q - q'} l =

r a r' plyne,že i,r'- rl <i,i
q'| > lb [ , což je spor" Musl :*dy"

že vyjád ení ( 1) je jednoznačnd j

Věta 3" 3. Nechť n1 je pevné 7l irozené číslo a necht' a, b e Z. Paíc ntisledu!ícť v ^

rrlky jsou ekvivalentnÍ:

{il a=b(rnodre)
t,.| 9f t .' 

' 
úr -(iil čísla a, b dlívaiť po dělení číslem m stein: zbytek

fttil Čtsta a,b selišťccel ndsobekčísta m (ti.3zeZ fuk,že b-a*z"m}"

I D kaz: "(i) *(ii)": nechť platí(i) anechť Q--m.Qr*r, b= ?n. Qr*r*
kde 0 š r. r, 1m. Potom z- ťt= {b - a} + m(qr- Q). Ale m|b - a (podle (l))

a triviáhě mlrri, tedy podle V,3t 3. je m|rz- rt" Zíejmévšak -m 1ťz- f ,o 4 m,

a tedy rnusí b t r ,* tr u= 0, neboli ť z= t t" PXatí tedy (ii}.

torn r.= a - mQ l
Platí tedy (iii).

"(ii) *(iii)": nechťplatÍ(ii), tzn. @= m.8o+tr, b =rn. q2+r" Fo
=$-ffiQz, odkud b=a*(Qr-q!).m, kdezejrrré (qr-q}e Z.

"(iii) =+ (i)";

lb,- a, tzn"

necht' platÍ"(iii),

platí (i). ]= z . m, neboli m

tzm. b=atz"tl,zeZ" Fak b-a=

,_

,
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Definice: Nechtl a, ,b e Z ;

b, platÍ.-li:

(il,tlla, dlb
(ii; jestliže k |a, k |b pro

pak číslo d e Z se naz vá největší společn délitel čísel

nějaké .k e Z, potom kld .

.,(

Věta 3.'4. Ner tt' a, b jsou li ovolná cett čísla. Pak platÍ:

1. existuje niteivětší společn dělitel číset a, b

2. ig-tr d neivětším společn m dělitelem čísel a, b, pak {d, -d} je

'neivětších společnlich dětitel čísel a, b

3. je-ti d neivětšíin společnyJtn dělitelem čísel a,b, pak exiŠtuií u, v e Z fuk, Že

. u * D .,v = fl .

:.:

{D kaz:1. pro a-
(ověťte!). Nechtí tedy a * 0'

)

množinou všech

\

0, b = 0 existuje největší společn délitel,

v b + o. uvažme množinu čísel

-(.
a sice'číslo '0

. M= {a.x +b.y lx,yeZlibovolné1
a označme d = *o+ byo nejmgnší kladné číslo pat ící do M (rozmyslete si, že takové

číslo d určitě existuje!). Ukážeme,že d je nejvétším společnl m áélit.t"* ÚÍsel ,,'b;

(i) podleV.3.2.existují q,reZ tak,Že a=d.q*,ri 0šr(d (zdeldl=d,

protože d je kladné). Pak: r= a - dq = a - (.*o* byJ.q = a. (l - roq) +b(*yoq)e

e ]l4l. Poněvadž však d je nejmenším kladn m číslem patficím do M, musí brÍt f = 0,

což však znamená, že a = d... q, a tedy d la. PodóUně se ukáže, že d lb .

(ii) jestliže O r:, k lb,' pak podle V.3.1.3. , k l ot by o= d.

Dohromady dost u"r:", 

:;": 

"il:;;.nJl;ff:fi, 

T:Tr ?-: a z Y3 1 5

3. z d kazu 1. části plyne, že existují *o, yo QZ tak,že a" xo+

* 6 . ! o je největším společn m dělitelem óísel a, b. Vzhtredern k Části 2. vŠaŘ libovolného

z obou největších společn ch dělitelfi Úísel a, b vyjád íme ve tvaru a " {t xo) + b . (t Yo),

odkud po vhodném oznaéení dostáváme žádané tvtzení. 1

Z píedchozí věty plyne, že pro a * O V b + a existují vždy dva největ í sPoleČní de

litelé óíse ! a, b, tišící se znaménkem. Ktadn z téchto dvou největších sPolečn, ch dělitel&

budeme označovat symbolem (a, b). Poznamenejme, že pra a = b = a exisfi.rje jedin je-

jich největ í společn dělitel, a sice číslo 0. V tomto p ípadě pak symbot (a, D) není de

finován Dáe - z ejmě platí (x, 0) = (0, x) = lx ! , pro libovolné celé ČÍslo x;É 0.

l
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Jeli {a, b) = l, pak íkáme, že

pa.k podle p edclrozí věty existtrjí celá

a, U * b " }, = l ,

a, b jsou nesoud lná Jsou-lt a, b nesor;iěiná,

Ll, b, tak, Že

e Z; pak platÍ:

1

čísta

čístra

základě tohoto faktu Lze dokánat cetou aar.l tvrzenť ,: ciěii[einosti číst.1, b žně ,1ů_lžil,,rr

,iÝr;h na stťední škole. {.Jved'nre si alespofi některá z reil:r

Věta 3.5. Nechť a, b,

ť. i,a,b)= 1^ (a,c}= i

,i. a,lb.t, 
^ 

(a,,b)= ! =>

_ri p ie prvočíslo 
^ 

F la r

C, clL 
"

:+ (a,b

Lllc

",ar,
.c)=

... " a, * p Nat pro něiaké l = tr" 2,

t D k a z: |, podle p edchozí věty (část 3) exístují celá čísla L!, y, x, }) tak, že

{.i, t.l*b v= |, a" x*c. y= I. Vynásobenímobourovnostíctostaneme:

{4) a . (uax + ucr, ,r bvx) + bc . (vy) = 1

NynÍ, z definice nejvétšího společného dětitele již plyne, že (a, bc) = 1,, neb,clť

(i) zejmě |la, l|bc
(ii) jestliže kla, klbc, pak ze(4)užítím V 3. 1.3 dostávátme,že k|1

2. podle p edchozí věty (část 3) existuj Í celá čísla Ll, v tak, že

a. . u * b " = l, odkud (po vynásobení číslem c} je: acr.l * bcv = c "

CrisudvšakpodleV3. 1.3. dostáváme (poněvadž ala 
^ 

a|bc}, že alc.

3. dokáže se matematickou indukcí vzhledern k n.

a) pro n = ,1 tvrzení triviálné platí

P) p edpokládáme, že tvtzení platí pro 1, . ., n {n ž t) a dokáželne je pro

tl * !. Nechť tedy pYat or) rn*n. Pokud p lan+1, pak jsme hotovi Necht' tedy

p *an*t" Pak je (p, an*r) = 1 a podle části 2. této véty je F |at" ,." "an. Podle fudukčnÍ-

hopedpokladupak plai pronéjaké i =1,...,ft.

Věta 3.ó. Každé pftrozené čísto a ) tr lze rozložit na, součin prvočísel, a to až na

jejich po adí jednoz,načně.

I D k a z: I. existence rozkladu;

provedeme sporem. P edpokládejme, že existují p irozená čísla, která nelze roz\ožit na sctlčin

prvočísel a nejmenší z nich oznaťme w. Pak ale w rení prvočíslo , tzft. musí mít vlastního

dělitele b, atedy: w=b.c, kde I<blw, 1{c(w" Ale b i c l,zeraz7ožitna
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tílučirr pm,očísel (iílra.}< spor íTlinimalitou yť), e tedy w = h "c má stejnou vla tnost; spcr.

[L ;;ecXnoznaťnost rozktadr.l (až na po adí); nechť

(5)

jsot,i ďra rozktrady p irozerrého čísla a na soudin prvočísen. Jednoznačrrost (až na po adí ói-

rl:itelťl) nyní dokážeyn* nratematíc}tou induX<cí vztrlederrn k n.

a}prc n=1_,) & prvočíslem,tzn.rnusít]ťti =n

,S) p edpokládejine, že pro všechna p ircrzená dísla. rnající alespoň jederl nozklad na

součin méně než n prvočíse[ je tento rozi<iad jednoznaťnťr (až na po adíi. Vezrrněnne pŤino

z*nd číslo l, pro něž platí (5}. P<ltorn p, [{t. "Qs, tzn. podle V" 3.5.3. je p*lqí. pro

nějaké l = 1,. ".,,s. Pon vadž jde oprvočísta, nnusíb t p;=Qr, takže pozkráceníčíslenn

p*= Qt v (5} aužití indu]cčního p edpokladu dostanemežádanou jedncrzrračnost. }

.

I D k a z: provedeme porern; p edpokládejrne, že existuj'* oouru konečně mnoho

ptvočísel, nap íklad Fl,, " , pn Číslo & = r}l"Fz...".pn+ X lze podle p edclrozívě,y

rozložit na součin 3istého poťtu pnvočíset , tzzl,.linak ečeno, číslo & je děiiteiné jist5ip pOč-

t*rnprvočísel. Ale a nem žeb tdělitetndžádn mzprvočísetr pí (i <ť{rui (jinak,uží.

tím V.3.i.3. dostaneme,že p, !1, spor), a tecly existuje alespoň jednc prvočíslo r zné *ct

Fl","" " , Pr; SPOr, 1

4. Relace

mezí základní pojmy, s nimiž se studentí naPojem relace patíi dnes v matematice

st ední škole setkávají velmi z*ty.

Definice. Nechť A, B jsou iibovolné množiny. Pak Íibovolná podmn ažina p kar

tézského součinu A X B se naz vá relace mezi množinami .á a B (v tomto po adÍ).

Jeli {x, y) e p, pak Íkáme, že proek x je v relaci p s prvkem y. NaoPak, jestllže

(x, y) É p, pak íká me, že prvek x není v relaci p s prvkem y"

p ítlad 4.1.:

1. Necht' A-- {a,b,c,d},B= {x,y,z}; pak p= t(a,y),{c,y},{c,z}\ jerela-

ce mezi množinami A a B.

2. Nechť A=N,B=N; pak p= t(x,y) NXi ly -x jektadnéťísioi jenela-

l-
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i]Éi}lezi A a I}. Jezejmé,ževtr:mtopípacléje {x,y)e p právětehdykCyžčíslo .ť

je nrenší rrež číslo .y (píi trspoťáďání čísel podle velikosti},

3. Neclrt' A, B jsclu tribovolné množiny;

a) zeirně óQAX-B, atedy p=óierelacemezi A a E, kterásenazlÍvá

*il.ízciná relace mezi A & ts. Je to tecly taková relace, kay Žádn prvek z A rrelrí t,i jie*

leci s žádn tn prvkem z B.

b} druhltm extrémem je rďace

.,tr, i] I]" Je to tedy relace nrezi A

dťrn prvkem z B.

Pfr této p íležitosti si ieště ekněme,

}r-lučenpípad,že A=ó nebo B*
ll<ru možnou relací mezi A a B je

A X B, ktBrá se naz vá univerz#ní reiac illťzj

taková, že každ prvek z Á, je v relrict s iEa-Ť_-

p

a

že v definicí relace mezi množinarni

ó. V tomto pťipadě je z eimě .Á X

potom prázdná relace"

A a B

B=óa
"meíxl vv-

tedy :edi-

Definice. Nechť p ie nelace rnezi rnnožinami A potom množina

Domp= {xe ,4 l]ye B tak,že (x,y}

se naz vá deíiniční obor relace p" Množina

imp= {y e B|lxe A tak,že {x,y)e p}

se nazliv á obraz relace p 
"

Vidíme tedy, že clefinovat relaci p mezi A

rnnožintt í) v A X B, tj v podstatě jak mkoliv

,v eclrny uspo ádarré dvojice z A Y. B, kterd pat í

a B znamená vlastné popsat jistotl pod-

- '. , o
korektním zp sobem jednoznačně určit

río p.

Im jsou v matematipe běžně používané zkratky

angtické ekvivalenty pro u razy "deťiniční o'bor',

definiční obor ( resp. obraz) relace p panžívá též

I

relací z p íkladu 4" 1" jsou z ejině:

aB,
p}

Poznámka: oznaéení Dom, resp.

slov "domain", resp" *image", což jsou

resp. o'obtaz", Někdy se místo obratu

obratu pnrní (resp. druh ) obor rďace p

P íklad 4 .Z.Defirričnj obory a obrazy

1. Dom p = ta, c}, [rn p = ty, z}

2. Dom p=N, Imp-l - {t}

3. prc prázdnou relaci p je Dom p = ó ,

pro uníverzální retraci p je Dom p = A,

trmp=

Imp=8
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Definice" Necht' p je reXace mezi množinami A a

množinami B a C Pakreiace 
(,

oop= {(x,y)eA XCllb .B tak,žd

se naz vá složená relace z relací p a o. (symbol o o

bo o po p).

nechť o je relace mezi

(x; b) p n (b, y) o}

p čteme buď a kolečko p n&

PÍHaa 43.: Nechť /= ta,b,c,d},B= íx,y,z},C= ík, l,m,n}; nechť

p = {(a, y), (c, y), (c, z)} io = {(x, /r), (x, l), dx, m),{x, n), (y, k\ @, n)l " Potom je

o o p = {(a, k), (a, n\, (c, k), (c, n)} .

poznámka: pro větší názornost si mťržeme relace nnezi množinam i znázothovat gr*

fick ,:zejména jsou-li množiny konečné" Je-li nap íklad p relací mezi A a B, Pak si

znázorníme prvky obou množin. jako body v roviné a bod r e A sPojíme orientovanou

šipkotl s bodem s ^B právě tehdy, když (r, s) e. p " NaP Íklad Pro relace P, o z Pťb

kladu 4.3. dostáváme "graf':

Obr. 2.

pomoci těchto ografťt, si m žeme schematicky znázorntti další pojmy,, jako nap íktad

skláddní relací Je z ejm é, žep i relaci o o p vede orientovaná siPta z boór r C A do

bodtl t C právé když tuto šipku lze "složit" ze šipky patkcí do relace P a ŠiPkY

patíícl do relace o -

Někdy je také užitečné danou relaci p mezi konečnltmi množinami A a B

znázornit tabulkou, která má dva ádky a totik sloupoťr, kolik rrspo ádan ch dvojic

z AxB patído p. Jeli (a,b) p, pakprvek a naPÍŠenredohorního ádkutr

A

l
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napí eme porl něj. Nap íklad pro rdlace p Ýít la G z p íkiadu 4.3. rJo,;tává}:ulky a prvek b

me tabulky;

Věta

ynezi C a

s;p:

4"1"

D"

Ta

Nechť p je relace mezí A a E, G ie relace mezi }3

Pak ptatÍ;

(o.p)=(r"o).p

C, t ie relrrce

tDfrkaz: iezejmd.že ro(oo,o) i ("oG)cp jsourelacemezi A a. fr;jeji,;]h

rovnost dokazujeme jakožto množinovou rovnost.

'6C!' nechť (x, y) e r o {o " p) libovoiné; pak podle defirrice složerié r,elace existuje

tak,že (x,.c) oc pA(c,),\er, atedyexistuje be B tak,že (x,&}Ép
(b, c) o - Nyní 9pět užítím definice složené relace dostáváme, že tb,y ) tr n

konečně; že (x,,y)e (ro o)o p, Dohrorrradyteríy,, Ťg (o.p}C{r,o 0}* É"
6J" Inkluse r " {u * p) J(z,o a) o p se doi<áže zceLa analogicky. ]

f)efinice. Necht' p je relace mezi množinarni Á a [J, Relace p-l niezí rnncžina-

nlí B a .4 
. 
definovaná vztahem

9'L- iQt,v) 8X Al@,u)e p}

se nazlÍvá relace inverzní k relaci p ,

Foenámkzu z p edchozí definice plyne, že (_u, v'tr p-u právě tehdy, kCyž {v, w} ,p,

Znatmená to tedy, že

D,bm p-1 =

znázorníme-li si relaci

šipky z p ponecháme,

(,-:* l-,

^,ú*

lmp, lmp-'=Domp.
p "grafem", pak zťejrné "graf' relace p'L získáme tak, že všechny

ale změníme pouze jejich orientaci.

Věta 4"2.:, Nechť p le relace mezi A

(p-')-' = p

{o'op)'=plo6.-i

o le relace mezi ts g C Pgk platť^,B,

,,

2"

tD k a z: 1. .je zíesmé z definice inveruní relace

|*l-!,{

m]';

2. z ejmě (o . p}l i p,L o o'L jsou relace nlezi C a A; jejich rov-

l

.ť ''l)
1/

fr. r,7.
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nost dokazujenie jakožto rnnožinovou rovnost.
6'C" neclrt' {tl, p} (o . p)1 iibovolné; potom podle definice inverzní reiace je

(u, u) e g a p a podie definice složené relace pak existuje b 8 tak, že

(u, b\ p 
^ 

{b, u} . o" Potom však (b, v) p'n 
^ 

(u, b\ q;' a podie

ce složené relace je (u, 1,1 e p''o o-1. Dohromady tedy (o o p)rEp-o" ď1

'o2" Inkluse (o o ,)-l f p-lo ďn se dokáže zceía analogicky. ]

Na záv& tohoto paragrafu se budem e zab vat speciálním, avšak v praxi se často vy-

skytujícímtypemrelacemezi A a B, asicepípaciern,kdy A,B+óa A=B.

Definice: Necht' M je ,eprázdná nrnožina. Fak libovolná podmnožina p kartézsk&

tro součinu M X M se nazlívá relace na množině M. Množinu IW spotru s reldcí p ozna-,:*
Ýlčírne symbolem {,M, p) a budeme Ylkat, že (M, p) je rnrrožina s reiacÍ.

Pro x, y e M budeme místo (x, y) p psát obvykle x p|, resp. naísto (x, y) É p

bucieme psát x p),.

defini-

P íklad 4.4.

1. Nechť M - {a, b,

l

]l

c, d},; pak p = {(a, b), (b, a), (b, b), {b, c)} je rei*ce na

obvykle ji označujeme ymboierrn i .

nechť m je pevné p irozené číslo.

rnnožině M.
;,

2. Necht' M je libovoiná (neprázdná) množina. Pak

a) prázdná relace p = Q je relací na M 
)

b) univerzální relace p = M X M je relací na M

c) množina í(m, rn) |m e M\ je relací na M, kterou naz váme r*l,nce rqj,vnosti

@a M ď označuj.*.'ry*bolem r ( ecké písmeno jota). Je charakterizována

tím, že každ prvek z M je v relaci právé sám se sebou.

3. Nechť M=2A, kde A jelibovolnárnnožina.Potonrje M+ó arnnožina

i(x, nlX,Ye2A 
^ 

Xen ,,] , ,,:

je relace na 2o , kterou naz váme relace inkluse a obvykle ji ozna&rjenre gybolent e "

4. Nechť í4 = N je rnnožina všech p irozen ch čísel. Pak množina

t(a,b)la,b N 
^ 

a dělí b}
-].,

je relac_; na N, ktenou naz rváme relace dĚlitelnosti a,. tD

5. Necht' fuI = Z je nnnožina všech cetr ch číset,

Fak množina:

l-

{(a,b)|a,béZ 
^ 

a=b (modrz)}

' :ii
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je relace na Z, kterou naz váme relace kongruence podle modulu ln.

Poznámka: Schematické znazorhování relací na množině (zejména, jeli množina ko.

nečná) mťržeme provdst graíicky, podobn m zp sobem jako u relací mezi množinami. Je_li

',.M, P} rnnoŽina s relacÍ, pak prvky množiny M znázorníme jako body v rovině a z bodu

Jf uděláme orientovanou Šipku do bodu y právě tehdy, když xpy. p itom je samoz ejmě

rnoŽné, Že ŠiPka zaéiná i končí v témže bodě. Takové šipky se nazfiají smyčky. Takto vznik
| ' obrázek obvykle nazliváme uzlot' graf rela ce . p. Nap íklad relace p z p ít<tradtl 4.4. 1.

má uzlov graf na obr. 3.

vlíhodné je rovněž vyjad ování relace p na množiné

strojíme takto: do záhlaví ádkťl a sloupc vypíšeme prvky

dÍ). Do pr sečíku ádku x a sloupce y pak napíšerne l,
jeli xpy. Nap íklad tabulka relace p z p íkladu 4.4.1. je

Obr. 3 Tab. 4

Později uvidíme, že některé speciální relace je v hodhé znázorňovat i jin m zp sobem.

Nyní si nejple popíŠem e základní speciální typy relací na množiné"

, Definice. Nechť (M, p) je množina s rc.lacÍ. Řeknem e, že relace p je
(i) reflexivnÍ, jestliže: x e M libovoln =) xpx

(ii) symetrická, jestliže: x, y .M 
^ 

xpy =+ ypx

(iil) antisymetrická, jestliže: "*, y eM 
^ 

xpy 
^ 

ypx =+ x = y

(iv) transitivnÍ, jestližei x, !, z e M 
^ 

xpy A ypz * xgz

(v) plnrd jestliže: x, y e M libovolné => xpy V lF , 
Í

Poznámlia P edchozí definice bude hrát v dalším zásadní roli, a proto je nutné ji bez-
/

pečné zvtádíout Ukažme si jak se poznají jednotlivé typy rďací z uzlového grafrr (viz a)),

resp. z tabulky relace (viz b)):

M pomocí tabuliiy, kterou se

množiny M (ve stejném po a-

je-li xpy, resp. napíšeme 0,

znázornéna tabuikotl 4.

d
o

a b c d

a 0 l 0 0

b 1 l tt 0

c 0 0 0 0

d 0 0 0 0
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rel'lexivnÍ: a) kažcl bocl je opat en snryčkou

b) v hlavní diagonále tabulky jsou jedničky

symetrická: a) mezi dvěma r zn mi body jsou bud' dvě nebo žádnášipka

b) tabulka ie symetrická podle htavní diagonály -,]

antisymetrická: a) mezi dvěma rriznlími body je bud' jedna nebo žádná šipka

b) Jvě ďnná políčka qymefuická podle hlavní diagonály neobsahují dvé

jedničky

. rlplrrá: a) každé dva body jsou spoieny šipkou (tedy mimo jiné je každ bod opat en

smyčkou) .,

b) v diagonále jedničky a dvě rťrzna pbtírra, symetrická podle diagonály obsahují

alespoň jedriu jedničku 
s

U transitivní relace je situace zejnréna v tabulce poněkud složitější (i když je možné ji také

popsat) , a proto se jí zde nebudem e zab vat.

Jinou charakte rizacitéchto zák|adních typ ietací na množině nám podávánásledující

véta,

Věta 4.3. Necht" (M, p) je množina s relací. Pak platÍ;

1. relace p je reflexivní t e p (kde t. značí relaci rovnosti na M)

2" relace p je symetrická p = p,L

3. relace p je antisvmetrrŽkÓ. <+ p n p,'E r,

4. relace p jetransitivní <+ 9ope p

tD kaz: l. zíejmé

* 2. 'ót+" nechť p je symetrická relace na M: Dokážem e, že p = p l

fiako množinovou rovnost). Necht' tedy (x, y) p libovolné; tzr. xpy. Potom je ypx,

neboli @, x) p, odkud (x, y) e p-'. Platí tedy p e p'| a opaéná inkluse se dokáže

analogicky. Oorrromady pak je p = p'|

36 " p edpokládejme, že p = p't; nechť xpy, ,|zn. (x, y) p = ít.
Fotom však U, x) p, tzn. ypx a relace p je symetrická.

- ,* 3. "!+" nechť p je antisymetrická relace na M; nechť dáte

(*,y) p fip'' libovolné,tzn. xpy 'A ypx.Ale p jeantisymetrická,atedy x=7,

3"' nechť p fi p'| e t.; nechť dále xpy 
^ 

,,px. T,o ale znamt

nárže (x,y) pf)p'|, atedy (*j,y)Qt, neboli x=y. Relace pjepakantisymetric-
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ká

4. o+' nechť p je transitivní a nechť (x, y) p u p libovolné. Pak pcldte

definic.e složené relace existuje w e M tak, že xpw , A wpy. Ale z transitivnosti relace

J, 1liyne, Že xpy, neboit (x, y) p . Je tedy p o p e p.

s " nechť p" pe p anechť xpy 
^ 

ypz.Podledefinicesloženére

tra.r:e pak (x, z) p o p e p, tzn. xpz. Relace p je tedy transitivní ] ,-

Pozrr'u*"nejme ještě, že symetrie a antisymetrie se navzájem nevylučují (napíklad reXa,

cs rovnosti na M je zátovefi symetrická i antisymetrická) a dále, že ťrytnáreiace musí b t

vždy reflexivní

Následující tauulka 5 námudivá,kt eé z ťSe definovan ch vlastností mají rnnožiny s re-

Lací, z p í]<laau 4.4. (označovapé zde 1. - 5. stejně jako v p íkladu 4.4.). Je užitečné si každotl

jednotlivou odpovéď podrobně samostatně ové it!

l
)

3. 4. 5.
a) b) c)

reflexivní ne ne ano ano ano ano ano

symetrická ne ano ano ano {,*) ne ano

antisymetrická ne ano *) ano aíro ano ne

transitivní ne ano ano ano ano ano ano

ťrplná ne ne ano *) *. * 'r) ne ne

*) ano, jeli M jednoprvková, jinak ne

* *) ano, je-li A = ó, jinak ne

Tabulka 5

Relace na množině M tak jak byia v tomto paragrafu definováná, s také někdY naz -

vá "binární relace'. Tento pojem je možno zobecnit na pojern tzv" "n,ární relace na mnoŽiné

M", která je pak definována jako libovolná podmn ožtna kartézského souČinu M' =

=MXMx...X M (n-ktát),prolibovolnépevnépirozenéčíslo n. VespeciálníctrPíPr

dech pak dost áváme:

pro n = l tzv. unárni relaci (cožje tedy libovolná podmnoŽina mnoŽinY M')

pro n = 2 binární relaci, s níž jsme pracovali v še,

pro n = 3 tzv. tern ární relaci (což je libovolná podmnožina In X fuÍ X M), atd.

|,
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5. Z<lbtazeni.

Pojem Z,obrazení mnoŽiny A do množiny B se zavádí na st ední škole obvykle jakož-

to speciální typ relace mezi množinami A a B.

Definice" Necht' A, B jsou libovolné neprázdné'množiny, nechť í' je relace nrezi

rnnožinami A a B, splňující vlastnost;

(1) ke každému x' , A existuje jediné y e B tak, že {x, y) e f.
Pak uspo ádanou trojici (A, B, í) naz váme zobrazení množiny A do mnoány B"

Pojem zobtazení je vlrše uveden m zpťrsobem deíinován naprosto jasné a p esně jakožto

uspo ádirná trojice množin s jistlími vlastnostmi. ukazuje se však, že pojem sám a píedevším

pak ,ieho vlastnosti se v eči relací vyjad ují poněku d. nenázorně a jejich dobré pochopení ói-

ní často potíže" Bude proto užitedné p idat k definici zo.brazení určité mluvy tak, aby preíce

s tímto pojmem byla iednodušší a názomější.

Úmluva: Nechť (A, B, í) je zobrazení množiny A do množiny B, Pak místo

(A,B,Ď budemepsát f :A+B abudemehovoitozobrazeni f množiny A do

množiny ,B "nebo jen stručně o zobrazení !' .

Množinu A (resp. B) budeme naz vat definiční o,bor (resp. obor hodnot}

zobrazení f "

MÍsto (x, y) e f bucleme psát Í\x') = !, p i černž prvek y se ilude nazlívat

obtazpffku x (pizobrazení f) aprvek x sebudenazvat \ryoťpr"vku y (pi

zobrazení í l.

Po této naší mluvé m žeme pak

následovně:

definici zobrazení vyslovit ve zjednoclušené ťormě

Definice. Necht' A, B jsou libovolné nepráadné množny.Zobrazením í množiny

A do množiny B (symboli cky, í : A + B) rozumíme p edpis f, kterrí každérnu prvknl

x e A p i azujeprávě jedenprvek y e B; píšeme í(x)=y"

Poznámka: z toho, co bylo doposud ečeno vidíme, že k zadání zobrazemí je nutn é zt
dat:

a) definiční obor A

b) obor hodnot B
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c) p edpis í kter každému prvku z A p ilaztrje jedin prvek z ts.

P i tonn p edpis f je možno zadat r zn mi zp soby, jak ukážínástedující píiklady.

P Íklad 5.1.: definujrne zobtazení í : A + takto:

l. j= {a,b,c,d,e}; B= {urv,,tll}; položme: í(a)=u,í(b)=u,f(c)=w,
.ftt]) = w, f(e) - w

2" A = Z; ^B = (množina všech sud ch cel ch číset); položme ..f(x) = )3 pro každé

x ,Z

3. /=
.\.'

xN\

xR

Poznámka: Z deťinic ezobrazeníptyn e,'žedvé zobr azení í: A +B, g: C+D
jsou rciVná (stručně píšeme í = g), jestliže

a) A = C (tj. rovnají se deťiniční obory)

b) B = D (tj" rovnají se obory hodnot)

isy).

V opačnérn p ípadé (tj. není-li splněna alespoň jedna z pťedchozich ťí podmínek) iobr*

zení nejsou rovná (stručně píšeme í'+ ď. ,)

Vidíme tedy, že napííklad zobrazeníz pfr<ladu 5.1 .4. a 5.1.5. nejsou rovná, i když

p edpis v obou p ípadech zní stejně"

1. Jeli AER, BCR, pakzgbrazeníf :A+B seobvyklentazvá(reáná)

funkce (iedné rreáné proměnné). Tato zobrqpní se podrobně studují v matematické ana-

|ze. p

2. Zobtazení jetrož deiiničním oborem je množina N všech p irozen ch čísel, se

obvykle naz rváposloupnost. fedy nap íklad zobr azenÍ, f z pťík|adu 5.1.3. je posloupnost.

U posloupnosti b vá zvykem znaéit obtazi prvk pomocí indexír, tzn. místo Í(n) psát

nap íklad í, apod.

3. Systém všech zobtazení množiny A do množiny B budeme v dalŠÍm oznaČOvat

pro každé x R

sin x, pro každě

N," .B = Z; položrne:

( x- tr pro 1(x(9
í(x)= { 10 pro x=10

tx+2 pro xžl,t
R; 8 = R; položme í(x) = sinx,

R,".B = [-_ 1, 1 ] ; položme ,f(x) =

A-
/=
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. ry,nrbolem B'| . Jc tedy

3a = Lí, lí: A + B}.

Je-li nap íktacl A - {a, b, c} t íprvková a B - [x,y} dvouprvková mnoŽina, pak má nlno-

ž,ina ga celkem 23= 8 prvk , tj. existujeprávé 8 r zn ch zobrazení A do B (zkuste

si ie všechny vypsat!) Obecně lze pak ukáz at, že má-li množina A n prvkri a mnoŽina B

má s prykťr, pak B,a má ,' prvk kož sv nr zp sobem zdrlvodňuje pouŽité označeni;.

4. Pro plnost ještě poznamenejme, že rrékdy se (i na st ední škole) p i studiti zobra-

zerrí vycházi z obecnějšího pojrnu "zobrazení í z tnnožíny A do množiny .B" (vŠimněte

si, že je zde navícllísmenka "z"), kter5Í se od naší vodní clefinice zobrazení tiSÍ pouze

v tom, že poclrrrínka (1) je nahrazena obecnéjší poclmínkou (2):

(2) ke každému x . A existu,ie nejv še jedno y e B tak, že (x, y) í'.

My však tento pojem v dalším nebudeme pot ebovat, a proto se jím nezab váme.

Definice: Neclrt' y' : A ,+ B je zobrazenÍ. Pak zobrazení í se naz vá

(i) injektivní (nebo též prosté), jestliž e kažď, prvek z mnoŽiny B má (i: i zobraze,,

ní .fl nejvlíše jeden vzor (tj. jeden nebo Záan 1

(ii) surjektivní (nebo též zobrazení na), jestllže každti prvek z množiny

zobrazení fl alespoň jeden vzor (tj. jeden nebo více)

(iii) bijektivní (nebo též vzájemně jednoznačné), je-!í zároveň injektivní

tzn. jest[že každ prvek z B má p i zobrazení f právéjeden vzot.

B rná(pi

i surjektivní,

Poznámka: O každ,ém z

p edstavu. Je tedy m.j. nutné

injektivní či surjektivnÍ.

Je:li tedy f : A -+ B zobrazení a chceme-li

a),f je injektivní

pak pro libovolné clva prvky a., a.2 , A, které jsou rbzné, ti, ar* a,
f(ar) * f(ar).
i!,lěkdy je v tomto p ípadě technicky v5íhodnějŠÍ postupovat ekvivalentním zp sobem, tj.

vezmeme dva prvky a, a, , A takové, že f(ar) = í(az) a dokážeme odsud, že aL= a2

b) í není injektivrrÍ,

pak tnusíme najít clva (konkretnÍ) prvky at, a2 , A takové, že ar* a, a

c) í je surjcktivrrÍ,

) = í\az)

vlíše definovan5ích typ zobrazení je nutné nlít jirsr:*ii irázoril*i,

vědět jak se dokazuje, že néjaké konkretní zobrazení je či rrení

dokázat, že

dokážeme, že

l"'--

pak vezmeme libovolrr5l (obecn ) prvck b e I] a rtajcleme k něnrll vzor, prvek a e A
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takov , ťe /La) = b

d} ,ť není surjektívnÍ,

pa}r musíme v nalézt x<onkretní prvek, kteaf p i zobra.zení Í r'uemá Žá.ln vz$'-

F íklad 5.2":

x" Nechť A je libqvolná neprándná mnoŽina. Zcl:razení iclo', A -+ ,4 eťínc"Earle:

ído (x) = x, pro kažcté x Ao o naz vá identické zobnazení (nebo téŽ ti:o,'iltíta) na mnryŽi'

;ťťejnně td^ je bijektivní zobrazsnÍ"

2. Nechť ,A, B jsor.r libovolné neprázdné rnnožiny; nectrť

"?_abrazeni f :A-+B def,inované: í(x)=ba, prokaždé x á,,sese naz3lvd kortstantní

b^ e ts je pevn5i prv,i:ko"

I

resp. hrjektivníl! práv
zobrazení.

Z ejrně platÍ, že konstantní zabrazení je injektivní (resp" surjektivní,

když A (resp" ts re p" A i #) je jednoprvková množina,

3" Zabrazen:, f definovaná v p íkladu 5. l. mají tyto vlastnosti:

i. není inje}<tivnÍ, není surjektivní

2. ie "nijektivní

3, je injektivn{, není surjektivní

4. není injektivní, není surjektivní

5" není injektivní, je surjektivnÍ,

. Definice: Nechť f : A + B je bijektivní zobrazenÍ. Definujrne zobrazení "ť--x: ,B+á

takto: prolibovolnd beB položíme "_|{b)=a, kde ae A jevzorPrvktr b Pizobra-

zení f (z cieťínice bijektivního zobrazení plyne, Že takov to prv'ek a existuje, a to jedin }'

7,<>brazeru f 
_1 naz váme inverzní zobtazení t f .

p ínaa 5.3.:

1. Identick é zobrazení idnz A + A je bijektivní (viz p íklad 5"2"1), Fro inverzn't

zíeJmé platÍ: (id Á)- 
t = id.Á Ázobrazeni (idA)- 1: A + A

2. Zobrazeni í: Z +

bijektivn i (viz p íklady 5"1,2,

nováno vztahem / 
*'(st 

= t

(sudá čísla) definované vztahem í\x) = 2x, pro Vx 7, 3e

a 5.2.3.)" 
'Inverzní zobtazení f 

*L:

, pťCI Vs (tj. , sudé)"

S + Z je pak z ejmě defi,

,š

r
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V ta .tr"; N'e li' J': A,* B le bijelctivni zobrazenÍ, Pak platí:

l. f ,' : fl -* A íe bilektivnť zohrazenť

1 lt-- lr*i-- .l'

i D k a z: 1: plyne ihn*d z definice il,rverzn{ho a bijektivnílro zobrazení

zobraaení jsorr

Necliť x e .A

t.ť-' )-'(x) =

? zejm (í*r)*1; A-+B apodlepedpokladuje f :A-+s. Uobou

tedy rovné de.íiniční obory i otror,y lrodnot azb vá dokázat rovnost P edPisťr"
\'

iibovotné a nec1-1t, /(x) = y eB, Palc ale í-'0,) - X, odkr-rcl dostdváme:

1, =.fir). 1

Definice: Nechť .í' 
,. A *

cefinované:

k""íXx)=sf(x))
se naz vá složené zobtazeni ze

B, : B">Q jseiu zobtazetrÍ. ZoL,razení k"r}: A-+C

pro každé

zabrazení f
x CA
a g (v tomto po adÍ).

C, t : C -+ D lsott zobrazettť. ť,lí,: pťutí"Věta 5.2.: IrIecht' f":

ho(gr.fl={ho

g:í]*>

tDťl kaz: zťejnré je. ll o (8o í}: Á+I), resp, (h"s)

1ibcrvolné x e A je (it o (g./)Xx) =h((g ",0(x)) =h$ff(x)})

= ((/, o 8) o fl{.x), oclkud již dostávárne tvruení věty, ]

A -> B,

il".f.

f : A **n l}, í}ťi1*" pro

(.lt - ei(í{,x }) =

Foznámka: Rozeberem*li si deťinici si*:ženého zobrazení, Pak zjistíni*. Ít: skiádáni

zabrazení není vlastně nic jiného, než v pťedch azím paragrafu PoPisovand sktáctdní relací

fie nutno si pouze uvědomit', že ďožením dvou relací, které mají vlastrrost (1) obdrŽjme r*

laci, kter á máopět vlastnost (l)). Z tohoto hlediska je potom V"5"2. Potlu sPecielním P Í-

padem V.4. 1. (a neby1o ji tedy nutné ani dokazovat).

Dále vidíme, že o skládání dvou zobrazení hovoŤíme pouze v p íparíé, že definiční obor

druhého zobrazení je roven oboru hodnot frvního zobtazenÍ. SchematickY zachYcuje celou

situaci obr. 4. Poznamenejme ještě, že symbol gol čteme buď "g kolečlco ť, nebo

"g po f",

Věta 5.3. Neckť

]. í"idA=í;
2. í ie biiektiuní

i

f z A -+ B je zobrazenť. Pak ptatť,"

id, o í'= í
+ í*lo f =ido, f ,f*U =ids
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I D lc a e: i" z ejmé, dostaneme bezprost edním nozepsáním

2" jeli .f bijektivní zobrazenÍ, pak existtlje inverzní zobrazeni

.l'"t.,B-+A, aptatÍ: í'-'of :A+/. Zíejmése ido:A-+/" Dále,nechť x ,d

ii}--cvolnÝ:potom: ť-l, í)(x} =í-'("f(x)) =x = idn@}, aplatítedy í''o. í= id^

7-,b vaiící rovnost se ciokáže analogicky. i

s(l,(x )) =

=(.( c fltx}

Obr. 4

Věta 5.4.: Nechír í, A -* fi, g,: B + A ísou zobrazení takovd, te 8, Í= ido

ptstrtm platí ,f ie injektivrtť zobrazení a g je suriektivní zobrazenÍ.

tD kaz: nechť g",f=idn

l" dokážem e, že í je injektivní zobrazeti. Nechť a, a, A tak, Že f(al =

=f(tlr\"Potom: ar=ido(or)= (g"fl(ar)=s(f(ar))= s$@z))=G"Í){az)=idn@}=az,

a tecl1, f je skutečně injektivnÍ.

tI. dokážem e, že g je surjektivní zobrazenÍ. Nechť x A je libovoln Prvek. Fotom:

x = icl o(x) = (8 . .f)(,x) = gť(x)), tzn. prvek í(x} je vzorem prvku x PÍi zobrazení g, a

tedy g je str{ektivní 1

poznámka: p ipomeňme, že ivrz,ení p edchozí věty není maŽné zesílit. tzn", Že zobr'*

zení f ani s nemusí b t obecně bijektivni, jak by se snarl mohlo na První Pohled zdát,

Ukažme si to na následujícím p íkladu"

Neclrť z1 =B=N (množinavšechpirozen5tch dísel); nechť zobrazeni .f : A-uB,

CBA

7
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r1
,f(x} = x * }, pro V x Q, ,4, resp. g(n) = 

{
fx.-

(zktiste si nejprve samostatně obě zobr uenigraficky znázomit!).

(.uvažrne, že (golrix)=gff(x))=g(x a l) =(x + 1) * 1=x),

surjektivní (neboť tr .B nernd p i zobraz ení í žádn ,vzor) a

X*2 a s(tr)= g{,2)}, atedy f ani g nejsoubijektivnÍ,

pro x=1

l pro x72
Zejměje 8"í=id^
p ičernž v ak f není

g nen,í injeletivní (neboť

1 g Jsotl

il{echť

s vlastnoy

g = ť*Lo.r,

Dťrstedek: Nechť f :A->B, g:B+/ lsouzobrazenÍ.Pakplatť:

g*í*idn, f og=idp <+ í,g lsoubilektivnía g=Í-!"

t D k a z: *=)" použijerneli dvakrát p edch,ozí větu, dostávárne, že í
biiektivní" Dále zťejmé 8 : B ,+ A, f-l: B +A" Dokážeme rovnost p edpisťr.

b B libovolné; potorn. (protože í je bijektivnÍ) existuje jedin prvek a ,A

tí: í(a1 = 6" Pak ate f-o (b) = a = tdn@) = (b o fl@) = s{í@)) = g(b). Tedy

4+," plyne z Y.5,3.2. 1

Deíinice; t{eclrť f : A + B je zobtazenÍ; nechť M je neprázdná podrnnoŽina de

finičníhooboru A (tzn Q+MEA},Pak,zobrazení h:M+B definované: h{m}=

-í(m'}, prokaždé me M, senazlíváz ženízobtazeni f namnožinu M aobvyl{ese

znaéí symbolern í lM.

poznámka: Je-li dáno zobrazení í: A,+ B, pak vidíme, že p i konstrukci z Ženébo

zobrazení ílM : M + B se změní pouze definiční obor. Je však nutné si uvědomit, Že

ztlženim zobrazení se mohou podstatně změnit některé jeho základní vlastnosti, jak ukaztr-

je následující p íklad"

P íklad 5"4.: Nechť ,f : R ,+ je zobrazení ilefinované; 'í{x} = x2, pfo V x R ,

Nechť M je množina všech kladn ch reálnlích čísď. Pak z žení Í lM : &Í + R je defin*

vané 1f ]M)tx}=x2, pío Vxe M. Pitom zobrazenÍ. f neníinjektivnÍ,zatímeaz;rilŽení

í lM injektivní je.,

)í11:

v,
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ó. Uspo ádané nnnožiny"

V tomto a v následujícírn paragrafu budeme b|lže stl,tclovat reXace ne {'neprázdnd) mrrožl
'. M, lcteré splňují některé z d íve deťinovanÝch speciálních vtrastreostí.

Definice; tr'{echt' {kI, p) je množina s relaci která íe nef,íexivní" an,tisvmetrická a iran_-.l

ti,vnt Fak se relaie p naz vá usporááání a (M, p) e

Je{i navíc relace p ťrplná, naz ,vá se pak tineární

lineárně uspo ádaná množina nebo krátce etězec.

naz 7vá uqpo ádamá ,n"rlložina.

uspo ádání a tM, p} se írazlr.,,i

Úmluva: 1: relaci uspo ádání budeme v dďším p i obecn ch vatrácii obvykte znač:,t

zr;le obecně nic společného se srcvnáváním čísel podle velikosti, které e na st eciní škole zná-

prvek x je v

botéž y2x

2: Místo x'{ _y budeme

relaci trspo ácifuí s prvkem

3: Pro: x{y 
^ 

x*y
(čti "x je menší než y").

poOie pot eby též psát y 2 x (obojí

y)"

budeme používat stručného označení

znamená, že

x 4y n&

Takto zanedená aznačení zjednoduší naše další vyjad ování (uvédomme si v hodnost

pouŽitdhcl symbolu; se symbolem p by z ejmě podobné *triky" nebyly možné). Následují-

cí pfiklady si samostatně podrobně zd vodnéte!

P íklad 6.1.

l" Relace inkluse E na množině 2A (viz p{klad 4.4.3) je relací uspo ádání" P i torrr

,{Ť , e) je lineárně uspo ádaná množina právě když množina A je práadná nebo jedne

prvková (tj" právě když 2a je jednoprvková nebo dvouprvková).

2. Relace dělitelnosti l na množině N (viz pfrkl ad 4.4.4.) je relací uspo ádání.

tom (N l) není lineárné uspo ádaná množtna

3.NamnožiněNvšechpirozen1Íchčíse1definujmerďaci<

"p irozeného usporádání'Í (tj. uspoíádání čísel podle velikosti, kdy x š y právě když

y - x je nezaporné číslo). Potom relace* ( je relací lineámího uspo ádaní a (N <) je

lineárně uspo ádaná rnnožtna-

Pi
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ťísen Z, resp. racionálních čísel Q, resp" reátrn ch číset R a dostáváme Pak iineárné uSPc'-

ádand uinožiny (Z, <), ťesp" (Q, <), resp, (R, <{),

poznámka: L}spo ádanou nrnožinu (M, <) mťrženne (zejnnéna, :eli M X<oneČná) gra

tic}<y znázorňovat následujícínl apťrsobem: prvky rnnoŽiny X'Í znázarnlme jako bodY rl rovi-

ně tak. aby v p ípac, 3, že je X < y, ležet bod x níže rrež bod y" Dva body x" y* e ivl

spojirne sečkouprávěteirdy,když x<}) aneexistuje we M tak,že x{wdy

Vlístedn grať se pak naz vá hasseovsk diagrarn uspo ádané mnoŽinY (l!4, <), VidÍ'

rrrěty b t u každého bodtl; dále je vynechána orientace ipek, která je nahrazena umístěnírn

bodu ..V še,u ói,oniže,, a konečně jsou vynechány "zbytečné" ipky, jejielrŽ existence piyne

z transitivity relace <). pro rlpirrost poznannenejm e, Že uvedená konstrukae nedeÍinuje

jedrroznačně tvar hassectvského diagramu. Jednu a tutéŽ uspo ádanou rnnoŽinu je Často moŽ-

né znázornit hasseovsk mi diagramy t zntch tvarr1 tak, Í,e na první Pohled nemusí b t v r-

bec z ejm é, žejde o diagramy téže uspo ádané mnoŽiny. Na druhé strané, znárneli hasseov-

zrekonstruovat. Mrižerne tedv uspo áclanou mnoŽintl zadávat hasseovs}c m diagrair,lem"

P íklad 6.2.:

l"I.{echt,]={a,b};pakŤ={Ó,{ai,{Ďi,{a,b}}ahasseovskdiagrafiitlsFŮád;t
né rnnožiny (2A , eJ z p íkladu 6. 1.1" je na obr. 5a.

L č,ist hasseovského diagramu uspo ádané "množiny 
(N, t) z P ÍIeiadu Ó" i, ?" je znázc'r

něna na obr. 5b" Zde si uvědomme, že obrázek nezachycuje ani schematic,kY asloLt situaci"

neboť z každého čísla x ve skutečnosti wcházínekonečně mnoho seČek (vedoucích do dL'

sel x.p, kde p je 1ibovolné pnočíslo, p ičemž prvočísel je podle V"3"7" rrekone né nrnotlo)"

3.tr{asseovskdiagramuspoíádanémnožiny(N,<)zpík1aduó.1"3.(tzn.<

znaéíp irozené uspo á dánípodle velikosti) je na obr. 5c. P esněji eČen(], na obr, 5c je oPět

pouze část celého diagramu.

Je jasné, že u nekonečnlích uspo ádan ch

nakreslit cellí" Vznikll obrázek je pak jen více

(viz obr. 5c, resp. 5b) a někdy dokonce nemá

ádané mirožiny (2R, E l l"

množin nelze hasseovsklÍ diagran,l nikdy

ói rnéné názornou orientační pomťrekou

srnysl se o něj ani pokoušet (napť" u uspo-

l -.L---
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3

2

Obr. 5a Obr. 5b Obr. 5c

Definice: V uspo ádané množině (//, ( ) se prvek m . M naz vá

(i) nejmenši jestližepro Vx M platí: m4x
(ii; největšÍ, jestližepro Vxe M platÍ: x4m
(iii) minirnální jestliže neexistuje prvek x e, M s vlastnostÍ: x 1 m

(iv) nraximáln[ jestliže neexistuje prvek x C M s vlastnostÍ: m 1x"

Drile, dva prvky x" y e M se nazlfvají srovnatelné, jestliže x { y nebo .y ( x,

V opačnénr p ípadě se prvky x, y naz valÍ nesrovnatelná

P íklad ó.3.:

l. Nechtiuspo ádaná množina W, <) je zadána hasseovsk m diagramem na obr.6.
(

Obr. 6

potom: nejmenším prvkem je a; největší prvek neexistuje; minimáním Prvkem je a;

ma:<imálními prvky jsou b, e. Nesrovnatelné jsou dvojice prvkťl b, C , resP. b, d, re P.

b, e, resp. c, d. Všechny ostatní dvojice prvkťr jsou srovnatelné PrvkY-

tb}
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2" U uspo ádan ch množin z p íkladu 6,2. platí:

t. nejmen í a zároveň jedin minimální prvek je ó; největší a zátoveň jedin

maximá|ní prvek je {a, bl

2. nejmenší a zároveň jedin rninimální prvek je 1 ; největ ani maximální

prvek žádn neexistuje (zdrivodnéte proč!)

3. nejmenší a zátoveň jedin minimální prvek je l; největší ani maximální

prvek neexistuje.

:

Poznámka: ověfujemeli o nějakém pnku m e M,' žaje minimálním prvkem u po

ádané rnnožiny (M, < ), pak obvykle je technicky nejdhodnější postupovat tak, že do

kazujeme implikaci:

eM 
^ 

x4m => x=m

Analogicky, dokazujeme,li, že m . M je ma.timální prvek uqpo ádané mnóžiny (M, < ),

pak dokazujeme implikaci:

xe.M 
^ 

m4x !+ x=m

Věta ó.1.: Nechť (M, < ) je uspo ádaná množina" Pak ptatí:

I. v (M, <) existuie nelv še jeden nejmenší prvek a nejv e ieden neivětší prvek

2 ie-li m e. M nejmenší (resp. největšT prvek, pak m je takd minimální (resp.

maximální) prvek a žódné další minimální (resp. macimdlnÍ) prvky v uspo ádané množině

(M, <) neexistují

3. (M, < ) ie tineórně uspo ádaná <+ každé d,va prvky množiny M jsou srovnatel-

né.

tD kaz:1. nechť t/l,tll" jsounejmenšíprvkyv (M,<).Potomje m4m'
(neboť m ienejmenší) a zdroveň m' 4 m (neboť m' je nejmenšÍ). Z antisymetrie re

většího prvku.

2. nechť m ,M jenejmenšiprvekv (M;<). Nechť x M 
^

^ 
x{m Ponévadž m ienejmenšímprvkem,rnusívšakb t ln{x. Dohromady

dostáváme * = |fu což znamenát, že m je minimální prvek v (M, < ). Zbltá ukázat,

že žádné dal minimální prvky, nizné od fťl, v (M, < ) rreexistují Nechť tedy m' eM

je minimátní prvek. Pak je m 4 m' (protože m je nejmen Í), odkud plyne (z toho, Že

ln' je minim i ní), že m = m'.
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:
,3. plyne ihns&z definice lineárního uspo ádání a definice rovnatelrry*elt

pnrk " ]

poznámka; všimněte si dob e typického obrattl por*ž,iťého v dťrkazu 1. Části P edefuu',

ei věty,. Dokazujenr*li ,r nlaternatice, že nS e!-ro existtli* nejv Še jeden ex.emPXá , Palt *b'

vykle postupujeme tak, že p edpokláddrne existencí. r;,, rl,t ox ítlptrá ťl, o ntr;XrŽ dokáŽeiree,

ž* jsou si rovny"

Věta 6.2.: Nechť {M, <} t'e tinecírně uspo ddand mnoŽina^ Potom: Prvek rrl e .ÍuÍ

f e rninimdlní (resp. maximální) <} rn je neimenší (resP. největŠi}.

t D fr k a z: tvrzen í aoyázeme pro minimání a nejnrrenŠÍ prvek; Pro maximální a

nejvótší prveX< je d kaz analogiclt .

Gs=+" nechť m je lninirnání a nechť x e M je libovoxn

je lineárně uspo á daná, je x 4 m,..nebo m 4 x" hle z x 4 m'

m je minirnáln$, a tedy vždycky je m 4 x, aaž znarnená, že

63é'$ plyne z V" 6" i . 2. j

Vidíme tbdy, že v lineárně uspo ádané rnnožině pojfiny nrinimální Prvek a nejmenŠÍ

prvek (resp" maxirnálrrí pruek a nejvótší pwek) spllÍvajÍ"
:

7- Ekvivalence a rozlrlady

(M, p} je množina s relac\ která je reflexivnÍ, syrnetrickd a transi,

.::|

prvek*",Poněvadž (n4; < }

plyne x=yn (neboť

rn je nejmenšírn prvkem"

Definice: Nechť

tivnÍ. Pak relace p se

Relaci ekvivalence

naz vá ekvivalence (na rnnožině M}"

budenre obvykle znaéit symbolern - o

F íklad '7 "I":

l. Nechť M je libovol ná neiprázdná mnoŽiňa. Pak retrace rovnosti na M a uni-

, J n\ re t1 h)} W (iak vypll'-
vetzá1n1 relace (viz p íklaď 4.4.2"c), resp. b)) jsou relacemi ekvivalence na 1

vá z tabulkv 5.).

2. Relace kongntence podle lnodulu.rrz (viz p íklad 4.4"5,) je relací ekvivalence

na množině Z všech ce lch čísel (opět ptryne z tabulky 5"),

3. Nechť f :A+B jezobtazení;narnnožiné A definujrnereiaci N takto:



-39-

pro 'r .l, ,4 položme x * y právě když "(x) = fa} .

}otom relat:* 3e reiací ekvivalence na rnnožin A (podrobně si sarrri dokaž,re!)"

Foznárnka: Na dané neprázdné množirrě M lze z ejmě definovat rnnoho nťrzn ch r*

lací ekvivalence. Označrne si syrnbolem E(,&/) množinil všech relací elcvivalence na M,

LJvědomíme-li si., žc ekvivalence na M je vlastrrě jistá podmnožina kartézskdho sóučírnu

ň4 X lW, pak je ja"né, že (E {hťs, e) je uspoť,?darrá množina. Uvážím*lí, že netace trovnos

ti a univerzálrrí relace jsou ekvivalencenri na M (viz p íklad 7"1.1.), pak je jiť jednoduché

tlkázat, že reiace rovnosti je neirnenším prvkem a univenzální relace je největšírn prvkem

uspcr ádand .rnnožirry (t{M), g1 
"

Deí,inice: Nc "ht' M je iibovolná nep zdná množina. Fak rozklad na množiné M je

SYstérn 7Il ngpr ázdn ch poclmnožin mno žiny M, splňujících:

(i} X,Yem 
^ 

X+Y =} {n Y=ó
{ii) i.Jx (x ?TIL) = M
pnvky systému flz se naz vají t íd5, rozkladu rft .

Poznámka: Nejnázonrěji si pojem rnzklad-u-na množiné rn ženre p itiížit l:áčrtkem

asi takového tvaru, jakoje na obr. 7. Na něnt je schematicky znázgrnén

rozklad TlL

orientačn1

dách, m ze

m +ó.

0br" 7

= {X, Y, {J, V, W} rnající celkern 5 t íd. Tento obrázele je samoz ejmě pouze

proteiže nap íklaď jak počet t íd rozkladu, tak počet prvk& v jednotliv ch t Í"

blit libovoln3í @ť už konečn nebo nekorrečn ). V každďnn p íp,adé je v ak

X
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Dokazujeme-li, že TlL j" rozklad na rnnožině M, pak zp edchozí deíiníce plyne, že

je nutrré ově it t i podmínky, a sice, že:

a) každá t ída nozkladu je neprrfudnou podnrnožinou v M
b} dvě r zné t ídy rozkladu TTL jsou disjunktní (tuto podmínku je technicky nelv -

irodnéjší dokazovat tak, že p edpoktádáme X, Y em, .tr n Y + ó a dokážerne pak

X * Y, obvykle jakožto množirrovotl rovnost)

c) sjedrrocení všech t íd rozk l,adu ŤÍL je rovno celé rnnožině M (zde opět technick.y,

tlokaztdeme pouze inklusi M EV X (X em), protože opačná inkXuse je triviáně splrrěna),

P íklad 7.2.:

1. Nechť M=Z; pakmnožiny {x Z|x1"2},{^2,--1,0},dxeZix je

sudé kladnd} , {x Z|x je liché kladnéJ tvo í rozklad na Z. Tento rozklad má 4t ídv,

z niclrž t i t ídy mají nekonečně mnoho prvkťr a jedna t ída má konečně mnoho prvk .

2. Necht' M = Z; pak TfL = { {x} W e Z"} je rozklad na Z, kter má nekonečně

mnoho tííd, p ,i čemž každá tťtda obsahuje právě jeden prvek.

3. Nechť "M = R; pro libovolné celé číslo k označme symbolem Xk intervai

*1l),,tzn. Ir= [x Rlk{x(O+l}.Potomm- {IklkeU ;-erozklad

R, kter má nekonečně mnoho tííd a každá t ída má nekonečné mnoho prvkťr.

Definice: Nechť m je pevné p irozené číslo ; oznaéme

C,={xeZ|x dávápoděleníčístem m zbytek i}, í=0, 1,"" ,m*|.
množina Ci se naz vá zbytková tíida podle modulu m. Systém všech zbytkov ch

podle modulu rn označíme symbolem Z*. Je tedy

Zm= {Co,Cr,"..,C-_l}.

Poznámka: Z véty o dělení se zbytkem cel ch čísel plyne, že zb:rtkoťch t íd podte

modulu m musí b t opravdu právě m (neboť zbytek po dělení číslem m nab vá pr*

vé jedrré z hodnot 0, lo . . ., ffi - l). Dáe, každázbytJcová t ída podle modulu m

obsalruje z ejmě nekonečně mnoho cel ch čísel, tišících se navzájem o nějak cel ndso

bek modulu m, pokusíme-li se alespoň schematicky si znázornit jednotlivé zbytkové t ídy

podle modulu ftl, tj. množiny C n, C,, , C,
,o,Cr,C2,..",C,'^ _ | (tn74), dostaneme náslettující

<k,

na

(l)

Pak

tíd

"tabulku" l

_}r
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Dále poznamenejme. že někdy lrude technicky vlihodnéjší používat deíinic,i zbytkové t'Í-

cly ve tvartl.

(' - {.x Zlx =i (rrrod nz)} i = 0, l, . . ,(2) n1 -1
si z ejnr fakt, že číslo iíekvival*ntllost vyjád ení ( 1) a Q) ptryne z V.3.3. uvédomím*li

{krie 0 < i 4 ttt 1) d,ává po dělení čístem tn zbytek i).

K,r:rrečně,, je nutné vetrmi dťrrazně upozornit na tá, že není moŽné navzájtnr Porovnávat

nrnclžiny zbytkovlích t íd podle dvotl r zn ch rnodul . Není tedy naP Íkiad nroŽ:né {ci, Že

Z3 e Zo, i když použité označení Zu = {Co, C, Cr}, Z* = tCo,C, C2, C'3\ by k to

l1lt} lta první pohled mohlo svádět. Zíejmé však nap íklad t ída C0 e Z3 (tj. Co =

= t".. ,..6, -3,0,3,6, ",.}) atíida COaZ4 (tj. Co= {...,-8,,-4,,Ů,4,B, ",}l

jsou dvě naprosto rozdílné množiny, atd. P' esné ečeno , kažďá zbytková t ída se váŽe vŽrlY

k jedinómu modulu m, což by se správně mělo projevit i v použitém oznaČení (naP Íklad

místo Ci byclrom psali t eba Cr ). Z d vod stručnosti zápisu vŠak zťistarie,rne r.l vliŠe zr

vedeného označení,

Věta 7.1.: Nechť m ie pevné p irozené číslo. Pak systém zbytkov clt t íd Podle

modulu m (tí, Zn = {Co, C, , C^_ , }) ie rozklad na Z .

t D k a z, l oerinice plyn e, že Z* je systém neprázdn ch podmnoŽin (Cť obsahu-

je mimo jiné vždy číslo i) množiny z a z ejmě platÍ, z" ŤrC, = Z. Koneóné, nechť

C,,Ci a Z^ a C,t Ct * ó. Potom existuje x e C,fr C,, tzn" číslo ,x ctává po délení

číslem m zbytek i a současně zbytek i. Ale z věty o dělení se zbYtkem víme, Že zbY'

tek je určen jednoznačně, tzn. musí b t i= i, odkud dostáváme,že C,= C, 1

Mezi ekvivalencemi na množině M a rozklady na M se zká souvisiclst, jak se ukáŽe

z následujících vět.

iv

a)
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Věta 7"2.: Necht' & ie rela,ce ekvivalence na množině
* {x M lx * a} " Potoí?,l systérn mywžín",

1Xtexistwie ae fuX tak, že X =X*}

. 'rizkltltl l,ta rnnažiilě M, ktery) buderrl* (>zntěťovat svryl.balern Ml- a naz vat rarklarl
s ďstušn ekvivalenci * 

o

t D k a z: je z ejmé, že ]Ví,l* je systénia neprázdnlích podmraoži* ;lincžiny 14 a

Ž* Platí UXo (a M} = M (plyne z toho, že a e Xo). Zb vátedy ťioktrzat viastnost ťii

a detinice rozklaciu" Necht' tedy X
prvek we X*flXr. Dokážeme,

,, Xu e Ml- a nechť' Xo fr X u * ďr, tzn. exístuje

6íC9'nechťx Xlibovolné:
žepak Xo=Xu.

pak je x-G. Ztah,g,že we Xof,Xu plyne,že

fuí" Fro a C, M položwrc

a-w 
^ 

w*b, odkud x*b, neboli x ff,wo,a, lv-b. Jetedy: x*a 
^

Tím jsrne dokázali, že X* e Xa.
*2' dokáže se arralogicky" ]

Poznámka: zápis {3)

ve (3} jsou vypsány pouze

pak ve (3) je ze tííď X 
",

rozkladu Ml* se tedy ze

dulu

žiny

=Z^

ie nutno chapat v obvyklérn rnnožinovérn smyslu, tj. tak,

Ňzné t ídy (iinak ečeno, jestlfie pro a, dl' e M je X o=

X r, zapsána pouze jedna). O skutečném počtu (rťrzn ch)

zápisu (3) obecně nedá nic Íci"

že

Xo''
tn(l

P íklad 1.3.:

1..ItJechť M je libovolná neprazdná množina a nechť relace ekvivalence na M je

a) relace rovnosti. Pak rozklad p islušn;i této ekvivalenci je zíejrné tvaru

ttm}lm e M} , tzn. je to rozklad množiny M na jednoprvkové t ídy

b) univerzáIni relace. Pak rozklad p íslušn této ekvivalenci je tvaru tM} ,

tzn" je to rozklad množiny M majícíjedinou t ídu, a sice celou množtnu M.

z Nechť M = z a za rclaci ekvivalence vezmerne relaci = kongruence podle mo
m ( viz p iklad 4.4.5.). Pak rozklad p íslušn této ekvivalenci je roven rozkladu rnno

Z na zbytkové t ídy podle modulu m (plyne z {2)), tJ. Z/= : {C* Cug . . ., C^_u}=

3. Nechť f :A+ je zobrazerÁ a nechť & je relace ekvivalence na AB definovaná

ekvivalenci

množiné A,

í) na steJ'n}í

vpíkladu7.t.3.(tza x-y + í(x)=fb,D"R.ozklad Al* píslušn této

budeme v datším naz vat rozHad p íslušn; zobtazeni f. Je to tedy rozklad na

jehož t {dy jsou tvo eny vždy právě těmi prvky z A, t<teré se zobrazí (pomocí

-1
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pťvek z B, tzr-

Af-= {Xl]a .A tak,že X- Xo}, kde Xo= [x AlÍ@)=f(a)}

Věta 7.3.: Necht' ?TL je rozklad na množině M . Pro a, b e M položrne:

-m b právě když existuje t ída X e in tak, že a, b e, X .

Pak relace *tn je relací ekvivalence na M, kterou budeme nazlivat ekvivalence

p íslušná rozkladu ?TL .

I D ťl k a z: relace -m je zíejmě reflexivní a symetrická. Dokažme, že je transi-

tivní: nechť a, b, c e.M, a -ffib, b -m c, Pak existují tfrdy X, Y , m tak, že

a,b X, b,ceY. Tedy be XnY, cažznamená,že X=Y. Potomvšak a,c ,X,

a tedy a -m c, tzn. relace -?fL je transitivnÍ. 1

P íklad 7.4.:

t. Nechť M je libovolná neprázdnámnožina a necht' m je rozklad na M tvr

ru:

a) m = íÝn}lm e M} , tzn. rozklad množiny M na jednoprvkové t icly. Po-

tom ekvivalence p íslušná^tomuto rozkladu je z ejmě relace rovnosti.

b) TIL = {M} , tzn. tozklad mrrožiny },í maJícíjedinou t ídu (rovnou ceiC

. množině M). Pak ekvivalence p íslušná tomuto rozkladu je z ejmě ttniverzální r*

lace.

2. Nechť M = Z a nechť rn je rozklad na 7, tvaru TIl = Z** {Cr, Cr)..., C*_o},

tj. rozklad na zbytkové t ídy podle modulu m . Pak ekvivalence p ísiu,šná tomuto rozklir-

du je rovna relaci kongruence podle modulu m (nebot' podle V.7.3., poille (l ) a podle

V.3.3.je: a^fu,b <+ a,beC. pronějaké i =0, 1,...,ffi- l <+ a=b(modrl)).

Poznámka: Uvědomme si, že rozklad p íslušn ekvivalenci je pouze jedrrím pevn m

rozkladem z mnoha rozkladťr, které na množině M m žeme zkonstruovat. Tak nap íklad

rozklad na množině Z, pííslušnlí relaci kongruence podle modulu m je právě rozklad

Z^ a žádn jin . Podobně, ekvivalence p íslušná rozkladu je opét jediná z mnoha relací

ekvivalence, které m žeme na množiné M definovat.

Na druhé straně je mezi ekvivalencemi na jW a rozklady na M velice zká spojitost.

P esněji ečeno, vyjdeme-li od jisté ekvivalerlce nil j|l, utvo ímeli rozklad na M, p ísluŠ-

n této ekvivalenci a potom utvo íme ekvivalenci na M, p íslušnou tomuto rozkladu,
a -| Oskončíme u pťtvodní ekvivalence, od ni.ž jsme vyšli, Podobné, začneme-li s rozkladem,

l -š-
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dojcleme p es ekvivalerrci k němu p íslušnou opét k p vodnímu rozkXadu, P esně popísuit:

situaci násleclující věta"

Věta 7.4.: Nechť M je libavolnd neprázdnd množina" Pak ptatí;

i" je-li fu ekvivalence il.a M, pak; -r, 1* = ry

:" fe-li rn rozklad na ]l4, pak; Ml-r* = ?TL

tD kaz: l: zejměje *EIl4XM a -*pEMXlll, tzn.dokazovenoLlrovinost

ltudeme dokazovat jako obyčejnou množinovou rovnost.

'o ": necht' (a,, b) " *,ul*, , tzn. a -ul*b. Fak exístuje tfrda rozkiadu !Vl!^, ,

která obsahuje prvky a, b; nap íklad nechť a, b e X, {vrz (3)).Potom podle deťínic*

tídy X, je a-il, b*1,1, odkudplyne,že a-b, tzn. (a,ó) -,ajetedy
,v f *
lwl- =

"J". necht'(a,b) -, tzn. a^,b. Pakjezejmě a Xo, b ,Xo, kde X*

je jedna ze ttid rozkladu Ml*. Iialc ale je a *M!*b, tzn. (a, b) e **!^ a tedy

l ť'-ry

= Mi*

ž: tvreení dokazujerne opět jako rnnožinovou rovnost.

"en'. necht' Xe 
^íl*m 

jelibovolnátída.Pakexistuje a .M tak,že X=Xr=

,:: {.x M lx 1na}. .AIe pclslední množina je právě jedna ze t íd rozkiadu ?re , tz,n.

X ,i?TL, Je tecty Ml*m '7L 
"

lr)rr nechť X .Tťt, j* tibovolná tída. Vezrněrne libovoln prvek a e X. Pak ale:

!::= [x frí|x*mal=X*,eMl-rt". Jetedyme Ml-*"tr
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il" zÁrr.npNí ALGEBRArcrÉ TRuKTURy

i 1" Struktury s jednou operacÍ.

V ttlrnto Paragrafu budeme studovat jisté speciální typy zobrazení (tj. vlastně relací),
které se rrazlÍvají operace" Pojem operace vznikl zobecněním pojmťl běžně znám ch ze
st eclní Školy, jako je pojern sčítání či násobení čísel (nap íklad, reálnliclil nebo odečítání

Čisel (rrap íklad cel ch), atd. Vidime, že v těchto p ípadech je vždy 1ibovolné uspo ádané

rlvojici ČÍsetr z jisté ČÍselné množiny p i azeno jediné, p esně určené číslo z téže množiny.
Tato ťtvaha nás vede k násled ující definici.

Definice: Necht' G je neprá zdnámnožina. Pak libovoln é,zobrazeni G x G + Q
se naz vá oPerace na mnoŽině G" Jeli p i tomto zobrazení uspo ádané dvojici
(a" b) G X G píiíazen prvek c e G, pak budeme obvykle psát:

a" b = c

a hovo it o operaci

MnoŽina G spolu s operací se naz3Ívá grupoi d a označuje syrnbotem (G, , ).

Poznámka:

l. Pro oznaČování operace na G (což je vlastně jisté zobtazení) se ukazuje iako
nePraktické PouŽÍvat PÍsmena a symboliku zavedenou v paragrafu o'zobtazer:lích, Vhod-

nější je používat speciálních symbol - nejčastěji jsou to:

c) symbol {tzv. multiplikalivní symbolika); v tomto p ípadé budeme hove
it o oPeraci "tečka' nebo také o operaci "násobení"" Jeli a,b = c, pak prvek. c

budeme naz vat součinem pJyk a, b (v tornto po adí)"

) symbol + (tzv. adifivní symbolika); v tomto p ípadé budeme hovo it o
operaci "k ížek" nebo také o operaci "sečítání'" Jg,li a t b = c, pak prvek c bu-

deme naz vat součtem pvk a., b (v tomto po adÍ).

P i tom je jistě jasné, že použit symbol (resp +) obecně nemá nic společného s náse

bením (resp. sečítáním) čísel.

Poznamenejme ještě, že podle pot eby m žeme operaci na

či mdně exotick mi symboly, jako nap íklad o , * r E, A,

G označovat i jin mi, více

atd.

,- ,",:,tr.-..l {,
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2" Z p edchoz,l definice plyne, že grupoid (G, ,} "y:e usPo ádaná dvojice, sestáva.!Ící

z množirry G (která se též naz vá nosná nrnoŽina,} a *perace na G Rovnclst d.vou

grupoicl znamená tedy jednak rovnost nosnlích mnoŽit-' a j*dnak rovnost cPeracÍ"

pojem opeťacc na G tak, jak ilyi vÝ$t ,Jetinov;n,, i* rnoŽno bez Pr*[:tr,émr1, r,:l'ť.**niÍ'

ara pojenr tzv. 
*n-ární operace,, (pro xibovcxné p iroz*i:i,' ?}o coŽ je Pak Ír*kékoiiT zchra-

z,*lrlí GXGX"".XG (re_krát} *+G, tzn.pedpis,ieter5íkaždéusPoÍl.litnórz-tici,Prukfi

l: G p i azuje jedin prvele z G. F íkladem n-ární operace na rnnoŽině R rnťiŽe hvt tr*'

tra operace max(xl,x2 , ," ., xr), p i azující každó usPo ádané rz-tici reáln ch Ó{sel to

čísio, které jezníchrnaximáini. Fro n= 7 (rosp. n*2, rep- n= 3} sepaic wŽiválrá'zvť;

rrnární {r:esp" binárnd resp. ternární) operace. l]nární opeťace na G není ted}r nic jinélecl

než 1ibovolné zobrazen 1 G *, G (p íkladern unárni opera*e na N mfiŽe b}Ít "oPerace P i"

íítání jedničky*, která každdnru p irozenému číslu x p i adí číslo x + 1), Binární opera

ce je pak operací v našem siova sm_vslu, Cefinovanou v še

ve školské rrrateinatic* i v na ern dalšim textu se budeme setkávat píevážně s opera**'

mi binánrí,.nri a ilyiím*čn s alnárními. Néktoré vlastnosti binárnich operací lze sice p enést

na opera c* n*ámt {re t 2}r větši.nou však je toto zobecněni spojeno se znaČn 'rni obtíŽenii,

Isa druhé straně, p enescní viastností binárních,operací na unární Operace je buď triviainí

rreho v hec neclává snrysi" z těchto dťrvod budeme v dalšim studovat pouze vlastnosti bi-

nárních operací, které pr* zj*dnodušení vyjad ov áni nazyváme stručně operacemi'

P íi<lacl 1.1.

1. Vezměme množinu cel ch čísel Z. Pak obyčejné násobení čísel

rac,i na Z. Tedy (Z, ") je grupoid. Podobně dostáváme grilPoidY {Z' +)'

kde +, resp" (_ značíobvyklé sčítán1, re p, odečítání čísel, Je jasné, :íe se

grupoidy,ikdyžnosirámnožinajevevšechtechpípadechsteJná"

2. Vezmeme_li nrno žinu p irozen ch čísel N, pak obyčejné odei,;ítání čísel

rucina N (neboťnap íklad 2 -3ÉN, tzn" nejednáse ozobtazeni I'{ X N-+

poclobně t eba obyčejné dělení čísel není operací na rnnožině R všech refinlích

boť číslem 0 nelze délit, tzn. nap íklad tr ; 0 není deťinováno, a terly opět se

azobrazeníRXR-*R"),

3" Nechť A je libovolná rnnožina" Pak

podmnožin množiny A je opět fiednoznačné

sjednocení, resp. prrinik;

uróená) podmnožina y

je z ejmé op*

resp" (Z, -),
jedná o Ňzné

op

óísel (n*

nejedná

resp. rozdíX dvou

A. Tedy sjednocení

L
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U, resp. prfinik n, resp. rozdíl jsou operace na nnnožině 2e (tj. na systému vŠech

podmnožin množiny A). Jsou tedy (2/ , U), resp. (2,{ , n), resp. (Ť , _) grupoidy.

4. Nechť A je neprázdná množina. Symbolern ae označujeme sYstérn vŠbch zobra.

zení rnnožiny A do rnnožiny A. Pro í, g e AA je z ejmě sloŽené zobtazen| S " f

opět zobrazením Á+A, tzm" goí ,AA. Jetedyskládánízobrazeni o operacínamno,

žině tra a (AA , o) je grupoid.

Operace na rnnožině G je tedy, jak bylo v Še eČeno, zobrazení C X + G, tj.

jist p edpis, kter každé uspo ádané dvojici prvkťr z G p i adí jedin Prvek 7, G- Terr- 
'

to p edpis je možno zadáv aí rťlzn m zp sobei,n, jak jsme si ukážali jiŽ u zobrazenÍ. Pokud

jevŠakmrróŽinaGkonečná,pakseukazujejakovlihodnézadávatoperacinaGporns

cí tabutky (která se nazlívá Cayleyho tabulkou), konstruované takto: t1o svislého i vode

rovnélro záh1avítabulky vypisujeme prvky množiny G (ve stejnérn po adÍ). V sledek oPe'

race pro uspo ádanou dvojici (a, b) G X G pak zaPišeme do toho PolÍČka tabuikY 
'

v němž se protíná ádek označen "a" se sloupcem nadepsan m *b". PouŽití tabulkY Pfi

definování operace ukazuje následující p íklad,

P íktad 1.2. Nechť G - ía, b, c, d}; na G definujeme operaci * násxedující ta-

bulkou:

Tab. 6

Potom (G,*) jegrupoid,piéemžnapíklad: a*d=c, d*a=a, atď

Definice: Nechť (G, ") je gnrpoid" Jestliže platí:

(i) a. (b.c) = (a. b) . c, pro Va, b, c G

pak operace se naz vá asociativní operace a (G, .)

pologrupa

(ii) a.b=b.a, pro Va,b G

(tzv. asociatiy ní zákon)

se naz vá asociativní grupoid neboli

(tzv " kornutativní zákon)

se nazlivá komutativní grupoid,

* a b c d

a b a b c

b a b C d

C b C a L

d a d a d

pak operace se naz vá komutativní operace a (G, .)
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P Íklart t"3. : 0vě ínr*-li asnciativní a konrutativrrí eákon u gr"ipcic[fr z p íklaci; j. i. i,

l ,] (pri:rred'te sí podroL,ně sarnll}, dostáváme, že grupoidy:

('a, b, {.Z", ,r'Y" {.2Á , Ls1, (2á. r^\} jsour asociativní i kom,tltativní;

{.'š, l nr,llit astlclattvni', rrelrí koniutativní;

t.j't.. } le asocrativní l Koffiutativrrí r, p iparlá, ž* A., lp: 3.inatr< n*ní ;: ťJ{,;xativílí rl;]l

lEilli,rltIativl"rí:

{,,li.''a, ,o} te vžclv asociativfií q.víz V.5.2., lcapitoly {.}: íeornutativní3e i, pťípadě, že A je,

í*{trllopn/ková {"}llrožina, jinak není;
\wr',!{.(i, ,.'! z p íkladu 1.2. není esot:iativní, nerlí komutativní. 

.i

Z i: edc:lro;rí detjnice vyx:t;fvá, že v pologrupě sotlčin t í prvkr1 {r,clandmi po ar}íi nq:"r"á-

}eží na ie:'ich uzávorkování {které u tff prvk lze provést pr"ávě Cvěrrla zp&s*try}. iáslerJ.r"lr3i-

*:i větrt ukáže. ž,e tatéŤ, ptratí v poiogrupě i prcl libovoin3i korrečn;f počet !,i pi"lk {k$e re

ptlčet mtlžnÝltr r"rzáv*rkcvár:l{ sarnoz ejmě obecně mnohenr větší).

\rět* !.. "; h/er:h,f" {ťr- " 1 fe pologrupa; rlech.ť t, §2 , a* G í,t"t'b 2}. .Pq;t,*rl

stručirl ilrvk ill, {}?, , {ln {v tonrto po adÍ} nezáleži na jejich uzávork*vánÍ"

I l: ť: k a a; pr*rreclerrr* matematickou indukci vzirledelrl k w..

rr} x]rú n = 'ž Lvr"terlí trtvrátně piatí

í1) p edpokládejrn*" žr: tvrzení větv piatí pro 2,3, - . ., .,.ťt - X a,trnkážame iei p},fú ru.

"li:tJy pro ] { lr, d yl sortčin prvkťr QL, &2n , ak nezáleží na je,iich,tlzárrclrkcváiní; lznrť

čím* ieJ syrnbolem ilr,az ., ak, ]r{echt' a ozna uje součin pwkťi frtr,#2,, . ^ , &* prfi

jist* uzávorkovárrÍ. Potom: & = b.c, kde b je součinern prvkťl &!, " . , ,, resp" {: je

součjnem pnvkťr &r*"l, ., , an {kde r 4n}- Podle indukčního p edpclkladu součin prv-

,k Q,,," . " o a, nezáIeží na uzávorkování, takže lze psát: b = on.{az" .," "*r}, Od,ttlcl

a z definice pologrupy dostáváme:

a = b.c = t6.r"{,nr. ,a,"')). ď = ar.{tar" "or).c) = ar.(ar. .**)

a v raz í}apravo jtž nezávisí na uzávorkovdní. ]

Definice: Nechť (G, "} je grupoid. Frvek e e G se naz vá neutrálnf prve < (nebo

jednička) grupoidtl (G, .), jestliže ptatÍ:

a.e=a 
^ 

e"a=a, prokažd prvetc a G

též

(l)

Z defínice není vídět zda, resp" koiiX< neutrálních prvk v ;pupoidu mťrže existovat"
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Odpověď rra tuto otázku nám dává následující věta.

Věta 1.2.: V grupoitlu existuie neiv še jeden neutrální prvek.

t D fi k a z: nechť (G, .) je grupoid a nechť e, e' e, G jsou jetro neutrální prvky.

Pak platí: e .e' = e' (neboť e je neutrální prvek) a současně e.e' = e (neboť e' je

neutrální prvek), odkud plyne: e' = e a věta je dokázána. 1

Vidíme tedy, že grupoid má budto jeden nebo žádn neutrální prvek V konkretních

p íkladech postupujeme p i hledání neutrálního prvku obvykle tak, že se nejprve snažíme

jej "uhádnout" a ově ením (l) dokázat, že se opravdu o neutrální prvek jedná. Toto se nám

vetšinou bez problém poda í (viz p íklad 1.4.). U složitějších grupoid , u rrichž nejsme

sclroprri neutrální prvek "uhádnout', je ÚtroOné postupovat zp sobem demonstrovan m

v p íkladech 1.5. a 1.6.

P íklad t.4.: Vyšetfujemeli existenci neutrálního prvku u grupoid z p íkladu 1.1. a

1.2., pak lehce zjistíme, že grupoid:

(Z, .) má neutráIni prrrek 1 ; (Z, +) má neutril,ni prvék 0;

(Z, -) nemá neutrální prvek; (2A , U) má neutrální prvek ó:
(2A, n) má neutrální prvek A; (2A, ) má neutrá|níprvek @ v p ípadé, že A = ó,

jinak neutrální prvek nemá; (AA, o) má neutrání prvek ido.

Korrečně, grupoid (G, *) z p íkladu t.2. má neutrá|ni prvek b (všinrrrěte si, že v tomto

p ípadě grupoid není konrutativní a je tedy nutno ově ovat obé rovnosti z (1\, zatímco

v komutativníclr grupoideclr platí a.e = e.a) a stačí tedy ově ovat jenom jedrru z rovno

tí (l)).

F'Éílrí*d t"5.: J{a lnl.,i;žilró 3, X Z definujrne operaci n takto:

{tt r. tt,.; il (Ď ,,br) = (.ur* br* l, or* br- 3), pro V(at, ar),{,b, br) .ZXZ,

kde + značí crtlyčcjnó sčítárrí čísel" Dostáváme tak grupoid (Z X Z, a) a clrcenre zjistit,

zda má neutrální prvek.

P eclpokláclejrne, že jistá rrspol"ddarrá dvojic,e (z t, z ) e Z X Z je rreutrálrínr prv-

kem v (Z X Z, u). Z rovtrosti (l) pak bud' obdržíme podnrínk5, 1r5,_,r'.' z, a i 2,

anebo oclvodínre spor. v 1rrvrrínr pipadě jsrne rralczli (iectirrlí) rtetrtlriirrí prvek. ve tlrttltdttr

p ípaclě pak vyšcirYovl"rn - grirpoid tteutrálrrí prtek nenrí. V rrašetrr tr ípatlč stať,Í or,ťl or;t

v (1) jerronr jt:tlrltt z ollor,t rovrr<rstí (pončvirdž optirace n je z ejrrtó kotrrutativrrÍ), tzli,

t "}--
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prtc iihrovcllnli prvek (at, z} eZ X Z musí platit: {al,az) n (z u, 22) = ( n, a.r), tz,n.

trr, i* žr* tr,8r* zr- 3) = (al, or). Tedy:

,uu Zr* 1 = cu

ftr*7r--3=o,
;:elkud dostáváme zu= --1, zr= 3" Snadno ově íme, že dvojice (--tr, 3) opravdr.l splr'l,uje

( } }. tzn. (-1, 3} je neutrálnírn Prvkern grupofrdu (Z X Z, a)"

P ÍttaO t.O. Na rnnožině Z X Z definujeme operaci A takto:

tar,ar) 
^ 

(Ď u,br) = (ar* Ď 1,a2), pro V(al ,ar),(br,br) Z X Z ,

krle + znaói obydeJ'né sčitání Tísel" Chcenre zjistit, zda grupoid {Z X Z, ^\ nrá neutrrální

prvek"'

Postupujerne stejně jako v p edchozím p íkiadu. P edpokládejnre, že (z o, zr)eZXZ"

je neutrálním prvkern. Pak prp libovolnli prvek (ou, ,r,) . Z X Z platÍ:

(ao, ar) 
^ 

(zl, 22) = {,ar, a2) n (z, zr) a (c,!,, a2) = (a* or}.

Po rozepsiiní dostávánre čty i rovnosti: ,r* z"!,= ao,.a2= a2, zr* rr= a,l,, ,r= r,, ,

odk"ud pak: ,r= ú 
^ 

22= &2, což není možné (neboť zz nen"lťrže záviset na or}.

V,iciínre, že náš p edpoktrad existence neutrálnílro prvku vedt X<e sporu, a tedy grupoid

tZ X Z ,, ^} neutrální prveli nemá.

Pclznárnka: V dalšínr buderne rnísto termínu 'heutrální prvek grupoidu (G, .)" (tj.

p i rnultiplíkativní symbolice) používat častěji stručnějšího termínu 'Jednička grupoidu

{(;, .)",

Pokud buderr, l používat aditivní symboliku (tj. operaci budeme znaéitsyrnbolem +),

pak rnísto "neutrání prvek grupoidu (G, +)' budeme obvykle íkat "nula grupoidu (G, +)".

Tato terrninologie je motivována situacÍ, kdy p i obyčejnérn násobení (resp. sečítánÍ)

čísel hraje roli neutrrilního prvlctl čislo tr (resp" číslo 0). Stejná rnotivace bude i p i zavád*

nt rozdi1rn ch názvi v rnultiplikativní a aditivní syrnbolice pro jiné, v dalŠÍnn definované poi

nny"

nechť a .G. Pakprvek xeG,

pro

í2\

Definice: Nechť (G, ,} je grupoid s jedniČkou

kteď platí:

a"X=e A X,a=:e

se naz vá inverzní prvek k pruku a (v grupoidtl (G, ")).
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Poznámka: i. PouŽÍvárne-tiladitivní symboliku, tzn. rnámeli grupoid {G,

o, Pak rnísto "inverzní prvek k prvku a' budeme íkat "opačn prvek k prvku

tedytakov prvek xeG, pronějžplatÍ: a*x=o 
^ 

x*A=o.
Z o počtu in{erzních prvk k danému prykua v gnrpoidtl (G,.) s jed-

ničkou obecně nem žeme nic íci Nap íklad, v grupoidtr (Z, 
^> k čísltr 3 neexistuj e Žád-

n inverzní Pruek, za in' o k ČÍ u - l existuje jedin inveraní,prvek (ěíslo _t). V gfupot
du (G n) z P íkladu 1.2. (netlitráním prvkem je zde prvek b) k grvku. a Existují dva

+) s nulou

a'" Je to

inverzní prvky:

atd"

Pro počet

ty operacg jak

e, c. V grupoidu (Z +) ke kždému prvku existuje jedin opačn prvek,
:

inverzních Prvk k danému prvku hraje d ležitou roli p edpoklad asociativi-

ukazuje následující věta

V pologrupě s jedničkou ke každému prvku existuie nejvliše jeden inverzní

a z: nechť (G, .) je pologrupa s jedničkou e. Nechť a , G a nechť x, y

ptvky k prvku a Tedy podle definice je:

= , x.a= e, tresp. a.!= , y.a=e.
x = x-e = x"(a.y) = (x.a).y = .! = !, odkud dostávámetvtzenl věty., ]

a existuje prvek

prvek k prvku c

-* (p i dditivní

Věta

prllgk"

IDťlk
tnverzní,

a.X

Potom však:

Jsou

poznámka: l" z p edchozivéty plyne, že když v pologrupě k prvku

inverzni pak je jedinlr" V takovém p {padě budeme tento Gedin ) inverzní

oznaéovat symbolem a- | (pfi multiplikativní symbolice), reqp. symbolem

symbolice ).

2. p i hledání nverzních prvkťr k danému prvku v pologrupě použivárne

v konkretních p ípadech podobn & metod, jak ch jsme pouŽÍvali p i hledání neutráního

prvku, tj. v jednoduchlích situacích se snažíme inverzní prvek *uhádnout" a ově ením (2)

dokázat, že jsme "hádali" správně. Pokud se nám to nepoda í, pak podrobn m ešenjm rov-

ností (2) buď inverzníprvek nalezneme, anebo zjistíme, že neexistuje.

Věta t.4.: Nechť (C, .) ie pologrupa s jedniěkou e. Nechť a, b , G maií v (6,.)

inverzní prvky a- l , b-'. Pak platí:

t. e-l= e

2. (a-')-l= a

3. (a.b)-|=b-l.a-l .



t D k a z: 1. a 2. plynctr p írno z definice inverzníhro prvku,

3" rozepsánírn clostáváme:

ta.b}. (lr- 1^a-,|) = a,(b"b*'}_r-I = a"e"a-\= cl,$,-'o,= (

(l: ' ,.a,í\ {a b\ * !1- '" (c-1 a}" h = b*r,e,h :: S,1 b =

a ttlcly prvek b-l "a- ' je irrverzním pnkem k prvku c.ts, nebcli b''L,a-"r=' {a,b{ ' l

ZkusínreIi si r<lzrnyslet a zobectrit naše zkušenosti z poČÍtání s ČÍslY. zjistíme* Že se bt-l-

r_ic z ejrně dob e pracovat s grupoidy. které budou mít několik z v Še deťin*vanych v,!rast'

ltostí naieclnou; nap íklad br,rtjou asociativní, budou nrít jedniČku a kaŽ'h jejiclr Prvi:k bude

rnít iedin irrverzní prvek, Tato ťrvaha nás vede k nástedujíc_í cleťirrici,

Defirrice: Nechť {G, .) je pologrupa s jedniČkotl, v níŽ ke kaŽdémrt prvku existuje pnve!'l,

irrverzní. Pa.k (G, ") se naz vá grupa,

J*li navíc operace komutativní, pak se grupa LG, ") naz vá komutativní gruPa {ne-

bo též abelovská grupa).

P íklad 1"7":

l. Znači_|í + obyčejné sčítání čísel, pak {Z, +}, !,esp, (Q, +), n"e p, (R, +), resp"

(K" +) jsou komutativní grupy,

2. Nechť znači obyčejné násobení čísel,

pak (Q i0}, .), resp. (R _ [0}, .), resp. (r _ {0}, ,) jsou komutati,ní grupy,

Ne,.cht, G = tz K l |z l = }}, tj. G je množina všech komPlexnich ČÍsetr ieŽicích na

jeclnotkové kružnici. pak {G, .) je komutativní grupa (která má zÍejmé nekoneČně mnoho

prvk ).

Nechť n je pevné p irozené čísio a.nechť Gn= {z Klz,= L}, tzn" G je mnoŽinavŠech

n_t chodmocnin z jedničky (v oboru komplexních .Ísel). Pak (G,,, .) je komutativní gru-

pa (kter a má n prvk ). Vidíme tedy, že grupa (G n, ) mťrŽe sxouŽit jako P Íklad komuta'

tivní grupy, která má p edem pevně danlí, konečn5í počet n prvkťr"

3. Nechť / = {a, b, c}; nechť G znači množinu vŠech bijektivních zobrazení A

na A (kteďch je celkem 6 - vypište si jel) a nechť a ,,naóí sktrádání zobrazenÍ' Pak

(G, o) je grupa která není komutativnÍ,

[z ejmě (G, o) je grupoid, kter podle V.5.2. kapitolY I je asociativnÍ' v němŽ ido je

neutrálním prvkem a k bijekci f je inverznírn prvkenn inverznízabrazení 1*t" TedY

(G, o) je grupa. Tato grupa není tr<omutativní, neboť jsou_lí f, g e G definovány:



í(.a} = b, .ftb) =
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Í{c) = a, resp. g(a) = c, r,rŮ' = U, g(c) = a, (í 
" 

g)(a) =

*,í\t,j=a, ale {g"í)(a)=g(b)=b, atedyje í"g+g.fl .

4. Nechť n je pevné p irozené cislo. Na množině R'= í{ar a2,. . ,on) lar R}

definujeme opcraci Ť takto: pro libovolné (at, . . , an), (b 1, . , bn) R' položme:

(ar, a, on) * (br, br, , b^) = (al,+ br, ar*br,. " , Q*+br')

kde symboly + na pravé straně znaéi obyčejné sčítání čísel (poněkud nep esně, ale v stiž-

ně obvykle jkáme, že sčítání trspo ádan cb n-tic je definováno "po složkách").

Fotom (R", +) je konntltativní grupa

[rozepsáním lehce zjistíme, že grupoid (R", +) je

ním prvkem (nuloui je uspo ádaná n-tice (0, 0, " .

je prvek (--at, ---a2, . J , --a)l

C,

G
11 a2

Je sarnoz ejmé, že ne každ ,grupoid nebo pologrupa

grupoid , re p. pologrup nejsou grupami nap íklad:

musí b t srup au. Z d íve uveden ctl

{Z, ,) - neboť nap íklad k 3 neexistuje v tZ, .) prvek inverzní

(Z, --) - není asociativní

(2A, U) v p ípadé,že A+ 0 - paknapíklad k libovolné jednoprvkovépodmnožině rnnoŽi.

ny A neexistuje v (2A , V) prvek inveruní

tAA , oJ v p ípad é, že A je alespoň dvouprvková - pak k libovolndrnr,.l neinjektivnímu zobraza-

ní .A + A neextstuje v (AA , oj prvek inverzní, atd.

Další driležit p íklad komutativní grupy, která má konečn počet pwktl, uieazuje následu-

.' 
' 

9,

Jlcl veTa.

Véta 1.5.: Nechť Z^= íC", Cr, " . . , C*_t}

dulu m " Na množině Zm deíinuieme operaci +

položíme: C, + C, = C, , kde

(3) r ie zbytek po dělení ďsla {' +il Číslem

Potom: (Z*, +\ je komutativní grupa.-m,

asociativní a komutativnÍ, jeho neutrál-

., 0) a opačnlirn prvkem k (co, a2, ", ", on}

íe množina zbytkov cít t {d podle ma

takto: pro C* Cl Z^ liboualné

m"

Poznámka: je z ejm é, že symbol + ve (3) znaéí obyčejné sóltání čísel. Dále, z Y-3.3.

kapitoly I plyne, že podmínku (3) je možné vyslovit dalŠÍmi dvěma ekvivalentními zP sobY,

a sice:

(3') i*i=z.m*r 
^ 

0<r4m-l, lcde zeZ
(3") i+i=r(modm) 

^ 
0_<r4m_1.
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tD kaz: l. {Z*,+)jezejrnégrupoid.
2- dokážeme, že operace + je asociativní;;ngchť tedy

iss,]u libovolné zbytkové t íd,y. Ozrračrne C,+ C,= C* ft {{;* C,) + C,.= Ci' -l *tr

Ť,**,z?l?,t+s 
^ 

0

K.

CťCť;
Podle (3')

{s-*(lm,-

Z-
rťI

pa]c

]i. ,

..:,ll,ikuď r=ď+l - z\n1 apOdosazenÍ:. ť+i--zLln+li,,:22m+s. TerÍy.

c
d

,

{.i+í+k} =(žl+zr}"m*s 
^ 

0{s{ru; - n.

j:"'*clq:bné QznaČme: C,+ Cu= Cu a Ci+ {,Cl* Ct) = C*. Potorn platí: j" a_.|i :: z3t?1

ti.,;r{ru*- 1. resp, i+t=íffiuk+w 
^ 

0(u 4nn*- 1, odkudpolipravěa
:rí stejně jako v še dostáváme:

{4\

(5}

+ť f',

closage-

l?L Podili.:

(C, u {r) :-

ti+i+k}={ze+z4'},m*u 
^ 

0{u4m_- 1.

AXe (4} a (5) íká, že jak ,, tak u je zbytkem po dělení čísla (i +; + /c) číslent

věty o dětení se zbytkem je však zbytek určen jednoznačně, a tedy s = u, neboli
* Cn* Cr+ tci+ C). :

3" neutnáirrím prvkern (nulou) v (Z*,+) je t ída

p ímo plyne. že C,* C;*= Co * Cr= C, pro libovolné CieZm.
4. opa,črr rn prvkern k Ca , Zm je z ejrně

Cí {:.Zn1 libovoin prvek. n$zn od Ca, paic k němu opačnlí je

ltoť C* _,e Z* a platí C* ,* C, = C,o C*_, = Co .

5, operace + je komutativni jak ihned plyne

Pracujemeli s grupou {,Z^, +7 pro nějaké korrleretní m, pak

tabulkr"l opereůe +. P i tom si zaved'me zjednodušenou symboliku

to symbolu c, fudeme psát pouze sylnbol i {tzn. místo zbytkové

Nap íklad pro modul , m = 6 pak dost áváme:

m= 6:

C* nebot' ze (3)

opět prvek % "Ie-li
Y.z ejmě prvek C" .., nfr

ze (3). 
1

.:

b vá užitečné si sestrojit

spočívající v torn, že rnís

tíidy pouze její index).

Tab. 7



55

atd" )" Neize ,[edy, prcl tyto symboly používat nap íktrad

s čísly.

pravidla ptatná pro běžné počitání

Deťinice: Ner rt' (6, ,} je grtlpoidl eknetne, že

íi} v rG,,} piati zá}rony o děleni, jestliže pro každé a, b e G ptratí:

existuie .x G tak. že a"x = b

existuje y G tak, že y"a = b

(ii) v i6, .) plal"íri{koryl o krácenl jestliže prc a, b, x . G libovcllrré platÍ:

r ,i'..r Ď => u,"= ls

,.,;y -- b .x =} a --, b

Násiodu.jící věta ukáže,lže v definici grupy lze existenci jedniČky a existenci inverzního

prtlku ke každdmu prvktl nalrradit požadavkem platnosti zákon o děteni

Vdta x"6.: Netttť (G,.} ie pa\ogrupa. Fak platÍ: {G,.) íe grupa <+ J) {,G,.)

píatí zdktnry al dělení"

Upozonlujelrre :* lě jeclnou na to- Že zďe 0

označením |]rů ebytkovori t ícŤu Cs (resp.

I D ť} k a z, *6=+" nechť (G, .} je grupa a nechť

x = tl, u ,b, ťesp. y = b,,a- 1 (z definice grupy ptyne, že

Q .x = A, {a,-' .h\ = b, resp, .y.{t = {,,b.a"'1\,a = b. Ťlatí

{resp. l, atd.) je symbol, kteď;-b jen jin m

C, atd.) a neznarnená tedy číslo 0 (resp" I,

a, b e G liLrcvol,nd. Foitržínttrli

prvek a- l existuie), dostáviilne:

tedy zákony o rlělení

dělení Dok"ifiellre. že:'o5u'1 nechť v {G, ,} platí zákony o

a} v (Cn, ") existuje jedniČka"

Necht' ae G libovotn;pak le,e' G tak,že a"e=a, resp. e'"a=$ (plynezptav

nosti zákon o dělení)" Nechť drile b G je tibovoln; prvek. Fak Jx, y G tak, že:

a..>c = b, re p. y.a = b (opět podle zákoni o dělení). Dosazením pak dostáváme:

b.e=rg.a)"e=y.{a.e)
(6} 

e,.b = e', (a.x} = (e'.a) . x

Ze {6) dosazením b = e', resp" b -

(6} je e jedničkou v (G, .).

B) klibovolnémuprvku. ae G

Z p\atnosti zákon o dáení plyne, že

však: y = y.e = y . (a.x) = {g "a), x

a.

e dostáváme: e'= = e, tzn., že pak opět podle

existuje pwek invenní

existují x, y G tak, že: "x = .e, y"a = e, P i tom

= e "x = x. Tedy x je trledan inverzní prvek k prvku

-y.a=b
= a.X, = b
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Dohromady dostáváme, že (G, .) je grupa l

Věta t.7.: Nechť (G, . ) ie grupa Pak v (G, ,) platí zdkony o krdcení

tD kaz: nechť (G,.) jegrupa;nechť a,b,x .G tak,že x.a=x.b. Vyná

sobínreli tuto rovnost zleva prvkem x-1 (kter podle p edpokladu existuje), dostáváme:

.X- I " (x.a) = x- i . (x.á), odkud: a : b,

Analogicky dokážeme implikaci: a"x = b.x !+ a = b. 1

Poznámka: jeli (G, .) pologrupa, pak p edchozí větu nelze obrátit, tzn. zplatnosti

zákonťr o. krácení obecné neplyne, že (G, .) je grupa. Nap íklad v pologrupé (N, .) p iro-

zen clt čísel operací obyčejného násobení číset platí zákony o krácenÍ, ale z ejrné (N,.)

rrení grupou.

Pak (celočíselná) rnocnina, prvku a

Věta 1.8.: Nechť (G, .) ie grupa; necht' a QG a nechť t?l,fl jsou libovolná celd

čísla. Pak platí:

1. am. an = 4m*n

2. (a^)n = 7m,n

tDfikaz: l. pro m)0,, n70 nebo ffi=a; n fibovolnécelénebo fr=a,

l7,1 libovolné celé plynou obě tvrzenípfimo z p edchozí definice.

*m krát *n krát (-m .n\Wát

2. uvědomme si, te z píedchozí definice a z Y.1.4.3. (užitím maternatické indukce)

plyne, že pro libwolné pfrtozené lč je: g*k= G-l1*= g*l-t. Ižitím tohoto faktu a uŽi

tím V. 1.4.2, dostáváme:

{8-)r= [G* ^)-1 = (tE- *)-| ]-,)-'= ([(g ^)*r]-r)-1 = G- ^)-n .

crsto

é číslo

kladné

zaporn(

a(

celé

=Q

celé

Definice: Nechť (G, .) je grupa; nechť

je definována takto:

_ a.a . , a. je-li n( ,(--
I n ktát

_,_to.-=) e je-li n
I

L a- l . a- l , ._r-{1 3eli n' 
;;á,

,i
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Altl lll } (). lr ) 0. a tecly ttžitim I dostáváme:

(q " |' = g' ttt),( n) - gltl,íl 
"

lll. pípad rn10, n}0 api'ípad m)O, n10 sedokážían*

lrrglil;Prilnl ťtvalltrnri iako ll. 1

Ptlzrríntka: prružíválnt-li aditivního zápisu operace, pak

nirra prvktr (t porržíváme názvu (celočísetn )násobek prvku

místo názvtt (celočíselná} moc-

{l, ktery je tecty definovárr:

kladné čísloie-li il celé

i

!l it =' ie-li lr = 0

ie-li t1 celé záporné číslo

V t()lllto p ípactě maií potclm tvrzení p edchqzi, věty formálně tvar;

l. ínt a\ + (n."a) = (m + n) - a

j |1 (ttt.u) - {tt,tn| , u

Zrlt. 1c ;rirt eha dávat obzvtáštní pozor na použité symboly, p esněji edeno na trr. že |etiert

synrtrrll |c porržit ve clvou rrlzn ch v znamech (v l. znamená symbol + nalevo operaci v cla-

rre grrrpě a napravo sečítání cel ch čísel; ve 2. značidruhá teóka zpravanáSobení cel clr Ói

sel_ a osta tní tečkv l.rraéi celočíselnlÍ násobek !)

2. Podstruktury struktur s jednou operacÍ.

Definice; Necht' (G, .) je grupoid a nechť H je neprazdná podrnnoŽina mnoŽiny

G. Řeknem e, že podmnožina H je uzav ená vzhledem k operaci " , je stliŽe PlatÍ:

a, b e.F/ libovolné + a.b e II .

pozrrámka: jeli (G, ") grupoid a podmnožina H e G je uzav errá vzhledem k oPe

raci . :, pak m žeme na H zce1a p irozen rn zp sobem definovat oPeraci, oznaČme ji t e

ba 
^ 

takto:

pro u, b e// libovolné položíme: a Lb = c"b

(chápenleli operaci jakožto zobrazení.tj. v našem p ípadě ",. G X G -+ (} a A :

H X H + I!, pak vidíme- že 
^ 

je z žením zabtazeni na množinu H X II),

IL-
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Dostáváme tak grupoid ( 1, A). Z praktickych dfivod eaved'me mluvu, Že operaci 
^

lla í! budeme všude v dalším vždy znaéit stejn}ím symbolem jako pťrvodní oPeraci na G,

tj. syrnbolem Máme tedy grupoid (H, .), pro kter zavedeme následujicí PojmenovánÍ"

Definice: Nechť (G, .) je grupoid; necrrt' nepráedirá podmnoŽina H EG je ttzavťe-

ná vzhledem k operaci Pak grupoid (H, .) se naz vá podgruPoid gruPoidu (G, .).

Věta 2.L.: Necht' (H, .) ie podgrupoid grupoidu (G, .). Fak platÍ:

i. (G . ) je asociativní =+ (//, .) ie asociarivní
]

2, (G ) ie kontutatitlní =+ (H, ) je komutativni

.i pruek e,.ieiedničkav (G,.) 
^ 

ee H + e le jedničkav (H,").

{D kaz: všechnati tvrzeníplynou bezprostedněz definic. ]

ptrznamenejme, že žádnou z implikací v p edch ozi.véténelze obecně obrátit. NaP Íklad

v grupoidu (G, x) z p íkladu 1.2. je ({d}, *) podgrupoidern, kterl je asociativni je komu-

tativní a májedničku d, zatímco cel grupoid ( G n) není asociativnÍ, není komutativní a

prvek d r:ení jeho jedničkou.

Definice: Necht' (G, .) je grupa; necht' (H, .) je podgruPoid v (G, .), kteď je sám

grr-rpou. Pak (H, .) se naz vá podgrupa grupy (G, ,),

Věta 2.2.: Necht' (H, .) je poctgrupa grupy (G, .). Pak platť:

1_ jectniČka podgrupy (H, .) ie totožnó s jedniťkou grupy (G, .)

2. inverzní prvek k prvku h e H v podgrupě {H, .} Íe totoŽn s inuerzním Prvkem

k prvku h v grupě ("6b J.

tD kaz: 1. nechť u znaťí,jedničku (H,,),

Pak ptatí: u. tt'= e H a také a. c = H, Tedy u" rt

o krácení dostáváme, í,e H = G.

2. nechť x značí inveruni prvek k prvku k v (H, "), reSP, Y znaťt

inverzikprvku h v (G,.).Potomje: h,x=eH=eG, rep, h,y=ec, Tedy h,x=

- h.y a užitím zákon o krácení pak x = y, ]

poznámka: vzhledem k 2. čá ti p edchozí věty nemusíme rozliŠo vat invelrzní Prvek

k prvku h eH v podgrupě či v celé grupě. V obou pípadech budeme PouŽÍvatoznaéenl h-t

resp. c znaóíjedničku (G, .).

= er. *, odkud užitírn zákona



sled.uí ící v1l roky j sou ekvivalentní:

(il (á, .) le podgrupa grupy (G, ,)

ftil a, b e íI libovolné g+ a,b , H 
^ 

a-t e H

(iii) a, b e, H libovolné :+ a,b-t e H 
:

ftil a, b , Ii libovolné =+ a- t ,b e H

t D k a z: "(i) + (ii)" plyne z deťinice podgrupy

*(ii) * (iii)"zejmé

"(iii) =+ (iv)" nechť ptatí (iii) a nechť a,
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Věta 2.3.: Necht' (G, . ) ie erupa; nechť H je neprdzdnó podmnožina v G. Pak ná-

b e H libovolné. Pak podle

- fo*le H. Tedy a-l,b-1 e.H
(iii) je: a.a-t = e e. H,

a opét podle (iii) je: a

tzn. e.a-l=a LeH, resp. e.b-1
_t.6 

= a-1. (b-r)-' e H.

"(iv) =} (i)" nechť p|atí, (iv); nechť a, b / libovolné. Podle (iv) je:

a-l.a=e ,H, tzr- a- t.e=a-|,H, tzn. a.b=(a-')-'.ueH. Pak (H,.) jepod-

grupoid v (G, .), kteď podle V.2.1. (část 1 a 3) je pologrupou s jedniČkou, P iČernŽ

pro a(H je a"1 (H, Tedy-(|í ,.) je podgrupa grupy (G,.) :]

poznárnka: p edchozí větu často používáme k technickému ově ení toho, zda v kon-

kretním p ípadé je (H, .) podgrupou 8 upy (G, .). Obvykle k tomu PouŽÍváme Část (ii),

tzn. ově ujeme, že:

l. HCG 
^ 

H+ó
2. a, b e á libovolné :+ a.b H

3. aeHlibovolné =} a-t H.

p íklad 2.1.:

1" Jeli (G, .) libovolná grupa, pak ({e}, .) a (G, .) jsou vŽdycky jejími PodgruPa-

mi Tyto podgrupy se naz vají triviální podgrupy grupy (G, .)_ ostatní podgnrpy (pokud

existujÍ) se pak naz ,vaJí netriviální podgrupy,

z V grupě (K, +) jsou pode;rupami nap íklad (R, +), reSP. (Q, +), re P. (Z, +)'

viz p íklad l"7" 1.

Na druhé strané nap íkiad (N, +) je podgrupoidem, avŠak není PodgruPou v (K, +).

3" V grupě (n _ {0}, .) z p íkladu 1.7.2. jsou podgrupami nap íklad (Q - {0},.)

nebo (R+, .), kde R* značí množinu všech kladn ch reáln ch ČÍsel..

r
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4" V grupě (K - {0}, .) jsou podgrupami nap íklad (R, - {0}, .)

G={z Kllel=l} nebo (Gr,.), kde n jepevnép,irozenéčísloa

= {z e K lzo = t} (viz p íktad I"7.2)" Vidíme tedy, že v grupě, lcterá má

i;r vkťr nnolrou existovat jak podgrupy, ktere rnají nekonečně mnoho prvkrl,

ré rnají libovoln konednli počet prvkťr.

nebo (G,

G=n
kde

Sarnoz ejmě, že

podgrup, než jsme v

všechrry podgrupy v

<íulo n"t (Z^, +1"

' Vidíme tedy, že v grupě (Z, +)

v še popsaného tvaru. Specielně: a "Z

atd.

nekonečné mnoho

tak podgrupy, kte-

v grupě (K, +;, ,resp. v. grupě ;- - { 0} , ,) existuje mnohem více

P edchozím P Íkladu uvedli. Na závér paragrafu si ukážerne, jak vypada"ií

aditivní grupě cellich čísel (Z, +) a v aditivní grupě ebytkov5iclr t íd rrrc"

o dělení se zbytkem) existují q, r C Z

k G, H, tzn. též -q.k e H, odkud ;

por s volbou k), a tedy x =

Věta 2"4,: Měirne grupu \Z, +:},: pro libovolné celě nezdporné čísto k riznačme str'ttlbo-

leni k z nlnožinu všech celrsčíseln}lc|h nósobk čťsla k, tztl,

k.Z= tn.kl ne Zlibovtltné1 .

Řtk platí .

]. (,k "Z, +) ie p,,igrupou yrup.v (Z, +} '

2. vŠgclttlY podgrup7, v {Z, +J isrlu prdvě grupy (k.Z, +7, pro lillovolné k > o c:elá

t Dfi k az: l. plynerozepsánímpodle v.2.3. apoznámky zav. 1.8.

[-I neobsahuj " žád,:,;-#,'Í; Jff: ÍjiH,: ffii,";:,.:;*?il::.;
il obsahuie nějaké p irozené ČÍslo. Nejmenší p irozené číslo pat ící do H označme k. Do
kážeme, že potom H = k.Z .

*C' nechť x , H libovolné; pak (podte věty

tak,že: x=q.k+r 
^ 

0(r(k Ale xeH,
x + (-q.k) = r . H" Pak ale rnusí b t r = 0 0irrak

= q.k k.Z.
*J" nechť x ,k"Z libovolnd. Pak je x=n,k, kde n .Z. Ale k ,H, atedy

takd n"k=x ,H.1

existuje nekonečné mnoho podgrup, které musí blít

= { 0} ,, l .Z = Z, 2 .Z je množina všech sud ch čísel,

Podobn m zpťrsobem se dají charakterizovat v echny podgrupy v grupě {Z,r, *) zbyt-
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kovlích t íct nrociujo pl. Pro libovolné p irozené

p irozenó tYíslc.) označrne:

Hn = {C.kli =0, 1, .,'#-l}.
Pak lze dokázat, že platÍ:

l. (4 , *) je podgrupou grupy (Z*, +)

číslo k, které clělÍ nrodul m (tztl"

2. v echrry p,',dgrupy v {Z,r,, +) jsou práv grupy (Ht, *), kde k N 
^ 

klm.

Vidíme teciy, že gnrpa {Z,,,, +) má právě tolik rťnn,ch podgrup, kolik p irozen ch děli

telťr nrá modul rll Vezmenre-li tedy nap íktracl tnoclul n = 6, pak číslo 6 má čty i píiroze,

rré dělitele, a sice 1, 2, 3, 6. a tedy podgrupattii v (7.u, +) jsou právě (Hr,, +), (Hz, *),

(Hy +), (//6, +), kde II, = {Co, C|, C, Cr,{)o, C5} = Zr, I!, = {Co, C, Co\, H, =

= tCo,Cr}, íIu = tCo} (pomocí tabulky 7 si sarni ově te, že jde opra,vdu o podgrupy

v (Zu, +)).

3. Struktury s dvérna operacerni a jejich podstruktury.

V tomto paragrafu ,* U,rO.* e zaLl ,vat algebraick mi strukturami se cl,;ěma operacetni.

Pro tyto dvé operace buderne používat aditivníhcr a nrultiplikativního zp sobu zápisu. P i

tom uvidíme, ža zavádéné pojmy budou opět do jisté míry zobecňovat vlastnosti běžn clr

struktur se dvěma operacemi, s nimiž jsme se setkali na st ední škole, tj. cel ,clr, resp" ra-

cioná]ních, resp. reálnl ch číseX s operacerni sečítání čísel a násobení čísel"

Ti"

Definice:

(i) (R,

(ii) (R,

(iii) pro

Pak R sopepacemi + a nae ,vá okruh a

Necht' R je množina se dvěma operacemi * a

+) je komutativní grupa

.) je pologrupa

Va,b, c R piatÍ: (a+b).c
a.(b+c)

= a.C + b.C

= a.b * a.c 
(tzv, distributivrrí zi{kony)

označuje se (R, t .).

taková, že platí:

,Poznámka: operaci +, resp. v okruhtt (R, +, .) budeme naz vat sečítárrí, resp.

násobení }.leutrální (nulovli) prvek grupy (R, +) se naz vá nula okrulru (R, +,.) a ozna-

čuje symbolem 0. Opačn prvek k prvku a v okruhu (R, t .) budeme.označovat sym-

bolem *-a. Místo: a + (_,b) budetne potržívat stručného zápisu ; a - b.

',arr

i-te-

1,;:

,]a,

,;.,.ilt.)-

]a

ji

)r. r

3l,

,t_
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P íklad 3.1.:

1 . ZnaČ?lt +, resp. obyčejné sěítání, resp. násobení čísel, pak (z, +, .), (Q, +, "),

{R, t.), (K, *,.), (S, t, .), (Z(d2), t.), (QV2), +,.) jsou okruhy. F i tom s znaťlmns
žinu všech sud57ch cel ch čísel, resp. Z(d2} = {a + ryzla, b e Z}, QV2) =

, |.G + 

^/2|a, 
b e Qi

2. Na množině R X R definujme operace -t a takto:

{,a,b) +(c, d)=(.a*c, b+d)
(a, b) .(c, ct) = {a.c , b.d) Pro libovolné (a' b)'(c' q e R x R

(kde +, resp. na pravé strané znaéi obyčejné sóítání, resp. násobení čísel).

Pak (R X R, +, ,) je okruh.

3" Neclrť (R, +) je libovolná komutativní grupa; nechť 0 je neutrální prvek této gru-

py. Definujme na množině R operaci takto:

pro libovolné a, b e R položíme:. a.b = O.

Fak (R, +, .) je okruh, ktery se též naz vá nulov okruh.

4" Jeli R jednoprvková množina, nap íklad ft = {r} , pak na R mťržeme definovat

operaci jen iedním zprisobem. Položímeli tedy:

r*r=r, resp. r.r=r,
pak (R, +, .) je okruh, kterl se též naz vá triviální okruh. Triviální okruh je jak msi "pato

logichím" p íkladem okruhu, v němž obě operace spl vaji, a proto jej často budeme z našich

ťrvah vylučovat.

Věta 3.1.: Necht' Z* = {Co, C1, . . ,

dulu m" Na množině Z^ definujeme operaci

C., C,e Z položme
l' I m l

Cn* Ci = C, , kde r je zbytek po dělení čísla i + i číslem

C, Ci = q , kde s je zbytek po dělení čísla i.i ěíslertr

Pak (Z*, +, .) je okruh.

I D k a z : l. (Z^, +) je kornutativní grupa (viz V. 1.5.)

2. (Z^, .) je z ejmě grupoid; analogick m zp sobem jako ve V. 1.5. e

ukáže, že opetace . je asociativní Je tedy (Z_, .) pologrupou.

C^_tl je množina zbytkov ch t íd podle m
'+ (stejně jako ve V. 1.5.) a takto: pra

m

m.

3.

libovolné.

Označme: (Ct + C,) =

dokážeme platnost distributivních zákonfi ; nechť

C, a (C,+C .C*=Cr.Potomplatí:

tedy Cť Cl, Ckezm
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i+i=z|.tn+r 
^ 

0(r1*,,rresp. r.k=z2.m+s 
^ 

0Šslm,
odkucl r=i+í ztll,l apodosazenÍ: (i+ j-ztm),k=,r,m*s, tzn,

(1) i.k+i.k=(zlk +22). m+s 
^ 

0(s 1m

Podobrrě clznačme, Cr. Cr = Cu i C, Co = C, a Cr. Cr + Cl, Cr = Cr, Potom plati:

. :t.-- .naJ-al A O{ltZlm, ík=z m*V A O{Y(,, ,.K=zr.tn*u 
^ 

0(ulrn; i.k=z*m*v ^ 
0{ylnt,

7j +l,=zs.m*t 
^ 

0{rlm,
odktrc1 po ťlpravě a dosazení stejně jako ťše dostáváme:

r.A, + !.k = (zl* zr* zr\ . ttt + t 
^ 

0 ( r 1nl(2)

Ale z (l) a (2) užiíím věty o dělení se zbytkem dostáváme, Že s= t, neboli Cr= Cr'

coŽ znantená, že (C, + C) . Ck = C, Cr * C, Cr

Drutr z distributivních zákonťr plyne ihned z pwního,.uváŽÍmeli, Že oPerace je

zde z ejmě komutativní. 1

ň

Pro větší názomost si sestrojme tabulky

korrkretrrí l1,1., napíklad m=6 a m=7,

lu Ci psát pouze i. Potom:

tlt =. (l:
--"*^-*,]

Ť

0
ir,,

il
|-lr
iL
,

l
l^l{
l

i+

0 l 1L 3 4 5

0 l ,,)
3 4 5

l 1 3 4 5 0

2 3 4 5 0 1

3 4 5 0 1 2

4 5 0 l 2 3

5 5 0 1 2 3 4

Tab. 8a

operací : a na množiné Z^ pro některá

P i tom stejně jako v l budeme místo symbo

Tab. 8b

a 0 l 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 c

1 0 l 2 3 4 5

,) 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1

+ 0 1 2 3 4 5 6

0 0 1
1 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 0

2 2 3 4 5 6 0 1

3 3 4 5 6 0 l 2

4 4 5 6 0 l 2 3

5 5 6 0 1 2 3 4

6 6 0 1 2 3 4 5

a 0 l 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

l 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6
ll 3 5

3 0 3 6 2 5 l +

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4
,)

6 0 6 5 4 3 2 1

Tab. 9a Tab. 9b

,nl=7
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V ruísleclujících dvou větách si odvodíme základní praviclla, která platí pro "p;očítr!ití"

T okrulru. Budeme vidět, že jsou podobná pravidlťrm, která známe ze st ední školy prťj x?ů.

{:,itáni s čísly.

Věta 3"2.: Nechť (/t, +,.) le okrttlt; a., b, c fi lisi,ll;olné. Fak plati"

I" il,(h t}=a"h-a"c ; (b _c).a*b.a"_c"a

:. c.0=0.a=0

"l. tx ( b\=(-_a).b=- @.b}

4. (--a) . (-b) = a.b

IDťlkaz: |. a. (b-c)=a"{b-c)+a.c -,a.c=u"t(Ď+(-_c)} +c} -a
:. q lb + l-c + (,)] - o.(,= a.b - a.c i zb vajícičást se ctokáže poctotrrrě

2. ptatí: a.O+a.O=a. (0+0)=a.0 =a,0* 0,, odkud uži.

tínr zákonťr o krácení(které v (R, +) p|atí), dostáváme: a.0 = 0. Fodobně se ukáže, že

0"a =, 0"

3" UŽitim 1. a 2. dostáváme: a. (-b) = a (0 -- b)

; S a.b = -a"b. Podobné se ukáže, že (-a) . fo - -a.b .

4. Užitím 3" dostáváme: (--a). (*b) = - ((-a). b) ="*(, -í,,b) = a"b j

Věta 3.3": Necltť (ft, +,,) ie okrt"th; g., b, o,,bie R; z le celé čísto. Pak platt:

l" {t " (or* or* - " " + or,) = a.ar* a.az+. . . + a.a,

.?. tal or*.. . + or},, a= ar,.o * ar.a *" . . + an.a

3. (aJ... + or)"(br+. ". + b*)=or.bt*ar.br*... + ar.b*+.

- -*a bnm

4. z - (a.b) = {z.a), b = a. (z"b) .

* anbr*.

t D k az: všechnabtrzeni se lehce dokáží užitim matematické indukce. V tvrz'enÍ,4

je nutnd si uvědo mit, že symbol je zde použit ve dvou v, znamech - jednou pro celoČÍseln

násobek a podnrhé pro operaci násobení v okruhu. ]

Poznamenejme, že pro zjednodušení zápisu součtu (aL+. . . + ar) n prvk v okruhu

často paužíváme sumační symboliku, tzn. .Š o, . První t i tvrzení p edch ozi vétY nám Pak

trdávají jistá pravidla pro prác, J;;"i"#i;*boly v okruhu, a sice:
nmlrn43. Ea,"Eb,=Z Da,.b.
i=7' i=L l i= ti=t " t
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Lb,

b.,,

Deíinice: Nechť (R, +, .) je okruh.

Jeti.operacekornutativní,pak(R,+,.)senaz},vákomutativníokruh.

Jestlťe pologrupa (R, ") má jedničku, pak'tato se naz vá jedničkou okruhu (R, +, .)

a označuje se symbolem 1. Okruh (R, +, .) se pak naz rvá okruh s jedniČkou.

P íklad 3.2.:

1" Všechny doposud uvedené p íklady okruhťr byly komutativní okruhy. Jednoduch

p íklad nekomutativního okruhu uvedeme pozdéji v kapitole o rnaticich.

2. Okruhy {Z, +,.), (Q, +,.), (R, +,.), (K, +,.), (ZV2), Ť,,), (QV2), +,,)

z p íkladu 3. 1. tr. jsou okruhy s jedničkou. Jedničkou je zde číslo l.

okruh (R X R, +, .) z pílktadu 3. 1.2. ie okruhem s jedniČkou. Jedni kou je zde uspo áda

ná dvojice (1, 1).

okruh zbytkovÝch t íd nnodulo rt (Z^, +, .) je okruhem s jedniókou. JedniČkou;!e zde t Í-

da Cí,

3" okruh sudlich ďsel (S, +, . } je okruhem bez jedničky. RovněŽ kaŽcl netriT iálni nu-

lovY okruh je okruhem bez jedničky

Definice: 
'Nechť 

(R, +, .) je okruh; nechť pro néjaké a, b e R platí:

a*a 
^ 

b+0 
^ 

a.b=0.

Fak prvky a,"b se naz vají dělitelé nuly v okruhu (R, +, ,),

Netriviální komutativní okruh s jedničkou, kteď, nemá dělitele nuly se naz va cíUor

integrity.

p íktad 3.3.:

1. Klasick m p íkladem oboru integrity je okruh cel ch ČÍsel {Z, +,"). Dále, okruhY

(Q, +,.), (R, +,.), (K, t,.), (Z(\/2), *,.), (QV2), +,.) z p íktadu 3, 1,n" jsotl rovněž

obory integrity.

2. okruh (R X R, t, .) z pítk\adu 3. 1.2. ne+Í oborem integrity, protoŽe má dělitele

nuly (,nulou iohoto okruhu je z ejmě (0, 0), p ičemž naPííklad (0, 1), (t, 0) + (0, 0), ale

.'.

(0, l) . (l, 0) = (0, 0)).

3" okruh zbytkov ch tíd modulo 6 dZ6, +, ") není oborem integritY, ProtoŽe má

dělitele nuly (nulou je t ída Co, p ičemž nap íklad C, Cu + Ca, ale Cr"C, = Cr},

Na druhé straně, okruh zbytkov ch t íd rnodulo ? (Z1, +, ") je oborem integritY (PlYne

ihned z tabulky 9b). Následující věta nám ukáže, pro která m okruh zbYtkovYch t id

l
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{Z*, +,, ") nemá dělitele nuly, tj. je oborem integrity.

Věta 3.4.: Okruh zbytkovjich t íd moclulo m (Z^, +, ") le oborem integrity tn

je prvočíslo.

t D k a z i o'=+'r nechť (Z^, +, .) je obor integrity" Pak je netrivifiním okrulr*nr.

a tetly musí b t m ž 2. Dále postupujme sporem; p edpokládejm e, že m je složené íslo

tzrr. existujíceláČÍsla ť, s tak,že 1<r, slm aplatí: r,s=m. Fotornvšak Cn,ar#Z*

{.'.. * q, C, * Co C, C, = Co, neboli Cr, C, jsou dělitelé nuly v tZ*,*, .), ccž je

,pgr" '[edy ln je prvočíslo.
t.g" nech+' m je prv,očíslo. Fak m 2 2, tzn. okruh {z^, +, .) je

rretriviální. Dále je z ejmě komutativním okruhem s jedničkou (viz p íkrad 3.2}" Dokážeme.

že (Z^, Ť, ") nemá dďitele nuly: nechť Cr, Cr Z* tak, že Cr. Cr = C, Potom z d*

f'irlice operace plyne, že m|r.s, odkud podle V.3.5.3., kapitoly I. dostáváme, že m|r

netro mls.Protoževšak 0{r, slm, musíb t r=0 nebo =0. Tedy (Z*,+.,\

nemá dětitele nuly a dohromady pak dostáváme, že (Z^, t, .) je obor integrity. ]

Věta 3.5.: Nec:hť (R, +, .) ie okruh; a, b,c R. Pak ndsl'edu!Ícť v roky isou

-kvivalentní:

(i) okruh (ft, +, ") nemó dělitete nujy

{iU a.b=a"c: 
^ 

a*0 =) b=c
(ttt) b.a=c"a 

^ 
a*0 => b=c.

iUtkaz: "(i) => (ii)": necht'platí(i)anechť a.b={l.c, a*O. Potom

-a"t: =O, tztl a.(b -*c)=0. Protože a*a aokruhnemádělitelenuly,musí

b --c=0, neboli b=c.

"(ii) + (iii)": nechť platí (ii) a nechť b.a = c.a, a * o. Potom

(b * c) . a = 0 = (b - c) . 0. Je.li (b - c) * O, pak užitím (ii) dostáváme a = a, caž

jespor.Jetedy b-c=0, neboli b=c.

"(iii) =+ (i)': provedeme porem; nechť platí (iii) a nechť okruh

(R,t.) mádětitelenuly,tznexistujíprvky x,y ,R, x*0, y+0, x.y=0.Pak

ale: x.y = 0 = 0..y, odkud podle (iii) dostáváme x = 0, por. Tedy okruh (R, t .)

nemá dělitele nuly. l

Podmínky (ii} a (iii) z p edchozí věty se naz vají omezené zákony o krácení (tev a
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1}rav:í). Slovo "omeze,né" zde naznačuje, že nemflžeme krátit všenri pnky z R (v našem

p ípadě nelze krátit nulou okruhu).

Definice: Komutativní okruh (R, +, .) s vlastností že (R * t0}, .) je grupa, se níts

zítvá těleso.

Uvětlonrrne si nckolik podstatn ch fakt , které z deíinice tělesa bezprost edně vypllívr

i Každó těleso musí obsahovat alespor1 2 r zné prvky (,protože jinak by bylo R * 103=

= ó, a tecly (R - {0},.) by nemohla b t grupou), a sice nulu a jedniČku.

2. Ke každému nenulovému pwku v tělese existuje (jedinlr) inverzní prvek (vzhledem

k operrui . ).

3" Těleso nemá žádné dělitele nuly (protože mnoŽina nenulov ch prvkťr je uzav ená

vzlrledem k operaci , a tedy součin dvou nenulovlích prvkťr musí b t opět nenulov m

prvketrr)

Z to}ro, co isme právé ekli, vypil ná, že každé téleso (R, +, .) je oboren: irrtegrity.

()1ra,k však obecně neplatí (nap íklad (Z, +, .) je obor integrity, kter není tělesem}. Jgli

v,šak rrrnožina R konečná, pak opak platí, jak ukazuje následující věta-

Věta 3.6.: Každ konečn obor integrity je tělesem-

t D k a z : nechť (R, +, .) je konečrr obor integrity, tzn. neclrť R má 11 prvkťr

tn > 2)i. Z ejmě (R, +, ") je komutativní okruh, tzn. zb vá dokázat, že (n - {0}, "l je

grupa_ Ale ( R _ {0} , .) je pologrupa (zde se využil p edpoklad neexistence delitel nulY!),

a tedy podle V. 1.6. stačí ukázat, že v (R - {0} , .) plati zákony o dělení

Nejprve uvažme [ibovoln pevnlí nenulov pwek a R. Pak mnoŽina {a.r lr R}

má n prvkťr (podleV.3.5. totž rr*r" =+ a.rr*a.rr) aponévadŽ jepodmnoŽinou

ll-prvkové množiny R, musí b t:

{a.rlr R}=R"(3)

Nyní nechť a, b ,R - {0} libovolné. Pak

a.r = b, p ičemž z ejmě musí b t r R * t0} "

operace .), a tedy v tR - {0} , ,) platí zákony

ze (3) plyne, že existuje r R tak, že

Dále je r.a = b (plyne z komutativity

o dělení Podle V.1.6. je pak (R - {0},.)

grupou. l

t
!!1

P
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P íklad 3.4.:

l. (Q, t .), (R; +, .), (K +, .), (QV2), t .) jsou tělesa P i tom + a znaéi

obyČejné sčítání a násobení čísel, resp. QV2) = {a + br/zla, b Q} &a pííklad 3.1.1.).

2. Namnožině QXQ definujmeoperace + a. takto:

prolibovolné (a, b),(c, ile Q X Q

(kcle naprayo vybtupuje obyčejné #ítán, odďítání a násobení čísel)

Pak (Q X Q, +, .) je těleso

3. Okruh zbytkovlich t íd (Z^, t .) je tďesem právě tehdy, kdyžmodul m je
prvočíslo (plyne z Y.3.4. a z Y.3.6.).

4. Okruhy (Z, +, .), (S, t ) a

okruh (R X R, Ť, .) z p íkladu 3.1.2.

a též triviální okruh není tělesem.

(Z(\/2), +, .) z pííkladu 3.1.1. nejsou télesa Podobné

není tělesem, resp. nulov okruh není nikdy tělesem

DalŠÍm Pojmem, kter m se budeme zab, vatje pojem tzv. charakteristiky okruhu, resp.

tělesa

Deťirrice: Nechť (R, t .) je okruh.

Jestliže existuje p irozené číslo k s vlastností:

(4) k.x=,x*x +.,. *J=0 prokaždé x R,'ffi f--

Pak nejmenŠÍ k s vlastností (2) se naz rlá charakteristika okruhu (R, +, .).

Jestlťe Žádné P irozené k s vlastností (2) neexistuje, pak ekneme, že okruh (R, +, .)

má charakteristiku nula 
:

Je-li okruh (R, t .) tělesem, pak totéž fikáme o tělese.

P íklad 3.5.:

l. okruh (Z, +,.), re p. táesa (Q, +, .), (R, t,.), (K, +, .) mají charakteristiku 0.

2. Těleso (Q X Q, +, .) z p íkladu 3.4.2. mácharakteristiku 0.

3. Okruh zbYtkov ch t íd (Z^, +, .) má charakteristiku m (tzn. rovnou modulu).
4. Okruh má charakteristiku l právě kdyíje triviálním okruhem.

ZjiŠtujemeli charakteristiku okruhu podle ilefinice, pak musíme vyšet ovat v raz (2)

pro každ prvek t R, což samozíejmé mfiže blít dosti zdlouhavé. lv{áli však okrulr jecl-

niČku, Pak se celá situace zjednodušÍ, neboť pak stačívyšet ovatv raz (2) pouze pro trrto
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:"edničku, jak ukáže následující véta.

Věta 3.7": Nechť (R, +, .) te okruh qjedničkou 1. Exlstuje-lí p ir.ozené číslo k ta-

kové, že k"l,= J + l +... + l =O,paknejmeŇí takové k jeiovno charakteňstice okruhu
k-krdt

(rR, t .). NeexistujeJi takové k, pak charakteristika okruhu (R, +, .) je nula

I D q k a z: nechť k je nejmenší p irozené ěíďo s vlastlrostí &. 1 = 0. Pak pro libo

volné x R je(užitímV3.3.4.): k.x=k"(tr.x)=(k.1).x=0.x=0 azsjmě k je

nejmenší s touto vlastností Tedy (R, +, .) má charakteristiku k. Zbytektvrzení plyne z ďg

finice charakteristiky" 1

Jestliže je dan okruh oborem integrity (což splňuje nap íklad každé těleso), pak lze o

jeho charakteristice íci ještě více.

Věta 3.8.: Necht' (R, t .) ie obor integity. Pak platÍ;

1. charakteristika (.R, +, ") je buď prvačíslo nebo nula

2. ie-li charakte.ristika (ft, +, ") royna prvočíslu k, pak pro líb" r .R, r * 0 isou

0"r j,.r, 2.r, " . ., (k - l).r

ruvz iem r zné prvky a pro librlvolně celé čísta z platť:

z.r"=i.r, kde i=z (modk) 
^ 

0<r<k-.-l
3. le-Ii charakteristika íft, +, .1 rovna nutle, pak pro libovolné r e R, r * 0 a

libovcllnd r znti celti čísla ztr,z2 ie; zr"r * zz.ť ,

k a z : 1. dokážeme porem; nechť oharakteristika

je složené číslo, tzn. existuji p irozená čísla p, q tak,

Pak (užitím definice a V.3.3.3.) dostáváme: 0 = k,t

(R, +; .) nemá dělitele nuly, je p.| = a nebo q.l

je prvočíslo.

2. nechť i.r = i.r, kde 0 <;, i < /c - t

pedpoktádat,že 
' 

<i. Pak: 0=i.r-i.r
Ate r * a a okruh nemá dělitele nuly, tzn.

* i < k, a tedy z Y.3.7. plyne, že i - i =

1) . r jsou navzájem nizné.

ID
nechť k

p.(l = k.

Poněvadž

ristika k

obecnosti m žeme

= (0 * ,) . l)" r.

Z ejmé však 0 < i
0.r, |.r, . . . , {k -

Dále, nechť z

Pakplatí: z=q.k

(R,+,.) je k>0 a

že l1p,qlk a

, (p.q) " l = (p. l).(s. 1).

= 0, spot. Tedy charakte

a r*O. Bez jmyna

= 0 _ i) .r = (/ - i) . (t.r)=

musí b t 0 -- ,) " l = 0.

0, neboli i = i, Tedy prvky

, z je libovolné. Nechť i ,,znaéi zbytek po dělení čísla Z číslem k.

+i:0 < 1 šk _ 1 ; i=z (mod /c) a dále (užitím V. 1.8., p epsané do

bně

Ť1r1
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aditivrrí symboliky): z.r = (q.k + í) ., = (Q.k) . r + i.r = q, (k.r} + i.r = q

což dává zbytek tvrzenÍ,

' 3, dokážeme por m; necht' z t, F2 e Z tak, že z, * z, a E r.í =
*zr"ť (kde r*0). M žemepedpokládat,že zt{rr. ,Potorrr (zz,-e,)}0 aplatí:

ťi ,, - r 7 r = (z z l (\.! - ..2.r oL,, * (zz ,u),(1.r) = ((zr," zu\ . l). " Ale (R, +, .} nerná dělitete nuiy,

tzlr. rnusi b t (z z- z r) " l = 0, odtud však podle V. L,?" plyne, že charakteristika {R, +, .)

rrellí nula, což je por" Je tedy z ,.r * z z.f. ]

Na závěr paragrafu se ještě stručně zmíníme o podstrukturách okruh a těles

Defrnice: Nechť ,(R, +, ) je okruh; nechť .S je neprázdnápodrnnožina v R, uzav e,

ná vzhledem k oper-rcírn + a . . Je-ti (S, t .) okruh (resp. těleso), pak jej naz váme

podokruh (resp. podtáeso) okruhu (R, +, .).

V p ípad é, že (R, +, .) je těleso, hovo íme o podokruhu téle a, re p" podtělese tělesa.

P íklad 3.ó.: Ukážeme všechny čty i možno ti, které mohou nastat,

l. Značí-li množinu všech sud ch čísel, pak ( , t.) je podokruhem okruhu cei

l ch čísel (Z, t, .).

2. Okruh cel ch ísel (Z, +,,; je podgkruh m tšlesa raeignálních čísol (Q, t ,),

3. Nechť (R x [t, Ť, .) je gkfuh z pŤÍkledu a,l ,?. ane hť g 
= {(n 0) lr n},

Pah (,j +, ") jo podtělegpm oknrhu (n X R, Ý, ,) ,

4r Tělpso raeionálnleh ěígel (Q, *, ,) je podtěle Bm t lega reáln eh úísel (R,

(Z ejmě + a . v 1 ., 2., 4. znaúí obyloJné sčltdnÍ a násobení čísol.)

Poznámka: je"li (.S, t .) podokruh okruhu (R, +, "), pak nulové prvky obou oknrh

se z ejmě rovnajÍ. Pro jedničky však totéž obecně neplatí - p edevším někteď z obou okruh

jedničku vfibec nemusí mít (viz p íklad 3.6.1.), a i když oba okruhy jedničku majÍ, pak obě

jedničky mohou b t rfrzné (nastane to v p ípadě, že l" ). Nap íklad v p íkladu 3.6.3.

je ln*R=(l, l), zatímco lr=(1,0).
' Jestliže je (., t .) podtělesem tĚlesa (R, +,.;, pak ovšem lr= l* , tzn. obé jedniČ-

ky splynou (nebot'z ejmě (,S * {0}, ") je podgrupou 8rupy (n * {0}, .)).

Následujíď dvě véty nánr pak udávají kriteria pro ově pní toho, zda (. ,

okruhem okruhu, r9 p. podtětesem tělesa.

je pod-

t



Věta 3" 9. ;

Fr_lttlltt {S, +, )

l,\lI! a,0?

{t1,1 íJ" &

n,l

Necí,lír (rq, , , ,} íe okruh;

ie prldokru|,l okruhu (ft,

S É+ a* b ,

, +. a"& , ,

, ruechí' ,S ie rleprdzdná podmnožina množiny ̂
R.

+, .) právě když píatí:

I D ť, k a e : tv,zeni plyne

tditivní syrnboliky}. ]

Věta 3,10. : Nechť

ltltttlžitty /{" Potum (, ,

{i} a, .b . ,+ (t

(ii} a, ,S 
^ 

b

[ í) k a z: I" pro libovolné k > 0

í,k Z +, "} podokrulrem okruhu (Z, +, .\"

I1. naopak, necht' (,S, +,

(S, +i je podgrupou grupy {Z, +), a tedy

k>a celd. 1

jhned z def'inice podokrr"lhtl a e V.2.3. (p eťormutovand do

[ í} 13 k. a z: tvrzení opét piyne z definice pocltélesa a z V.2.3" 1

}Ja závěr si ještě ukážeme, .iak vypadaií všechny možné podokruLry v jeťlnoni z nejdfileži-

tějšíc r ukrtll-1 - v okruhu celyclr číset. Foznamenejlrre, že pro k ce\é nezáporné Jsln* S}ine'hry

lem tr l <rznačeivaii množinu všech cei3ícLr nás*'bkťi ČÍstra h tzn. k "Z = {n.k |n á &J .

Věťa 3.1t": V echny'prltlrskruhy v okrultr,l celyJc|,1 čísel tZ, +,") ,isau práuě *krully*

(ttZ, Ť-"i prt;libovolné k>0 celé,

{ft, +, "} ie tělesc; nechť ,5" ie alespoft dvouprvkovd podmnožina

*, -) ťe podtělesem těíesa {fi, t "} právě kdjlf pťatí:

-& ,s

*ů * a.b-l e , "

</ . v
celé je z ejmě ó + k,7" eZ a p<ldle V, 3"9- je

.) je libovolnlí podokruh okruhu {Z, +, .}" Pak

užitím V,2.4" dostávám e, že S = k "Z pro pevné

0

0

Podotrnl m zp sobem lze pak

ďch t íd iZ*, +, .). Z vahy za

jsou právě okruhy {.trln, +, .) pro

bol Hk ozrračuje množinu:

Ho={C,.rli =0, 1," -,'# -1}"
Vidíme tedy, že nap íklad okruh tZa, *, ") má právě 4 PodokruhY, a sice (H t, *, .), {,Hr, +,,),

{Hl, t .) a (Ha, Ť, "), kde Hr= tC* C, C2, C3, Co, Cr} = Z* Itrr= dC* C2, C4}, Hr=

= {Co, C.}, H.=ICOi), z nichždva jsou podtělesy (a to (Hz, t .) a {Hy +,,); ově te si

)

ukázat,jak vyp,adají všechny podokruhy v okruhu zbytlco-

V.2.4. totíž bezprost edné plyne, že podokruhy v (Z^,+,.}

libovolné p irozené k takové, že k dělí m. P i tom Syrn-
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že tomu tak je!).

4" čísetná tělesa.

V p edchozíclr paragrafech této kapitoly jsme vétšinou pracovali s pojrny, které

vznikiy zobecrréním pojrnťr znám chv souvistosti s počítáním s čísly. Jedním z nich byt

i i:ojem tělesa. Typické p íklady tétes jsme potorn podle očekávaíní nalezli v niznlích čí-

seln ch oborech (tzn. mezi podmnožinami množiny K všech komplexních Ísel), p i-

ťemž za opeía.9 + a bylo bráno obyčejné s taní a obyčejné násobení dísel.

S pojmem tělesa budeme pracovat (samoz ejmě kromě celé ady dalších pojm ) ve

všech zb vajÍ,cích kapitolách tohoto textu.. Abychom si situaci co nejvíce zjednodušili

t p i zachování většiny podstatn ch vlastnostÍ), omezíme naše riv.ahy na tělesa, jejichž prv-

ky budou čísla a operacemi na nich bude obyčejné sčítání a násobení čísel. V tomto pa

ragrafu si shrneme zákíadní vlastnosti takoťch těles.

Definice: Necht' (T, +, .j je podtělesem tělesa komplexních čísel (K, t .). Po

tom (r, r .) se nazlívá čí;selné těleso.

,"
Poznámka: operacemi v tělese komplexních čísel (K, +, .) jsou obyčejné sčítání a

obyčejné násobení čísel, a tedy i v každém číselném'télese jsou operacemi * a " aute

maticky obyčejné sčitánía násobení čísel. Proto všude v tomto paragrafu bude t resp.

značit obyčejné séitání,, re p. násobení čísel. Dále poznamenejme, že ve smyslu dfive zave-

derrlíchrlmluvbude a-b znamenatobyčejn rozdílčísel a,b, rep" t budeznam

nat obyčejn p9díl čísel g, b (b + 0).

. Praktickď zjištbvánl, zda (r; +, .) je číseln m tělesem, provádíme pomocí následující

věty.

Věta 4.1.: Nechť T ie podmnožina v K
(r, +, .) je číseln m tělesem prdvě když platÍ:

(i) a,beT :+ a-beT
(ii) a,be T 

^ 
b+o ; *'eT,,D

obsahuiící uíce než ieden prvek. Potom

I D ťr k az: Věta je doslovn m p episem V,3.10., fl proto plati
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Iu

l} lklací 4" } .:

l. (Q. -l-, }, {R. +- .1" (K, +, ,} jsou z ejnrě

]" ()ztralllntl QVZ) = {c * h ,/zla, b e Q} .

Iclfrkrtz: ipoužiienre p edchozí větu); z ejmě

i)ále" tter:ltt' ti + h 1/2" a, * d u/2 e QV2}- tzn.

{i} (u,r h li', (t. t ď yt}\ * {a, r,:) +i5

číseln mi tělesy"

Potom (QV2), +, ") je číselné těleso.

QV2) otlsahuje více nclž jeden prvek"

il, b, c, d Q. Pctom

ď) \/2 QV2), prcrtr:že z ejmě

"É. 
0 a nla.tÍ."

\/2 e ?Vzt

(a(L,/s}, +",),

t,).(/l r/i i:. Q

(ii) rlecltt' lrttv{c t, * cl ,rt! + 0; potorn tóž {,: ,l.i2
hÝ2.,ttŤhy/_2 ,, d ? =u! \t:,d *h,,__!:!_
,í i: : ,. l! \/: i- d 1/2 í"ž .!(t?, "1 2d2 

"

-|-

Ť

pr<ttclžc otrii zirlnikv isou zťejrrrě rar,:iorrálnírni iiísly"

PrTrJle V.+, 1. ^i* itlrlv {QV?), +' ,) tlíselnlírrt tělesenr. ]

] ltí"i stejrrim trznačcrr'í lze steirr}ínr zp sobenl ukázat, že (QV3}, +, }, {Q( 5), +"

{0(\/7}. +. ). íQí',/,3r'!, +, l {kC* tT ;e trihovolné prvoČÍslo). jsou Ísclrrá iělesa"

+" { izlratinre QŮ2) = {a + n'il, ,r r,:\,/4 \ u, ťl" ú, Q} . Potonr iQt i':), +, .) ít:

ťístl|nd lčlesi: (c<sž se trkáže podobn rn vÝpočtent jaktr u 2").

5. l}fi stt:,jrrónt označerrí lze stejny*nr zpfisoi-,em ukázat, že (Q(fi), +,

jsr.rtt ísclrrá tělcsa.

(r. ()znač:rne Q(il = itt + ht|a, Ď Q}. F'Otclfir (Q(i), +, .) je ČÍselrré t lesrr" cct sr

rrkiižc r:pět olrrltrbrrlínlv5iprlčteni iako r"l' ž ťiisti tolroto p íklaclu"

Z, p edclrcrzít_,lt p íktadťr vidíme p edevším, že číselnltch těles je rclztrcrcit1,1 i'rektltlcí;nÉ

tnltoitga ilále, že číselná tělesa se neomezují pouze na reálnou osu (viz p íklaci 4. l"ó"),

ltozebereme-li p eclclrozí p íkladv, zjistínre, že všechna uvedená číselrrá tělesa obsahova-

[a tčleso ragioirálních čísel" Že tomu"tak muslb t vŽclycky (tzn., že tedv těl*so racionálrrích

č.íset ie rreimenšínr číseln5?m tělesem), ukazuje i, část následující véty.

Věta 4.2.: Net:ht' (r, +, .) je libovotné číselné těleso" Potom platť:

1. (r, +, ,) obsahuje těleso racionálních čísel (tzn. 7")Q/

:. tr, +" ") má, charakteristiku nula"

I D ť} k a z: 1" z clefinice tělesa piyne, že musí existovat prvek a e T, a * a. Po,

tom ?t = I T, tzn" T obsahuje číslo i" Sečterneli jedni ku se sebotl samou tribovotnÝ

konečrrlí počet-krát, pak v sledek opět musí ležet v T, a ted3r T obsahuje mnoŽinu vŠech
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p irozenltctr čísel.

Dáe; a*a'=0 7, resp.prolibovolnép,irozenéčísto n T je --it=0 tt*|ť.
a tedy T obsahuje všechna zápomá čísla. Dohrornady pak Z e T.

KoneČně l T leŽÍ i podíl libovolnlích Cvou cel ch čísel í.s nenulov/nt jmenovatelep,y,

tzn. každé raciorrální číslo" Dostáváme tak; Q E li
2" plyne ihned z Y "3.7 " .1

Fro tlPlnost P ipomeňme, Že 1" Část p edchozivěty obecně nelze obrátit* tzn "festil e:

IW ) Q , pak (M, +, .) obecně nemusí b t číseln m tělesern" Nap íktad, je-li ]|[ =,

= Q U t\/2}, pak. z ejnně M JQ, ale (M, +, .) není číselnlirn téleserp inebot' Ý2 e, l,í,

ale Ý2+r/2=2\/2eW,
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I E. V KTORúVÉ pRů T.ORY

i ; Vetetmr*ff pťO ÉOr rlad číseln rn tělesern

Foíem vektoru. a vektonového prostoru je jedním ze záktradních pojrn moderní rnatenra-

tikV. kteréhel se vyltž,vá nejenonr v adě clisciplin rvzí rnatenratiky, ale rovněž v mnoha aplika_

;ich, ať už v rl íroclních vědách nebo jinde-

T]toi zaváriění pojntu vektorovélro prostoru : r)pfoti p eclchclzí kapiťoie situace poněkuci

ktlrtiPliku3e v tclin. žĚ tentorcrát vycházime zedvou algebraicklích siruktur* a to z jisté kclrnu_

tativní grup_v ( ír. +i, jejíž prvky budeme označovat tučnlimí písmelly' a dáie z jistého číset-

niho tČlesa t7-, *, .}. Mezi uěnlitti dvěrna strukturami pak budou piatit určiié vnzby, Prc

zjccln*cltlšeirí vy3ad ování si zavedhre násleciující njnrluvu,,

Úmluva; p i zapisování aigebraick5ich struktur už nebudeme vždy dfisleclně vyprsovat

syrrriroiy operací .Nako cloposur1. ale často huctrenre k označetrí celé struktury používat pouze

syrnirol ntlsné množiny"

Tedy nap . lrrísto o grupě (.V, +1 budenie stručně hovo it o grupě Y, rnísto ti t lese

tn Ť, .} buderne, stručné lrovo it o tělese T, atd., F i iom je však t eba niít stále na paru6íi.

že sr" jeclná t.l zjeclnor1ušené označen| protoženjak vírne, algebraickou strr.lkturu nei"ze zťr:lcožňo-

Vilt p\)llZe s .teiÍ'nUSnOu lnntlŽinou.

Definice: Necht' i r, +} je komutativní grupa (iejíž prvky naz váme vekt*:r_v) a (T, +

ie číselnd těleso. Tríecht' pro každd číslo t e T a každ vektor u í/ je definclván vekton

t.u e, tri t"ak, Že platÍ:

(i) 
'" 

(u r- v) = l.u * "v

(ii) (ť*s) u=l"u*s"u
(iii) (ť.s},u =,f ^(s"u)

prolib. t,se T a u,v

.]

(iv) l.u
potcrm v se nazyvá vektrrrov prostor nad tělesern T.

OzrračenÍ: Nulov prvek z tV, +') se naz, vá

Opačrry prvek k vektoru u I/ se rrazyvá opačn

bolem - u. Vektor /.u se naz va ,oueir, čísla t

vektor a označuje se syrnbolem o.

k vektoru u a označuje se ym-

s vektorem u"

nulov

vektor

Poznámka: v še clefinovan, součin čísta s vektorem Je vlastně speciálnim typem zobraze-



ltí" .l siur-t ztlLinazerríllt T x V
ltí i tiperritťť lli} ntnclžině, nap .

16

* V, které se někdy nazyvá

íi', caž ie zollrazení v x

vněiŠÍ operace , na rozciÍ! r;ií {'bjn;,l:.

l,' -+ V, kterd se pak naz5}y;i vnit r:í
; Jtr-}ť r;lť(,

1l ilr',{'jnici vcktnl,t,lviho prrlstoru se setkávánre

,iililiší tlpcrac:í, p i čenrž irěkteré z nic}r *ztlačujeme
t '[ ryttrlrtllent +, re.p. rrásobení v T a sou in
*ttlžc cloiít k rieclorozurnění (vzhleclern k totnu, že

il,""k},}" ir f eba si tuto skutečnosť cíolr e uvědomit-

se t emi vrrjt nínri operacemi

ste.in5inii s,vrntrti!v {sčítání ve

čísla s vektorern sym}rtrlein

a 3ei1;,lultt

tl ;; s ít;i l, ,,

}" í xrlyž nt"

vektoryz tr/ ačísiaz T r:ellišt;iern(1 i{í,i}-

/,

i

"r"

.+

l) iptlttteňme" že 65**-li korektně deťinovat

pi'erlt:hclzí definice plyne" že lnusíme.

zarlitt čísetnd těleso T

"zatlat množinu vekí,rirťt y
r,atlat, .jak .1e cieťirrovárrcr sčítání vektor

zadat" jak je cleíinován součin čisia z T
Ově it" že tV, +l 3e kcmtitativní grupa a že

itr--' plrtlsioru.

nějaki' konkretní vektorc_,vť prsrstnn, p,,;ik

s vektorem z

platí axíorny (iv) z cleťinice vektorcvé.

V

(i) -

P íklact t"1"

l"*:i:hť T" je libovolnd čiseind. těleso, n je pevné p inozené

,l1' - {(X ,,

íízn. Tl je množi-ra

Def,irrujme pro lib" u

- .ťr, ) lx. ,Xn ri

všech uspo ádan ,ch n-tic pr,vk z tělesa

= (u1., . .,, Ur), y= (7l, " . ., Vr) e7.

číslo a ni:c}t[':

, rnnožina vektorťr.

eT:
nie
at

r.u = (t"tl*

krle symboly +, resp. na prav5tclr stranách znaťí obyčejnd
( stručně íkáme, že sťitání vektorri a násobení čísla s vektorem
Pak (T", +1 je komutativní grupa (viz p íktad t3.4, kap. II) a
(i) - (iv) z definice vektorového prostoru"

Tedy T? je vektorov m prostorem nad tělesem T"

poznamenejme, že nulov m vektorem je v T zyejmé

opačnlim vektorem k {ut, " . . , urr) je vektor (-Ltt,

Specielně, nap " Rr, Qu , K' , QV2)o. atd" "fsott rlzné

uspo ádaná ru-tiee {C,0,

ééú,-Un).

,0) a

u * v = {,ur* r* , tlr* Vr}, " , t.tl n}

sčítánÍ; resp" násobení čísel

je definováno"po složkáclr")"

r lehce se ově í, že platí axionr5,

vektorovd prostory ťolroto typu.
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,]" Veznrěme tělesc R reátn ch číse[; nnožinou vektor bude množina všeclr polynornů o

neurčitó "x" s reáln5 mi koeficienty, kterou označnne R[x]. Sčítání vektor definujeme jako

obvyklé sčít;iní polynomťr a sorrdin čisla s vektorena definujeme jako obvyklé násobení polyno-

lntt re,álnlím číslern,

Lchce se ově í. že {F.[xL +) je kornutativní grupa a že p|atí axiomy (i) - (lvl"

"[edy R[x] je vektorov5írn prostorem nad tělesem R.

qNlrlcvÝm vektoretll tohoto vektorového prostr:ni je pak z ejrně tzv" nulov polynon,l, ptlly-

nůn}" .iehož všeclrny koeficienty jsclu nutové)"

3 Necht' 1,I je pevnd p irozené číslo; vezrněnre

vektor necht' je množina sestávajicí z nulového

ner"lrčité 'x, s reáirr5ínri koefícienty, stupně { n, kterou oznaČÍnre syrlbolem R,, [x].'Tedy;

Rn lxl : ío o*' * a ,x",- 
i + * or_rX * arlar, !,,.. , ar e R}

opět těleso R reálnlich čísel a množinou

pcll3lnonnu a dále ze všech polynom o

čítání vektorťr

w 11L,ťl]ce Se OVen.

'!=edy R,, [x l je

4-. Nechť T je

sčít,ání vektor a

YŤv=vo resp.

platí axirrnry (i) -

J.vlta soueln clsla s vektorem clefinujeme stejně jako v p edclr ozirrl p íklaclu..

že (R,, [.x], +) je kornutatrvní grupa a že platí axiomy (i) - (iv},

: vektorov m prostorem naci télesenr R.

libovolné číselnd těleso a v = {v} je libovolná jednoprvková innr:žtria"

!. vl tollcln clsla s vektorem definujenre fiedinlím možn m zp sobeln" 3 11r;:*):

/"v = v, pro kažcld t . T" Pak z eirně (I/, t) je komutativni Erl-lpál li

(iv)" Tedy V .je vektoroy prostor nacl télesem T, kterÍ; í:tldenre naz/,1val;

rrulov vektoro$ prostcrr (nad n. Je to tecly vektorov prostor, obsahuiící ;eiriri vektor -

a to nulov , Lzn" v = o.

Poznámka: Uvěclonrme si, že množina vektoni V je vždy neprázdná, dále, Že nulov

vektor ve V existuje jedin a opačnlí vektor k libovolnému vektoru z V existuje rovněŽ

jedinli (to vše ptyne ihned z faktu, že (V, +) je grupa). P i tom je pot eba dťrsledn rozli,

šovat symboly o a 0, tzn. nulov vektór a číslo nula.

Dále pfipomeňme, že podle d íve zavedené rimluvy budeme místo u + (-v) psát

stručně u _ v. Následující věta nám pak dá další pravidla pro počítání s vektory.

Věta 1.1.: Necht' V je vektorov prostor nad tělesem T; necht' t,s e T,

u, v tr/ lib" Pak platÍ:

1. í.(u-v)=í.u-t.v
2. (r-s).u=/.u-s.u
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3"

4"

t"

3.

/_u,=o <} í=0 nebo u=o
r.(-u)=(-/).u=-(r.u)

[D kaz:
i'.(u-y;=

ír .) u=
i gD. je-li t

ie-li u = ou pak í"o = r.(tl -, o) = í.o .* "o = o, podle

"=+": necht'í.u=o a r+0" Fotom u=l.u=(|"'/

4. ptynez L.2a3.,asice: í.(--u)=r.(o - u)= .0-I.t,!

(--l).u = (0 - /).u = 0.u * r.u = -*í.u ]

provederne většinou užitínn axiarn , (i } -

/.(u+(*v))+/.v *t"rr=f . {tl+i*v}

(í + (-.)) "x1 Ť..tl -- s"u = (ť + (-_s} + s,t

= 0, pak 0"u = (0 - 0).u = O.tl -- 0"u ='

{ív) vet<torového pra:storu

u -- s.u = /.u - ji"E}

0. podle 2.;

i,
i

.(r"u1 = r
t

= $ .- /,t} = --l"tt,

-t
f}.g = ,

l

"o = $

reSp"

Foznámka: pomocí p edchozí věty m žeme up esnit naŠi p edstavu o počt'u vektorfi

ve vektorovóm prostoru" Je-li totiž V libovoln veJ<torovli prostor nad Tn r zn od nutrc-

véhtl prpstoru (jin mi slovy ečeno - tr/ obsahuje alespoň jeden nenulov vektor)" Pak nrusí

prostor V obsahovat nekone.čně mnoho vektorfi. Vezmeme-li totiŽ libovoinY vektor u t'/-

u ;á o a tvo ínre součiny všech prvkťr z číselného télesa T (kter ch je nekoneČně rnnoho}

s tínrto vektorem u, clostáváme nekonečně mnobo navzájem r zn ch vekto* fieql ffi ž

11 "tt = f2.1l. pro to,tr'e T, pak (tt- /r).u = o, odkud podle V.i.1.3" je (í, - tr!=Ů,

ne.troli t r= ír'l"

2" Podprostory vektorového prostoru.

Definice: Nechť V je vektoroť prostor nad tělesem T" Neprázdná PodrnnoŽina

W množiny V se naz vá podprostor vektorového prostoru V, jestliŽe.PlatÍ:

(i) u.v W libovolné =+ u*veW
(ii) te T, aeW fibovolnd + t.aaW-

poznámka: l. lehce se dá ově it, (provedte si podrobně sami! ),Že podrnínkY (i) a(ii)

z p edchozí definice jsou ekvivalentní následující jediné podmínce;

(iii) u,y W; t,s e T libovohé =+ /-u Ť s.v W

2" každír podprostor w vektorového prostoru v musí vždycky

hovat nulov vektor lie-ti u e W xibovoln , Pak Podle (ii) a Podle v. 1. 1.3 je 0.u

= o . íťl. vidíme tedy, že se nap " nemťrže stát, aby dva podprostory vektorového

V byly disjunktnÍ"

prostoru
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Věta 2"!""" ťÝec:!tí' W le pod,prostor velctarového

le s n ilektora,,; tn prcstoren,l. nari rěIesem T,

prostoru V nad tělesem T" Pak W

[Dťrkaz. součetclvouvektor z W, resp.sotičinčísiaz T svektoremz W jsou

lieílncvány stejn iak{l ve V" Defirrice podprostoru nárn zaručuje, že jde o vnit nÍ' resp"

vr:ě.iší operaci na W^

l)ále. necltť u,v W |1b"; pak (-l).v - .-.-v e W a tedy

{porllc V,l" t "4 a cieťinice poclprostoru)" Podle V.2.3., kap" II je

komutativní grupy {,V" *). tzn. (W, +) je konrut;rtivní grupou.

Axionly (i} - (iv} z cleťiniccl vektorovdlro prostoru jsou ve

tsou splnětrv v r:eldm V}"

Teciy í^/ "je vektoroqÍ prostor nad tělesem

P íktarl 2" t.:

l Nechť '[/ ie lititlvolnli vektorov prostor nacÍ tělesen'l

bť * |,' jsou vžrly pr_ldprostor.v ve V. T'yto clva poclprostory se

v(. V \/še,_:lrrry <lsi.tttttl poclprostory ve V (pokucl existu.ií ) se

podprtlstory ve V

:. LJvažrlre vektorovy prostor R3 (viz p íklad i.I.1)" Potcrm nap ":

a} W r= [(x, .1l, 0)lx, 1, R lib.} je poclprostor vektrrrového prostoru P:

b} [ťr={_(x,_,-,z)lx, 1l,z RAx *2y+3z *0} jepodprostorv Ps

c} necht' (.t.l. v, w) je pevrr vektor prostcrru R3; potoín Wr= {k , (u,u, w)lk R}

je pt_rciprostor v R3 "

u _ v = u + (*,v) W

pak (,W, +7 podgrupou

W z einré splněny (poněvadž

T. Pak z ejrně W = ío} a

naz vaJi triviální prrdprostory

pak naz vají netriviátní

druhé stra-

R[x].

není podprosto-

Je

ně

vitlět, že vektorovii prostor pl obsahuje nekonečně mnoho podprostor .

sirrnozí,einrě ne kažďá poclrnnožinav P: je podprostorem R3, Nap , W4

Ux, y, 1)|x, y R} není podprostorem v pe (zd vodněte proč!).

_]. Uvažme vektorov prostor R[xl všech polynomťr (viz p íklad

a) W ,={flx; R[xl|/(x) = /(-x)} je podprostorem v R[x]

b) Wr= íf(x) R[xlt2./(0) + 3í(1) = 0} je podprostorem v R[xJ

c) vektorov prostor R,[xl (viz p íklad 1.1"3) je podprostorem v

Na druhé straně nap . množina Wr? {x'+ ax * bla, b R lib,}

rern v R[x ].

necht' I je neprdzdndYéta 2.2" Necht' V le vektorory| prostor nad tělesem

1.1.2)" Pak nap ":
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indexovti množina a necht' pro každé ry /

1lodprrlstar ve V"

pcldprosto{ ve V" Potll.?l ) í,tl
gí

mnoŽina ff W * je z ejrně neprázciná (neboi' obsahuje jistě nuiov}, vr;jr_ttlr,rj
ově it Platnost podrnínel( (i) a (ii) z detínice pr:dpnosttrru: necht' {i,ry,1 

,;;:,;,,
Potorn u, v Wo Pro kažcté a e I, a terly (porrěvaclž Wu je pcrnJprlrsttr1.1

a t.ue W at,, pro kažclé ae I" Pak ale Ť v n W* a ť,{i ,-'i tU, j
(:?ai&

Foztratnenejme, Že Índexová nrnožina I byla tíbovolná (nepnázdná), a

v"Čta Platí jak pro konečn , tak pro nekonečnlí počet podprostorfi, trr*čně

žc Prťrnikcrrp |i6ovolnélrc poČtr,l porJprostor ve V je opět pcrlprost6r l/e

v1,,užijerrte v následující dťrležité vaze.

NÍecht' M je libovolrrá poclmnožina vektorového prostoru V {tzn" ,+4 obecně není

PclclProstorem!). Pak existuje aiespoň jeden podprostor, obsahující množinu A4 (nap " *el

Prostrrr V nrá tuto vlastnclst)" M Žerne tedy utvo it pr nik všech podprostor ve V, *hsa_

hrrjícíclr mltožinu M, kteď označme syrnbolem W1" Tedy

LMl = t1!,|o ŤVo je podprostor ve V takov; , že W* ) M}

il platí následující tvrzení:

íeW'cr

[D kaz,,

o}. Zb ,vá tedy

r F iibovolnd"

i* u+ve]4l,'(

' Věta 2.3.

l " rX41 je

2" IM\ ie

tedy p eďchtizí

ečeno, věta tvrr.ií.

V" To}roto faktur

(l }

Necht' M ie l.ibovolnd podmnožitla ve vekttlrovém prostoru {/" Prlton,l;

podprostor tle V
nejmenší (vzhledem k c) podprostor ve v, obsahující množitztl M"

[Dťrka plyne ihned z Y.2.2.

plyne z ( l ) a ze základních vlastností množinového pr niku. l

Je-limnožina M konečná,nap. M- {ut, up}, pakmístosymbolu

[{u, u* }l budeme psát stručněji lur, . . " , uo l. V tomto p ípadě je tedy

[ut, . , ukl= frWo (W* je podprostor ve V takov , že ut,"" . , ukCW*)

Mťrže se sanloz ejmě též stát, ť,e množina M je prázdná; v takovďrn p ípadě z ejmě je [ó]=

= [o}.

Definice. Nechť M je poclmnožina ve vektorovém prostoru V a nechí' b : WÍ} .

l:

2:
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Uvědomme si, že na rozdil od pniniku podprostorťt, není mnoŽinové sjednocení Pod-

torem aanétro vektorového prostop. Nap íklad

pro poclprostory W1 a W2 vektorového prostoru pa z pfrkladu 2.1.2., jejich sjednocení

WrU W, není podprostorem v Pa (neboť nap . (1,1,0),'( 1,2,1) WrU W2, ale (1,1,0) +

+ (t ,Z,1) = ( 2,3,I) É WrU W). V dalším si nyní zavedeme pojem tzv. souČtu podProstor ,

':;.nrtjr.* 
r k množinovému sjedrrocení těchto podprosto-ukážeme , že je podprostorem a jak má vztal

ni.

Pak podprostor W se naz vá

JeJi specielně M = {ur, -

Ul, ..rUk avektory Ul ,

Definice. Necht' W t, W 2,

V. Pak množina W ,* W r+ _ -

Wr+Wr*._.+

se naz vá součet podprostortr

tD kaz: l:

Wr,+...+Wk,t
uirvi W,i =1r.

u * v = (ur*

= (ur * vr) +

/.u=/. (ur+

podprostor generovan množinou M. \
, un }, pak W se naz vá podprostor generovan vektory

. , uk se naz vají generátory podprostoru W-

W k (k > Z) jsou podprostory vektorového prostoru

clefinovaná:

Wr_= {ur+ Ur* , , , + ut lu, e Wr,ure Wy

WL,..-,Wk.

ur Wr}

- *r

yéta2.4. Necht' W,,,Wr, . . . ,Wn (k >2) jsou podprostory ve V. Pak platÍ:

1. součet podprostc,:,, Wr* Wr* . . . + íiln ie podprostorem ve V,

2. Wr+Wr,*...+ Wn=íll/IUWrU... U Wo7, tzn.souČet podprosior

Wr,. . . , Wn ie ro,ren podprostoru gellerovatlérnu ieiich množinov m sjednocením.

z ejmě je W r* . . . +Wk + Q (neboť W,* ó). Dále, nechť u, v

,T tibovolné. Potom u = B1+ . . . + urc, v = v,Ť. . - + vk, kde

. . , k. Potom ale:

+ uk) + (vr+ . . . * vt) =

+ (ut + vk) e VVr+ . . .* Wn

Ť uk) = t.ur* . . . + t.tto Wr* . . . * W*

+ W o je potlprostor ve V.

2: vzlrleclem k (l) bucletne clokazovat množinovott rovnost:

a tedy íl) r+

l/,+ . . . + l|,r a]]e (LIo .je poclprostor ve V takov , Že (Jo 2lttlU...U trlt)

l
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* *: nechtn u Wr*.".+Wk, potom u=ur+.
u, Lro " kde Uo je libovolrr podprostor ve V takov ,

vŠak utt. _+uk =u Uo, atedy u flU (Uo je
. ,"-' W'x).

L(-'\r, Ý !"',J": z ejnrě ie W, W rn " . . * Wto (neboť pro ui G
:',(}+ U,,r+. .+oeW.+"""*lýt), a"tedy WrU.
i)rir-lle l částivěty jevšak Wr*.""*Wr podprostoremve

velro prťrniktr pak již ptyne žáaaná množinová inkluse. 1

. . t ou, kde ur W,. Je

že Uo2WrU...UWr.
podprostorve V a U^ f

tedy

Potrrrn

W! U "",

V,

W i libovoln je uí

U Wr e W,r+ . "

tzn. z vlastností

=,

+ W. "
lc

množlnr:-

Viclínre teclY, Že součet podprostor& W r* . . . * Wo je nejmenším podprostorem ve V.

ohsalrujícím mnoŽinové sjednocení Wt U. . .U Wn těchto podprostorťr" Samoz ejmě, že

souČet PodProstor obecně není roven jejir,rr množinovému sjednocení. Dáte si uvědomrne, že

vyiád ení vektoru u Wr+ . . * W* ve tvaru

B=Ur*";.+uk, kde Ut eWr,...,ar Wr

netttusí b t jednoznačné. Obojí si ukáŽeme na jednoduchém p íkladu, a to pro k = 2, což

te situace, s níŽ se bucleme v praxi nejčastěji setkávat. V tomto p ípadě je tedy

W| * W, = [ut + u, lu, e W, u, e Wr} = [WlU Wzl

Sch,.,lrtatlcky je tato situace znázonrěna na obr. 8.

Obr. 8

Ve vektorovém prostonr Pa mějme dány dvaP iklad 2.2.: podprostory:
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W l = [(x, .},, 0) lx, y R} ;

Z ejmě platÍ, že:

Wr. = [(rz, 0, v)l u, rl R}

WrU Wr,= {(a, b, c)la, b, c e R, Ď = 0 nebo c = 0}, resp. W r* W, = R'

ztl., olrecně neni jeclnoznačné,

= {0,0,0) + (0,0,0) = (l"0,0) +

že v tomto p ípadě nrá každ,t

iáct ení tvartr (2).

neboť nap . (0,0,0) e W ,* W, p ičemž t eba (0,0,0) =

(-- 1,0,0) jsou dvě r zná vyjád ení tvaru (2)" Poznamenejme,

vektor z W ,+ W, dokonce nekonečně mnoho nizn ch vy-

W k (k > 2\ jsou podprostory vektorovdlro prostoru

se naz5lvá p ím součet a označuj, W,* Wr+ .

W r+ ., " " * W r |ze vy jád it 3edinÝm zp sobem,

ViclÍlne tecly, že k', U W, $, W l+ W2 "

Diile, vyiácl ení vektoru u [/; * W,

U = Ul + u2, kde ul eWr,u,

Ve tvaru

C. lAJ
- "2

(k ž 2) jsou podprostory vekt,orového prostoru.

ie p ím ,m součtem <+ pro každé i =

(2)

V"

= l,

(4)

Deťinice. Neclrt' W ,, IU ?

Součet poclprostorťl W r, . - " Wk

. ' W o, jestliže libovoln vektor u

fvaru:

U=Uo + .,, **o, eWt, ,uo e Wrkde Br

, Wu

, Wk

Věta 2.5.: Necht' W t, W 2,

Pak součet podprostor W,

2, "..,k platÍ:

W, n(Wl +. ,*Wr_r*Wr*r*

tD k a z: **o nechť součet podprostorťr W *

l {i {lc je xeW, nQU|+" " . * W,_ r*W,,, * 
"

x=U' +"".Ťor__,*ur*l+...+u*, kde u, W,,

Pak ale:

Wo) = {o}

...,Wojepím;ia

..*íilt) libovoln.

a dále x W, tzn.

nechť pro

Botom je

také --x W,.

o=ul + . +ur_, +{-x)*ur*l + ".. +uk, resp. o= o+ ot... t O

podle p edpokladu musí b tjsou dvě vyjád ení nulového vektoru o ve tvaru (3), tzn.

x= o. Tedyje Wrfr (W, +. " . + Wr_, * VVr*, *. . . + }/k ) g to}. Opačná inkluse

I-,!T!

(3)

í,

7e
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je r-r ak triviální, tzn" dohromady ptatí rovnost. Ponévadž a bylo iibovolné (s vlastností

[ ,< í < k), platí všechny poclnrínky (4).

66r' necht' platí podnrínkv (4); nechť x V libovolnlí a nechť

X=Ut + *ou =

jsclu dvě vyjácl ení vektoru x ve

váme: (u,- 9i).,= (oi- ul ) + " "

odkuri vŠak podle (4) plyne,

ve tvaru (3) je jednoznačné

ui+.".*oi, kde u,u'teW, i=I,2,.

tvaru (3). Fotom pro libovolné i = 1,2, . . .,
+ (ui_r - u;_r) + (tl]ot - ui*r) + . " . + (u;

k

,k

ďostá-

u* ), tzn.

G, - u]) e Wi n {Wí + . " . * Wu_, * W,*, + Wo)

že (u; - u]) = o, neboli u; = ui. Tedy vyjád ení vektoru

a součet podprostoďr W1,... , Wk je p írn . ]

Poznámka: rozepíšeme{i sí p edchozí vétu pro některá konkretní k, pak

rrap ..

pťo k

sotlrieí. podprostor W,

pro k = 3,,

srillčel pclclprostor W t,

^ 
{ , fi,(W r+ Wu) = io}

Potom užitim V.2.5. dostáváme,

a) součet podprostor W |, W 
2

=(u,O,v) + x=0, tzn. w=(0,0,0)

b) 
{toučet podproston1 W , W,

c) součet podprostorťr W, Wu

d) součet podprostor& W|, W2,

W2 je p ím m součtem W| ffW,={o}

W, Wu ie p ím m součtem <+ Wr ň (Wz+ W} =[o}

^ 
W3 n (Wt+ Wr.) = {o}

P Íklad 2"3. Ve vektorovém prostoru Pr mějme dány podprostory:

W r,= {(x ,x ,0) lx R}, W r= {(u ,O ,v) l u, l R}, W r= { (0,k, k) lk e

že

je pÍlm Lie-li w a I,ť n ň W, J,ak w =

a podle V.2.5. je součet p ím:Í ]
.w, l
Je prlmy

"wt,Je pnmy

= W, n R3 = W, *tg}, a tedy podle

W 3 není pfim [neboť nap . W L r\ (W z

'V.2.5" součet není p ím ].

Liner{rní závislost a nezávislost vektor

dostávárne

Definice: Necht' V je vektorov prostor nad T; nechť ul, _ . . , uk je
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p()slou}rí]Ost v. cktorťl z V;,, X}aiq vektor

tt = Í,u "u, i, , + ,k.uk, kde t ť

se naz;ir7ťi iineírrrí korn"ninace konečné poslclupnosti

lirrtlťrrrrí ktlnllrinacnl vektorfi U!, * " ., Uk

Mrrožirra všech lineárníclr kombinací vektorťr [tr,

lrrlietir J.(u,, uo }, tzn.

. ,, llr,,) ={í,.Bu +

, tk e T

vektortr ul, nebr: stručrrě

, uk se bude označovat ym-

*,to,uolt, ,to T libovolnÓ}

podprostor ve V takov , že ux , " " , uk lí," )

. . , ur" " Následující věta nám pak ukáž e, že

vlastně jedno a totéž"

l}1,

1,(uo

Foznlinrka; l" všimnéme si, že v p eclchozí cleťinici lrovor""Íme o "kirneČnd pclslouPn<ls-

ti vtll<.ttrr tl,,. . _ , *u". 'fínrto obratem chceme íici,Žeie moŽné, alry se zr-le nókter-i,'

z vektorťr vyskytr_lval p ípaclně vícekrát (tzn" mťlže se stát, Žc ui = or, pl't-l i + it a dlile-

žt: vektrlry cháperl]e v uvedenérn po adí (tento t'akt však bucle hrát d ieŽitrr.rtl roli aŽ v clal-

šíttl 1raragrat"u}" Z dťrvodťr stručnosti budeme však v clalŠÍm místo "koneČlt;i rirlillcruPnost

vektol ul. , uk" Íkat obvykle pouze 'ovektory ul , , , , uu ",

2_ Symtrol /-(rr,,_" . , un} znirmená množinu všei;h imoŽnyclr} iinedr"

níclr kom1_1inací vektorri ul, " , uk, kterlich je z eimé obecně trekonc tiě nrn,;,rl"rc l-jvě-

dollll]le si rlálei. že množina /,(ur , on ) obsahuje vždy minro iirró:

kažťl ,zvektorr1 111l." ,uk (nebot'tl,=0.u, +" .*O-ur ,* l.u,'*"0,tt,_n,'*

" +O.uo}

nulovli vektor (neboť o = 0.u1 *. ,, + O.uo).

3" V p edchozim paragrafu jsme hovo ili o podprostcrru generovanént

konečnou množinou vektor . Je z ejmé, že místo "koneČné mnoŽinY vektor " m Žeme

vzíttéž *konečnou posloupnost vektor '(p ípadné opakující se vektory zcle nehrajiŽád-

riou roli) a použít stejnou symboliku. Je-li tedy ul , * , uk konečná posloupnost vek_

toďl z V, pak

(l) [ul," ,oo]=
je podprostor" generovan

[ut,. . . , unl a tr(uo, "

. věta 3.1. Ne:chť V ie vektorov prastor nad T; necht, Ul, " . _ , Uk le koneťná

posloupnost vektor z V. Pak platí:

1. I(ur, . . . , un) je podprostor ue V

nwo {Wo, je

vektory ul ,'.

. . , uk) jsou



2, [ut, " " " , U&7= L(Ut,"
je: roven množině vŠech linedrnťck
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. , u* ), tzn. padprastor geí?erovenj} vektory Bi ,

kombinacťvektor B1 , .,wrr.

tl,t

(2)

tD k r z: l " z ejmé (ově enírn definice podpras{,orui

2. vzhledem k (l} buderne dokazov;lrr mnůžinoyou rovn,ost:

nwo (Wa je podprostor ve ír A ur, " . ., {}n ť Wo) = f,(ur,, . .. :

se Crr plyne z vlastností množinového pniniku, uvědomíme-li si, že ť.{,it,,

jepodprostorve V (pcrdlel"části)aže u' , ", /. l,(u1,..,,s*}
er-\r . a / . v 7A\mnoŽina na levé straně (2) je podprostor ve V! obsalrující vektory

tzn" musí pak obsahovat také jejich libovolnou lineární kornbinaci. ]

D sledek: Necht' V ie vektorow1 prostor nad T,

poslaupnostvektor z V anecht'vl ,""",v" ,L(uo,

1. L(vt,...,n") [ {,4ur,..., uo) (neboli [v,
2. [ur," ., Uk, yl , n"j = [ur,..., *o]

u" }"
16,

" " " ts*}

neahť ilx, " , ú* ie kanečnó

."",uo).Pakplatť:
v.s] e [uu,." -, u*1')

-\

,4,tre triviálně 3e

L}. ,
!Iu.

,r

tD kaz: l"

2"

Ur,. .rUk .t(ur,

Podle části l " je pak

dokazovaná rovnost"

z (1) a z p eclchozi véty, ást 2"

plyne z (l};dokažme inklusi <cC:r"

fesp" podle p edpokladu je vl, " "

plyne ihned

inkluse "J'
" _ Un),

[Ur, ,

l

u*ovt,vrJ g[uu,. " ., ooj.

" , Vu ť,{ur,

Dcllrromady

, *}"

piatí

Vidíme tedy, že píid.árne-li ke generátorťrm daného podprostoru W libovoln vektor,

kteď je jejich lineární kombinací, dostáváme opět getierátory W, resp" {tatéž - jinak eče-

no) odstraníme-li z generátoni podprostoru W vektor, kteď je lineární kornbinací zb vajÍ-

cích, dostáváme opět generátory W.

p ít<tao s.t.

l. Rozepsáním se lehce ově í, že napí.

R2= [(1,0), (0,1)J - [(1,1), (1,2)l- [(0,2), (1,1), (0,t)] = [(1 ,3),{2,1), (l,*|),(-2,3)], atd.

Vidíme tedy, že vektoroť prostor Pz je možno generovat dvěm a a více vektory (z ejmě i

nekonečně mnohui. Nu druhé strané, prostor Pz evidentně nelze generovat jedním vekto-

rem (neboť l@, b)l= L((a, Ď)) = {{k.a, k.b)lft R} S n'l.
2. Ve vektorovém prostoru Tn označme vektory:

l =(1,0,...,0), e2= (0,1,0, 0),"" -,an =(0,.-.,0,1).
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Fakplati,že T'= [er,. ,erl, tzn.vektory o1 ,".", n jsougenerátoryvektorového

prostortl Tln (zejrněprolibovoln vektor u=(il!,.. ""un)eT" je u=ilu"8r*...
* tl*.Éns tzn. T"E I r, . . "

3" Ve vektorovdm prostoru

q = } . f,? =x , f3 =

Pak z eirně R,, [x} = [fu, f2, " .

vektorového prostoru \ [x}.

, 
" 
] a opačná inkluse je triviálnl).

R_ fxl označrne vektory (tj" polynomy):n*

-.2 rCx- . fin*í =x*

, f n*.1 }, tzn. ,polynomy lox,x2,"".rx' generátoryjsotl

{4}

Definice: Necht' 7 je vektorovií prostor narl T a necht'

í3'} ú1, ,Bo

.íe kclnečná, posloupno t vektor z {/" Jesttiže existují čísla tr, . , t* T, z nichž

alespoň jedno je rťlzné od nuly, tak, že

pak íkáme, že vektory ul , , uk jsou linbárně závislé"

V opačném p ípadě íkám e, že vektory ul , , uk jsou lineárně nezávlslé.

Poznámka: vidíme, že pojenn nineární nezávislosti je negací pojrnu lineární zdvislqsti"

Er^plicitn é vyiádíeno to znamemá:

" vektory ul , ,uk jsou lineárně nezávislé, jestliže pro všechna tr,. " -, tk .T,

z nichž alespoň jedno je r zné od nuly, platí ír.un + . . . + ík.tlk *, o"

S touto definicí by se však z ejmě nešikovné pracovalo, a proto ji p eformulujeme d6

ekvivalentního, ale praktičtějšího tvaru:

"vektory ul , . , uk jsou lineárně nezávislé, jestliže platí:

ťr.Uu+"" "*tx.Uk=o =+ ío =tr=,"""=tk=a"

Praktické zjištbvání závislosti éi nezávislosti dan; ch vektor (3) provádíme obvykle

tak,že htedáme všechna čísla tr,. . . , tk T, splňující rovnost {4).7iistítme,li, Že (4} le

splnéno pouzepro tn 3 ", .=to=a, pak jsouvektory (3)lineárnénezávislé"Je-lirovnost

(4) sptněna i pro nějaké tí + CI, pak jsou dané vektory lineárné závislé.

.]

.Ll ,

5l

r]-
P íklad ;1.2"

l. Ve vektorovém prostoru

podobně vektory ( l ,l ), ( l ,2) jsou

p edchozího návodu).

jsotl nap " vektory (t,0}, (0,1) lineárně nezávislé;

lineárně nezávislé (obojí dostaneme rozep ánírn podle

pZ

též
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}rla druhd straně naPť, vektory (0,2), (i,l), (0,1) jsou lineárné závislé a podobně ve*tory (!,3.},
(2,1), (l,"- l}, (-,2,3) .!sou též \ineárně závislé (ově te si sarni!}.

2" Ve vektorovém prostoru Tn jsoti vektorY @, = (tr,ů,. ." ,0), Ez = (0,1,ů,."",ů},"""

,8n = (0,--" ,0,i} iineárně nezár'isié (nebot', je-li /r.*,+ t*.c^ = (0, ... " il)u pak

3" Ve vektorovérn prostoru \ lxl "isou riektory (poiynorny} ťo =

,

+

'-x" lineárněnezávisld(ie-li /1.1* tr"x* "..+ tnuo.xn =0, }<de
,|"i polynonl, jehož všechny koeťicienty jsou rovny nule, potom.ie f 

,

nebot' dva PolYnomy se rovnaji právé když se rovnají jejich koeficienty

JestliŽe uvaŽovl ná posloupnost vektor obsahuje pouze jedin vektor, nap . u, pak 
"je

ziiŠťování lineární závislostí či riezávislosti velmi jednoduché, neboť z p edchozí defínice a
z V- l " 1.3. plyne (rozrnyslete si podrobně jak !), že platí:

vektclr u je litte(i,rně ztívis|l <+ u = o

O troŠku sloŽitějŠÍ je situace, kclyž uvaŽovaná posloupnost (3) obsahuje aiespoň clva vekťo_

rY- Kriteria lineární závislostr nárrl pro tento p ípad udává následující vóta.

(5}

!, t^= X" ".ťa ft^l!

značí nulov5í potryntlrn,

{2 * ťn = ů-

u stejnlÍch nrocnin .:r }.

V fe l,ektorov prostor rua{ť T, necht' k > 2 a u. u,
isou ekvitlalentnÍ:

" , uk fsou linedrně zdvislé

uuP

tak, Že vektor ui ie lineárnÍ,kornbinacť zbjlva!ícťch vektor (tj" vekto-

Věta 3.2. Necht'

Ptl.k následující v roky

( i) velctory ut 
:

(ii) 3 , (i <i <fr)

rťl Ul , ".., Uť_tr,Ui*tr,.. ,*o)
(iii) 3, (l<i <k) tak,že [u,, ,uk]=[u.

tr"
nap .

I"
u_. = - JtI"' t, l

což znamená, že vektor u, je

"(ii; =+ (iii)"

"(iii) * (i)"

[Dťrka

"tre
ti +'a.

z: "(i) =+ (ii)" necht' ul, " . , uk jsou lineárně závislé"

T, z nic\tž alespoň jedno je nenulové, tak, že f 
u 
.u, +

Pak ale tlpravou z p edchozí rovmice dostáváme:

U;_.l, Ui*1o , , ,'*]

Pak existují čísla

* to"ur = ú" Nechť

" _',-rr. _Tr,*, _?"r
ti 1-1 

'í l

lineární kornbina cí zb ,vajÍcích vektor .

plyne p írno z 2. óásti d sledku V.3"1"

necht' platí (iii); pak ale ul , [u,, . .

= [ut,..., Uí_l, Ui*l,..,, U,,]=i(ur, ó. o, Br_1, B/u',. o. ,,{p), tzn" ui =plu'*
...a Pt_tui_ , * pr*tui*t +. . .* prllo, kde pi eT. Pak po pravé dostáváme:



: ti

- , '. ]'y1

1. l
; l.

a

i,a]-

nI'

8q

pn tt, Ť ., . + !}i*tui__ 1 + (-l)u- + pi*rtr*l+ . . * pout = o

octrkud irž ptyne, že vektory ill ut jsou lineárně,závislé. 1

Poznárnka: je t eba si uvědomit, že část (ii) p edchozí věty nám zajišt'uje pCIuze existen-

ci vektoru, ktery lz,, vyjád it jako lineární kombinaci zb vajících vektorťr. Nelze tedy obecně

tvrclit, že každ z Lineárně závisllich véktorťr ut , u2, . .- , u& se dá vyjád it jako lineární

kotrrbina ce zb ,vajících vekton1" Nap " ve vektorovém prostoru Pz jsou vektory:

ul = (0,1), U2 = ( 1,1), U3 = (0,-2)

lirreárně závislé (neboť 2.o, + 0.u, + l.u, = o), ale p itom je zíejmé, že vektof uz neize

vyjád it jako lineární kombinaci vektor ul, u3

Dťrsledek " Necht' V ie vektorov prostor nad T a nechť,( il ie konečnd posloupnost

vektor z V. Pak platí:

I. obsahuie-li ptlsloupnost (3) nutovy vektor, pak je lineárně zdvislá

2, obsahuje-li posloupnost (il d,va steiné vektory, pak je lineárně závislá

3. ieli něiaká posloupnost vybrand ze (il lineárně zóvislá, pak ie i (3) lineárně ztivistti

4. ie-li (il lineďrně nezduišló, pak každá posloupnost vybraná ze (3) íe l,inedrně nezávisld.

tD k a z: všechn a tvrzeni d sledku plynou pfrmo z deíinice lineární závislosti, resp.

z p edchozí věty" 1

Na závěr paragrafu uvedeme nyní větu, která pat í k nejd ležitéjším větám celé teorie

vektorodch proston1.

Ul "
u,

Věta 3.3. ( teinitzova

" " , Urr Vlr . . . r V,

L(vt. . , ., V"), pro i

1. r (s
2" p i vhodném p ečíslování vektor vl ,

y, je

' ,' nr)y") = Z(ur, ) . ., V7,yra1,

provedeme matematickou indukcí vzhledem k r.

= 1; pak je jistě r { s. Z píedporladťr véty dáte plyn e, že ul * o

věta o v; měné). Necht' V je vektorov prostor nad T;

V. Nechť vektory u1, . . . , u" isou lineárně nezdvislé a necht'

= l, . . " , r. Potom platÍ:

Lír *

tD kaz:
a) nechť r



tzn. vl Z(u, ,y2," " . , vn)" Triviálně je

d sledku V.3.1" jě L(vt+ . . ., vr) -Q I1u.
n m zp sobem (užitím p edpokladu ur

L(v t, y2, V") = L(ut,y2, .. , yr)"

P) p edpokládáme , že tvrzení véty platí pro |,2,

, pro r.

PodlePedPokladua pedchozíhod sledku jsouvektory ul , " ", ur_, lineárněnezávisié,
tzn" (Podte indukČního p edpokladu) r - 1 šs apovhodnémp eóíslováni je:

(6) L(vt, . . ., Vr) =Z(ur, . . ., Ur_ l,yr,. : ., V")

(podle (5)) a je u' = /tvtŤ . " . * /"v*

nenulové" P eČíslujme vektory v' , . . .

Definice: Nechť

Ul ,..,, U, z V se

(i) vektory ul ,

(ii) vektory ul,

_90

. Pak ale alespoň jedno z ťisel

n v" tak, aby t 1 ?e C. Fotom:

l

-vt1 J

t, /, rnusí blit

Y2, .. ., \ l,(u, V2,. . v*}, a tedy pt:dle

y2, . . . , v.). Opačnou inklusi ďostaneme stej-

L(vl , v")), a tedy platí žádaná rovncst

, t: l {r b 2) a dokážeffi xe

Ý;), odkmd

, ur), tzrl"

s lineární ne-

Alepodlepedpokladuvěty je B, L(vt,...,vr)=Z(ur,....,ur_l, vr, " ",
P edevŠÍm PlYne, že r - t ( s (iinak spor s lineární nezávislostí vektor Br, .

platí r š s,.
Dále \ze psát

('t) ítUt +. " .* tr_lur_, * tryr+.. .*í"v,
p ičemž alespoň jedno z čísel tr, . " . , t, musí blít nenulové fiinak opět'

závislostí vektorťi ul , . . , ur). P ečíslujme je tak, aby t, + 0. Potom:

Podle d sledku V.3.1" (užitím (7) a (8)) dost áváme, že L(at, o . Ě, ur_l,

- Z(ur, í . ., Ur, ,r*r,. . . , vr), což ježádanárovnost. 
]

4. Báze a dimenze vektorového prostoru

v je vektorovli prostor nad ?p. konečná posloupnost vektor

naz vá baze vektbrovéhc prostoru V, jestliže plati:

. " . , un jsou lineárné nezávislé

. . . , [, generuji vektorov prostor V, tzn.

v..r,

' Yr)

Vr) =

[u, , url= V.
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Poználnka: rnisto obratu o'konečná posloupnost vektorfr ul ,

rne častěji íkat stručně *'vektory B1, " " , , u, jsou bází V'"

Dále si uvěclomllle, že pťedchozí definice nezaruČuje existenctbáze ani nic ne iká o počtu

bází ve V. Celou situaci si nejprve ilustrujme na nékolika pfrktadeclr.

p íklac! 4.1": 2_ p íklad 3.1 " a 3"2" bezprost eclně plyne, že:

l " vekttlry { 1,0). (0.1 } jsou bází vektorového prostoru R2 ; podobné vcrktory ( l ,i },

( I ,:} lsol,t též házi R2 . Zťe.tnrě vektorov prostcr R2 rná nekone ně nirroho rťrzn ch bázÍ"

Na ch,uhi.stran . irapť, vektory (0,2),, (1,1), (U,li, ťesp. (},3)" (2,1), íI, tri, { --2,3), reSP

( l ,J }, { ?,;l;. resp. i l .2} nejsorr 
'bází 

R2 ,

, 0,1) .isou báeí vektorového prosto-

\/lkf nry rnolvnonry) f , = I, ť, = x, -

un ie báztr P' trucle-

f = X' isclu vektorovélro prostoru

) n. Pak aie nitp pr:lrinc.rm

ry'' 11tu J

5

il{ [xj.}: '

P iklacl 4.Z.:

l. Nulovlí vektorovli prostot V = {o} nenr,á bázi (neboť libovolná koneČná PasiouPnost

vcktor z V má tvar 0,o, . , o, a je tedy lineárn závislái.

:. Vektclrovli prostor R[xl nemd tlázi (nehoť Žáclná koneČná pclsloupnos[ vektorťl qPolY-

nrtrnťt) z, R[xl negenflnrie cel: prostor R[,x j" Je-li totiŽ 
1 , , gn lihtrvolrrá konrlČná

iroslctií;nost poiy66,r,,6 , R[xl a, jestliže pol5lnclm 8; rná stuPeň k,, í)í]íí]j]l iist ,exisruie

('
Dtr, g, a Je te,dy

[g,, ,g,,l $ nlx1.).

Rozebereme-li si p eclchozí ctefinici podrobněji, pak vidíme,Žebáze U1," " , o*

vektorového prostoru V je z hlediska generátorťr 'onejchudobnéjŠÍ" poslorrPností vektor .

P esrrěji ečeno, pokud bychom někter z vektod ul , . " ufi vypustili, pak zb vajici

vektory už nebudou generovat vektorovlí prostor V (plyne z Y"3"2- - rozmYslete si

podrobné jak). Na druhé straně, z hlediska lineární nezávislosti je báze "nejbohatŠÍ"

posloupností vekt otí z V, jak v dalším ukážeme

p,irr;zcniičislcr / svlastnostÍ: ťžk, prokaždé i =l,

s = .x.. se nedá napsat iako lineární kombinace polynom

Definice: Řekneme,že koneóná posloupnost vektorťr ux, ,

maximální lineárně nezávislá postoupnost vektorrl ve V, jestliže

B, z,V je


