Pétisemestrovd prednddka "Algebra a teoretickd aritmeti-

xa” je zdkladni algebraickou predndZkou pro posluchade uditel-

N

x€ho studia s matematikou, kterd md vyznamné postaveni v cel-
kové koncepci pfipravy budoucich uliteld matematiky. Tato
skripta jsou prvnim dilem u€ebnfho textu k této p¥edndsce a po-
kryvaj{ zhruba ldtku probiranou v ni v 1. a 2. semestru,

Skripta jsou napsdna tak, aby obsah, forma a pokud mo¥no
1 sled jednotlivych &dsti co nejpfesndji odpovidaly platnym
osnovdm. Vyklad je p¥i tom veden se snahou, aby v rdmci danych

znosti byl co nejndzorn&€jsi a pokud moZno co nejpochopitel-
néjsi i tém Ctendflam, jejichZ dosavadni matematické znalosti

pfedstavy nejsou zrovna nejlep8f. Na druhé stran®d vdak zdt-
raznéme, Ze pojmy, s nimiZ se v textu pracuje, jsou svou logic-
kou stavbou pomé&rné jednoduché a posluchadtim z&dsti znimé
ze stfedni Skoly, takZe jsou pfimo pfedurdeny k uvedeni do vy-
sokoskolského studia matematiky a k rozvijen{ vhodnych matema-
tickych ndvykl. Ziskanych poznatk® se pak bezprosti¥edné vyuZi-
vd v dal&fich matematickych disciplindch (p¥edev&im v geometrii)
a pfi aplikacich v ¥adé jinych obor@. Net¥eba snad zvi4st zdé-
raznovat, Ze -algebra nenf pouze teoretickou matematickou disci-
plinou, ale Ze typickd je jejf aplikovatelnost a &Siroké pouZict
v kaZdodenn{ praxi (nap¥. mezi nejlast&ji YeSené dlohv v kaZ-
dém odvétvi primyslu nebo.zemédélstvi patri maticové ulonhy ne-~
bo dlohy vedouc{ na Ye$eni soustav linedrnich rovnic, atd.)

Po formdlni strdnce je l4tka probirand co nejpodrobn&ii,
pficemZ se vZdy vyslovné pripominaji drobnd udskalf a dileZité
malickosti, které by méné zkuSeny &tend¥ Casto prehlédl.

Z téchto ddvodd md podrobné studium pozndmek a komentidid
pfinejmensim stejny vyznam jak "udeni se" definic a vét. To-
téZ plati i pro dlkazy jednotlivych tvrzeni, které jsou zde
(na rozdil od nékterych jinych disciplin) v p¥evdZné v&t3iné
naprosto prirozené, prflizra¢né a bez umélych obratl. Z metodic-
kych dtvodd jsou dikazy tvrzeni bud ¥4dné& provedeny nebo je
uveden presny odkaz. Ob&asné vyzvy k samostatnému provedeni,

resp. ové¥eni drobnych malic¢kosti maji také svij smysl a Ctendf



—

by se rozhodné& m&l o n& pokusit. V&t¥ina zavddé&nych poimt je
ilustrovdna na p¥fkladech (volenych obvykle zdm&rnd tak, aby
k nim nebyly nutné %4dné dalif matematickd znalosti), p¥idemy
Jsou uvddény i p¥fklady negativnf,

Ve skriptech je u¥fvdna bé&¥nsg symbolika, vétSinou znémi
ze stfedn{ $koly. Nov& zavdddnd oznadent jsou pak ¥&dné vy~
svétlena v textu. Dikazy jednotlivych tvrzenf a YeSen{ pf:-
kladd jsou opticky oddé€leny od ostatnfho textu uzavienim do.
hranatych z4vorek. Pro oznadovdni zdkladnich ¢{slenych mno¥:.

je pouZito t&chto standartnich symboli:

« « o MnoZina vsech pfirozenych &fsel
« + . MnoZina v8ech celych &isel
mnoZina v8ech raciondlnfch &fsel
« « . mnoZina vSech redlnych &{sel

AT O N Z

+ . « mnoZina v8ech komplexnich &isel

Na konci textu uvedeny seznam literatury je pouze velmi
struénym vy&tem nékolika dostupnych titul@. Z nich pfipomenme
pfedeviim svétozndmou sovétskou KuroSovu ulebnici [6], kters
dnes ji% v jedendcti vyddnich a ve stotisfcovych ndkladech je
zdkladn{ vysokogkolskou u&ebnic{ algebry po vice nez 35 let,
V seznamu uvedené sbirky dloh [8] - [12] pak obsahuj{ dosta-
tetné mnoZstvi rézné obtiZnych p¥fkladd k procviden{ probira~
né latky. |
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1. OPAKOVANI A DOPLNEN[ STREDOSKOLSKE LATKY

§ 1. Zdkladni logické pojmy.

V matematice se zabyvame studiem vlastnosti riznych objektfi a vztahfi mezi nimi
K oznaZovani matematickych objektl uZivime rliznych symbolll. N&které z nich maji pev-
ny vyznam a nazyvame je konstanty (napfiklad symboly 1, 7, /2, atd.); jiné takovy pfes-
n& stanoveny vyznam nemaji, ale mfiZeme za n& konstanty vhodnym zpfisobem dosazovat
a nazyvame je prom&nné. U proménnych musi byt vZdy vymezena mnoZina t&ch objektf,
jejichZ? symboly mfiZeme za proménné dosazovat (naptiklad “pFirozené Sislo x”, * pFim-
ka p~, atd.).

Vyrok je sd&leni, o0 ndmZ m4 smysl fici, Ze je pravdivé nebo nepravdivé. Hovofime
pak o pravdivém vyroku, resp. nepravdivém vyroku. Napfiklad sd&leni * Pruha je hlavnim
méstem CSSR” je pravdivym vyrokem, resp. sd&leni ““Ez'slo sedm je sudé” je nepravdivym
vyrokem. MiiZe se v8ak stdt, Ze dané sdéleni je vyrokem, o némZ viak momentdlné neumi-
me rozhodnout, zdali pravdivym & nepravdivym. Takovym je napfiklad vyrok “Mimo na
$i slunedni soustavu 2iji myslici bytosti”,

Kazdému vyroku V se ptifazuje jeho pravdivostni hodnota p(V) takto: jeli vyrok
V' pravdivy, klademe p(V) = 1, je-li vyrok V nepravdivy, klademe p(V) = Q.

Logické spojky ndm umoZiiuji z jednotlivych vyrokd tvofit daldl, sloZitZjst vyroky.
Nejb&#néji se pouzivd p&t nasledujicich logickych spojek, které maji své ustdiené ndzvy i

oznadeni, jak je pfehlédné uvedeno v nasledujici tabulce (kde A, B znadi libovolné vyroky):

Ndzev logické spojky Oznateni Slovni vyjddren{
negace T4 neni pravda, Ze A4
konjunkce ANMNB A a (soulasn®) B
disjunkce AV B A nebo B
implikace A =B jestlize A, pak B
ekvivalence A< B A pridvE kdyZz B

Kazdou z uvedenych logickych spojek popiSeme nyni tak, Ze uvedeme, jaké pravdivostni
hodnoty piifazujeme vyroku, utvofenému s jeji pomoci (a to v zdvislosti na pravdivostnich

hodnotdch vychozich vyrokll). Vznikne tak tzv. tabulka pravdivostnich‘hodnoty kterd ma

pro negaci dva fddky a pro ostatni logické spojky &tyfi ¥ddky.
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pA) | pB)| pAAB) | pAVB) | p(4d=B) ﬂ
ip(A) p(T1A) 1 1 1 1 i
1 0 ! 0 0 g 0
| O ! 0 1 0 1 [ 0
0 0 0 | 0 1
Tabulka !

Rozeberme si nyni podrobné&ji jednotlivé Togické spojky

Negace libovoiného vyroku A se da vidy bez problemil spravng utvofit obratem
“nen{ pravda, e A”. Tato formulace byvd viak jazykové ponékud kostrbatd, a proto se
snaZime i v matematice tvofit negace vyrokd bez uZiti tohoto obratu. Napfiklad misto
“neni pravda, 2e &islo 7 je délitelné tfemi” fekneme jist¥ radéji “cislo 7 neni délitelné tie-

mi” , atd.

Konjunkce vyrokf plisobi obvykle nejméné potiZi. Z tabulky vidime, Ze vyrok A4 A B
je pravdivy jeding v piipadé, Ze oba vyroky A4, B jsou pravdivé.

Disjunkce 4 V B je pravdivd, jeli pravdivy alespof jeden z vyrokfi 4, B (to jest
jeden, tesp. druhy, resp. oba dva). Zde tedy pfi pouZiti spojky “nebo” dochazi k odchylce
od bézné hovorové fedi, v ni? se spojka “nebo” téméf vidy pouziva ve smyslu vylu&ovacim
(“Plijedu v sobotu nebo v nedéli”, atd).

Implikace A = B je nepravdiva pouze v jediném pfipadé, a sice, kdyZ vyrok A4 je
pravdivy a vyrok B je nepravdivy. Ve viech ostatnich piipadech je implikace pravdivd. Zej-
ména je nutné si uvédomit, e implikace A = B je vidy pravdivd v pfipad®, Ze vyrok A4
je nepravdivy (a to bez ohledu na to, jak vypadd vyrok B).

Ekvivalence A < B je pravdivd v pfipads, Ze oba vyroky A, B jsou soulasné pravdi-
vé nebo soutasné nepravdivé. Vyroky A, B pak nazyvame té? ekvivalentnimi vyroky.

Velkd &st matematickych dvah pfedstavuje vlastné tvofeni a zdpis ekvivalenci Z asté&
ji poutivanych p¥ipometime ndsledujic dv, ktere ukazujl, jak je moZné vyjadfit negaci kon-
junkce a negaci disjunkce dvou vyroklt A4, B:

14 A B) e 14 V1B
4AVB e TlAATIB

O spravnosti obou tvrzeni se mii¥eme pfesvédiit z nasledujici tabulky pravdivostnich hod-

not:




p(4) | p(B) Ip(T1A) | p(T1B) | p(CI(A A B)) p(Cl1AV TIB) { p(l4 V B))i p(T1A A TIB)
1 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 i 1 1 1
Tabulka 2.

Podobnym zpfisobem (viz tabulka 3) lze ukdzat, ¥e napfiklad:
(D) A<B < A=B)ANB=A4)
(2) A=B - 1B = "4

tj. ekvivalenci je moZno vyjadfit pomoci konjunkce dvou implikaci; resp. implikace 4 = B

je ekvivalentni implikaci 71B = 714.

p(A) | pB) |p(T14)| p(TIB) |p(A = B)| p(T1B =714) |p(B = A) |p(4 < B) | p((4 = B) A(B=A))]
1 1 0 0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 |1 1 .10 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1
Tabulka 3.

Viimn&me si, Ze sd&leni obsahujici n&jakou prom&nnou, naptiklad “celé dislo X je vét-
g neé 17, neni vyrokem. Z tohoto sdé&leni se stane vyrok (at’ uZ pravdivy nebo nepravdivy)
teprve tehdy, aZ za prom&nnou x dosadime n&jakou konstantu z piisluiné mnoziny, z niz
miZeme konstanty volit, v nafem piipadé tedy n&které konkretni celé &islo. Pfi tom je ziej-
mé, %e takovéto sdé&leni mfiZe obsahovat ptipadn& i vice promé&nnych (napfiklad “rediné &is-
lo x je mendi nef rediné &islo y” obsahuje dv& promé&nné x, y atd.). Sdéleni obsahujici

proménné, z n&hoZ se stane vyrok teprve po dosazeni (pfipustnych) konstant na misto pro-

ménnych, se nazyvd vyrokovd funkce (nebo téZ vyrokovd forma). Jeli V(x,,..., x ) vy-

rokovd funkce 6bsahujic1’ proménné x, , ..., x,, pak jeji definiéni obor (pokud neni vyme-
zen jih}’/m zplisobem), je mnoZina viech n-tic (a, , ..., a,) takovych, Ze V(a, . ... . a n)}
je vyrok. Obor pravdivosti vyrokové funkce V‘(xl .. .., X,) je pak mnoZina t&h n-tic z de-

finiénfho oboru, po jejichZ dosazeni za prom&nné obdrZime pravdivy vyrok.

Z vyrokové funkce miiZeme tedy utvofit vyrok tim, Ze za vSechny prom&nné dosadime

konstanty z defini€ntho oboru této vyrokové funkce. Stejn¥ &astd a obvykld je v¥ak i jind
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moZnost, tzv. kvantifikace prom&nnych, jejiZ pomoci utvofime z vyrokové funkce tzv. kvanti
fikovany vyrok. Spoc¢iva v tom, Ze né&jak u ocet-objektl, pro néz z virokove

funkce obdrZime pravdivy vyrok. Ta €ast vyroku, v niZ je tento poCet udavan

alily

o> nazyvd kvantifikdtor. Piikladem kvantifikdtoru jsou vazby: “kaZdy”, “prdvé jeden”,

“alesport jeden™, “nejvy3e jeden”, “pravé ¢ry7i”, atd K ‘omu poznamenejme, Ze zejmeén

a
ild

pii pouZivdni obratl “alespori jeden” a “nejvyie jeden” kieré jsou v matematice velmi &asté,

je nutné si vZdy uvédomovat jejich plny vyznam (1. “2lespod jeden” znainend totéZz co
“existuje”, tesp. “jeden nebo vice”; podobn& “nejyife jeden” znamend “Zddny anebo jeden”™)
Tedy naptiklad z vy8e uvedené vyrokové funkce “cele fislc je vér3i ne¥ 17 je moZné
utvofit tfeba tyto kvancifikované vyroky:
“kaZdé celé &isio x je vétsi net 17 nepravdivy
“prdvé jedno celé &islo x je vét$i ne¥ 17 nepravdivy vyrok
“alespori jedno celé &islo x je vét$f net 17 (pravdivy vyrok)
“nejvyse jedno celé éislo x je vét¥i nez 17 (nepravdivy vyrok). atd.
Nejb&Zngji pouZivanymi jsou nasledujici dva kvantifikdtory, které maji i své ustdlené

ndzvy a oznalenf: g
a) obecny kvantifikdtor, ktery vyjadfujeme slovy “pro kaXdy prvek (z defini¢éniho oboru

vrokové funkce nebo jeho &dsti) platz’.,.” a oznafujeme symbolem V.
b) existenéni kvantifikdtor, ktery vyjadiujeme slovy “existuje (alespoii jeden) prvek (z de-

fini¢niho oboru vyrokové funkce), pro ktery plati ...” a ozna¥ujeme symbolem 3.

V matematickych uvahdch je t¥eba velmi Zasto provadét negace kvantifikovanych vyro-

k.. Jak jiZz bylo fefeno dfive, nepquZivéme ani zde gramaticky kostrbatého obratu “neni
pravda, ¥e ...”. UkaZme si nyni schematicky princip tvofeni negace vyroku s obecnym, resp.
s existenénim kvantifikdtorem, s nimiZ se v praxi nejéast&ji setkdvdme:
a) vyrok s obecnym kvantifikdtorem tvaru;

“pro kazdy prvek z oboru U plati W~

a jeho negace
“existuje prvek z oboru U, pro ktery neplati W” -
b) vyrok s existen¥nim kvantifikdtorem tvaru:

“existuje prvek z oboru U, pro ktery plati W”

a jeho negace

“pro kaXdy prvek z oboru U neplati W,

pfi¢em? v poslednim p#pad¥ je mo¥né podle okolnost{ slovo “ka?dy” nahradit n&kdy




gramaticky vhodn&j$im slovem “Y%ddny”. K tomu je§t& poznamenejme, Ze pti tvofeni kvanti-

fikovanych vyroki a jejich negaci miZeme samoziejm& u%it i jingch.gramatickych obratd,
které v8ak musi zachovévat dany smysl. Uka¥me si to na ndsledujicim ptikladu. M&me dén
kvantifikovany vyrok: |
“kaZdé auto na tomto parkovisti je dervené”
ktery miiZeme pfeformulovat napfiklad do tvaru:
“v¥echna auta na tomto parkovisti jsou &ervend”,
Negaci tohoto kvantifikovaného vyroku je pak vyrok:
“existuje auto na tomto parkovisti, které nenf fervené”

ktery muZeme p¥ipadn& pfeformulovat do tvaru:

“alesport jedno auto na tomto parkovidti neni cervené”.
Upozornéme v této souvislosti velmi diirazn& na to, %e negaci vyroku “ka?dé¢ auro na romto

parkoviti je cervené” neni vyrok “2ddné auto na tomto parkovisti nenf dervené” ani vyrok

“alespott jedno auto na tomto parkovisti je modré”, atd.

Na zdvér tohoto paragrafu si je$té strudn& vimneme struktury matematickych vat
(tvrzeni) a jejich diikazfi. Této problematice je nutné ditkladné porozumét a pti daldim stu-
diu tohoto textu (kde plijde vlastn& o aplikace niZe uvedenych obecnych zdsad) se k ni
piipadné vracet. |
Matematick€ v&ty maji nejéast&ji tvar implikace vyrokl nebo ekvivalence vyrokil.
Je-li matematickd véta tvaru implikace vyrokli P = T, pak se vyrok P nazyvi
pfedpokladem véty a vyrok T tvizenim v&ty. Je-li implikace P = T pravdivd, pak f{kdme
téZ, Ze P je postatujici (nebo téZ dostatednd) podminka pro‘ T, resp., Ze T je nutni pod-
minka pro P.
K dbikazu matematickych v&t tvaru implikace P = T uZivime obvykie
a) dikaz pfimy, ktery spodivd v tom, fe z platnosti pfedpokladu P Fadou platnych impli-
kaci odvodime platnost tvrzeni 7, tzn. hleddme vyroky A,,..., A, tak, Ze plati:
P=A, ;, Aj=A4,,..... VA=A A>T

b) dikaz nepfimy spolivd v pfimém diikazu v&ty 717 = T1P (uv8domme si, e podie(2)
plati P = T prdvé kdy? plati 717 = 7I1P a z logického hlediska je tedy jedno, platnost :
které z obou uvedenych implikaci dokazujeme). Pfedpokldddme tedy, Ze je pravdivy vy-
rok 71T (jinak fe¥eno, neni p;avdivé tvrzeni T) a fadou platnych implikaci dokdZeme,
%e pak neni pravdivy pfedpoklad P.

Uréitou modifikaci nepfimého diikazu je tzv. dukaz sporem, kdy pfedpokldddme plat-
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nost P a 71T a Fadou platnych implikaci pak odvodime spor s n&€kterym z pfedpokia-
dd nebo s jinym vyrokem (sporem rozumime situaci, kdy n&jaky vyrok a jeho negace
maji byt soudasn¥ pravdivé - je zfejmé, Ze tato situace nembize nastat). Znamend to tedy,
Ze musi platit T
Matematickd v&ta tvaru ekvivalence 4 < B se dokazuje vétlinou tak, %e dokdZeme
7vEAST platnost implikace 4 = B a implikace B = 4 (a to metodami popsany mi
i vye). Uv&domme si, Ze sprdvnost této dvahy vyplyvd z (1), kde jsme ukdzali, ¢ 4 < B

jo ckvivalentni s konjunkei (4 = B) A (B = A).

1353

Nékdy mivaji matematické véty také tvar: “jestlize plati vyrok P, pak vyroky
"; WAL An (n = 2) jsou ekvivalentni”. (Poznamenejme, Ze pojem ekvivalentnich vyTO-
kli, ktery jsme zavedli pro dva vyroky, miZeme lehce rozdifit na libovolny kone¥ny potet
vyroki A] e, An (n = 2) takto: ¥ekneme, %e vyroky Al e, An jsou’ ekvivalent-
ni, jestliZe plat{ A, * A]., pro kazdé 4, j=1,. ..., n). V&ta tohoto tvaru se v&t§inou doka-
zuje tak, Ze za pfedpokladu platnosti vyroku P dokdZeme platnost implikaci:

(3) A =4, A, = VA, A A >4
Uv&domme si, e odsud jiz okamZit& vyplyvd ekvivalentnost vyrokfi A, .. . A, Byl
by samozfejmé také moZné p¥i diikazu postupovat p¥imo podle definice ekvivalentnich vy-
rokll a za pfedpokladu platnosti P dokazovat viechny ekvivalence A, # Ai (z¥ejm& pro
1 7 j). Tento postup by viak byl jist® zdlouhav&j$. Kone&n& poznamenejme, %e pofadi vy-
rokli A4, ..., A, ve (3) zfejm¥ neni podstatné; bylo by jists mo¥né vyjit od libovolné
ho z vyrokil A4,,..., A, a dokazovat n implikaci tvaru

. A7 4 A, =4, ,. ..
v nich? se kaZzdy z vyrokll 4, ..., A, objevi prdvé jedenkrdt jako p¥edpoklad a jeden-
krdt jako tvrzeni. Nep¥esn¥, ale ndzorn& feeno - je pouze nutné, aby s¢ ndm “kruh impli-
kaél’ uzaviel”.

Zvldstnim typem dikazu matematické v&ty je dfikaz matematickou indukci Matema-
tickou indukci nenf moZné dokazovat jakoukoliv matematickou vétu, nybrz jenom ty véty,
které tvrdi, Ze za uréitych pfedpokladf plati vyrok V(n), pro viechna celd &sla n > n 0
kde n, je n&aké pevné cel€ Cislo (nejlastéji je n o= D Diikaz matematickou indukci
pak probihd ve dvou krocich: za danych p¥edpokladt

«) dokdZeme platnost vyroku V(n)

B) predpokldddme, %e vyrok V(n) plati pro n = n,, nyt1,...,k azatohoto pfed-

pokladu dokdZeme platnost vyroku V(k + 1). Véta je pak dokdzdna.




Predpoklad provedeny v 38 se nazyvd induk¢ni p¥edpoklad. Poznamenejme, Ze ve velké vitsi-
n¢ dikazfl matematickou indukci se z induk&niho p¥edpokladu vyuZije pouze to, Ze plati
V(k) az platnosti ¥(k) se ji¥ odvodi platnost V(k + 1). Mohlo by se tedy zddt, Ze stali
induk&ni predpoklad “redukovat” na pfedpoklad platnosti V(k). V dal§im viak budeme
provdd¥t n&kolik dlikazi matematickou indukci, kde podobnd “redukce” nebude moZnd

V t&chto pfipadect je potom nutné podle potfeby rozsifit krok «) o dlikaz platnosti vyro-
ku V(n + 1), pffpadng dalgich (pouZijeme-ii naptiklad z induk&niho predpokladu platnost
Viky a V(k - 1), pak zfejm& musi byt k > n,t 1, atedy v kroku o) je nutné dokdzat

platnost V(n 3 a Vin,+ D).
§ 2. Zakladni mnoZinové pojmy.

Se zakladnimi mnoZinovymi pojmy se na stfedni ¥kole b&4n& a ve znatném rozsahu
pracuje. Nebudeme zde tedy opakovat podrobn& vie, co by mdl kazdy ze stfedni Skoly
znét, ale ptipomeneme pouze ta zdkladni fakta, kterd budou pro na¥ dal¥f vyklad nezbytn®
nutnd.

Symbol x €A &teme obvykle “x je prvkem (mnoZiny) 4” nebc “x patii do A4~
nebo “x le#f v A7 Z gramatickych diivodd neni vhodné pou#ivat slovni obrat "x (je)
element A7 Skute&nost, Ze prvek x nepatf{ do mnoZiny A4, budeme oznafovai symbo-
lem x € A JestliZe mnoZiny A4, B maji tvté? prvky, pak fikdme, Ze jsou si rovné a pife
me A =B

MnoZiny 1:8izeme popisovat riznymi zpfisoby - napiiklad vy&tem prvkil. somoci peved
dohodnutych symboldl nebo jako obor pravdivosti ur¢ité vyrokové funkce. Je-li tedy na
pHklad V(x) vyrokovd funkce s definiénim oborem D, pak

{x|x €D, V(x)} nebo.struén&ji {x €D |V(x)}
znall obor pravdivosti této vyrokové funkce, tj. mnoZinu vech prvkl x € 4, pro které
plati ¥(x). Konkretnd t¥eba:

(x|xEN 6 <x<10}= {6, 7, 8, 9}

(X|x EN, 6 <x<6}=¢
kde symbol ¢ zna¥{ prdzdnou mnoZinu, tj. mnoZinu, kterd neobsahuje Zddny prvek (pozna-
menejme, Ze prdzdnd mnoZina existuje jenom jedna).

MnoZina, kterd se sklddd jen z kone&ného poétu prvkil se nazyvd konetni mnoZina.

Kazd4 jind mnoZina se nazyvd nekone&nd mnoZina. Pfipomefime, Ze prazdnou mnoZinu ¢

. . ot 2 p S
povaZujeme za konenou mnoZinu a fikdme, Ze podet prvkll prdzdné mnoZiny je roven nule.
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Rekneme, %e mnozina A je podmnoZina mnoZiny B prdv¥ tehdy, jestlize ka%dy prv &
mnoZiny A péti‘i do mnoZiny B. PiSeme pak A CB (nebo té B D A). JestliZe A CE
a A # B, pak flkdme, Ze¢ A je vlastni podmnoZina mnoZiny B a pféeme' A CPB (nebo
téZ B D A).

Vztahy C, D, C, D rrfezi mnoZinami se naz/vaji mnoZinové inkluse. MnoZinoviu
inklusi 4 CB obvykle dokazujeme piimo pomoci definice, tj. vezmeme libovolny prvek
x €A adokd’eme, ¢ x € B. Ptipomeiime jestd, Ze jestlife mnoZina A nenf podmnozi-
nou mnoZiny B, pak pifeme A ¢ B. Chcemeli vztah 4 ¢ B dokdzat, pak (podle dvah
o negacich kvantifikovanych vyrokf) dokazujeme, Ze existuje prvek x € 4 takovy, Ze
x &B. " 7

Jednim z nejlast&ji provddénych diikazli v matematice viibec je diikaz rovnosti mnoZin,
napfiklad A4 = B, ktery obvykle provddime pomocf z¥ejmého tvrzeni:

A=B privikdyz (A CB)A (B CA) _
tj. dokaZeme nejdﬁve inklusi A CB a pak inklusi B CA. Poznamenejme, %e rovnost
mno%in mii¥eme samoziejm& dokazovat i jinak, napiiklad logickym odvozenim z defmlc
nebo ze zndmych, dfi'ye odvozenych rovnosti mnoZin, atd. T |

Pomé&rn& ¢asto se v matematice setkévéfne s mnoZinami, jejichZ prvky jsou zase mnoZi-
ny. Pro takovou mnoZinu budeme uZivat ndzvu systém mnoZin (misto gramaticky neeste-
tického ndzvu “mnoZina mnoZin”). Je nutné si na tento fakt zvyknout a nauéit se zachd-

zet se systémem mnoZin stejn& jako s kaZdou jinou mnoZinou.

Piiklad 2.1.: Necht' A je libovolnd mnoZina. Pak viechny podmnoZiny mnoZiny A
tvoff systém mnoZin, ktery budeme nazyvat systém viech podmnoZin mnoZiny 4 a ozna-
govat symbolem 24. Konkretn¥ naptiklad pro 4 = {a, b, ¢} je

= {6, {a}, (b}, {c}, (a b}, {a c}, (b, c},{a b, C}}’( resp.pro A = ¢le 24 = (¢} ,atd.
Je-li mnoZina A koneénd, o n prvcich, pak mnoZina 24 je jist¥ také kone®nd a Ize/uké—
zat, e md 2" prvkl. Jeli 4 nekoneéné., pak je mnoZina 24 zfejme také nekone&ni.

Zkuste si nap¥iklad pfedstavit, jak vypadd mnoZina 2N,

Definice: Necht’ 7 # ¢ je libovolnd (tzv.indexovd) mnoZina. Necht' A4, je mnoZina

pro kazdé i € I Pak:

siednoceni mnoZin A, i € je mnoZina

U4, = {x|3i, €l :xEA, 1},
ierl 0




- 11 -

Priinik mnoZin A,. i €I je mnozina
NA = {x|pro Vi€l :x€A}.
ier !

Uvédomme si, Ze predchozi definice zahrnuje sjednoceni a priinik jak koneného, tak i
nekonedného po&tu mnoZin (zdle%i pfi tom zfejm& na indexové mnoZing I). Sjednoceni,
resp. prﬁnik kone¥ného pottu mnoZin 4,,..., A zapisujeme také Zasto symbolem
A, U. .. UA,, resp. Alﬂ.,. ﬂAn

Jsou-li 4, B dvé libovolné mnoZiny, pak fekneme, e mnoZiny A4, B jsou

disjunktni, jeli 4 N B = ¢, resp. fekneme, e A4, B jsou incidentni, jestlife 4 N B#¢..

Definice: Necht’ A,B jsou mnoZiny. Rozdil mnoZin A ,B (v tomto pofadi) je pak
mnoZina
A—B= {x|x€AANXx& B} v
Je-lli navic B CA, pak mnoZina A — B se nazyvd komplement mnoZiny B v mno-

Zin€ A a oznaluje se symbolem B’ nebo jen strucn¥ B’.

Poznamenejme, Ze s komplementy pracujeme v matematice obvykle v situaci, kdy roli
mnoZiny A hraje jistd dostate¥ng velkd, tzv. univerzdlni mnoZina a viechny uvaZované
mnoZiny jsou pak autorhaticky chdpdny jako podmnoZiny v A. Tak napfiklad pfi tiva-
hdch o mnoZindch &sel hraje roli ,mnoZiny“ A obvykle mnoZina vech komplexnich Zisel.
Vznikne-li viak ne>bezpeéi nedorozumé&ni, pak je vidy nutné mnoZinu A presnd specifiko-
vat. ; #

' Pro ilustraci zdkladnich mnoZinovych pojmil a prdci s nimi se na stfednf ¥kole Zasto
uZivaji tzv. Venr.ovy diagramy. P¥i konstrukci Vennova diagramu se do obdélniku predsta-
vujictho jistou zdkladni mnoZinu (v niZ se v8echny ﬁvahs; odehrévaji) zakresluji jednotli-
vé mnoZiny pomoci vhodn& volenych &ar, a to tak, aby vzniklé pole umoZfiovala vySetfo-
vat viechny mo¥né pfipady vzdjemné polohy danych mnoZin (tj. pti » vychozich mno-
7indch musime dostat celkem 27 polf). Je-li ndkterd z mnoZin prdzdnd, napiSe se do pif
sluiného pole symbol prdzdné mnoZiny. Prvek le#ici v n&které z mno¥in se zna&i kfiZkem
v pfislusném poli Na obr. la je nakreslen Venniiv diagram pro dv& mnoZiny A4, B zn&

zorfujici, 7e A C B.
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a) b)
Obr. 1
Pro lep3i pochopeni studovanych pojm@ je dobré si obtas kreslit jakési orientatni nd&rt-
ky, zachycujicf podstatu dané situace. Obr. 1b) zachycuje timto zplisobem stejnou situa-
ci jako Vennllv diagram la), toti%, ¢ 4 C B. Je samozfejmé, 2e tyto ndértky v Z4dném
pfipad€ nenahrazuji ditkazy tvrzeni, ale pomdhaji pouze ndzorné predstavé.
Pro sjednoceni, prinik a rozdil mnoZin Ize odvodit celou fadu tvrzeni, z nich? si

pro ilustraci uvedeme n&kolik v ndsledujici v&tg.

Vé&ta 2.1. Necht A, B, C jsou libovolné mnoziny; pak plati:
1. AUB=BUA I ANB=BNA
MAUBYUC=4UBUO 2. ANBYNC=AN{BNO
3 AUBNO=AUBNUAUUO
4 ANBUCO=ANBUMANO
S5 A-BUO=A-B)NnA4 -0
6. A-BNO=A-BuUu@d -0

ro

[Diikaz viech tvzeni se provddi stejnym zplisobem (dokazovanim mnoZinovych
inklusi). Pro ilustraci si dokd%eme nap¥{klad 6.:
“C?XEA-BNCO=[xEAANXEBNC)]>[xEANGKEBY x £C)] >
>x€EMUA-BVxEUA-O]=x€EA-BYUUA - O
“P:xEA-BUU-O=>[xEMU -BVxEU-O]=[xEANKEBVxEO)]~
S[XEANXEBNO]=xEA-BNO,

odkud pak dohromady dostdvdme Z4danou rovnost 6.].

Poznamenejme, Ze vztahy 1 a 1° (resp. 2 a 2, resp. 3 a 4, resp. 5 a 6) se nazyvaji
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komutativni zdkony (resp. asociativni zdkony, resp. distributivni zdkony, resp. de Morganova
pravidia). Uvedend tvrzeni lze zfejmym zplisobem roz§ifit na sjednoceni a priniky systémi

obsahujicich p¥ipadn& i nekoneén® mnoho mnoZin.

Na z4v&r tohoto paragrafu si je§t& zavedeme pojem kartézske’ho soudinu mnoZin. K tomu
v8ak p otfebujeme pojem uspofddand dvojice prvkii. Pro nafe téely postadi intuitivni pfedsta-
va, ¥e ke kazdyr dv&ma prvkfim x, y lze pfifadit novy prvek (x, y), nazyvany uspofdda-,
nou dvojici tak, Zze dv& uspotddané dvojice (x, y) a (x”, ¥”) jsou si rovny prdv¥ kdy%
x=x"a y =y’ V uspofddané dvojici (x, y) tedy zéleZ{ na pofadf prvkbi x a y, pfi
gem? prvek x nazyvdme prvni slozkou a prvek y nazyvdme druhou sloZkou uspofada-
né dvoiice (x, »).

Analogickym zptisobem lze pro n > 3 zavést pojem uspofddané n-tice prvkd,
kterou oznalujeme symbolem (a, , . . a ). Pritom (a ,..., a,) ="(bJl pe ok s D)

prdvé kdyZ a,=b, A...ANa,=b, , tin prave kdy# se rovnaji odpovidajici si sloZky.

Definice: Necht' A4, B jsou libovolné mnoZiny. Pak mnoZina
AXB= {(x,y)|x €A, y €EB}

se nazyvd kartézsky soutin mnoZin A, B (v tomto potadi).

7 definice kartézského iouéinu je z¥ejmé, e mnoZiny 4 X B a B X A jsou obecn®
rtizné. Jeli naptiklad 4 = {a}, B= {b,, b,}, pak |
A XB= {(a b)), (a b,)}, resp. B XA= {b,, a,b, a)i
atedy A X B# B X A.
Dile je zfejmé, e je-li n&kterd z mnoZin A4, B prdzdnd, tzn. 4 = ¢ v I = ¢, pak

je i jejich kartézsky soulin prdzdnou mnoZinou, tzn. A X B = ¢.

Analogickym zpfisobem zavddime kartézsky soudin mnoZin 4,,.... 4, n=2)
jako mnoZinu ‘
(N A X...XA,°= {(al,...,an)|ai€Ai,i=1,‘2,...,n}
Jeli A=A, =...54,=4, znatime kartézsky soutin (1) symbolem A" a nazyvame

jej n-t4 kartézskd mocnina mnoZiny A. Napfiklad tedy
R3= {(x,», 2)|x, ¥, z €ER}

je mnoZinou viech uspofddanych trojic redlnych Zisel.
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§ 3. Zdkladni vlastnosti celych &isel

Na stfedni $kole byla odvozena celd Yada vlastnosti celych ¢isel a pravidel pro politdni
simi Vime, Ze ke kazdému celému &fslu a se dd pfifadit jeho absolutni hodnota jai,
definovand ndsledovné: “

a jeeli a2 0
lal =
- —a jeli a <0

Bezprostfednd z této definice plyne, Ze pro kaZdd dv¥ celd tisla a, b plati:

la. bl = lal. |b|

la+b| < la|+ |b]

(dokaZte si sami oba vztahy!). Déle si zopakujme zdkladni vlastnosti dglitelnosti celych Zisel.

Definice: Necht a, b jsou celd Ysla; fekneme, Ze a d8li b (oznalujeme a|b),

jestlize existuje celé &slo z tak, Ze
b=a.z

V opatném piipadd Hkdme, 2e a ned&li b (pfSeme pak atb) .
Poznamenejme, Ze misto obratu ‘a d&li b” miZeme pouZit téz obratu “b je dalitel-

¢ u” nebo “a je dglitelem b” Zvl4Stni roli pfi délitelnosti celych &isel hraje islo nula.

n
PHimo z definice d&litelnosti totiZ plyne, Ze a |0 pro kazdé a € Z, tj. kazdé celé &islo d&
I nulu a déle, e O|b prdvé kdyZ b = 0, tj. nula d&li pouze nulu.

Viimn&me si ddle, Ze kazdé celé tislo b je vidy délitelné isly 1, —1, b, —b. Tato ¥is-
la se nazyvaji nevlastni dé&litelé &isla b. VSichni ostatni d&litelé (pokud existuji) se nazyvaji
viastni d&litelé &sla b. Ptirozené &slo p =2 se nazyvd prvolislo, (tesp. sloZené &islo)

jestlie md (resp. nemd) pouze nevlastni délitele. Nékteré z4kladni vlastnosti celych Hsel, kte-

ré souvisf s délitelnostf, popisujl ndsledujici v&ty.

V&ta 3.1. Necht a, b, ¢ € Z; pak plati:

l. ala

o

albnNblc=alc
albANalc=al(b.xtc.y) pro kaZdé x,y €Z
albAb#F0= ja| < |b]|

N W
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5 albAblae |la]l = |b]|
6. a je vlastnim délitelem b ealbpA 1< ]al < |b] (pro b+#0)

[Dfkaz: Ll ziejmé nebot a=a. 1
2. zfejmé, nebot’ b=a.z ,c=b.z, =c=a. (z,-2,)
3. ztejmé, nebot b =a. 21, c=a.z, >bxtcy= a(z,x +zzy)'
4 alb=>b=a.z,2€Z,z2%#0. Pfechodem k absolutnim -hodnotdm
dostaneme |b] = la|. |z|, odkud plyne, Ze |a| < |b]|.
. 5. “=” plyne ihned ze 4:
“<” |g| = |b|=>b=ta=a. (1) A a=b. (1), odkud dostdva-
me, 2¢ al|b A bla |
6. “=” dostaneme uZitim 4.

“«<” plyne pfimo z definice vlastniho dé&litele ]
V&ta 3.2. (Vé&ta o d&leni se zbytkem celych Zisel)

Necht a, b jsou celd &isla, b #+ 0. Potom:
existuji celd ¢isla q, r, splitujici:
(1) a=b.q+r, 0<r<|bl,

- pficem? vyjddreni (1) je jednoznalné.

[D& kaz vty provedeme ve dvou krocich:
I dfikaz existence vyjddfeni (1). UvaZme mnoZinu
M= { x.|b| IXEZA x.lb| <a}
Zteim& M # ¢ av M existuje nejv&tsi prvek, ktery oznatime x,.|b| (rozmyslete si
podrobné, Ze tomu tak skuteéné je!).Potom je:
2) a=x0.|b|+r, kde r =20
adileje (x,+1).|b| >a tzn X . |b| +1b| >a, odkud dostdvame, Ze
a—x,.1b1.<|b], nebolipo dosazeni ze (2):
(3) r< bl

Nyni ozna¢me:
X, jeli b>0
- ~
~x, jeli b<0

P#i tomto oznaZeni dostdvdme z (2) a (3) hledany vztah (1).
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Il dfikaz jednoznaénosti vyjidreni (1). Pfedpoklddejme, Ze existuji
g, q, r,re€Z, spliujici:
a=b.q+r,
a=b.qg'+r,
Pak odettenim obou rovnic dostaneme: b(q — ¢°) =7’ — r, odkud |b . g1 =
=ibl 1q —-q’| =1r — r|. Ddle, z pfedpokladu o r a » plyne, Ze ¥’ — 7| < |b|.
Nyni- pti ¢ #q° dostdvame: |’ — r| = Ib'§ -lgq — @’V = |b}, cot je spor. Mus{ tedy

byt ¢ =¢q°, odkud pak také r=7r", co¥ znamend, Ze vyjddfeni (1) je jednoznadné. ]

Cislo g (resp. r) z vyjddfeni (1) se nazyvd podil (resp. zbytek) po déleni &islz «
tslem b. Vidime tedy, Ze zbytek r po dé&lenf ¢isla a &islem b je definovén jedno-
znaln€ a nabyvd prav§ jedné z hodnot O, 1,...,|b| — 1. UvEdomme si, Ze v&ta o ddle
i se zbytkem nenf viastng nic jiného, ne? pfesn¥ zformulovany (‘a dokdzany) aigoritmus

pro déleni dvou celych &isel, pouZivany ji¥ na zdkladni ¥kole.

Definice: Necht' m je pevné pfirozené &islo a necht’ a, b € Z Rekneme, ¢ Zisia

a, & jsou kongruentni podle modulu m a pifeme 4 = b (mod m), jestliZe mib — a

Vé&ta 3.3. Necht” m je pevné pFirozené (islo a necht’ a, b € Z. Pak ndsledujici vy-
roky jsou ekvivalentni:

(i) a=b (mod m)

(ii) Cisla a, b ddvaji po deéleni ¢islem m stejny zbytek

(iii) &isla a, b se li§{ o cely ndsobek &isla m (ti 3z €EZ tak, % b=a +z. m). ‘

[Dikaz “@) = (i))”: necht plati (i) a necht a=m. q,tr,b=m.q,*r,,
kde 0<r, r, <m Potom r,— r=(0b—-a+m@,—q,). Ale m|b —a (podle (i)
a trividing m |m, tedy podle V.313. je m lr,—r,. Zfejm& vSak —m <r,—r, <m,

a tedy mus{ byt r,— r,= 0, neboli r,=r . Plati tedy (ii).

2
“(ii) = (iii)”: necht plati (i), tzn. a=m. g, *+r, b=m. g, +r. Po
tom r=a — mq,=b — mq,, odkud b=a+ (g,— q,). m kdeziejm& (q,— q,)EZ
Plat{ tedy (ii).

“(iii) = (i)”: necht’ plati (iii), tzn. b=a+z.m, z2E€Z. Pak b —a=

=z. m, neboli mib — g tzn plati (i). ]
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Definice: Necht' a, b € Z; pak slo d € Z se nazyvd nejvétsi spole¢ny délitel tisel
a, b, platili: 7 ’

(i) dla, d|b

(ii) jestlife k|a, k|b pro n&jaké -k € Z, potom k|d.

V&ta 3.4. Necit’ a, b jsou libovolnd celd Cisla. Pak plati:
1. existuje néivét&‘z’ spoletny délitel ¢isel a, b
2. je-li d nejvét$im spoleénym délitelem Cisel a, b, pak {d, —d} je mnoZinou v¥ech
nejvetsich spoleénych délitelii &isel a, b / '
3 je-li d nejvétsim spolecnyn délitelem Cisel a, b, pak existuji u, v € Z tak, %e
a.uto.-v=d.
\ -

[Diikaz 1. pro a=0,b=0 existuje nejvdtdi spoletny délitel, a sice &slo 0

(ov&tte!). Necht' tedy a# 0V b # 0. UvaZme mnofinu &sel |

M= {ax +by |x, ¥y €Z libovolné}
a oznaéme d = ax + by, nejmensi kladné &islo patfici do M (rozmyslete si, Ze takové
¢slo d urdité existuje!). Ukd¥eme, %e d je nejvétsim spolenym délitelem isel a b:

(i) podle V.3.2. existujl ¢, r €EZ tak,Ze a=d.q+r; 0< r1< d (zde |d|}=d,
protoZe d je kladné). Pak: r=a —dq =a — (ax;+ by,) - q =q.(1 - xoq) + b(—yoq)e
€ M. Pongvad? viak d je nejmen$im kladnym éislem patficim do M, musi byt r = 0,
co? v8ak znamend, ¥e a=d-. q, a tédy dla Podobn& se ukd¥e, Ye d|b.

(ii) jestliZe kla, k|b,; pak podle V.3.1.3., k fax,+ by0= d.

Dohromady dostévén;e, ¥e d je nejv&t¥im spoleénym délitelem a, b.

2. plyne z definice nejvétsiho spolec‘,‘néhd délitele a z V 3.1.5.

3. z dfikazu 1. ¥sti plyne, Ze existuji x,, y, €Z tak, Ze a. x,+
+b.y, e nejvét§im spoleénym dglitelem &isel a, b. Vzhledem k ¢dsti 2. v8ak libovolného
z obou nejvétsich spoletnych délitelt gsel a, b vyjédiime ve tvaru a. (£x,) +b. (),

odkud po vhodném oznadeni dostdvdme Z4dané tvrzenf. ]

Z p¥edchozi v8ty plyne, Ze pro a# 0 Vb #0 existuj{ vidy dva nejv&tsi spoleni d&
litelé &sel a, b, li¥icl se znaménkem. Kladny z t&hto dvou nejvétiich spoletnych délitelt
budeme oznalovat symbolem (a, b). Poznamenejme, Ze pro a = b = 0 -existuje jediny je-
jich nejvétsi spoleény dalitel, a sice &islo 0. V tomto p¥ipad¥ pak symbolk (a, b) neni de
finovdn. Ddle - zfejm& plat{ (x, 0) = (0, x) =|x |, pro libovolné celé Uslo x # 0.
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Jeli (a, b) =1, pak fikdme, Ze &sla a, b jsou nesoud&lnd Jsou-li ¢ b nesoucéind
pak podle pfedchozi véty existuji celd &sla u, v tak, %e
a. ut+b.v=1.

zakladg tohoto faktu Ize dokézat celou fadu tvrzen? o ddlitelnosti isel. b&#né pouiiva

sych na stfedni $kole. Uved’'me si alespoit n8kierd z nic

Véta 3.5. Necht' a, b, c,a,,...,a, €Z; pak plaii:
i {ab)=1 A (a,0)=1 = (a,b. c)=1
alb.e N @,b)=1 = alc

S p jeprvocislo N pla,. ...a, = pla, pronéaké i=1 2, .. n

[ D kaz: 1. podle predchozi vity (&dst 3) existuji celd &isla u. v, x, y tak Ze
a.u+b.v=1 a.x+c.y=1 Vyndsobenim obou rovnosti dostaneme:
(4 a. (uax + ucy + bvx) + bc. (vy) =1
Nyni, z definice nejvétsiho spole¢ného dlitele jiZ plyne, ¥e (g bc) = 1, nebot
(i) zrejm& 1|a, 1|bc
(ii) jestliZe k|a, k|bc, pak ze (4) uZitim V 3.1.3 dostdvdme, %e k|1
2. podle pfedchozi v&ty (&ist 3) existuji celd &sla u, v tak, %e
a.u+b.v=1 odkud (po vyndsobenf &slem ¢) je: acu + bcv =c .
Odsud v8ak podle V 3.1.3. dostdvdme (pon&vad? ala A aibc), Ze ajc
3. dokdZe se matematickou indukci vzhledem k n.
o) pro n =1 tvizeni trividln¥ platf
B) predpokldddme, %e tvrzeni plati pro 1,...,n (n=>1) a dokdZeme je pro

n + 1. Necht tedy p l(al. -.aa Pokud p|a,, , pak jsme hotovi Necht' tedy

n+1’

pa,., Pakje (p,a,  )=1 apodle tasti 2. této véty je pla,. - -a,. Podle indukéni-

n

ho pfedpokladu pak pla, pro n¥jaké i=1,...,n. ]

Vé&ta 3.6. Kazdé pFirozené Cislo a > 1 lIze rozloZit na soulin prvodisel, a to aZ na

jejich poFadi jednoznaéné

[Dikaz: L existence rozkladu;
provedeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze existuji pfirozend ¥isla, kterd nelze rozloZit na soulin
prvoéisel a nejmen¥ z nich ozna®me w. Pak ale w neni prvoéislo, tzn. musi mit viastnfho

délitele b, atedy: w=b.c¢ kde 1 <b<w, 1<c<w Ale b i ¢ lze rozloZit na
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soudin prvodisel (jinak spor s minimalitou w), a tedy w = b .c md stejnou viastnost; spor.
II. jednoznafnost rozkiadu (a% na pofadi); necht’

(5) A=p. v Py = qy- -4,

jsou dva rozklady pfirozeného &isla @ na soudin prvotisel. Jednoznatnost (az na poradi &‘ﬁ-
nitelf) nyni dokd¥eme matematickou indukci vzhiedem k ». ‘

«) pro n=1 _: a prvolislem, tzn musi byt i s =1

B) predpoklddejme, e pro vSechna p¥irozend &isla, rﬁajici alespofi jeden rozklad na
soutin mén& ne? n prvolisel je tento rozklad jednoznaény (a¥ na pofadi). Vezm&me pﬁré—
zené &sle a4, pro n&% plati (5). Potom p_ lq,. .. .¢, tzn. podle V. 3.5.3. je p, iq, pro
ngjaké i=1,...,s PondvadZ jde o prvodisia, musf byt p =g, takZe po zkrdceni &isiem

p,=q, v(5)a uZiti induké&niho pYedpokiadu dostaneme Z4danou jednozna&nost. ]
V&ta 3.7. Prvodisel je nekonecné mnoho.

[ D& kaz: provedeme sporem; pfedpoklddejme, %e existuje pouze kone#n¥ mnoho
prvolisel, napfiklad p,, ..., D, Cislo a = Dy Dyow-D,t 1 ze podle pfedchozi vty
rozloZit na soufin jistého po¥tu prvotisel, tzn. jinak fefeno, &slo a je ddliteiné jistym po&
tem prvolisel. Ale a nemiZe byt d&litelné Z4dnym z prvodisel p, (1 <i<n) (jinak, uZi-
tim V.3.1.3. dostaneme, Ze p,|1, spor), a tedy existuje alespofl jedno prvodisio rizné od

Dyswsss By SPOL ]
§4. Relace

Pojem relace pat¥i dnes v matematice mezi zdkladni pojmy, s nimiZ se studenti na

sttedni $kole setkdvaji velmi zhy.

Definice. Necht A4, B jsou libovolné mﬁoiiny. Pak libovolnd podranoZina g kar
tézského souinu A4 X B se nazyv4 relace mezi mnoZinami A a B (v tomto pofadi).
Jelli (x, y) € p, pak fikdme, Ze prvek x je v relaci p s prvkem y. Naopak, jesﬂiZe
(x, ) € p, pak tikdme, Ze prvek x neniv relaci p s prvkem y.

P¥iklad 4.1.:
1. Necht 4= {a b, ¢, d}, B= {x,y,z}; pak p = {@ »), (c, ), (c, 2)} je rela
ce mezi mnoZinami A a B. )

2. Necht A=N,B=N; pak p= {(x,»)) ENXN|y —x je Kladné slo} je rela-
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ce mezi A a B Je zfejmé, ¥e v tomto pfipadg je (x, ¥) € p prdv¥ tehdy kdyZ &isio x
ie men¥i ne¥ &slo y (pfi uspotdddni &isel podle velikosti).

3. Necht” A, B jsou libovolné mnoZiny;

2) z¥eim® ¢ C A X B, atedy p = ¢ je relace mezi 4 a B, kterd se nazyvd
prizdnd relace mezi A a B. Je to tedy takovd relace, kdy 7adny prvek z 4 neni v re-
laci s Zddnym prvkem z B.

b) druhym extrémem je relace p = A X B, kterd se nazyvd univerzdlni relace mez:
A4 a B Je to tedy relace mezi A a B takovd, Ze kazdy prvek z A je v relac s. ka?-
dym prvkem z B
PYi této pfile¥itosti si jesté rekndme, Ze v definici relace mezi mnoZinami A a B neni vy
fouden piipad, e 4 = ¢ nebo B = ¢. V tomto piipadt je zfejm® A X B = ¢ a tedy jedi-

nou moznou relaci mezi A a B je potom prdzdnd relace.

Vidime tedy, %e definovat relaci p mezi A a B znamend vlastng popsat jistou pod-
mnofinu p v A X B, tj. v podstatd jakymkoliv korektnim zplisobem jednoznaln® urdit

viechny uspo¥ddané dvojice z A X B, kterd pat¥i do p.

Definice. Necht p je relace mezi mnoZinami A a B Potom mnoZina
Domp= {x €4 |3y €B tak, Ze (x,y) € p}
se nazyvd definiéni obor relace p. MnoZina
imp= {y EB|Ix €A tak, Ze (x,») € p}

Z 4
se nazyva obraz relace p .

Pozndmka: oznaeni Dom, resp. Im jsou v matematice b&Zn¥ pouZivané zkratky
slov “domain”, resp. “image”, co? jsou anglické ekvivalenty pro vyrazy “definitni obor”,

resp. “obraz”. N&kdy se misto obratu definitni obor ( resp. obraz) relace p pouZivd téZ

obratu prvni (resp. druhy) obor relace p.

Piiklad 4.2.Defini¢ni obory a obrazy relaci z p¥ikladu 4. 1. jsou z¥ejme:
1. Domp= {a ¢}, Imp= {¥ 2}

2. Domp=N,Imp=N- {1}

3. pro prézdnou relaci p je Domp=¢ , Im p=¢

pro univerzdlni relaci ¢ je Dom p = A, Imp=218.
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Definice. Necht’ p je relace mezi mnoZinami A a B; necht ¢ je relace mezi

mnoZinami B a C Pak relace

gop= {(x,y)EA X C|3bEB tak, e (x; b)E p A (b, ¥) €0}

se nazyvé slo¥end relace z relaci p a o. (symbol 0o p Cteme bud’ ¢ koletke p ne

bo ¢ po p).

Priklad 4.3.: Necht A = {a b, ¢, d}, B= {x, v, 2z}, C= {k I, m, n}; necht
0= {(a ) () 2};0= {(x k), & D, G, m),Cx n), @ k), @ n}. Potom je
go p= {(a k), (a n), (c, k), (¢, n)}.

Poznidmka: Pro v&t§ ndzornost si miiZeme relace mezi mnoZinami zndzorfiovat gra-
ficky, zejména jsou-li mnoZiny kone&né. je—li nap¥klad p relaci mezi A a B, paksi
zndzornime prvky obou mnoZin jako body v rovint a bod r €A spoiime orientovanou
S§ipkou s bodem s € B prdvé tehdy, kdyZ (., 5) €0 . Napfiklad pro relace p, o z pit
kiadu 4.3. dostdvdme “graf™

|
|
|
Obr. 2. . ‘
Pomoci t&hto “grafd” si miifeme schematicky zndzornit i dal¥ pojmy, jako napfikiad

skldddni relaci. Je zfejmé, Ze ptirelaci oo p vede orientovand Sipka z bodu r €4 do

bodu ¢ € C prdvé kdy# tuto Sipku lze “sloZit” ze Sipky patfici do relace p a Sipky
pat¥ici do relace o .

Nekdy je také uZitetné danou relaci p mezi kone&nymi mnoZinami 4 a B
zndzomit tabulkou, kterd méd dva ¥ddky a tolik sloupctl, kolik uspofddanych dvojic

z A XB pattido p. Jeli (¢ b) €p, pak prvek a napiSeme do horntho ¥ddku ta-




bulky a prvek b napi¥eme pod n&j. Nap¥iklad pro relace p a o z pfikladu 4.3. dostavé

me tabulky:

ajci|c x| xixtx|y |y
P e o TR -
viviz kol 1 | 7 Ltk n
b
Véta 4.1. Necht” p je relace mezi A a B, o je relace mezi B + C, v je reluce

mezi C a D. Pak plari:

To(Oop)z(TcO‘)cpm

[D@kaz: jeziejmé, Ze 70 (0o p) 1 (T0 0)o p jsourelace mezi A a D ie

rovnost dokazujeme jakoZto mnoZinovou rovnost.

“C” mnecht’ (x, y) €706 (00 p) libovolné; pak podle definice sloZené relace existuic ¢S C
tak, Ze (x, c)€0cp A (c, ¥) E7, atedy existuje b € B tak, %e (x, bYEp 1
(b, ¢) € 0. Nyni opét uZitim definice slo%ené relace dostdvame, ¥¢ (b,y) €50 5 a
kone&n&, ¥e¢ (x, ¥) € (ro o) o p. Dohromady tedy: 70 (0o p) Clreg)e p .

“2” Inkluse 7o (0o p) D(rec 0} p se dokdZe zcela analogicky. ]

Definice. Necht' o je relace mezi mnoZinami 4 a B Relace p' mezi mnoZina
mi B a A definovand vztahem _
pl= {(u, V) EB X A|(v, u) € p}

Lo s Id .
se nazyva relace inverzni k relaci p .

Pozndmka: z predchozi definice plyne, Ze (u, v) € p* prav¥ tehdy, kdy? (v, u)Egp,
Znamend to tedy, Ze
Dom p! =Imp, Im p! = Dom p .
Zndzornime-li si relaci p “grafem”, pak zrejm& “graf” relace p! ziskdme tak, Ze v¥echny

Sipky z p ponechdme, ale zm&nime pouze jejich orientaci.

Véta 4.2.:° Necht p je relace mezi A a B, o je relace mezi B a C Pak plati:
L (' =p

2 (gopyt=pleg

[Dakaz 1. .jezfejmé z definice inverzni relace

1

)

jsou relace mezi C a A ; jejich rov-

zfeim& (0o p)y! i ploo
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nost dokazujeme jako%to mnoZinovou rovnost.

“C” necht’ (u, v) € (co p)' libovolné; potom podle definice inverzn{ relace je
(v, u) € 0 o p a podle definice sloZené relace pak existuje b € B tak, %e
(v, b)Ep A (bu) €0 Potomviak (b,v)Ep' A (ub)E o' apodle defini-
ce slozené relace je (1, v) € plo 0!. Dohromady tedy (o o p)‘ig plo ot

“D” Inkluse (oo )! D ple 0! se dokéie"zéela analogicky. ]

. Na zavé&r tohoto paragrafu se budeme zabyvat specidlnim, avSak v praxi se Zasto vy-

skytujic{m typem relace mezi A a B, a sice pfipadem, kdy A, B# ¢ a 4 = B.

Definice: Necht M je .eprdzdnd mnoZina. Pak libovolnd podmnc¥ina p kartézské
ho soufinu M X M se nazyvd relace na mnoZing M. Mnoiinu M spolu s réléci o ozna-
&me symbolem (M, p) a budeme ¥kat, e (M, p) je ﬁmoiina s relaci.

Pro x, y €M budeme misto (x, y) € p psht obvykle xpy, resp. misto (x,y) €p

budeme psit xpy.

Priklad 4.4. :
1. Necht M= {a, b, c d} ; pak o= {(a b), (b, a), (b, b), (b, ¢)} je relace na
mnoZing M. |
2. Necht M je libovolnd (ne_prézdné)ﬂmnoZina‘ Pak
a) prdzdnd relace p = ¢ je relaci na M |
b) univerzdlni relace p =M X M je relactna M |
¢) mnozina {(m, m)|m € M3} je rre‘lacf na M, kterou nazyvdme rzlace rovnosti -
(a M) a oznafujeme “symbolem ¢ (fecké p{smen\o jota). Je charakterizovéna
tim, %e kazdy prvek z M je v relaci prdvé 'sém‘ seysebou.
3. Necht M =24, kde A je libovolnd mno¥ina. Pqtom. j¢ M # ¢ a mno¥ina
X DX, YEM K X QT ot s
je relace na 24, kterou naz;’/vém? reiaoe inkllise\ a obvykle ji oznalujeme §ybolem E.
4. Necht M =N je mno¥ina vech pfirozenych &isél. Pak mnoZina ‘
{@ b)la bEN A a déli b} ‘ _
je relace na N, kterou nazyvdme relace délitelr':l’d.sti a obvykle ji oznalujeme symbolem | .
5. Necht’ M =1Z je mnoZina viech cely"ch"(’ffse'l, necht’ m je pevné pYirozené ¥slo.
Pak mnoZina: | | :

{(a B)la, bEZ A a=b (mod m)}
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je relace na Z, kterou nazyvdme relace kongruence podle modulu .

Poznimka: Schematické znazorfiovén{ relac na mnoZiné (zejména, je-li mnoZina ko-
netnd) mfZeme provést graficky, podobnym zplisobem jako u relaci mezi mnoZinami. Je-li
‘M, p) mno¥ina s relacf, pak prvky mnoZiny M zndzornime jako body v rovin& a z bodu
% udé&ldme orientovanou Sipku do bodu y pravé tehdy, kdy?Z xpy. Pfitom je samoz¥ejmé
mozZné, ¥e Sipka zalind i kon¥ v tém¥e bodg&. Takové §ipky se'nazyvaji smy&ky. Takto vznik- *
ly obrdzek obvykle nazyvdme uzlovy graf relace p. Napfiklad grelace p z p¥ikladu 4.4.1.

m4d uzlovy graf na obr. 3.

Vyhodné je rovné&Z vyjadfovdni relace p na mnoZin€ M pomoci tabulky, kterou se-
strojime takto: do zdhlavi #4dkf a sloupcti vypiSeme prvky mnoZiny M (ve stejném po¥s
di). Do priiseiku fd4dku x a sloupce y pak napfSeme 1, je-li xpy, resp. napfSeme O,

jeli xpy. Naptiklad tabulka relace p z p¥ikladu 4.4.1. je zndzorn&na tabuikou 4.

a = alb|lc |d
alof1]o]o
c d blil1]1]1]0
b o
e c[o]o]o]o
djojofo|o
Obr. 3 Tab. 4

Pozdéji uvidime, Ze n&které specidlni relace je vyhodné zndzortiovat i jinym zpfisobem.

Nyni si nejprve popiSeme zdkladn{ specidln{ typy relaci na mno%in%.

- Definice. Necht (M, p) je mnoZina s relaci. Rekneme, ¥e relace p je
(i) reflexivni, jestlize: x €M 1ibovdln3’l = xpx

(ii) symetrickd, jestliZe: x, y EM A xpy = ypx

(iii) antisymetrickd, jestliZe: x, YEM A xXpy A Yypx = x=y
(iv) transitivni, jestliZe: x, ¥, zE€EM A xpy A ypz = xpz

(v) Gplnd, jestliZe: x, y €M libovolné = xpy V ypx.°

Pozndmka. Pfedchozi definice bude hrit v dal¥im z4sadni roli, a proto je nutné ji bez-
_ peéné zvlddnout. UkaZme si, jak se poznaji jednotlivé typy relaci z uzlového grafu (viz a)),

resp. z tabulky relace (viz b)):
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reflexivni: a) kaZdy bod je opatfen smy&kou
b) v hlavni diagondle tabulky jsou jedniky
symetrickd: a) mezi dvéma riiznymi body jéou bud’ dv& nebo %4dnd Sipka
b) tabulka je symetrickd podle hlavni diagondly
antisymetrickd: a) mezi dvdma riznymi body je bud’ jedna nebo ¥4dn4 Sipka
b) dv& rliznd politka symetrickd podle hlavni diagonaily neobsahuji dvé

jedniky

_Uplnd: a) kaZdé dva body jsou spojeny Sipkou (tedy mimo jiné je kazdy bod opatien

smy&kou) s
b) v diagondle jedniéky a. dvé rfiznd politka, symetrickd podle diagondly obsahuiji
alesporil jedﬁu jedni¢ku.
U transitivni relace je situace zejména v tébulce-ponékud sloZitéjﬁ (i kdyZ je ;noiné ji také
popsat), a proto se ji zde nebudeme zabyvat.
| Jinou charakterizaci t¥chto zdkladnich typl relaci na mno%ing ndm poddvd ndsledujic

vita.

Véta 4.3. Necht (M, p) je mnoZina s relaci. Pak plati:
relace p je reflexivni < ( Cp (kde « znali relaci rovnosti na M)
relace p je symetrickd < p= p’!

relace p je antisymetrickd < p N plC

AW N~

relace p je transitivni ¢ po p Cp

[Dikaz 1 zfejmé
4 2. “®” necht p je symetrickd relace na M. DokdZeme, Ze p = p*
(jako mnoZinovou rovnost). Necht’ tedy (x, y) € p libovolné; tzn. xpy. Potom je ypx,
neboli (v, x) € p, odkud (x, y) € p!. Plati tedy p Cp! a opatnd inkluse se dokdZe
analogicky. Déhromady pak je p=p?t.
“«” predpoklddejme, e p = p''; necht xpy, tzn. (x, ) €Ep = p’l.
Potom v3ak (y, x) € p, tzn. ypx arelace p je symetrickd : v
. 3. “=>” necht’ p je antisymetrickd relace na M;' necht ddle
(x, ) €Ep N p! libovolné, tzn. xpy ‘A ypx. Ale p je antisymetrickd, a tedy x =y,
neboli (x, ¥) €. Tedy p NplCe. et
“«<” necht p N p'C; necht dile xpy A ;Jpx. To ale zname-

" nd, %e (x, y) € pNpl, atedy (x,y) €, neboli x =y. Relace p je pak antisymetric-
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ka
4, “=" necht p je transitivni a necht’ (x, y) €p o p libovolné. Pak podie
definice sloZené relace existuje w € M tak, e xpw. A wpy. Ale z transitivnosti relace
o piyne, Ze xpy, neboli (x, y)E€p. Jetedy pop Cp. |
“<” necht’ po p Cp anecht’ xpy A ypz Podle definice sloZené re-

lace pak (x, z) €po p Cp, tzn. xpz. Relace p je tedy transitivni |

Pozri‘amenejme jedts, Ye symetrie a antisymetrie se navzdjem nevyluduji (n‘ap‘r'iklad rela
ce rovnosti na M je zdroven symetrickd i antisymetrick4) a ddle, %e tplnd relace musi byt
vzdy reflexivni

Ndsledujici tabulka 5 ndm uddvd, které z vy¥e definovanych vlastnosti maji mnoZiny s re-
laci z pfikladu 4.4. (oznaované zde 1. - 5. stejn¥ jako v prikladu 4.4.). Je uZite¢né si kazdou

jednotlivou odpovéd’ podrobn& samostatn¥ ovéfit!

v 2.

1 D | lo 3 4, 5
reflexivni ne | ne |anofano ano | ano | ano
'symetrické ne | ano|ano| ano %) ne ano
antisymetrickd ne | ano| %) |ano ano ano ne /
transitivni ne | ano| ano|ano ano | ano | ano
dplnd ne | ne |ano| %) *x%) | ne ne

) ano, jeli M jednoprvkovd, jinak ne
* %) ano, jeli A =¢, jinak ne

#x ) ano, jelli A prizdnd nebo jednoprvkovd, jinak ne
Tabulka 5

"Relace na mno¥ing M tak jak byla v tomto paragrafu definovdna, se také n¥kdy nazy-
vd “bindrni relace”. Tento pojem je moZno zobecnit na pojem tzv. “n-drni relace na mnoZing
M”, kterd je pak definovdna jako libovolnd podmnoZina kartézského soulinu M" =
=M XMX...XM (nkrit), pro libovolné pevné pfirozené &islo n. Ve specidlnich ptipa
dech pak dostfvdme: % _
pro n=1 tzv. unémf relaci (co? je tedy libovolnd podmnoZina mnoZiny M)
| pro n = 2 bindrni relaci, s niZ jsme pracoval§ vyse,

pro n =3 tzv. terndrnf relaci (coZ je libovolnd podmnoZina MXMXM), atd




7 -

§5. Zobrazeni.

Pojem zobrazeni mno%iny A do mnoZiny B se zavadi na stfedni kole obvykle jakoz-

to specidlni typ relace mezi mnoZinami A a B

Definice. Necht’ A, B jsou libovolné neprazdné mnoZiny, necht f je relace mezi
mnoZinami A4 a B, spliiujic vlastnost:
(1) ke kaZdému x '€ A existuje jediné y € B tak, Ze (x, y) € f

Pak uspofddanou trojici (4, B, f) nazyvdme zobrazeni mnoZiny 4 do mnoZiny B

Pojem zobrazeni je vy%e uvedenym zpiisobem deﬁnqvén naprosto jasn€ a p¥esn& jakoZto

- uspofddand trojice mnoZin s jistymi vlastnostmi. Ukazuje se viak, e pojem sdm a pFedevéim
pak jeho vlastnosti se v Yedi relact vyjadfuji pon&kud nendzorng a jejich dobré pochopeni &i-
ni &asto potf%e. Bude proto uZite¢n€ pfidat k definici zobrazeni urité dmluvy tak, aby prdce

s timto pojmem byla jednodus3i a néiomé’j§i.

Umluva: Necht (A, B, ) je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B: Pak misto

(A, B, /) budeme psit f: A > B a budeme hovotit o zobrazeni f mhoiiny A do
mnoZiny B -nebo jen stru&n& o zobrazeni f.

Mno¥inu A (resp. B) budeme nazyvat definiéni obor (resp. obor hodnot)
Zobrazeni. f.

Misto (x, ¥) €f budeme psit f(x) =y, pi fem? prvek y se bude nazyvat
obraz prvku x (pfi zobrazeni f) a prvek x se bude nazyvat vzor prvku y (pfi

zobrazeni f).

Po této na¥f dmluv& mlZeme pak definici zobrazeni vyslovit ve zjednoduSené form¥

nasledovng:

Definice. Necht A4, B jsou libovolné neprazdné mnoZiny. Zobrazenim f mnoZiny
A do mnoZiny B (symbolicky® f: A = B) rozumime p¥edpis f, ktery kaZdému prvku
x € A pfifazuje prévé jeden prvek y € B; pifeme f(x) = y.

Pozndmka: z toho, co bylo doposud fe&eno vidime, Ze k zaddnf zobrazeni je nutné za-
dat:
a) definiéni obor A4

b) obor hodnot B
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¢) pFedpis f, ktery kaZdému prvku z A4 pfifazuje jediny prvek z B.
PYi tom pfedpis f je moZno zadat rliznymi zpfisoby, jak ukd#{ nasledujici pfikiady.

P¥iklad 5.1.: definujme zobrazeni f: A = B takto:

I A= fa boe d 6 B= 05 wi: polofmer Fla) =4 fb) =1 7o) = i
fid)=w, fley=w '

2. A=1Z B =S8 (mnoZina viech sudych cel}'!ch tisel); poloZme f(x) = 2x pfo ka%dé
x€Z ' ’ :

3. A=N; B=1Z,; poloime:

x—1 pro 1<x<9
fx) = 10 pro x =10 xEN
X2 o x = 11 ”

4. A =R; B=R,; poloime f(x)=sinx, pro kaZdé x €ER
5. A=R; B=[-1, 1]; polofme f(x)=sinx, pro kaZdé x €R

Poznimka: Z definice zobrazeni plyne, ¥e dv& zobrazenf f: A > B, g: C—~> D

jsou rovnd (struéng piSeme f = g), jestliZe
l 3) A= o (tj. rovnaji se defini¢ni obory)

b) B =D (tj. rovnaji se obory hodnot)

c) fix)y=gx) prd ka?dé x € A (tj. rovnaji se pYedpisy).
V opatném p¥ipad& (tj. neni-li spln&na alespoii jedna z pfedchozich tfi podminek) Zobra-
zeni nejsou fovné (struéng pieme f# g).

Vidime tedy, ¥e napfikiad zobrazeni z piikladu 5.1.4. a 5.1.5. nejsou rovnd, i kdyZ
pfedpis v obou p¥Hpadech zni stejn&.

Pozndmka: :

1. Jeli A CR, B CR, pak zobrazeni' f: A— B se obvykle nazyvd (redlnd)
funkce (jedné redlné prom&nné). Tato zobrazen{ se podrobng studujf v matematick¢ ana-
lyze. .
2. Zobrazeni, jeho% definiénirﬁ 6borem je mnoZina N viech pfirozenych &isel, se
obvykle nazyvd posloupnost. Tedy napfikiad zobrazeni f z pfikladu 5.1.3. je posloupnost.
U posloupnosti byv4 zvykem znatit obrazy prvkd pomoci indexf, tzn. misto f(n) psdt
napifklad f, apod. . :

3. Systém viech zobrazenf mnoZiny A do mno¥iny B budeme v dal¥im oznaovat
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symbolem B”. Je tedy
BA = {fIf:A=B}.

Je-li naptiklad 4 = {a, b, ¢} tfiprvkovd a B = {x, y} dvouprvkovd mnoZina, pak md mno-
¥ina BA celkem 2°= 8 prvk{, tj. existuje prdvé § riiznych zobrazeni 4 do B (zkuste
si je viechny vypsat!) Obecng lze pak ukdzat, Ze¢ m4-li mnoZina A n prvkl a mnoZina B
md s prvk@, pak B* md s" brvkﬁ (co? svym zplisobem zdfivodiiuje pou¥ité oznaeni).

4. Pro uplnost je¥té poznamenejme, Ze n¥kdy se (i na stfedni ¥kole) pfi studiu zobra-
zeni vychdz{ z obecn&jgtho pojmu “zobrazeni f/ z mnoZiny A do mnoZiny B” (viimndte
si, Ye je zde navic pismenko “z”), ktery se od na3f Gvodni definice zobrazeni li§{ pouze
v tom, Ye podminka (1) je nahrazena obechéj§1’ podminkou (2):
(2) ke kazdému x € 4 existuje nejvyse jedno y € B tak, Ze (x, y) €f.

My viak tento pojem v dalim nebudeme potfebovat, a proto se jim nezabyvdme.

Definice: Necht’ f : A &> B je zobrazeni. Pak zobrazeni ‘f se nazyva

(i) injektivni (nebo téZ prosté), jestlize kaZdy prvek z mnoZiny B md (pii zobraze-
ni f) nejvy¥e jeden vzor (tj. jede;l nebo #4dny)

(i) surjektivni (nebo téZ zobrazeni na), jestlie kaZdy prvek z mnoZiny B ma (pfi
zobrazeni f) alespoii jeden vzor (tj. jeden nebo vice)

(iii) bijektivni (nebo té7 vzdjemn& jednozna¢né), je-li zdrovet injektivni i surjektivni,

tzn. jestliZe kaZdy prvek z B md p¥i zobrazeni f prdve jeden vzor.

Pozndmka: O ka¥dém z vy$e definovanych typll zobrazeni je nutné mit jusncu ndzornou

pfedstavu. Je tedy m.j. nutné v8dé&t jak se dokazuje, e n&jaké konkretni zobrazeni je &i neni

‘injektivn{ & surjektivni

Jelitedy f: A - B zobrazeni a chceme-li dokdzat, Ze

a) f je injektivni,
pak pro libovolné dva prvky a,, a, € A, které jsou rlizné, tj. a + a,, dokdZeme, Ze
fla)) # flay).
N&kdy je v tomto piipad& technicky vyhodngj§ postupovat ekvivalentnim zptisobem, tj.

vezmeme dva prvky a 4, & A takové, Ye f(al) = f(az) a dokd’eme odsud, Ze a,=a,.

l’
ooy % /
b) f neni injektivni,

pak musime najit dva (konkretni) prvky 2, a, €A takové, Ye a,#a, a fla)) = fla,)

¢) f je surjektivni,

pak vezmeme libovolny (obecny) prvek b € B a najdeme k ndmu vzor, tj. prvek ¢ € A
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takovy, e fla)y = b
d) f neni surjektivni,

pak musime v B nalézt konkretni prvek, ktery pHi zobrezeni f nemd #3dny vzor

Priklad 5.2.:

1. Necht A je libovqlné neprdzdnd mnoZina. Zobrazeni id 1 A > A definované:
id, (x)=x, pro kazdé x € 4, se nazyvd identické zobrazeni (nebo téZ icentita) na mnoZi
at A |
Z¥ejm id, je bijektivni zobrazent.

2. Necht 4, B jsou libovolné neprédzdné mneZiny; necht b €8 Je pevny prvek

‘ Zobrazeni f: A — B definované: f(x) =b,, pro ka?dé x € A, se nazyvd konstantni

zobrazeni.
ZTejmé plati, Ye konstantni zobrazeni je injektivni (resp. surjektivni, resp. bi}ektivni) pravé
kdyz A (resp. B resp. A i B) je jednoprvkovd mnoZina.

3. Zobrazeni f definovand v pfikladu 5.1. maji tyto vlastnosti:

1. nenf injektivni, neni surjektivni

[

je bijektivni

. je injektivni, neni surjektivn{

(98]

4. neni injektivni, neni surjektivni

5. neni injektivni, je surjektivni

Definice: Necht f: 4~ B je bijektivni zobrazeni Definujme zobrazeni f~': B—A4
takto: pro libovolné b € B poloZime f-i(b) =a, kde a €A je vzor prvku b pfi zobra
zeni f (z definice bijektivniho zobrazeni plyne, Ze takovyto prvek a existuje, a to jediny).

Zobrazeni f~! nazyvdme inverzni zobrazeni k f.

Priklad 5.3.:

1. Identické zobrazeni id% A=A je bijektivni (viz pfiklad 5.2.1). Pro inverzni
zobrazeni (id, )"1: A > A zfejmé plati: (d, )y t=id,

5 Zobrazeni f: Z - S (sudd Cisla) definované vztahem flx) = 2x, pro ¥x €Z je
bijektivni (viz piiklady 5.1.2. a 5.2 3.). Inverzaf zobrazeni f~': S~ Z je pak zi‘ejmé defi-

novdno vztahem f'(s) = % , pro ¥sES (tj. s sudé)
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Véta 5.1.: Necht f: A = B je bijektivai zobrazeni. Pak plati:
I. f~': B—> A je bijektival zobrazeni

3 itytay

[Dfkaz: 1: plyne ihned z definice inverzniho a bijektivniho zobrazgnf
7 zfejmé (f~')"!': A - B a podle pfedpokladu je f: A ~>B. U obou
zobrazen{ jsou tedy @rovné defini¢ni obory i obory hodnot a zbyvd dokdzat rovnost predpisil.
Necht x € 4 libovolné ;l necht’ f(x) =y € B. Pak ale f~1@) =x odknd dostdvime:

FH lx)=y =flx). ]

Definice: Necht f: A4 —~ B, g: B~ C jsou zobrazeni. Zobrazeni (gof): A > C
definované:
(g o N(x) = g(flx)) pro kaZdé x € 4

se nazyvd sloZené zobrazeni ze zobrazeni f a g (v tomto pofadi).

Viéta 5.2.: Nech? fA—>B, g:B~>C h:C—>D jsou zobrazeni. Pak plati:
ho(@@ofN=(ogof.

[Dfikaz: ziejméje 1o (go :A—>D, resp. (hoglof: A~ D. Dile, pro
libovolné x €4 je (ho (80 NG = h((g o Nx)) = hEFx))) = (h o H(X)) =
= (( o g) o (x), odkud jiZ dostdvime tyrzent véty. |

Poznidmka: Rozebereme-li si definici sioZeného zobrazeni, pak zjistime, Z¢ skldddni
zobrazen{ nenf vlastn& nic jiného, ne? v pfedchozim paragrafu popisované skladdni relact
(je nutno si pouze uvédomit; e sloZenim dvou relaci, které maji vlastnost (1) obdrzime re-
laci, kterd md opét vlastnost (1)). Z tohoto hlediska je potom V.5.2. pouze specielnim pHi-
padem V.4.1. (a nebylo ji tedy nutné ani dokazovat).

Dile vidime, Ze o sklédém; dvou zobrazeni hovoffme pouze v pfipadg, Ze defini¢ni obor
druhého zobrazen{ je roven oboru hodnot prvniho zobrazeni. Schematicky zachycuje celou
situaci obr. 4. Poznamenejme je‘été, %e symbol go f éteme bud “g koletko f” nebo

“g po f”.

Vita 5.3. Nechf f: A - B je zobrazeni. Pak plati:
L fefd,=fy W af=f
2. f je bijektivni = f~lo f=id,, fof-t=ud,.
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{Dfikaz 1. zfejmé, dostaneme bezprostfednim rozepsdnim
2. je-lli f bijektivni zobrazeni, pak existuje inverzni zobrazeni
"V B->A, aplati: f7lof: A > A Zfejmije id, A~ A Déle, necht x €4 e
lihovolny: potom: (f " 'e (X)) = f Mf(x) =x = idA (x), aplati tedy f 'e f= idA .

Zbyvajici rovnost se dokdZe analogicky. |

g(f(x))=

=(gs H{x)

Obr. 4

Véta 5.4.: Nechf f: A —~ B, g B—A jsou zobrazeni takovd, e go f=id .

Potom plati. f je injektivni zobrazeni a g je surjektivni zobrazeni.

[Dikaz: necht gof=id, . »

I dokdZeme, %¢ f je injektivni zobrazeni. Necht' a , a, €A tak, Ze fa,) =
= f(a,). Potom: a,=id, (a,) = (g o Na,) = gfla,)) = g(fla,)) = (g 0 Na,)=id;&)=a,,
a tedy f je skute&n& injektivni.

II. dokd%eme, %e g je surjektivni zobrazeni. Necht x €4 je libovolny prvek. Potom:
x=id, (x) =(go x) = g(f(x)), tzn. prvek f(x) je vzorem prvku x pfi zobrazeni g a

tedy g je surjektivni ]

Pozndmka: pfipomefime, Ye tvrzeni pfedchozi véty neni moZné zesilit, tzn., Ze zobra-
zeni f ani g nemusi byt obecnd bijektivni, jak by se snad mohlo na prvni pohied zdat.
Uka?me si to na nasledujicim pfikladu.

Necht A4 =B =N (mno¥ina viech pfirozenych &isel); necht’ zobrazeni f: A = B,
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resp. £: B > A jsou definovdna:

1 pro x =1
flx)=x+1, pro ¥x €A, resp. gx) =
x—1 pro x=22

(zkuste si nejprve samostatn& ob& zobrazeni graficky zndzomit!). Z¥ejm& je g o f=id -
(uvaZme, Je (go f,x)=g(f(x)) =gx + 1) =(x + 1) — 1 = x), pfiem¥ v§ak f neni
surjektivni (nebot 1 € B nemd pfi zobrazeni f 74dny vzor) a g neni injektivni (nebot’

1% 2 a g(1)=g(2), atedy f ani £ nejsou bijektivni. .

Diisledek: Necht f: A— B, g: B —> A jsou zobrazeni. Pak pldtz’:

gefeld  feg=u, < )& [5oU bijektivni a g =f"1.

[Dikaz: %= pouZijemerliﬁvakrét pfedchozi v&tu, dostdvdame, %e f i g jsou
bijektivn{ Ddle zfejm& g : B > A, f~!: B >A. DokdZeme rovnost pfedpist. Necht
b € B libovolné; potom (protoZe f je bijektivni) existuje jediny prvek a € A s vlastnos-
ti: fla) = b. Pak ale f._l(b) =a=id, (@) = (g o )a) = g(f(a)) = g(b). Tedy g =‘f‘“ 5
“«<” plyne z V.5.3.2. ]

Definice; Necht f: A = B je zobrazeni, necht M je neprézdnd podmnoZina de-
fini¥niho oboru A4 (tzn. ¢# M CA). Pak zobrazeni h : M - B definované: h(m) =
= f(m), pro kazdé m € M, se nazyvd zlZeni zobrazeni f na mnoZinu M a obvykle se

znadi symbolem f|M.

Pozndmka: Je-li ddno zobrazeni f: A = B, pak vidime, Ze pti konstrukci ztiZeného
zobrazenf{ fIM : M — B se zm&ni pouze definiéni obor. Je viak nutné si uv€domit, Ze
zuZenim zobrazeni se mohou podstatng zmé&nit n&které jeho zé4kladn{ vlastnosti, jak ukazu-

je ndsledujici piiklad.

Piiklad 5.4.: Necht f: R = R je zobrazeni definované: f(x) = x>, pro ¥x €R.
Necht M je mﬁoiina viech kladnych redlnych &sel. Pak zoZeni f|M : M > R je defino-
vané (fIM)(x) = x?, pro ¥x €M P tom zobrazeni f neni injektivni, zatimco z6Zeni

fIM injektivni je.-
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§6. Uspoi‘édané mnoZiny.

V tomto a v ndsledujicim paragrafu budeme bliZe studovat relace na (neprdzdné) mno#:

M, -které spliiujf n&které z dfive definovanych specidinich viastnosti.

Definice: Necht’ (M, p) je mnoZina s relaci, ktera je reflexivni, antisvmetrické 2 transs

tivni Pak se relace p nazyvd uspofdddni a (M, p) se nazyva uspofadans mnoZina

[N

Je-li navic relace p 1pind, nazyvd se pak linedrni uspo¥addni a (M, 5) se nazyv

linedrn& uspofddand mnoZina nebo krétce fetdzec.

Umluva: 1: relaci uspofddani budeme v dal$im p# obecnych tivahdch obvykie znaZic
symbolem < (&ti “men$i nebo rovno”). Poznamenejme, e takto pouZity symbol < nemsz
zde obecng nic spoletného se srovndvdnim &isel podie velikosti, které se na stfedni $kole zn4
zorfiuje téZ symbolem <.

2: Misto x’' <y budeme podie pot¥eby téZ psit y = x (obojf znamend, %e
prvek x je v relaci uspofaddni s prvkem y). )
3: Pro: x <y A x #y budeme pou¥ivat strutného oznafeni x <y ne

bo téZ y >x (¥ti “x je men%i neZ y”).

Takto zavedend ozna&en{ zjednodu$i nase dal¥i vyjadfovdni (uvédomme si vyhodnost
pouZitého symbolu; se symbolem p by zfejm& podobné “triky” nebyly mo?né). Ndsieduji-

ci pfiklady si samostatn& podrobng zdiivodnéte!

Priklad 6.1.

1. Relace inkluse C na mnoZin& 24 (viz piiklad 4.4.3) je relaci uspo¥dddni Pfi tom
(2%, ) je linedrn& usporddand mno¥ina prdavé kdy? mno%ina A je prdzdn4 nebo jedno-
prvkovd (tj. prdv8 kdyz 24 » je jednoprvkovd nebo dvouprvkovd).

2. Relace délitelnosti | na mnoZing N (viz pfiklad 4.4.4.) je relacf uspo¥dddni. P¥i
tom (N, |) nenf linedrn€ uspofddand mnoZina. A

3. Na mnoZin& N v8ech ptirozenych &isel definujme relaci < jakoZto relaci tzv.
“pi‘irpzeného uspordddni” (tj. usporaddni &fsel podle velikosti, kdy x <y pravé kdy?
y - X je nezdporné ¥islo). Potom r?lac'e’ < je relaci linedmiho uspofdddni a (N, <) je
linedrn& uspofddand mnoZina.

Podobn& miiZeme definovat pfirozené uspordddni < napfiklad na mnoZin& viech celych
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Ysel Z, resp. raciondlnich Zisel Q, resp. reainych ¢isel R a dostdvdme pak linedrné uspo-

#4dané mnoZiny (Z, <), resp. (Q, <), resp. (R, <).

Pozndmka: Uspotddanou mnoZinu (M, <) mbZeme (zejména, je-li M koneZnd) gra-
ficky zndzorliovat ndsledujicim zplisobem: prvky mnoZiny M zndzornime jako body v rovi
n tak, aby v piipacs, Ze je x <y, leZel bod x niffe nez bod y. Dvabody x, y €M
spojime Gsetkou prave tehdy, kdyz x <y a neexistuje w € M tak, %e x <w <y.

Vysledny graf se pak nazyvd hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (M, <). Vidk
me, Ze jde vlastng o zjednodufeny uzlovy graf relace < (jsou vynechdny smy&ky, které by
mely byt u ka¥dého bodu; déle je vynechédna orientace Sipek, kterd je nahrazena umist€nim

g 99

bodu “vy¥e” &i “nize” a konetné& jsou vynechdny “zbytedné” $ipky, jejichZ existence plyne
z transitivity relace <). Pro upinost poznamenejme, Ze uvedend konstrukce nedefinuje
jednoznacné tvar hasseovského diagramu. Jednu a tutéZ uspofddanou mnoZinu je fasto moZ-
2¢ zndzornit hasseovskymi diagramy riznych tvard tak, Ze na prvni pohled nemusf byt vir
bec zfejmé, Ze jde o diagramy téZe usporddané mnoZiny. Na druhé strang, zname-li hasseov-

sky diagram uspofddané mnoZiny (M, <), pak z n&j Ize relaci < jednoznalng ZpBing

zrekonstruovat. MGZeme tedy uspofadanou mnoZinu zaddvat hasseovskym diagramenm.

~Priklad 6.2.:

1. Necht A = {a b}; pak 4= (¢, {a}, {b},{a b1} a hasseovsky diagram uspofads
né mnoziny (24, C) z piikladu 6.1.1. je na obr. Sa.

2 C4st hasseovského diagramu uspotddané mnoZiny (N, 1) z pfikiadu ¢.1.2. je zndzor
néna na obr. 5b. Zde si uvédomme, Ze obrdzek nezachycuje ani schematicky celou situaci,
nebot z kardého tisla x ve skute¥nosti vychdzi nekonen® mnoho usesek (vedoucich do &
sel x.p, kde p je libovolné prvolislo, ptitem? prvotisel je podle V.3.7. nekoneXng mnoho).

3. Hasseovsky diagram uspofddané mnoZiny (N, <) z pHkladu 6.1.3. (zo. < zde

znadi pfirozené uspo¥dddni podle velikosti) je na obr. 5c. Pfesnéji fe€eno, na obr. 5¢ je op&t

pouze &ast celého diagramu.

Je jasné, Ze u nekonetnych uspofddanych mnoZin nelze hasseovsky diagram nikdy
nakreslit cely. Vznikly obrdzek je pak jen vice & méné ndzornou orientatni pomilickou
(viz obr. 5c, resp. 5b) a n€kdy dokonce nemé4 smysl se ¢ n&j ani pokouset (nap¥. u uspo-

¥ddané mnoziny (28, C)H).
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5
4
3¢
29
1 e
Obr. Sa Obr. 5b Obr. 5c
Definice: V uspofddané mnoZing (M, <) se prvek m € M nazyva:
(i) nejmensi, jestlie pro ¥x €M platii m <x
(i) nejv&tsi, jestlize pro ¥x €M plati: x < m
(ili) minimalni, jestlize neexistuje prvek x € M s vlastnosti: x < m

(iv) maximdlni,  jestliZe neexistuje prvek x € M s vlastnosti: m < x.

Dile, dva prvky x, ¥ € M se nazyvaji srovnatelné, jestlize x <y nebo y <x.

V opatném pfipad® se prvky x, y nazyvaji nesrovnatelné.

Piiklad 6.3.:
1. Necht’( uspoifddand mno¥ina (M, <) je zaddna hasseovskym diagramem na obr.6.

(4

a

Obr. 6
Potom: nejmenim prvkem je a; nejv&tsi prvek neexistuje; minimdlnim prvkem je a;
maximdlnimi prvky jsou b, e. Nesrovnatelné jsou dvojice prvklt b, ¢, resp. b, d, resp.

b, e, tesp. ¢, d. Vsechny ostatni dvojice prvkil jsou srovnatelné prvky.
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2. U uspofddanych mnoZin z p¥ikladu 6.2. plati:

1. nejmen3i a zdroved jediny minimalni prvek je ¢; nejv&tSi a zdroveh jediny .
maximdini prvek je {a, b} j

2. nejmens$i a zdrovef jediny minimdlni prvek je 1; nejvst$ ani maximdin{
prvek ¥4dny neexistuje (zdlivodnéte prot!)

3. nejmendi a zdrovedi jediny minimdini prvek je 1; nejv&t# ani maximaélni

prvek neexistuje.

Pozndmka: ov&fujeme-li o n&jakém prvku meM, '%e je minim4lnim prvkem uspo-
fddané¢ mnoZiny (M, <), pak obvykle je technicky nejvyhodngjsi postupovat tak, Ze do-
kazujeme implikaci:

XEM AN x<m = x=m.

Analogicky, dokazujeme-li, Ze m € M je maximdlni prvek uspofddané mnoZiny (M, <),

pak dokazujeme implikaci:

xXEM AN m<Xx = x=m.

Viéta 6.1.: Nech? (M, <) je uspofddand mnoZina. Pak plati:

1. v (M, <) existuje nejvy3e jeden nejmen3i prvek a nejvyle jeden nejvétsi prvek

2 jelli m €M nejmend! (resp. nejvétsl) prvek, pak m je také minimdinf (resp.
maximdini) prvek a 2ddné dal$i minimdini (resp. maximdini) prvky v usporddané mnoZiné
(M, <) neexistuji v

3 (M, <) je linedrné uspotddand < kafdé dva prvky mnoZiny M jsou srovnarei-

4
ne.

[ D'ﬁ kaz: 1. necht m, m” jsou nejmendi prvky v (M, <). Potom je m <m’
(nebot’ m | je nejmen$i) a zdroveh m” < m (nebot m” je nejnien§i). .Z antisymetrie re-
lace < pak dostavdme, Z¢ m = m’. Analogicky se ukd¥e existence nejvy¥e jednoho nej
vét§iho prvku. |

2. necht m €M je nejmensi prvek v (M, <). Necht x €M A
A x <m Ponévad? m je nejmensim prvkem, musi viak byt m < x. Dohromady
dostdvdme x = m, coZ znamend, e m je minimdini prvek v (M, <). Zbyvd ukdzat,
¥e 74dné dal¥ miniméln{ prvky, rizné od m, v (M, <) neexistuji. Necht' tedy m”€M
je minimdlni prvek. Pak je m < m’ (protofe m je nejmensi), odkud plyne (z toho, Ze

m’ je minimalni), Ze m = m’"
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prvkd. ]

Pozndmka: viimndte si dobte typického obratu pouzitého v dlkazu 1. ¥asti predche
zi véty. Dokazujeme-li v matematice, Ze n¥feno existuie nejvyie jeden exempléf, pak ob
yykle postupujeme tak, Ze pfedpokidddme existenci o+ ou exempldfl, o nichZ dokdieme,

Ze jSOu st rovny.

7

Véta 6.2.: Necht (M, <) je linedrné uspoiddand mnoZina. Potom. prvek m € M

je minimdini (resp. maximdlni) < m je nejmensi (resp. nejvétsi).

[Dfikaz: tvizeni dokdZeme pro minimélni a nejmen§i prvek; pro maximalni 2
nejv&tsi prvek je diikaz analogicky. o v

“=” pecht m je minimdlni a necht’ x €M je libovolny prvel{: Ponévadz (M, <)
je linedrn& uspofddand, je x < m .nebo m <x Alez x<m plyne x =m (nebct
m je minimdlni), a tedy vZdycky je m <X, co% znamens, Ze m je neimen¥im prvkem.

“«” plyne z V.6.1.2. |

Vidime tedy, Ze v line4rng uspofidané mnoZing pojmy minimélni prvek a nejmensi

prvek (resp. maximadlni prvek a nejvtsi prvek) splyvajt.

§7. Ekvivalence a rozklady.

Definice: Necht (M, p) je mnoZina s relaci, kterd je reflexivni, symetrickd a transi
tivni Pak relace p se nazyvd ekvivalence (na mnoZing M).

Relaci ekvivalence budeme obvykle znatit symbolem ~ .

Piiklad 7.1.:

1. Necht M je libovolnd neprazdna mno¥ina. Pak relace rovnosti na M auni
verzdlni relace .(viz piklad 4.4.2.c), resp. b)) jsou relacemi ekvivalence na M (jak vyply-
vd z ;tabulky 5)

2. Relace kongruence podlé modulu .m (’_Vii ptiklad 4.4.5.) | je relaci ekvivalence
na mno¥ing Z viech celych Cisel (opé&t plyne z tabulky S.).

3. Necht f: A—>B je zobrazeni; na mnozin® A definujme relaci ~ takto:
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pro x. y €4 poloZme x ~y pravé kdyZ f(x) = f(y).

Potom relace ~ je relaci ekvivalence na mno%in® A4 (podrobn¥ si sami dokaZte!).

Pozndmka: Na dané neprdzdné mnoZin& M lze zfejm& definovat mnoho rfiznych re
laci ekvivalence. Ozname si symbolem &(M) mnoZinu v§éch relaci ekvivalence na M.
Uv&domime-li si, Ze ekvivalence na M je vlastn& jistd podmnoZina kartézského soudinu
M X M, pak je jawné, Ze (&(M), C) je uspofddand mno¥ina. Uvd¥ime-li, Ze relace fovnos—
ti a univerz4lni relace jsou ekvivalencemi na M (viz pfiklad 7.1.1.), pak je ji¥ jednoduché
ukdzat, Ze relace rovnosti je nejmen$im prvkem a univerzalni relace je nejvét$im prvkem

uspofddané mnoZiny (&M), C) .

Definice: Ne ht M je libovolnd neprizdnd mno%ina. Pak rozkiad na mnoZingd M je
systém TN neprazdnych podmnoZin mnoZiny M, spliujicich:

B X, yel n X+Y = Xny=¢

(i) VXX EM)=M

Prvky systému 71 se nazyvaji tfidy rozkladu T

Poznamka: Nejndzomgji si pojem rozkladu na mnoZing mfiZeme priblizit nddrtkem

asi takového tvaru, jako je na obr. 7. Na n&m je schematicky zndzornén

Obr. 7
rozklad M = {X, Y, U V, W} majici celkem 5 t¥d. Tento obrdzek je samozfejmé pouze

orienta¥ni, protoZe napfiklad jak polet tfid rozkladu, tak polet prvkl v jednotlivych tf+

ddch mfize byt libovolny (at’ uZ? koneény nebo nekonedny). V kaZdém pfipade je viak
m #¢.
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Dokazujeme-li, Ze 71 je rozklad na mno%in& M, pak z pfedchozi definice plyne, Ze
je nutné ovéftit tfi podminky, a sice, Ze: ‘

a) ka%dd t¥ida rozkladu je neprzizdnoﬁ podmnoZinou v M

b) dv& rlzné tfidy rozkladu 770 jsou disjunktni (tuto podminku je technicky nejvy-
iodnéj§i dokazovat tak, Ze predpoklddéme X, YE€M , X ny # ¢ a dokdZeme pak
X =Y, obvykle jakoZzto mnoZinovou rovnost) |

¢) sjednoceni viech trid rozkladu 71 je rovno celé mnozing M (zde opé&t technicky

dokazujeme pouze inklusi M CUX (X € 772), protoZe opa&nd inkluse je irividing spingna).

Piiklad 7.2.: 7

I. Necht M = Z; pak mnoZiny {x € Z|x < - 2},{-2, -1, 0} . {xE€Zix ’je
sudé kladné}, {x € Z|x je liché kladné} tvoH rozklad na Z. Tento rozklad mé 4 t¥idy,
z nichZ tfi tfidy maji nekone¢n& mnoho prvkill a jedna tfida md konetn& mnohe prvkil

| 2. Necht M=1Z; pak M = { {x}|x € Z} je rozklad na Z, ktery ﬁlé nekonetn&

mnoho tfid, pfi emZ kazdd t¥ida obsahuje prdv& jeden prvek.

3. Necht M = R; pro libovolné celé Eislo :k ozna¢me symbolem /, interval
& k+1), tzn. I, = {x ERIk<x<k+1}. Potom M = {I |k €Z} je rozklad

na R, ktery md nekone&n¥ mnoho tfid a kaZdd t¥ida m4 nekone&n& mnoho prvkd.

Definice: Necht m je pevné pfirozené ¥slo; ozna&me
(1) C,= {x € Z|x divd po d&leni &fslem m zbytek i}, i=0,1,...,m - 1.
Pak mnoZina C, se nazyvd zbytkovd tfida podle modulu m. Systém v3ech zbytkovych
tfid podle modulu m ozna&ime symbolem Z, . Jetedy
£, B, €. ia G }.

m—1

Pozndmka: Z véty o déleni se zbytkem celych &isel plyne, Ze zbytkovych t¥id podle
modulu m musf byt opravdu pravé m (nebot’ zbytek po d¥leni &islem m nabyvd pré- ,
vé jedné z hodnot 0,1,..., m—1). Ddle, kaZd4 zbytkov4 tfida podle modulu m '
obsahuje zfejmé& nekone¥n& mnoho celych &isel, lificich se navzdjem o n&jaky cely ndso-
bek modulu m. Pokusime-li se alespoii schematicky si Zndzormit jednotlivé zbytkové tfidy

podle modulu m, tj. mnoZiny C ,C , Coiair o e (m=4), dostaneme nés1edujici

“tabulku®:
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Dile poznameneime, %e ndkdy bude technicky vyhodngjsi pouZivat definici zbytkové tii

dy ve tvaru:

{(2) (‘J = {x € Z|x =i (mod m)} i=0,1,...,m-1

{ekvivalentnost vyjddteni (1) a (2) plyne z V.3.3. uvddomime-li si zfejmy fakt, Ze Zislo !
(kde 0<i<m - 1) ddvd po d&leni &slem m zbytek ). '

Konend, je nutné velmi dfirazn& upozornit na tc;, ¥e neni moZné navzdjem porovndvat
mnoZiny zbytkovych t¥{d podle dvou riiznych modulty Neni tedy napfikiad moZné ¥ci, Ze
2, CZL,; ikdy? pouZité oznateni Z, = {C,, C,, C,}, Z, = {C,, C,, C,, €4 by k to
mu na prvni pohled mohlo svdd&t. Z¥ejm& viak napiiklad tfida C, € Z, (4. C =
= {iive —6, <3073, 6, . Datida C, €2, WGy =y =8i =%, 0,4, 8 ...%
jsou dv& naprosto rozdilné mnoZziny, atd. Pfesné fefeno - kazd4 zbytkovd tfida se vaZe vidy
k jedinému modulu m, coZ by se spravn€ mélo projevit i v pouZitém oznaleni (napfiklad
misto C, bychom psali tfeba C7"). 7 dfivodd struCnosti zdpisu viak zlistareie u vy¥e za

vedeného oznaceni.

Véta 7.1. : Nechf m je pevné pFirozené Cislo. Pak systém zbytkovych t¥id podle
modulu m (4. Z, = {Cy Cy, ..., C,_,D jerozklad na Z.

[Dikaz: z definice plyne, ¥ Z I systém neprdzdnych podmnozin (C, obsahu-
je mimo jiné vidy &slo i) mnoZiny Z a zfejmé plati, Ze ’:{:J: C, = Z. Konetng, necht’
&y C, €Z, a{0N Cj # ¢. Potom existuje x €C,NC,, tzn. ¢islo x ddvd po deleni
Gislem m zbytek i a soudasn® zbytek j Ale z vty o déleni se zbytkem vime, Ze zby-

tek je uren jednoznalng, tzn. musi byt i =j, odkud dostdvdme, e C, = C] ]

Mezi ekvivalencemi na mnoZin& M a rozklady na M je dzk4 souvislost, jak se ukdZe

z nésledujicich v&t.
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V&ta 7.2.: Necht ~ je relace ekvivalence na mnoZin® M. Pro a €M polozme
X = {x €EM|x ~a}. Potom systém mnofin:
{3) {X texistuje a €M tak, 2¢ X =X}
rozklad na mnoZing M, ktery bua’emé oznalovat symbolem M|~ a nazyvar rozkiad

ofislusny ekvivalenci ~ .

i DO kaz: jezfejmé, ze M/~ je systém neprizdnych podmnoZin mnoZiny M a
Ze plati UX (a € M) =M (plyne z toho, Ze a € X,). Zbyvd tedy dokdzat viastnost (i}
z definice rozkladu. Necht' tedy X,, X, €M/~ anecht’ X, NX, #*¢, tzn existuje
prvek w € X N X, . DokdZeme, Ze pak X, =X,.

“C” necht x € A, libovolné; pak je x ~a Z toho, Ze wE€ X N X, plyne, Ze
w~a w~b Jetedy: x~a A a~w A w~b odkud x ~b, neboli x € X

Tim jsme dokdzali, Ze X, CX,.

“D” dokdZe se analogicky. ]

Pozndmka: zdpis (3) je nutno chépat v obvyklém mnoZinovém smyslu, {j. tak, Ze
ve (3) jsou vypsdny pouze rlizné t¥idy (jinak ¥efeno, jestlife pro a, a° € M je X=X,
pak ve (3) je ze tiid X , X ,, zapsdna pouze jedna). O skutetném po&tu (rfiznych) tfid

rozkladu M/~ se tedy ze zdpisu (3) obecn& ned4 nic fici

Prikiad 7.3.:
1. Necht M je libovolnd neprdzdnd mnoZina a necht relace ekvivalence na M je
a) relace rovnosti. Pak rozklad pfislusny této ekvivalenci je zfejmé tvaru
{{m}tm € M3}, tzn. je to rozklad mnoZiny M na jednoprvkové t¥idy
b) univerzalni relace. Pak rozklad pfislu§ny této ekvivalenci je tvaru {M3},

tzn. je to rozklad mnoZiny M majici jedinou t¥du, a sice celou mnoZinu M.

2. Necht M =1Z a za relaci ekvivalence vezmeme relaci = kongruence podle mo-
dulu m ( viz ptiklad 4.4.5.). Pak rozklad pfislusny této ekvivalenci je roven rozkladu mno-
Ziny Z na zbytkové tfidy podle modulu m (plyne z (2)), tj. Z/= = {Cor Corin v s G ¥
=Z .

3. Necht' f: A = B je zobrazeni a necht’ ~ je relace ekvivalence na A definovand
v pfikladu 7.1.3. (tzn. x ~y < f(x) = f(y)). Rozkiad A/~ pfislusny této ekvivalenci
budeme v dal$im nazyvat rozklad pfisludny zobrazeni f Je to tedy rozklad na mno%ing A4,

jehoZ tfidy jsou tvofeny vZdy prdvé témi prvky z A, které se zobrazi pomoci f) na stejny
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prvek z B, tzn.

Aj~= (X|Ja €A tak, % X =X,}, kde X,= {x € A|fx) = fla)}.

Véta 7.3.: Necht 7N je rozklad na mnoZiné M . Pro a, b € M polo¥me:
 a~m b prdvé kdy’ existuje tfida X € M, tak, e a, b €EX.
Pak relace ~m je relaci ekvivalence na M, kterou budeme nazyvat ekvivalence

pFislusnd rozkladu 7T .

[D@kaz: relace ~m je zfejmd reflexivni a symetrickd. DokaZme, Ze je transi-
tivni: necht’ a, b, c EM, a ~mb, b ~m c. Pak existuji tfidy X, Y € T tak, Ze
a, b€EX, bce€Y Tedy bE€EX NY, cofznamend, e X =Y. Potom viak g, c €X,

a tedy a ~mc, tzn relace ~m je transitivni. ]

Piiklad 7.4.:
1. Necht M je libovolnd neprdzdnd mnozina a necht’ ™ je rozklad na M tva-
ru:
M = {{m}y|lm €M}, tzn rozklad mnoZiny M na jednoprvkové tfidy. Po-
tom ekvivalence piislu§nd tomuto rozkladu je z¥ejm& relace rovnosti.
b= {M3}, tzn. rozklad mnoZiny M majici jedinou t¥idu (rovnou celé
mnoZing M). Pak ekvivalence pfislu§nd tomuto rozkladu je z¥ejm& univerzilni re-
lace.
2. Necht M =2 anecht 7 je rozklad ha Z tvaru 1 = Z = {C,Cva Gl
tj. rozklad na zbytkové tfidy podle modulu m . Pak ekvivalence piislu¥nd tomuto rozkla-
du je rovna relaci kongruence podle modulu m (nebot’ podle V.7.3., podle (1) a podle

V.3.3.je: a~mb * a,bGCi prongaké i=0,1,...,m—1 © a=b(mod m)).

Poznimka: Uv&domme si, Ze rozklad pfislusny ekvivalénci je pouze jednim pevnym

rozkladem z mnoha rozkladfi, které na mnozing M mbZeme zkonstruovat. Tak nap¥iklad

- rozklad na mnoZzing Z, pfislu$ny relaci kongruence podle modulu m je prévé rozklad

3= Z, a Zddny jiny. Podobng, ekvivalence piislusnd rozkladu je op&t jedind z mnoha relaci
ekvivalence, které miZeme na mnoZing M definovat.

{ Na druhé stran& je mezi ekvivalencemi na M a rozklady na M velice tizkd spojitost.
Piesngji fe&eno, vyjdeme-li od jisté ekvivalence na M, utvofime-li rozklad na M, pfislu¥
ny této ekvivalenci a potom utvofime ekvivalenci na M, pfislunou tomuto rozkladu,

skonéime u plivodni ekvivalence, od ni% jsme vy3li. Podobng, za¥neme-li s rozkladem,
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dojdeme pfes ekvivalenci k n&mu pfislu§nou opét k plivodnimu rozkladu. Pfesn® popisuje e

situaci ndsledujici véta.

Véta 7.4.: Necht M je libovolnd neprézdnd mnoZina. Pak plati:

Ty

1. je-li ~ ekvivalence na M, pak:

~M/~
2. je-li TN rozkiad na M, pak: Mi~m = M

[Dikaz 1:zfeimé¢je ~CM XM a ~ . CM X M, tzn. dokazovanou rovngost

M,
budeme dokazovat jako obyfejnou mnoZinovou rovnost.

“C”: necht (a b) € g tzn. a ~, b. Pak existuje tfida rozkladu M/~ .

M/
kterd obsahuje prvky a, b; napfiklad necht' a, b € X (viz (3)). Potom podle definice
tiidy X, je a ~u, b~u, odkudplyre, Ze a ~ b, tzn. (a b)E~ aje tedy
“2D”: necht' (a b)E€~, tzn. a~ b Pak jezfeim& a€ X, b€ X, kde X
je jedna ze t¥id rozkladu M/~ . Pak ale je a ~uy~ b, tzn. (a, b) € ~umj~ 8 tedy
gl & ~ -
2: tvrzeni dokazujeme op&t jako mnoZinovou rovnost.

“C”: necht X € M/~ je libovolnd t¥ida. Pak existuje @ €M tak, Ze X = X,=

= {x €EM|x ~pa}. Ale posledni mno¥ina je prdv& jedna ze tiid rozkiadu 7 | ten.
X €M Jetedy M/~nS m .

“2” necht X € M je libovolnd t¥fida. Vezm&me libovolny prvek ¢ € X. Pak ale:
X={x €EM|x ~ma}= X, EM/~m . Je tedy ML S M/~m . |
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Bje (v
I. ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

§ 1. Struktury s jednou operaci.

V tomto paragrafu budeme studovat jisté specidlni typy zobrazeni (tj. vlastng& relaci),
které se nazyvaji operace. Pojem operace vznikl zobecndnim pojmli b&Zn& zndmych ze
stfedni 3koly, jako je pojem s&itdni & ndsobeni &isel (naptiklad. redlnych) nebo ode&itdni
¢isel (napfiklad celych), atd. Vidime, Ze v t&chto pfipadech je vZdy libovolné usporddané
dvojici Eisel z jisté Ciselné mnoZiny pfifazeno jediné, pfesn& urfené islo z téZe mnoZiny.

Tato tvaha nds vede k ndsledujici definici.

Definice: Necht' G je neprdzdna mno¥ina. Pak libovolné zobrazeni GXG~>G
se nazyvd operace na mnoZiné G. Jeli pfi tomto zobrazeni uspofddané dvojici
(a, b) € G X G pfifazen prvek ¢ € G, pak budeme obvykle psdt:
a.b=c
a hovofit o operaci -

MnoZina G spolu s operaci . se nazyvd grupoid a oznaluje symbolem (G, .).

Poznamka:

1. Pro oznalovéni operace na G (coz je vlastn& jisté zobrazeni) se ukazuje jako
nepraktické pouZivat pismena a symboliku zavedenou v paragrafu o 'zobrazenich, Vhod-
n&j¥i je pouZivat specidlnich symbolfl - nejiast&ji jsou to: | _

o) symbol - (tzv. multiplikativni symbolika); v tomto p¥ipad& budeme hovo-
fit o operaci “tetka” nebo také o operaci “ndsobeni”. Je-li a.b = c, pak prvek- ¢
budeme nazyvat souéinem prvkll a, b (v tomto potadi).

B) symbol + (tzv. aditivni symbolika); v tomto pHpad®é budeme hovofit o
operaci “kiizek” nebo také o operaci “se&iténi”. Je-li a + b = c, pak prvek ¢ bu-
deme nazyvat souctem prvkli a, b (v tomto poradi).

Pfi tom je jist® jasné, Ze pouZity symbol . (resp +) obecn& nem4 nic spole¢ného s ndso-
benim (resp. se&itdnim) &isel. ,
Poznamenejme je$t&, Ze podle potfeby miiZeme operaci na G oznadovat i jinymi, vice

&i méng& exotickymi symboly, jako napiikiad o, *, 0, A, atd.




2. Z predchozi definice plyne, Ze grupoid (G, . ) ie uspofddand dvojice, sestdvajici
2 mnofiny G (kterd se té% nazgvd nosnd mnoZina) a operace . 1a G. Rovnost dvou

grupoidd znamend tedy jednak rovnost nosnych mnoZin a jednak rovnost operacl.

Pojem operace na G tak, jak bvliv definovar je moZno bez problémi znvecnit
na pojem tzv. “n-drni operace” (pro Ubovoine piirozens n), co? je pak 1a ikékoliv zobra-
zoni G X G X...XG (nkrdt) > G, ftzn. predpis, ktery kaZdé uspofd:

: G ptifazuje jediny prvek z (. P¥ikladem n-drni operace na mnoZingd R mbZe byt tfe
ba operace max (X, X,, .- - X, ), pfifazujici kaZdé uspofadané n-tici redinych h isel 10
slo, které je z nich maximalni. Pro n =1 (resp. n =12, resp. n = 3) se pak uZivd nazvh
undrni (resp. bmarm resp. terndrni) operace. Undrni operace na G neni tedy nic jiného
ney libovolné zobrazeni G —~ G (ptikladem undrni operace na N mbiZe byt “operace pfi
Htdni jednilky”, kterd kaZdému pfirozenému islu x pfitadi &islo x + 1). Bindrni opera-
ce je pak operaci v nafem slova sm ysly, defmovanou vy $e.

Ve gkolské matematice 1 Vv na"s‘em dalgim textu se budeme setkavat pfevainé s operace
mi bindmimi a vyjimedné s undrnimi Nékteré vlastnosti bindrnich operaci 1ze sice pfenést
na operace n-dmi (n > 2}, vEtéinou viak je toto zobecnéni spojeno se znatnymi obtiZemi.
Na druhé stran®, pfeneseni viastnosti bindrnich: operaci na undrni operace je bud trividlni
nebo viibec nedavd smysl Z téchto dtivodft budeme v daldim studovat pouze vlastnosti bi-

ndrnich operaci, které pro zjednodugeni vyjadfovani nazyvdme stru¢né operacemi.
v

Priklad 1.1

1. Vezm&me mnoZinu celych &isel 7. Pak oby&ejné ndsobeni Cisel . je zfejmeé ope
raci na Z. Tedy (Z,.) je grupoid. Podobné dostdvdme grupoidy (zZ, +), resp. (Z, -,
kde +, tesp. — zna&f obvyklé s¥tani, resp. ode&itdnf &isel. Je jasné, e se jednd o ruzné
grupoidy, 1 kdyZ nosna mnoZina je ve viech tfech ptipadech stejnd

7. Vezmeme-li mnoZinu ptirozenych &sel N, pak obyZejné odetitdni &sel neni ope-
raci na N (nebot napiiklad 2 — 3 &N, tzn. nejednd se o zobrazeni N X N = N).
Podobnd treba oby&ejné déleni Eisel neni operaci na mnoZin€ R véech redlnych Cisel (ne-
bot &slem O nelze délit, tzn. napfiklad 1:0 neni definovéno, a tedy op€t se nejednd
o zobrazeni R X R = R).

3. Necht A je libovolnd mnoZina. Pak siednocent, resp. prunik, resp. rozdil dvou

podmnoZin mnoZiny A je opét ( (jednoznalnd uréena) podmnozina v A. Tedy sjednoceni
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U, resp. prinik N, resp. rozdil — jsou operace na mnoZing 24 (tj. na systému viech

podmnozin mnoziny A4). Jsou tedy (24, V), resp. (24, N), resp. (24, —) grupoidy.
4. Necht A je neprdzdnd mnoZina. Symbolem A4  oznatujeme systém v¥ech zobra

zeni mnoZiny A do mnoZiny A. Pro f, g € A4 Aje zfejmé sloZené zobrazeni go f

op&t zobrazenim A4 > A, tzn. go f € A4, Je tedy skldddni zobrazeni o operaci na mno-

#ing A4 a (44, o) je grupoid.

Operace na mnoting G je tedy, jak bylo vy$e feteno, zobrazeni G X G = G, tj.
jisty predpis, ktery kazdé usporddané dvojici prvkli z G ptifadi jediny prvek z G. ’fen- :
to ptedpis je moZno zadévat riznym zpﬁso_bem, jak jsme si ukdzali jiZ v zobrazeni. Pokud
je véak mnoZina G kone&nd, pak se ukazuje jako vyhodné zaddvat operaci na G pomo-
ci tabulky (kterd se nazyvd Cayleyho tabulkou), konstruované takto: do svislého i vodo-
rovného zdhlavi tabulky vypisujeme prvky mnoZiny G (ve stejném pofadi). Vysledek ope-
race pro uspofddanou dvojici (a, b)) €G X G pak zapiSeme do toho politka tabulky,

v ngm? se protind fddek oznaleny “a” se sloupcem r;adepsanYm “p”. Pouziti tabulky pfi

definovini cperace ukazuje ndsledujici pfiklad.

P¥iklad 1.2. Necht G = {a b, ¢, d} ; na G definujeme operaci = nasledujicl ta
bulkou:

c il blclaijc

dll ald|ald

Tab. 6

Potom (G, =) je grupoid, pfi femZ napfiklad: axd=¢c, d=xa=a, atd.

Definice: Necht (G, .) je grupoid. JestliZe plati: i
‘ (i) a.(b.c)=(a. b).c prO Ma, b, cEG (tzv. asociativni zdkon)
pak operace . se nazyva asociativni operace a (G .) se nazyvd asociativni grupoid neboli -
pologrupa..
(i) a.b=b.a, | pro Va, bEG (tzv. komutativni zdkon)

Vs ‘o ' ° V' ° 2
pak operace . se nazyvd komutativni operace a (G, .) se nazyvd komutativni grupoid.
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Priklad 1.3. : Ovéfime-li asociativni a komutativni zdkon u grupoidf z pfikiady 1.1 4
L2 (provedte si podrobn& sami!), dostdvdme, Ze grupoidy:
(Z, ), (Z, +), (27, V), (24, N) jsou asociativni i komutativni;
(Z. -} neni asociativni, neni komutativni;

v

M ~) je asociativni i komutativni v piipad®, Ze A = ¢. jinak neni asociativni an
komutativni;

{47, o) je vidy asociativni (viz V.5.2., kapitoly L); komutativni je v p¥ipads, 7e 4 je
jednoprvkovd mnofina, jinak nenf;

{G, ) z pfikladu 1.2. neni asociativni, neni komutativni.

Z predchozi definice vyplyvd, Ze v pologrup& sou&in t¥# prvkll (v daném poFadi) nezd-
leZ{ na jejich uzdvorkovan{ (které u tH prvkd 1ze provést pravé dvéma zplisoby). Nasleduji-
ct v8ta ukdZe, Ze totéZ plati v pologrupg i pro libovolny koneZny podet # prvkd (kde ie

podet moZnych uzavorkovani samozfejmé obecn® mnohem v3tsi).

Vé&ta 1.1.: Necht (G,.) je pologrupa; necht a ,a,, ..., a €G (n=2). Potom
soudin prvkd a,. a, ... ,a,  (vtomto pofadi) nezdleZi na jejich uzdvorkovdni

[ Ddkaz provedeme matematickou indukci vzhledem k 7.

o) pro n =2 tvrzeni trividlné plati

B) pfedpoklddejme, Ze tvrzeni véty plati pro 2, 3,. .., n — 1 a dokdZeme je pro

, a, nezaleZi na jejich uzavorkovani; ozna-

Tedy pro 2 <k <n soulin prvkd e e

Zime jej symbolem a, .a,. ... .a,. Necht a oznaluje soulin prvkl a,,a,,...,a, pIo

jisté uzdvorkovdni. Potom: a = b.c, kde b je soulinem prvki @y ipll, IESP. € 8

soufinem prvkl 2. ,a, (kde 7 <n). Podle indukéniho pfedpokladu soutin prv-

e
kG a,,...,a nezdle’l na uzdvorkovdni, takZe lze psit: b = a,.(a,. ... .a) Odtud
a z definice pologrupy dostdvdme:

a=bh.c= (al.(az. = .ar))., c= ay,((az. .ar).c) = “1'(“2' .an)

a vyraz napravo ji? nezavisi na uzdvorkovdni. ]

Definice: Necht (G,.) je grupoid. Prvek ¢ € G se nazyvd neutrdini prvek (nebo
téZ jednitka) grupoidu (G, .), jestliZe plati:
(1) a.e=a A e.a=a, prokaZdy prvek a€G.

Z definice nenf vid&t zda, resp. kolik neutrilnich prvkd v grupoidu mbZe existovat.
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Odpov&d’ na tuto otdzku ndm ddvd ndsledujici v&ta.
Véta 1.2.: V grupoidu existuje nejvyse jeden neutrdini prvek.

[D8kaz: necht (G,.) je grupoid a necht’ e, ¢’ € G jsou jeho neutrdlni prvky.
Pak plati: e.e”=¢’ (nebot’ e je neutrdlni prvek) a soufasng e.e’ =e (nebot' €’ je

neutrilni prvek), odkud plyne: e”=e a v&ta je dokdzdna. |

Vidime tedy, Ze grupoid m4 bud’to jeden nebo Y4dny neutrdlni prvek. V konkretnich
ptikladech postupujeme pfi hled4ni neutrdlniho prvku obvykle tak, e se nejprve snaZime
jej “uhddnout” a ov&fenim (1) dokdzat, Ze se opravdu o neutrdlni prvek jednd. Toto se ndm
vet§inou bez problémé poda¥ (viz p¥iklad 1.4.). U sloZit&j¥ich grupoidl, u nichZ nejsme
schopni neutrilni prvek “uhddnout”, je vyhodné postupovat zplisobem demonstrovanym

v pfikladech 1.5. a 1.6.

Piiklad 1.4.: VySetfujeme-li existenci neutrdlniho prvku u grupoidd z pfikladu 1.1. a
1.2., pak lehce zjistime, %e grupoid:

(Z,.) mé neutrdlni prvek 1; (Z, +) md neutrdlni prvek 0;

(Z, —) nemd neutrdlni prvek; (24, U) md neutrdlni prvek ¢;

(24, N) md neutrdlni prvek A, (24, —) md neutrdlni prvek ¢ v ptipadg, 7e 4 = ¢,
jinak neutrdlni prvek nemd; (44, o) md neutrélni’brvek i, . “

Koneéng, grupoid (G, =) z piikladu 1.2. md neutrdlni prvek b (v8imnéte si, Ze v tomto
piipadé grupoid nenf komutativni a je tedy nutno ovéfovat obé rovnosti z (1), zatimco

v komutativnich grupoidech plati a.e = e.a, a stali tedy ov&fovat jenom jednu z rovnos-

ti (1)).

P#klad 1.5.: Na mno¥in® Z X Z definujme operaci O takto:
(a,a,) 0 (b, by)=(a,* b+ 1, a,* b, 3), pro ¥(a,, a,),b,, b,)ELXZ,
kde + znalf obylejnd s¢itini &isel Dostdvame tak grupoid (Z X Z, 0) a chceme zjistit,
zda md neutrdlni prvek. |

Pfedpoklddejme, Ze jistd uspoiddand dvojice (z |, z,) €Z X Z je neutrdlnim prv-

l’
kemv (Z X Z, 0). Z rovnosti (1) pak bud’ obdrZime podminky urlujici z, a z,,
anebo odvodime spor. V prvnim pifpad& jsme nalezli (jediny) neutrdini prvek, ve druhém
pfipad& pak vy$ctiovany grupoid neutrdlni prvek nemd. V naSem piipad@ stall ovifovat

v (1) jenom jednu z obou rovnosti (pon&vadZ operace O je ziejm& komutativni), tzn.
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pro libovolny prvek (al, a,)€EZLX1Z musi platit: (a,, a,) o (21’ 22) = (al, a, ), tzn.

(a vz, +1l,a,vz,—-3)= (a,, a,). Tedy:
atz+t1l= a,
a,+z,~ 3=a,
adkud dostdvdme z,= -1, z,= 3. Snadno ov8fime, %¢ dvojice (-1, 3) opravdu spiituje

(1. tzn. (-1, 3) je neutrdlnim prvkem grupoidu (Z X Z, o).

Pfiklad 1.6. Na mnoZiné¢ Z X Z definujeme operaci & takto:

{aj,a,) & (bn' bz) =(a,tb,, az), pro V(al, “z)’(by bz) eZ X7,
kde + zna¥i obyZejné s€itani %isel. Chceme zjistit, zda grupoid (Z X Z, ) mé neutrilni
prvek.’ '

Postupujeme stejné jako v pfedchozim p¥ikladu. Pfedpoklidejme, Ze (z,,2,)EZXZ
je neutrdlnim prvkem. Pak pro libovolny prvek (a,, a,) €Z X Z plati:
(a, a,) & (z], z,) = (a], az) A (zl, z’é) Afay, a2) = (al, az).
Po rozepsdnf dostdvdme &tyfi rovnosti: a,tz . =a,, a,=a,, z,ta,=a, z

2= 4

odkud pak: z, =0 A z,=a,, coZneni moZné (nebot' z

2 27

, nemlZe zdviset na a,).
Vidime, #e nd§ pfedpoklad existence neutrdlniho prvku vedl ke sporu, a tedy grupoid

(Z X Z, ) neutrdlni prvek nemd.

Poznamka: V dal§im budeme misto terminu “neutrdlni prvek grupoidu (G, .)” (i
pii multiplikativni symbolice) pouZivat Cast&ji strugng&jsiho terminu “jednika grupoidu
(G, .)".

Pokud budem 3 pouZivat aditivni symboliku (tj. operaci budeme znafit sy‘mbolem +),
pak misto “neutrélni prvek grupoidu (G, +)” budeme obvykle fikat “nula grupoidu (G, +)”.

Tato terminologie je motivovdna situaci, kdy pfi oby&ejném ndsobeni (resp. setitdni)
¢sel hraje roli neutrdlntho prvku &islo 1 (resp. &islo 0). Stejnd motivace bude i pti zavddé
ni rozdilngch ndzvl v multiplikativni a aditivni symbolice pro jiné, v dal¥im definované poj-

my.

Definice: Necht (G,.) je grupoid s jedni¢kou e; necht a € G. Pak prvek x €G,
pro ktery plati:
{2) ax=e A x.a=e

se nazyva inverzni prvek k prvku ¢ (v grupoidu (G, .)).
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Pozndmka: 1. pouZivéme—li"; aditivni symboliku, tzn. mdme-li grupoid (G, ¥) s nulou
o, pak misto “inverzni prvek k prvku a” budeme fikat “opa&ny'lv prvek k prvku 4”. Je to
tedy takovy prvek x € G, pro mjZplat a+x=0 A x+a=o.

2. o pedtu inverznich prvkd k danému prvkua v grupoidu (G, .) s jed-
ni¢kou obecn¥ nemiZeme nic Fci. Napfiklad, v gruboid'u (Z, ) kislu 3 neexistuje #4d-
ny inverzui prvek, za imco k &fslu —1 existuje jediny inverzni prvek (¥slo —1). V grupoi
du (G, =) z pfikladu 1.2. (netﬁrélnim prvkem je zde prvék b)ﬁ k prvku a existuji dva
inverzni prvky: @ ¢ V grupoidu (Z, +) ke ka*dému prvku existuje jediny opaény prvek,
atd.

Pro pocet inverznich prvkd k danému prvku hraje ddleZitou roli pfedpoklad asociativi-

ty operace, jak ukazuje ndsledujici v&ta.

Véta 1.3.: V pologrupé s jednitkou ke kafdému prvku existuje nejvyse jeden inverzni

prvek.

[Ddkaz: necht (G,.) je pologrupa s jednitkou e. Necht a € G a necht x, y
jsou inverzni prvky k prvku a Tedy podle definice je:
a.x=e x.a=e 1eSp. 4.y =€, y.a=e.

Potom vSak: x =x.e =x.(a.y) = (x.a).y =e.y =y, odkud dostdvime tvrzeni véty. |

Poznimka: 1. z pfedchozi véty plyne, Ze kdyZ v pologrup® k prvku a existuje prvek
inverzni, pak je jediny. V takovém pfipad® budeme tento (jediny) inverznf prvek k prvku a

! (pfi multiplikativni symbolice), resp. symbolem -—a (pfi aditivni

oznaCovat symbolem a~
symbolice ).

2. pfi hleddni inverznich prvkdl k danému prvku v pologrupé pouZivime
v konkretnicﬁ pfipadech podobnych metod, jakych jsme pouZivali p¥i hledani neutrélm'ho
prvku, tj. v jednoduchych situacich se snaZime inverzni prvek “uhddnout” a ov&fenim (2)
dokdzat, Ze jsme “hddali” sprévn& Pokud se nim to nepodafi, pak podrobnym FfeSenim rov-

nosti (2) bud’ inverzni prvek nalezneme, anebo zjistime, Ze neexistuje.

Véta 1.4.: Nechi (G, .) je pologr_upa s jednilkou e. Nech»t" a, b€G majiv (G,.)
inverzni prvky a~', b='. Pak plati: | '

1 e l=¢ '

2 (@ V) 1l=g

3 (a.b)y'=p~lg 1,
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[Dakaz: 1. a2 plynou pfimo z definice inverznihc prvku.
3. rozepsinim dostavdme:
(@.b).(b=ta )y =a (b.b™"). al=geat=aai=e¢

b-ta )y (@by=b"t(@ta)b=b"teb=b""b

il

e

a tedy prvek b~ .a” ! je inverznim prvkem k prvku a.b, neboli b™'a = (a.by ' |

Zkusime-li si rozmyslet a zobecnit nase zkuSenosti z politdni s &isly, zjistime, Ze se bu-
de z¥ejm¥ dobfe pracovat s grupoidy, které budou mit nékolik z vy¥e definovanych viast-
nosti najednou; napfikiad budou asociativni, budou mit jednitku a kaZdy jejich prvek bude

mit jediny inverzni prvek. Tato uvaha nds vede k nasledujici definici

Definice: Necht (G, .) je pologrupa s jednitkou, v ni¥ ke kazdému prvku existuje prvek
inverzni. Pak (G, .) se nazyvd grupa.
Je-li navic operace . komutativni, pak se grupa (G, .) nazyva komutativat grupa (ne-

bo té% abelovskd grupa).

P¥iklad 1.7.:

1. Znalili + obydeiné stitdni &sel, pak (Z, 1), resp. (Q +), resp. (R, +), resp.
(K. ¥ jsou komutativni grupy.

2 Necht . znad obylejné ndsobeni Cisel _
Pak (Q - {03,.), resp. (R — {0}, .), resp. (K— {0}, .) jsou komutativni grupy.
Necht G={z€K]||z|=1}. ti G je mnoZina viech komplexnich &sel leZicich na
jednotkové kruZnici. Pak (G, .) je komutativni grupa (kterd m4 z¥ejm& nekonetnd mnoho
prvkd).
Necht n je pevné pfirozené islo anecht G, ={z € K|z"= 1}, tzn. G je mnoZina viech
n-tych odmocnin z jedniZky (v oboru komplexnich &sel). Pak (G, -) je komutativni gru-
pa (ktera md n prvkd). Vidime tedy, Ze grupa (G . .) mibiZe slouZit jéko piiklad komuta-
tivni grupy, kterd md pfedem pevné dany, konelny polet n prvkiL

3. Necht A= {a b, c}; necht G znadl mnoZinu viech bijektivnfch zobrazeni A
na A (kterych je celkem 6 - vypiSte si je!) a necht’ o znali skladdni zobrazeni Pak
(G, o) je grupa, kterd nenf komutativni.
[zfejm& (G, o) je grupoid, ktery podle V.5.2. kapitoly I je asociativni, v némZ id, je
neutralnim prvkem a k bijekci f je inverznim prvkem inverzni zobrazeni f~!. Tedy

(G, o) je grupa. Tato grupa nenf komutativni, nebot’ jsouli £, 2 € G definoviny:
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fay=b, flb)=c, flc)=a, tesp. gl@a)=c, gb)=b, g(c)=a, potom: (fog)a)=
=fley=a, ale (go fa)=g(b)=b, atedyje fog#gof].

4. Necht n je pevné pfirozené cislo. Na mnoZing R”"= {@,. a,,...,a,)lq€ R}
definujeme opcraci + takto: pro libovolné (a,....a), (b, ...,b,)ER" poloime:
(a,, a,, ca) v, b, ..., b,) =(a,+ b,,a*+b,,...,a,+b,)

kde symboly + na pravé stran& znaci obydlejné slitdni &isel (pondkud nepiesng, ale vystiz-

n& obvykle fikdme, Ze s¢itdni uspofddanych »-tic je definovdno “po sloZkdch”).

Potom (R”", +) je komutativni grupa.

[rozepsdnim lehce zjistime, Ze grupoid (R", +) je asociativni a komutativni, jeho neutral- ,
nim prvkem (nulou) je uspofddand n-tice (0, 0, ..., 0) a opatnym prvkem k (ai,az,,_ ca)

je prvek {—a, —@y . . i » )]

Je samozfejmé, ¥e ne ka?dy grupoid nebo pologrupa musi byt grupou. Z difve uvedenych
grupoidfl, resp. pologrup nejsou grupami napfiklad:
(Z, .) - nebot’ napfiklad k 3 neexistuje v (Z, .) prvek inverzni
(Z, ) - neni asociativn{ |
(24, U) v pfipads, 7e A # ¢ - pak napfiklad k libovolné jednoprvkové podmnoZingé mnoZi-
ny A neexistujev (24, U) prvek inverzni
"(A*, o) v pfipad¥, Ze A je alespofi dvouprvkovd - pak k libovolnému neinjektivnimu zobraze-

ni A > A neexistuje v (44, o) prvek inverzni, atd.

Dalsi diileZity pfiklad komutativni grupy, kterd md kone&ny potet prvkil, ukazuje ndsledu-

jici véta.

Véta 1.5.: Necht! Z ={C, C,...,C _,}je mnofina zbytkovych t¥id podle mo-
dulu m . Na mnoZiné Z_ definujeme operaci + takto: pro C, C; €Z, Ilibovolné
polozime: C + C] =C,, kde .

(3) r je zbytek po déleni Zisla (i +j) Cislem m.

Potom: (Z_, 1) je komutativni grupa.

Poznimka: je zfejmé, Ze symbol + ve (3) znali oby&ejné scitdni Zisel. Dile, z V.3.3.
kapitoly I plyne, ¥¢ podminku (3) je mozné vyslovit dal$imi dvéma ekvivalentnimi zplisoby,
a sice:

(3" i+j¥z.m+r A OL<r<m-1, kde z€Z

3" itj=r(modm) A O<r<m-1.
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{Dlkaz: 1. (Z ,+) jeziejmé grupoid.
2. dokdZeme, Ze operace + je asociativni; necht tedy C, C} C.ez,
isou libovolné zbytkové t¥idy. Oznadme Ct C=C a (CH+ C) + C.= C. Podle (3"} pak

i
5

dati: itj=zm+r A O<r<m-—1, resp. r+k =z,mts A O<s<m -
odkud r=1i+j— 2z m apo dosazeni. i +j — zymtk=z,m+5 Tedy:
{4) ((+tj+k)=(z,+z,). m+s A O<s<m -1
“odobngé oznadme: Cj+ ¢=¢C a C+ (Cj+ (¥ C,. Potom plati: I ¥le=e m ¥t K
miSm-— 1, resp. i+1¢= m4k +u A 0 < us<m-— 1, odkud po upravé a dosaze
af stejné jako vyde dostdvdme:
{5) (i+j+k):(za+z4).m+u AN O<u<sm- 1.
Ale (4) a (5) fikd, Ze jak s, tak u je zbytkem po déleni &isla (i +j+k) &slem m Podls
v¥ty o déleni se zbytkem je viak zbytek urden jednoznatng, a tedy s = u, neboli (C,+ C)~
#C’k«“« (?l,wL(Cf.L Ck). . :

3. neutriinim prvkem (nulou) v (Z,,,*) je tfida C,, nebot ze (3)
pfimo plyne, e C,+C=C,+C =C,, pro libovolné Cez, .

4. opafnym prvkem k C, €EZ, je zfejmd op&t prvek G, Jeti

C, & Z  libovolny prvek, riizny od CO, pak k n&mu opalny je zfejmé& prvek Cm ne-

—i?

bot C _,€Z_  aplati C__ + C= 00, =

5. operace + je komutativni, jak ihned plyne ze (3). ]

Pracujeme-li s grupou (Z,.+) pro n&jaké konkretni m, pak byvd uZiteiné si sestrojit

tabulku operace + Pfi tom si zaved'me zjednoduenou symboliku spoéivajici v tom, Ze mis

to symbolu C, tudeme psit pouze symbol i (tzn. misto zbytkové t¥idy pouze jeji index).

Napfiklad pro modul m = 6 pak dostdvdme:

m= 6: +fo|1]2|3]|4a]s
: ofjof1|2]3]4]s
112l atslo
22134501
303{a4)ls5s]o]1]2

40 a|slol1]z2]3
s50siol1[2]13]4

Tab. 7




Upozoriiujeme je8i& jednou na to, Ze zde O (resp. 1, atd.) je symbol, ktery je jen jinym

2l

oznatfenim pro zbytkovou tHidu C o (xesp. C,, atd) a neznamend tedy Cislo Q (resp. 1,
atd.). Nelze tedy pro tyto symboly pouZivat nap¥iklad pravidia platnd pro b&Zné potitini

s Cisly.

Definice: Nec 1t (G, ) je grupoid; fekneme, Ze

(v v (G,.) plati zdkony o déleni, jestlize pro kazdé a4 b € G plati:
existuje x € G tak, fe ax =05
existuje v € G tak, Ze y.a=0b

(i) v (G, .) platizdkony o kraceni, jestliZe pro 4 b, x € G libovolné plati:
x.a=x.b = a=0Db

ax=hbx = a=bh,

Ndsledujici véta ukd¥e, Ze v definici grupy lze existenci jedniCky a existenci inverzniho

prvku ke kaZdému prvku nahradit poZadavkem platnosti zakont o délent

V&ta 1.6.- Nechf (G..) je pologrupa. Pak plati. (G, .) je grupa < v (G,.)

plati zdkony o déleni.

iDakaz: “=" necht (G,.) jegrupaanecht a4 bEG libovolné. PoloZime-li

1 existuje), dostavdme:

x=a ‘b, resp. y =b.a"? (z definice grupy plyne, Ze prvek a”
ax=a (@' b)=b tesp. y.a=(ba 'y .a=bhb -Plati tedy zdkony o déleni.
“«” pecht' v (G, .) plati zdkony o d8leni DokaZeme, Ze:
) v (G, .) existuje jednicka.
Necht a € G libovolny; pak Je € G tak, 7e a.e =a, resp. €.a=a (plyne z plar
nosti zakon o d&leni). Necht’ dile b € G je libovolny prvek. Pak Ix, vy € G tak, Ze:
a.x=bh tesp. y.a=b (opét podle zdkond o déleni). Dosazenim pak dostdvdme:
be=W.a).e=y.(ae)=y.a=b
6) .
eb=¢ (ax)=("a).x= a.x = b
Ze (6) dosazenim b = ¢’ resp; b =e dostivime: € =e’e =e tzn., Ze pak opét podle
(6) je e jednitkou v (G, .).
B) k libovolnému prvku a € G existuje prvek inverzni
Z platnosti zakonfi o d&leni plyne, Ze existuji x, y € G tak, Zze: a.x =g y.a=e Pfi tom

viak: y=y.e=y.(@x)=(.a) . x=ex=x Tedy x je hledany inverzni prvek k prvku

a
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Dohromady dostavdme, Ze (G, .) je grupa. |
Véta 1.7.: Nech? (G, .) je grupa. Pak v (G, .) plati zdkony o krdceni,

[Dfikaz: necht (G, .) je grupa; necht’ a b, x € G tak, Ze x.a=x.b. Vyni
sobime-li tuto rovnost zleva prvkem x~! (ktery podle pfedpokladu existuje), dostdvdme:
x7 ' (x.a) =x"1'. (x.b), odkud: a =b.

Analogicky dokdZeme implikaci: a.x =b.x = a=b ]

Poznidmka: jeli (G, .) pologrupa, pak pfedchozi v&tu neize obratit, tzn. z platnosti
zdkonli o krdceni obecn& neplyne, Ze (G, .) je grupa. Napfiklad v pologrupé (N, .) pfirc-
zenych Cisel s operaci obyCejného ndsobeni &isel plati zékbny o krdceni, ale zfejmé (N,.)

neni grupou.

Definice: Necht' (G, .) je grupa; necht’ a € G. Pak (celo®iselnd) mocnina prvku a

je definovdna takto:

ad. ... .4 -~ je-li n celé kladné Eislo
n krat
a=\ e jeeli m=20
a”'a”!. .. .a7' jeli n celé zdporné Cislo
—n krat

Véta 1.8.: Necht (G, .) je grupa; necht’ a € G a necht m,n jsou libovoind celd

lisla. Pak plati:

l. a® a" =am*"

2. (@m)" = am-n

[Dikaz: L pro m>0, n>0 nebo m =0, n libovolné celé nebo »n = {,
m libovolné celé plynou obg tvrzéni pfimo z pfedchozi definice.
II. necht m <0, n < 0; potom:
1. g gh=(@! ... .gbH.(@g?t ... gh)y=gt ... glt=gnt

e

—m krat —n krdt (—m —n) krit

2. uvddomme si, Ze z pfedchozi definice a z V.1.4.3. (uZitim matematické indukce)

plyne, Ze pro libovolné pfirozené Kk je: g~ %= (g7')*=(g¥)~'. UZitim tohoto faktu a uZi-

tim V.1.4.2. dostdvdme:

@)=l =A™ ') =™ "TH= @myn.
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Ale  m > 0. 1 >0, atedy uZitim L dostiavime:
(g my-n = g( m).(- n) — gm.@
II. pfipad m <0, n>0 apiipad m >0, n <0 se dokdZi ana

logickymi Gvahami jako 1L ]

Poznimka: pouZivame-li aditivniho zdpisu operace, pak misto nazvu (celociselnd) moc-

mna prvku 4 pouZivame ndzvu (celoiselny)ndsobek prvku a4, ktery je tedy definovdn:

Latat o +q, je-li n celé kladné Cislo
n krat
na=" 0 , je-li =0
(a) ¥ ()t (-a), . je-li ﬁ celé zdporné Zislo
-n /krzit

V tomto pifpad® maji potom tvrzeni pfedchozi véty formdlné tvar:

1. (m.a)+m.a)=m+n). a

2 n. (m.a)=(n.m).a

Zde je potieba ddvat obzvldStni pozor na pouZité symboly, pfesn&ji feCeno na to. Ze jeden
symbol je pouZit ve dvou riiznych vyznamech (v 1. znamend symbol + nalevo operaci v da-

né grupd a napravo seditdni celych &sel; ve 2. znaci druhd tetka zprava néasobeni celych &

sel a ostatni teCky znali celo&iselny ndsobek!)

§2. Podstruktury struktur s jednou operaci.

Definice: Necht’ (G, .) je grupoid a necht H je neprdzdnd podmnoZina mnoZiny
G. Rekneme, %e podmnozina H je uzaviend vzhledem k operaci . , jestliie plati:

a, b € Hlibovolné = a.beH.

Pozndmka: je-li (G,.) grupoid a podmnoZina H C G je uzaviend vzhledem k ope
raci ., pak mfiZeme na H zcela pfirozenym zpisobem definovat operaci, oznatme ji tfe-
ba A takto:

pro a, b € H libovolné poloZime: a Ab =a.b
(chdpeme-li operaci jakoZto zobrazeni. tj. v naSem pfipad® .: GXG—=>G a A:

H X H~ H, pak vidime, e A je zuZenim zobrazeni . na mnoZinu A X H).
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Dostdvdme tak grupoid (H, A). Z praktickych divodf zaved'me Gmluvu, Ze operaci A
na H budeme viude v dal§im vZdy zna&it stejnym symbolem jako plivodni operaci na G,

tj. symbolem .. Mdme tedy grupoid (#, .), pro ktery zavedeme nasledujici pojmenovdni.

Definice: Necht (G, .) je grupoid; necht’ neprdzdnd podmnoZina H C G je uzavie-

n4 vzhiedem k operaci . . Pak grupoid (H, .) se nazyvd podgrupoid grupoidu (G, .).

Véta 2.1.: Necht (H,.) je podgrupoid grdpoidu (G, .). Pak plati:

I. (G, .) je asociativni = (H,.) je asociativni

(3]

(G ) je komutativai = (H,.) je komutativai

3 preek e jejednickav (G,.) A e€H = e jejednitka v (H, .).
[Dfkaz: vSechna tfi tvrzeni plynou bezprostiedné& z definic. ]

Poznamenejme, Ze Z4dnou z implikaci v pfedchozi vete nelze obecn® obratit Napfiklad
v grupoidu (G, #) z pfikladu 1.2. je ({d}, *) podgrupoidem, ktery je asociativni, je komu-
tativni a md jedni¢ku d, zatimco cely grupoid (G #) neni asociativni, neni komutativni a

prvek d reni jeho jedniCkou.

Definice: Necht (G, .) je grupa; necht’ 'T(H, ) je podgrupoid v (G, .), ktery je sdm
grupou. Pak (H, .) se nazyvd podgrupa grupy (G, .).

Véta 2.2.: Necht (H,.) je podgrupa grupy (G, .). Pak plati:
1. jednicka podgrupy (H,.) je totoind s jednickou grupy (G, i
2 inverzni prvek k prvku h € H v podgrupé (H, .) je totoZny s inverznim prvkem

k prvku h v grupé (Gs .).

[Dikaz: 1. necht e, zna¥i jednic¢ku (4, .), rtesp. e, znadi jedniCku (G, .).

Pak plati: e .e =e, ataké e e, =e,. Tedy e..e, S€,.€ odkud uZitim zdkona

HH~ H HG "l H G’
o kriceni dostdvdme, Ze e, = e, .
9 necht x znad inverzni prvek k prvku A v (4, .), resp. ¥ znati
‘resp. h.y =g Tedy h.x =

inverzi k prvku 2 v (G, .). Potom jor MR = ey = s

= h.y auzitim zdkondl o krdceni pak x =y. 1

Poznimka: vzhledem k 2. &sti pfedchozi véty nemusime rozliSovat inverzni prvek

k prvku i € H v podgrupé & v celé grupd. V obou pfipadech budéme pouZivat oznageni h™*.
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Véta 2.3.: Necht’ (G,'.) je grupa; necht” H je neprdzdnd podmnotina v G. Pak nd-
sledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) (H .) je podgrupa grupy (G, .)

(ii) a b € H libovolné = a.b€H A a '€H

(iii) a, b € H libovolné = a.b"'€H

(iv) a b € H libovolné = a '.bE€H.

[Dhkaz “{@ = (i)” plyne z definice podgrupy
i) = (iii)” zfejmé

“(iii) = (iv)” necht plati (iii) a necht a b € H libovolné. Pak podle
(iii) je: a.a ! =e¢ €H, tzn. eal=a'€H resp. e.b-'=b"'€H Tedy a~l,b~leH
a opé&t podle (iii) je: a~'.b = at. (b~1)y"leH.

“(iv) = (i)” necht plati (iv); necht a, b € H libovolné. Podle (iv) je:
alag=e€H tzn ale=a'€H tn ab= (@')'.b € H Pak (H, .) jepod
grupoid v (G, .), ktery podle V.2.1. (&st 1 a 3) je pologrupou s jedni¢kou, pFi¢emz
pro a €H je a”€H. Tedy (H,.) je podgrupa grupy G,.) 1

Poznimka: pfedchozi vétu asto pouZivime k technickému ovéfeni toho, zda v kon-
kretnim pfipadé je (H, .) podgrupou grupy (G, .). Obvykle k tomu pouZivame Edst (ii),
tzn. ov&fujeme, Ze:

1. HCG A H#¢

2. a b€ Hlibovolné = ab€H

3. a €Hlibovolné = a '€H.

Piiklad 2.1.:

1. Jeli | (G, .) libovolnd grupa, pak ({e},.) a (G, .) jsou vZdycky jejimi podgrupa-
mi. Tyto podgrupy se nazyvaji trividlni podgrupy grupy (G, .)- Ostatni podgrupy (pokud
existuji) se pak nazyvaji netrivialni podgrupy.

2. V grupé (K,+) jsou podgrupami napfiklad (R, +), resp. (Q, +), resp. (Z, +) -
viz pfiklad 1.7.1. »
Na druhé strang napfiklad (N, +) je podgrupoidem, aviak neni podgrupou v (K, +).

3. Vgrupg (R — {03, .) z pfikladu 1.7.2. jsou podgrupami napfiklad (Q — {01,.)

nebo (RY,.), kde R* zna’i mnoZinu v¥ech kladnych redlnych isel..
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4. Vgrupg (K —{0},.) jsou podgrupami napiiklad (R - {0}, .) nebo (G, ), kde

G={z€K!|z| =1} nebo (G,,.), kde n je pevné pfirozené &islo a G, =

={z €K|[z"= 1} (viz pfiklad 1.7.2). Vidime tedy, Ze v grupg, kterd md nekone&né mnoho
p:vklh mohou existovat jak podgrupy, ktere maji nekonedn& mnoho prvkd, tak podgrupy. kte-

ré maji libovolny koneény polet prvki.

Samozfejmé, Ze v grup& (K, +), resp. v grupé (R — {0}, .) existuje mnohem vice
podgrup, neZ jsme v pfedchozim piikladu uvedli. Na zavér paragrafu si ﬁké‘zﬂeme, jak vypadaji
vSechny podgrupy v aditivni grup& celych &isel (Z, +) a v aditivni grup€ zbytkovych t¥id mo

dulo m (Zm,, +).

Véta 2.4.: Méjme grupu (Z, +); pro libovolné celé nezdporné &slo k oznaéme symbo-

lem k.Z mno¥inu v¥ech celodiselnych ndsobks Xsla k, 1zn
k.Z= {n k| ne€Zlbovolnéy. . ‘
Pak plati : . i |
1 (k.Z,+) je pod:g‘rupou grupy (Z, +)°
2. vechny podgrupy v (Z, +) jsou prdvé grupy (K.Z, +), pro libovolné k > 0 celé "

[Diikaz: I plyne rozepsdnim podle V.2.3. a pozndmky za V.1.8. ,

) 2. necht’ (H, +) je libovolnd podgrupa grupy (Z, +). Jestlie mno¥ina
/I neobsahuje Z4dné pfirozené &islo, musf byt H = {0}, atedy je H=0.Z. Necht tedy
11 obsahuje n&jaké pﬁfozené Cislo. Nejmensi pfirozené &islo patfici do H oznaéme k. Do
kd?eme, Ze potom H = k.Z.

“C” necht x € H libovolné; pak (podle vety o dé&leni se zbytkem) existuji ¢, r € Z
tak, Ze: x=q.k+r A O0<r<k Ale x€H kEH tm. t¢4 —q.k €H odkud :
x +(—q.k) =r € H Pak ale musi byt r = 0 (jinak spor s volbou k), atedy x =
=qk€kZ. | _

“D” necht’ x € k.Z libovolné. Pak je x =n,k, kde n€Z. Ale k€ H a tedy
také n.k=x €H. ]

Vidime tedy, Ze v grupé (Z, #) existuje nekoneZné mnoho podgrup, které musi byt

vySe popsanéhc tvaru. Specieln&: 0.Z = {0}, 1.Z =Z, 2.Z je mnoZina viech sudych &sel,

atd. . l
Podobnym zplisobem se dajf charakterizovat viechny podgrupy v grup® (z,,+) zbyt
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kovych tfid modulo m. Pro libovolné pfirozené &islo k, které d&li modul m (tzn. ’]—:’ je

pfirozené {islo) oznalme:
i o 2 = m__
H = {C,1i=01,..., 1213

Pak lze dokdzat, Ze plati:

1. (Hk , +) je podgrupou grupy (Z ., +)

2. vlechny podgrupy v (Z,, ) jsou pravé grupy (H,, 1), kde kEN AN kim

Vidime tedy, Ze grupa (Z _, *) md prdvé tolik rlznych podgrup, kolik pfirozenych dé&li-
telt md modul m.  Vezmeme-li tedy napfiklad modul m = 6, pak Gislo 6 m4 StyH pfiroze-
né delitele, a sice 1, 2, 3,6, a tedy podgrupami v (Z,, 1) jsou pravé (H,, +), (H,, 4),
(H,, ), (H,, ), kde H = {C, C,C, C Ho= 465 0,,763% Hi =

o

C4’ Cs} = Zs’
= 4Gy € ks H = {CO} (pomoci tabulky 7 si sami ov€fte, Ze jde opravdu o podgrupy

v (Z, +).

§3. Struktury s dvéma operacemi a jejich podstruktury.

V tomto paragrafu se budeme zabyvat algebraickymi strukturami se dv&ma operacemi.
Pro tyto dvé operace budeme pouZivat aditivniho a multiplikativniho zpfsobu zdpisu. P¥i
tom uvidime, Ze zavddéné pojmy budou opé&t do jisté miry zobeciiovat viastnosti b&Znych
struktur se dv€ma operacemi, s nimiZ jsme se setkali na st¥fedni 3kole, tj. celych, resp. ra-

cionalnich, resp. redlnych &isel s operacemi secitdni &isel a ndsobeni &isel.

Definice: Necht R je mnoZina se dvéma operacemi + a . takovd, Ze plati:
(i) (R, +) je komutativni grupa
(i) (R, .) je pologrupa
(ili) pro Va b, c ER piatl: (a+b).c=a.c+b.c ,
(tzv. distributivni zdkony)
a.(btc)=a.b+ta.c

Pak R soperacemi + a . se nazyvd okruh a oznaluje se (R, + .).

Pozndmka: operaci +, resp. . vokruhu (R, +,.) budeme nazyvat se&itdni, resp.
ndsobeni. Neutrdlni (nulovy) prvek grupy (R, +) se naz¥vd nula okruhu (R, + .) a ozna-
Cuje symbolem 0. Opaény prvek k prvku ¢ v okruhu (R, + .) budeme oznaovat sym-

bolem —a Misto: a + (—b) budeme pouZzivat struéného zdpisu: a — b.
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Piiklad 3.1.:
l. Znadili +, resp. . obyd&ejné s&itdni, resp. ndsobeni Eisei, pak (Z, +.), (Q + .),
(Ry 4 0K #0500, (8,4, 20, (262 ); (Q(\/2), +, .) jsou okruhy. P¥i tom S zna¥ mno
Zinu vSech sudych celych Cisel, resp. Z(/2) = {a + by/2la, b €Z}, Q4/2) =
= {at+by/2la b EQ}.
2. Na mnoZin® R X R definujme operace + a . takto:
(a D)+t dy=(a+c b+d)
(a b).(c, d)=(a.c, b.d)

pro libovoiné (a, b),(c, d) ER X R

(kde +, resp. . na pravé strané znali obydejné séitdni, resp. nisobeni &isel).
Pak (R X R, +,.) je okruh.
3. Necht’ (R, +) je libovolnd komutativni grupa; necht’ 0 je neutrdini prvek této gru-
py. Definujme na mno%in¥ R operaci . takto: ‘
pro libovolné a, b € R poloZime: a.b = 0.
Pak (R, +,.) je okruh, ktery se téZ nazyvd nulovy okruh.
4. Jeli R jednoprvkovd mnoZina, napfiklad R = {r}, pak na R miiZeme definovat
operaci jen jednim zplsobem. PoloZime-li tedy:
r+r=r, resp. r.r=.r;
pak (R, +,.) je okruh, ktery se téZ nazyvd trividlni okruh. Trivialni okruh je jakymsi “pato-
logickym” ptikladem okruhu, v n8m% obg& operace splyvaji, a proto jej &asto budeme z nagich

tvah vylucovat.

Véta 3.1.: Nech? Z, = {C, C,, ..., C, _,} je mnozina zbytkovych ttid podle mo-
dulu m. Na mnoZing Z, definujeme operaci + (stejn® jako ve V.1.5.) a . takto: pro
C., C €Z polozme

i i m

C + C] =C ., kde r je zbytek po d&leni Cisla i +j Cislem m
E;: Ci =C, , kde s jezbytek po d&leni &isla i.j Cisletn m.
Pak (Z,,+ .) je okruh. '

[Dtikaz: L (Z ,% je komutativni grupa (viz V.1.5.)
2. (Z,,.) je ziejmg grupoid; analogickym zpfisobem jako ve V.1.5. se
ukdZe, e operace . je asociativni Je tedy (Z,,.) pologrupou.
3. dokdreme platnost distributivnich zdkonfi; necht’ tedy C,, C,C €Z_
libovolné. ;
Oznatme: (C, + Ci) =0 n (Gt Ci) ey =0 Potom plati:
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itj=z,.m+¥r A 0<r<m, resp. rk=z,m+s A 0<s<m,
odkud r=i+j z m apo dosazeni: (i+j—z,m).k=z,m+s tzn
(D) i.k+j.k=(zlk+zz).m+s A O0<s<m

Podobn& oznatme: C,. C, =C, C/ C, =C, a C,.C + C] C, =C,. Potom plati:

ik=z,m+u A osu<m jk=z,m+v A os<rvr<m,
1/+1J=zs.rn+t A O<t<m,
odkud po tpravé a dosazeni stejnd jakovvy§e dostdvdme:
(2) i.k+j.k=(zs+z4+zs).'m+t A 0<t<m
Ale z (1) a (2) u¥itim v&ty o déleni se zbytkem dostdvame, ze s =1, neboli C =C,,
co? znamend, Ze (Ci + Cj) » Cy = Cl., Ck + C,.. Ck.

Druhy  z distributivnich zdkont plyne ihned z prvniho, uvéZimeli, Ze operace . je

zde ziejmd komutativni. |

Pro v&ts§i ndzornost si sestrojme tabulky operaci + a . na mno¥ing Z, pro nékterd
konkretni m, naptiklad m =6 a m =7. Pfitom stejn® jako v § 1 budeme misto symbo-

lu C, psdt pouze i Potom:

{

m=6 |+ 10| 1]2|3]|4]S5 Jof1r 23415
oo L~ B ERERE ollololololo]o
il 23 lals]o tlo] 123|415
o213l als|o] 1 oT2 a0 24
33| als]of1]2 3lol3]o]3]|o0]3
4 s s o1 2]3 2 lo|4|2]0]4]2
sls|o|1]2|3]4 slols|al3]2]1

Tab. 8a ) Tab. 8b

m=7 |+ Jo|l1|2]3|4]5]6 .lolt1]2]3]4]5]6

T o Ti 121312 5]|6||0ojofojojojojo]o

T T 213 a5 |60 |t]o|1|2|3]4]5]6¢

ST 213145 |6lo|1]||2]o]2]4]6]1]3]F5

15145 6|01 |2||3fof3|e6|2]5]1]¢4

T alselol 1|23 |4fof4]r]5]2]6]3

T s Teloltlz2|3 |4||slos|3]1[6]4]2

el ol 112 3|45 |6fjoflefs]4]3]2]]1
Tab. 9a Tab. 9b
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V niésledujicich dvou v&tdch si odvodime zdkladni pravidia, kterd plati pro “pocitani”
v okruhu. Budeme vid&t, Ze jsou podobnd pravidlfim, kterd zndme ze st¥edni ¥koly pro po-

fitdni s Cisly.

Véta 3.2.: Nechf (R, +,.) je okruh; a, b, ¢ € R libovolné. Pak plari:
I a. (b-¢)=a.b-a.c ; (b—-cy.a=b.a~c.a

2 a.0=0a=0

J oa. (—=b)y=(-a). b= -(a.b)

4 (-a).(=b)=a.b

[Dikaz: 1. a.(b-¢c)=a.(b—-c)+a.c -ac=a.[(b+(-c)+c]-ac=
=q [bt(—c+c¢)]—a.c=ab — a.c; zbyvajici ¢dst se dokaZe podobné.

2. plati a.0+a.0=a.(0+0)=a.0 =a.0+ 0 | odkud uZi
tim zdkonf o krdcenf (které v (R, +) plati), dostdvdme: «.0 = 0. Podobng se ukiZe, Ze
0.a=0.

3. UZitim 1. a 2. dostdvdme: a. (-b)=a. (0 —b)=a.0 —a b =
=0 a.b=—-a.b. Podobnd se ukdZe, %e (—a). b= —a.b.

4. Uzitim 3. dostdvame: (—a) . (=h) = — ((—a) . b) = —(—a.b) =a.b |

V&ta 3.3.: Nechf (R, +,.) je okruh; a, b, a, b], ER, z je celé &islo. Pak plati:

/ +qa + + =
I a. (a1 a,*... a") a.a ta.a, +. .. +a.an
> - v
(a1+a2+...+an),a ul.a+a2.a+,..+an.a
3. (a1+. .. +an) . (b1+' .. +bm)=a1.bl+al.b2+. .. +al.bm+. .. +ar_b1+. ..
.+ab =
n m

4 z. (a@a.b)=(z.a). b=a. (z.b).

[Dakaz: viechna tvrzeni se lehce dokdzi uZitim matematické indukce. V tvrzeni 4
je nutné si uvddomit, Ze symbol . je zde pouZit ve dvou vyznamech - jednou pro celo€iselny

nasobek a podruhé pro operaci ndsobeni v okruhu. ]

Poznamenejme, Ze pro zjednoduleni zdpisu soultu (a,+...+a, ) n prvkfl v okruhu

n ' 4 F
asto pouZivime sumadni symboliku, tzn. Za, . Prvni t¥i tvrzeni pfedchozi vty ndm pak
i=1

udévaif jistd pravidla pro prici se suma&nimi symboly v okruhu, a sice:
n n n n )

1. a. 2a=2%xa.a,; 2 (Xa).a=2ZXa.a; 3.
=1 14 1) i=1 H i=1 1

i= i=1 i = o

s

. m
a;. b3

b =3
AT A
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i

Definice: Necht (R, +,.) je okruh.
Jeli operace . komutativni, pak (R, +,.) se nazyvi komutativni okruh.
Jestlife pologrupa (R,.) mé jednitku, pak tato se nazyva jednitkou okruhu (R, +, .)

a oznatuje se symbolem 1. Okruh (R, +,.) se pak nazyvd okruh s jednickou.

Pfiklad 3.2.:

1. Vsechny doposud uvedené p¥iklady okruhfd byly komutativni okruhy. Jednoduchy
pfikiad nekomutativniho okruhu uvedeme pozdéj‘i v kapitole o maticich.

2. Okmuhy (Z, + ), (Q +.), R +.), (K +.), (Z&/2), +, ), (QW/2), +, )
z pfikladu 3.1.1. jsou okruhy s jedniCkou. JedniCkou je zde gislo 1.
Okruh (R X R, + .) z pfikladu 3.1.2. je okruhem s jednifkou. Jednitkou je zde uspofdda-
nd dvojice (1, 1).
Okruh zbytkovych tfid modulo m (Z,, +, .) je okruhem s jednitkou. JedniCkou je zde tii-
da C,. '

3. Okruh sudych &sel (S, +,.) je okruhem bez jedni&ky. Rovn&? ka%dy netrividlni nu-
lovy okruh je okruhem bez jednicky.

Definice: Necht (R, + .) je okruh; necht pro n&jaké a4 b € R plati:
a*+0 AN b#0 A adb=0.
Pak prvky a b se nazyvaji délitelé nuly v okruhu (R, +, .).
Netrivié-lni komutativni okruh s jedni¢kou, ktery nemd ddlitele nuly se nazyva obor

integrity.

Piiklad 3.3.:

1. Klasickym piikladem oboru integrity je okruh celych Zisel (Z, *, ). Diéle, okruhy
@+ ) R+, K+, (Z/D,+.), (Qa/2), + ) zpiikladu 3.1.1. jsou rovnez
obory integrity. ' |

2. Okruh (R X R, +,.) z piikladu 3.1.2. neni oborem integrity, protoZe mi délitele
nuly (nulou tohoto okruhu je zfejm& (O, 0), pti¢em? napfiiklad (0, 1), (1, 0) # (0, 0), ale
0, 1)- (1, 0 = (0, 0)). | |

: 3.. Okruh zbytkovych tfid medulo 6 (Z, +, .) neni oborem integrity, protoZe md
délitele nuly (nulou je tfida C,, pfiCemZ nép‘fiklad C, C, #C, ale C, C, =Gy
Na druhé strang, okruh zbytkovych tfid modulo 7 (Z,, +,.) je oborem integrity (plyne
ihned z tabulky 9b). Nasledujici v8ta ndm ukéZe, pro kterd m okruh zbytkovych tfid
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(Z_, + .) nemd d&litele nuly, tj. je oborem integrity.

Véta 3.4.: Okruh zbytkovych tfid modulo m (Zm, +, .} je oborem integrity <« m

je prvocislo.

[Dikaz: “=" necht (Z,,, t+, .) je obor integrity. Pak je netrividlnim okruhem,
a tedy musi byt m = 2. Ddle postupujme sporem; pfedpoklddejme, Ze m je sloZené Zislo
tzn. existuji celd &isla r, s tak, Ze 1 <r, s<m aplati: r.s =m Potom viak C.CEZ .
(. #C, C#C, a C.C,=C,, neboli C,,C, jsouddlitelé nuly v (Z_,+ ), coZ je
SpOr. Tedy m je prVoc‘Sislo.

“«<” necht m je prvodislo. Pak m = 2, tzn. okruh (Z_,*+.) je

netrivialni. Déle je 7¥ejm& komutativnim okruhem s jedni€kou (viz pfiklad 3.2). DokdZeme,
7e (Z,, +, .) nemd délitele nuly: necht' C,, C€Z tak%e C.C = C, Potom z de
finice operace . plyne, & m|r.s, odkud podle V.3.5.3., kapitoly L. dostdvdme, %e m |r
nebo m|s. ProtoZe viak 0 <Xr, s <m, musi byt r=0 nebo‘ s =0. Tedy (Z. .+

nema dé&litele nuly a dohromady pak dostdvame, Ze (Z,,, + .) je obor integrity. ]

Vé&ta 3.5.: Necht” (R, +,.) je okruh; a, b, ¢ € R. Pak ndsledujici vyroky jsou
ekvivalentni: .

(i) okruh (R, +,.) nemd délitele nuiy

(i) ab=ac N a#0 = b=c¢

(iii) b.a¥c.a N a®0 = bse. -

t Dfikaz: “i) = ({)”: nech?® plati (i) a necht’ a.b =a.c, a+# 0. Potom
ab-a.c=0, tzn. a.(b—c)=0. ProtoZe a # 0 a okruh nemd dglitele nuly, musi
byt b - ¢ =0, neboli b =c

“({i) = (iii)”: necht platf (ii) a necht b.a =c.a, a # o. Potom
(b-c)y.a=0=((b-2¢).0 Jeli (b - c)# 0, pak uZitim (ii) dostdvdme a = 0, coZ
je spor. Je tedy b — ¢ =0, neboli b =c

“Gii) = (i)”: provedeme sporem; necht’ piati (iii) a necht’ okruh
(R, +,.) m4 dé&litele nuly, tzn. existuji prvky x, y ER, x #0, y #0, x.y =0. Pak
ale: x.y = 0= 0.y, odkud podle (iii) dostdvime x = 0, spor. Tedy okruh (R, +, .)

nemad délitele nuly. ]

Podminky (ii) a (iii) z pfedchozi v8ty se nazyvaji omezené zdkony o kriceni (levy a
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pravy). Slovo “omezené” zde naznaluje, Ze nemfizeme Krdtit v8emi prvky z R (v nafem

piipad€ nelze kratit nulou okruhu).

Definice: Komutativni okruh (R, +, .) s vlastnosti, Ze (R — {0}, .) je grupa, se na

zvvi téleso.

Uv&domme si nckolik podstatnych faktd, které z definice t&lesa bezprostfedn¥ vyplyva-

i, KaZdé téleso musi obsahovat alespoit 2 rdizné prvky (protcZe jinak by bylo R - {0}=
= ¢, atedy (R {0},.) by nemohla byt grupou), a sice nulu a jednifku.

2. Ke kazdému nenulovému prvku v t&8lese existuje (jediny) inverzni prvek (vzhledem
k operi ..).

3. T&leso nemd 74dné d&litele nuly (protoZe mnoZina nenulovych prvkl je uzavfend

vzhledem k operaci ., a tedy soudin dvou nenulovych prvkfi musi byt op&t nenulovym

prvkem).

7 toho, co jsme pravé fekli, vyplyvd, Ze kazdé téleso (R, +,.) je oborem integrity.
Opak viak obecng neplati (napfiklad (Z, +, .) je obor integrity, ktery neni télesem). Je-li

viak mnoZina R konetnd, pak opak plati, jak ukazuje ndsledujici véta.
Véta 3.6.: Ka?dv konecny obor integrity je télesem.

[ D& kaz: necht (R, + .) je konelny obor integrity, tzn. necht R md =» prvkd
(n = 2)’4 Z¥ejm& (R, +, .) je komutativni okruh, tzn. zbyvd dokdzat, 7e (R -~ {03}, .) je
grupa. Ale (R — {03}, .) je pologrupa (zde se vyuZil pfedpoklad neexistence deliteld nuly!),
a tedy podle V.1.6. sta¥i ukdzat, e v (R — {0}, .) plati zdkony o d&leni.

Nejprve uvazme libovolny pevng? nenulovy prvek ¢ € R. Pak mnoZina {a.r|r €R}
md n prvkl (podle V.3.5. totiZ r, * Py ¥ B, F ar,) a ponévad? je podmnoZinou
n-prvkové mnoZiny R, musi byt:
3 fa.rir€R}=R.

Nyni, necht a, b € R - {0} libovolné. Pak ze (3) plyne, Ze existuje r € R tak, Ze
a.r = b, ptitemz zfejm8 musi byt r €R — {0}. Déle je r.a = b (plyne z komutativity
operace .), atedy v (R - {0}, .) plati zdkony o d&leni Podle V.1.6. je pak R —{03,.)

grupou. |
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Priklad 3.4.:
L (Q+), (R, +.), (K +.), (Q3/2), +,.) jsou t&lesa. P¥i tom + a . znati
obyCejné stitdni a ndsobeni isel, resp. QG/2) = {a + by/2|a, b € Q} (viz pHiklad 3.1.1.).
2. Na mnoZin€ Q X Q definujme operace + a . takto:
el S pro libovolné (a, b),(c, d) € Q X Q
(@ b). (¢, d) = (ac — 3bd, ad + bc)
(kde napravo vystupuje obylejné sftini, ode&itdni a ndsobenf &isel).
Pak (Q X Q, +,.) je t&leso.
3. Okruh zbytkovych t¥id (Zm, +,.) je t€lesem pravé tehdy, kdyZz modul m je
prvocislo (plyne z V.3.4. az V.3.6.).
4. Okruhy (Z, +,.), (S, +,.) a (ZG/2), +,.) z pfikladu 3.1.1. nejsou tdlesa. Podobng
okruh (R X R, +,.) z pfikladu 3.1.2. neni t&esem, resp. nulovy okruh neni nikdy t&lesem

a téZ trividlni okruh nenf t¥lesem.

Dal§im pojmem, kterym se budeme zabyvat je pojem tzv. charakteristiky okruhu, resp.

télesa.

Definice: Necht' (R, +,.) je okruh.
JestliZe existuje pfirozené &islo k s vlastnosti:
4 kx=x+x+...+x=0 proka‘z’dé.xER,
k-krét .
pak nejmen${ Xk s vlastnosti (2) se nazyv4 charakteristika okruhu (R, +, ).
JestliZe Zddné€ pfirozené k s vlastnost{ (2) neexistuje, pak fekneme, Ze okruh (R, + .)
m4 charakteristiku nula.

Je-lli okruh (R, +, .) t8lesem, pak toté? ¥ikdme o t3lese.

Pfiklad 3.5.:

1. Okruh (Z, +,.), resp. t&lesa (Q, +,.), (R, +,.), (K, +,.) maji charakteristiku 0.
Teleso (Q X Q, +,.) z ptikladu 3.4.2. m4 charakteristiku 0.

Okruh zbytkovych t¥id (Z,, +,.) md charakteristiku m (tzn. rovnou modulu).

v

Okruh md charakteristiku 1 prdvé kdy? je trividlnim okruhem.

ZjiStujeme-li charakteristiku okruhu podle definice, pak musime vySetfovat vyraz (2)
pro kaZdy prvek x €R, co’ samozfejm& mfiZe byt dosti zdlouhavé. M1i v¥ak okruh jed-

ni¢ku, pak se celd situace zjednodu$i, nebot’ pak stali vySetfovat vyraz (2) pouze pro tuto
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jednidku, jak ukéZe ndsledujici véta. °

Véta 3.7.. Necht (R, +,.) je okruh s\jednickou 1. Existuje-li pFirozené &islo k ta-

kové, z2e k.1 =1+1 t...+t1=0, pak nejmensi takové k je rovno charakteristice okruhu
k-krdt ’
(R, +,.). Neexistuje-li takové k, pak charakteristika okruhu (R, +,.) je nula

[D@kaz necht k je nejmensi p¥irozené &islo s vlastnosti k.1 = 0. Pak pro libo
volné x €R je (ufitim V.3.3.4): k.x=k. (1:x)=(k.1).x=0.x =0 azfejmé k je
nejmensi s touto vlastnosti. Tedy (R, +,.) md charakteristiku k. Zbytek tvrzeni plyne z de-

finice charakteristiky. |

JestliZe je dany okruh oborem integrity (coZ spliiuje napfiklad kaZdé t8leso), pak lze o

jeho charakteristice fici jesté vice.

Vé&ta 3.8.: Necht (R, t+,.) je obor integrity. Pak plati:
1. charakteristika (R, +,.) je bud prvoclisio nebo nula
2. je-li charakteristika (R, + .) rovna prvolislu k, pak pro lib. r €R, r# 0 jsou
Or ,"lor , 2r ,..., (k= 1r
mvzdjem riizné prvky a pro libovolné celé Cislo z platf:
zr=ir kde i=z(modk) AN 0<i<k -1
3 je-li charakteristika (R, +, .) rovna nule, pak pro libovolné rER, r+0 a

libovolnd rilznd celd &isla z,, z, je: z,.r#Z,.r.

[D&kaz: 1. dokd’eme sporem; necht’ charakteristika (R, +,.) je k>0 a
necht k je sloZené &islo, tzn. existuji pfirozend Usla p, q tak, Ze 1 <p,q<k a
p.q = k. Pak (uzitim definice a V.3.3.3.) dostdvdme: 0=k.1 = @.q.1=@1.@qD
Pondvad? (R, +,.) nemd d&litele nuly, je p.1 =0 nebo g¢.1=0, spor. Tedy charakte-
ristika k je prvocislo.

2. necht i.r=j.r, kde 0 < z j<k—-1 a r+#0. Bez 4jmy na
obecnosti mizeme pfedpoklddat, Ze 7 <j. Pak: O=jr—ir = G-—D.r=@G-19.(l.n=
= (( - iy. 1).r. Ale r% 0 a okruh nema délitele nuly, tzn. musi byt G -9 .1=0.
Z¥ejm& vak 0<j — i<k, atedyz V.37 plyne, 2e j — i =0, neboli i =] Tedy prvky
0, 1.r,...,(k—1).r jsou navzdjem riizné.

Dile, necht’ z € Z je libovolné. Necht’ i.'znaéi zbytek po déleni &sla z Cislem k.

Pak plati: z=¢g.k+i; 0<i<k—-1; i=z(modk) a ddle (uZitim V.1.8., pfepsané do
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aditivof symboliky): z.r=(q.k+i).r=(q.k). r+ir=q (kry+ir=qO0+ir=ir,
coZ ddvd zbytek tvrzeni.

3. dokd’?eme sporem; necht' z ,z, €Z tak,%e z, ¥z, a z r=
=z,r (kde r# 0). MilZeme pYedpoklddat, Ze z; <z,. Potom (z, -z, ) >0 a plati
Ge=zyrozpr=(z, z,). (1N =Wz,~z). D.r Ale (R, + .) nemd d&litele nuly.

tzn. musi byt (z,- z,). 1 =0, odtud v8ak podle V.1.7. plyne, %e charakteristika (R, +, .}

neni nula, coZ je spor. Je tedy z,.7 ¥+ z,.r 1
Na zdv&r paragrafu se je$t® stru®n® zminime o podstrukturdch okruhtl a t8les.

Definice: Necht' (R, +, ) je okruh; necht S je neprdzdnd podmnoZina v R, uzavie
nd vzhledem k operacim + a . . Je-li (S, + .) okruh (resp. t&leso). pak jej nazyvidme
podokruh (resp. podt&leso) okruhu (R, +, ).

V pfipadg, %e (R, +, .) je t&leso, hovofime o podokruhu télésa, resp. podtElese t¥lesa.

Pfiklad 3.6.: Ukd¥eme viechny Styfi moZnosti, které mohou nastat.

1.. Znadi-li S mno¥%inu viech sudych isel, pak (S, +, .) je podokruhem okruhu ce-
lych &isel (Z, +, .).

2. Okruh celych Eisei (Z, +,.) je podokruhem t¥lesa raciondlnich isel (Q, + .).

3. Necht (R XR, +,.) je okruh z pfkladu 3.1.2. a necht §={(r D Ir ER}.
Pak (8, + .) je podtdlesem okruhu (R X R, + .).
. 4. Té&leso raciondlnich fsel (Q, + .) je podt¥lesem tSlesa redinych Usel (R, + .).
(Z¥eim& + a . v 1., 2., 4. znal oby¥jné s¥tdn{ a ndsobenf Zisel.)

Pozndmka: jeli (S, +,.) podokruh okruhu (R, + .), pak nulové prvky obou okruhi
se z¥ejm® rovnaji. Pro jednitky vSak toté% obecn& neplati - pfedeviim n¥ktery z obou okruhfi
jednitku vlibec nemusf mit (viz pfiklad 3.6.1.), a i kdy%? oba okruhy jedniku maji, pak ob&
jednitky mohou byt rfizné (nastane to v p¥fpads, Ze 1, € S). Naptiklad v piikladu 3.6.3.
je Igxr = 1), zatimco 1g=(1, 0).

Jestlie je (S, +, .) podt¥lesem t&lesa (R, +, .), pak oviem 1 & 1, tzn. obd jednid
ky splynou (nebot’ z¥eim& (S — {0}, .) je podgrupou grupy (R — {0}, .).

Ndsledujici dv¥ vty ndm pak uddvaji kriteria pro ov&fen{ toho, zda (S, + .) je pod-

okruhem okruhu, resp. podtélesem t&lesa.
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Vata 3.9.: Nechi (R, +,.) je okruh, necht’ S je neprdzdnd podmnofina mnoZiny R.
Potom (S, +, ) je podokruk okruhu (R, +,.) prdvé kdyZ plati:
i) ab€S = a-beT

(i} a pES = abeES.

IDfkaz tvzeni plyne ihned z definice podokruhu a z V.2.3. (pfeformulované do

aditivni symboliky). ]

Véta 3.10.: Nech? (R, +,.) je téleso, necht’ S je alespo#t dvouprvkovd podmnoZina
o mno¥iny R. Potom (S, +, .) je podtélesem télesa (R, +, .} pravé kdyZ plaii:
(i) ab€8S = a-b€S

(ii) a hES N b#0 = a b leSs.
iDfikaz: tvrzeni opét plyne z definice podtélesa a z V.2.3. |

Na z4vér si jeté ukdZeme, jak vypadajf viechny moZné podokruhy v jednom z nejdfileZi-
t8i§ich okruhdl - v okruhu celych &sel Poznamenejme, Ze pro k celé nezdporné jsme symbo

lem k 7 oznafovali mnoZinu viech celych ndsobkh Ssla &k, tzn. k.Z={n.kin € L}.

V&ta 3.11.: Viechny podokruhy v okruhu celych &isel (Z, + .) jsou pravé okruhy

(k.Z, +, .) prolibovolne k =0 celé

[D8kaz L prolibovolnéd k>0 celé je zfejm& ¢ #+ k. Z CZ apodle V.3.9. je
(k.Z, + .) podokruhem okruhu (Z, + .).
& II. naopak, necht (S, +, .) je libovolny podokruh okruhu (Z, +, .). Pak
& (S, +) je podgrupou grupy (Z, +), a tedy u¥itim V.2.4. dostdvime, e S =k.Z pro pevné

k>0 celé |

Podobnym zpfisobem lze pak ukdzat, jak vypadaji viechny podokruhy v okruhu zbytko-

X, vych tiid (Z_, +, .). Z uvahy za V.2.4. totiZ bezprostfedn® plyne, Ze podokruhy v (Z_,+,.)
jsou prav& okruhy (H,, +,.) pro libovolné pfirozené k takové, Ze k d&li m. Pfi tom sym-
bol H, oznatuje mnoZinu:

H, =1{C,li=01,..., 21}
Vidime tedy, Ze naptiklad okruh (Z,, + .) md pravé 4 podokruhy, a sice (H,, + ), Hy, +.),

1: (H,, + ) a (H, + ), kde H={C,, C,, G, C,, G, C3=1Z,, H,={C,. G, G}, Hy=
={C,, C;}, H,={C;}), z nich? dva jsou podtlesy (a to (H,, +,.) a (H,, + .); ovéfte si
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sami, Ze tomu tak je!).

§4. Ciselna tdlesa.

V piedchozich paragrafech této kapitoly jsme vét¥inou pracovali s pojmy, které
vznikly zobecnénim pojmf zndmych v souvislosti s po&itdnim s &isly. Jednim z nich byl
i pojem télesa. Typické piiklady téles jsme potom podle o&ekdvani nalezli v rliznych &-
selnych oborech (tzn. mezi podmnoZinami mnoZiny K v3ech komplexnich &isel), pii-
fem? za operace + a . bylo brdno oby&ejné s¢itdni a oby&ejné ndsobeni sel.

S pojmem télesa budeme pracovat ( ﬂamozfejmévkromé celé ¥ady dalich pojmil) ve
viech zbyvajicich kapitoldch tohoto textu.. Abychom si situaci co nejvice zjednodusili
( pfi zachovdni v&t8iny podstatnych vlastnosti), omezime naSe tivahy na t8lesa, jejich? prv-
ky budou &isla a operacemi na nich bude obﬁejne’; sCitdni a ndsoben{ &isel. V tomto pa-

ragrafu si shrneme zdkladni viastnosti takovych t&les.

Definice: Necht’ (7, + .) je podt&lesem t&lesa komplexnich &isel (K, + .). Po

7

tom (T, + .) se nazyvd &iselné t&leso.

Pozndmka: operacemi v t&lese komplexnic‘h Gisel (K, +,.) jsou oby’ejné s&itdni a
oby&ejné ndsobeni &isel, a tedy i v kaZdém ¢&iselném t&lese jsou operacemi + a . auto
maticky obyd&ejné s¢itdni a ndsobeni &sel. Proto viude v tomto paragrafu bude +, resp.
znadit obyd&ejné s&itdni, resp. ndsobeni &isel. Déle poznamenejme, Ze ve smyslu dfive zave-
denych tmluv bude a — b znamenat oby&ejny rozdil &isel a, b, resp. % bude zname-
nat oby&ejny podil &isel g, b (b # 0). .

Praktick€ zji§tovdni, zda (T, +, .) je &selnym t&lesem, provddime pomoci ndsledujici

véty.

Véta 4.1.: Necht? T je podmnoZina v K, obsahujici vice ne? jeden brvek. Potom
(T, +,.) je Ciselnym télesem prdvé kdy¥ plati:
(i) a b€ET = a—-b€ET

(i) a bET AN b#0 = L'€T,

a
b

[Dfikaz: Vé&taje doslovnym prepisem V.3.10., a proto plati ]
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P¥ikiad 4.1.:

Q.+ ) (R, + ), (K. + ) jsou ziejmé Ciselnymi télesy.

2. Oznalme QG/2={u+by/21a b €Q}. Potom (QR/2), + .) je &selné tdleso.

[dfikaz: (pouZijeme pFedchozi v8tu); ziejm& Q(/2) obsahuje vice ne? jeden prvek.
Ddle. necht” a + b /2, ¢ +d\/2 € QR/2). tzn. a4, b, ¢, d €Q. Pctom

() (e+thy/ - lctdyD={a o+  d)/2 € QH/2), protoZe ziejmd
(a onb  drye Q.

(i) necht’ navic ¢ +d /2% 0; potom téZ ¢ 51\/2 # 0 a plati:

atbhy/2 athy/2 ¢-d \/7 ac ~ 2bd  bhe -
CrdY crdy2 0 dyg2 A ,ﬁz'""“’vdz V2EQVD).

protoZe oba zlomky jsou z¥ejmé raciondlnimi &isly.
Podle V.4 1. je tedy (QG/2), +, .} Ciselnym t&lesem. |

3. PYi stejném oznaleni lze stejnym zplisobem ukdzat, Ze (QG/3), + ), (QR/5). +. .).
(OG/Ty. + ... (Qh/ry, +, ) (kde p je lu‘mvolne prvolisio), jsou Ciseini t&lesa.

4. Oznalme Q('Q/'Z} = {a+ b3\/2 + ‘\/4 a, b, c € Q). Potom {Qaii/?,), +,.) e

Hselné t8leso (coZ se ukdZe podobnym vypoltem jako u 2.).

. o . ~ s N 4/ 7 w 3 P

5. P stejném oznaleni lze stejnym zplisobem ukdazat, Ze (Q(3/3), +, .), (Q(R/5), +, ).
jsou Siselnd t8lesa. ' ‘

6. Oznadme Qi) =f{a + hija, b € Q. Potom (Q(i), +, .) je Tiselné t&leso. o7 se

ukaYe opdt obdobnym vypodtem jako u 2. Zasti tohoto p¥ikladu.

7 predchozich pifkladl vidime pfedeviim, Ze Ciselnych tdles je rozhodnd nekonelnd
mnoho,a déle, e &iselnd tdlesa se neomezuji pouze na redlnou osu (viz piiklad 4.1.6.).
Rozebereme-li pfedchozi p¥iklady, zjistime, Ze v8echna uvedend Eiselnd t€lesa obsahova-
la t&leso raciondlnich &sel. Ze tomu-tak musi byt vZdycky (tzn., Ze tedy t€leso racionalnich 3

Zisel je nejmen$im &selnym t8lesem), ukazuje 1. &dst ndsledujici véty.

Véta 4.2.: Necht (T, +, .) je libovolné Ciselné téleso. Potom plati:
1. (T, + .) obsahuje téleso raciondlnich Cisel (tzn. T 2Q)

2. (T, +..) ma charakteristiku nula.

[D?f&kaz 1. z definice t8lesa plyne, Ze musi existovat prvek a € T. a+ 0. Po
tom Z =1€T, tzn. T obsahuje &islo 1. Selteme-li jedniCku se sebou samou libovolny

konedny polet-krdt, pak vysledek op&t musi leZet v 7, atedy T obsahuje mnoZinu vSech
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ptirozenych &sel.

Ddle: a - a=0€T, resp. pro libovolné p¥irozené &islo n €T je ~n=0 ne 7T
atedy T obsahuje vechna zdpornd ¢sla. Dohromady pak Z C T

Konetn& v T leZi i podil libovolnych dvou celych Zisel (s nenulovym jmencovatelem).
tzn. kaZdé raciondlni &slo. Dostdvame tak: Q C T

2. plyne ihned z V.3.7. ]

Pro dplnost pfipomefime, Ze 1. &4st pfedchozi vity obecn® nelze obritit, tzn jestiize
M 2Q, pak (M, + .) obecn& nemusi byt &selnym t&lesem Nap¥ikiad, jeli M=

=Q U {/2}, pak ziejm& M DQ, ale (M, +,.) nenf &selnym tlesem (nebot V2ZEM,
ale \/2+y2=2/2¢&M).
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11l VEKTOROVE PROSTORY

(Vo 23

I . Vektorovy prostor nad &iselnym t&lesem

Pojem vektoru a vektorového prostoru je jednim ze zdkladnich pojmt moderni matema-
tiky. kierého se vyu?.vd nejenom v fad® disciplin ryzi matematiky, ale rovnd# v mnoha aplika-
sich. af u? v prodnich v¥ddch nebo jinde.

P1i zavad&ni pojmu vektorového prostoru se oproti pfedchozi kapitole situace ponékud
komplikuje v tom, Ze tentokrdt vychdzime ze dvou algebraickych struktur, a to z jisté komu-
tativni grupy (¥, +). jeilZ prvky budeme oznalovat tunymi pismeny,a déle z jistého &isel-
ného tlesa (7, +, ). Mez t¥mito dvdma strukturami pak budou platit ur%ité vazby. Pro

ziednodudeni vyjadfovdni si zaved'me ndsledujici dmiuvu.

Umluva: pfi zapisovant algebraickych struktur u¥ nebudeme vZdy dfsledng vypisovat
symboly operaci jako doposud, ale Zasto budeme k ozna¥eni celé struktury pouZivat pouze
symbol nosné mnoZiny. .

Tedy napf. misto o grupé (V, +) budeme struéng hovofit o grupd ¥V, misto o tdlese
(7, +, ) budeme strutn& hovofit o t¥lese T, atd. Pfi tom je v8ak t¥eba mit stdle na paméti,

Ze se jednd o ziednoduSené oznaleni, protoZe,jak vime, algebraickou strukturu neize ztotofho-

vat pouze s jeji’ nosnou mnoZinou.

Definice: Necht” (V, +) je komutativni grupa (jeji2 prvky nazyvdme vektorvy a (T, +, .)
je iselné téleso. Necht’ pro kaZdé &islo ¢ € T a kaZdy vektor u € V je definovdn vektor
ru €V tak, Ze plati:
1) . (u+rv)=ru+iv
(i) (¢+s)y u=ru+su prolib. £,s€7 a uv&V
(i) (r.s) w =7.(s.u) v
(ivy 1 u =u

Potom V se nazyva vektorovy prostor nad télesem 7.

Oznaceni: Nulovy prvek z (V, +) se nazyvéd nulovy vektor a oznaluje se symbolem o.
Opalny prvek k vektoru u € V' se nazyvé opaény vektor k vektoru u a oznaluje se sym-

bolem - u. Vektor fu se nazyvd soufin ¢isla 7 s vektorem u.

Pozndmka: vy$e definovany souéin &isia s vektorem je viastn& specialnim typem zobraze-
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2

i d sice zobrazenim T x V = V., které se nékdy nazyvd vnéj¥y ope

race, na rozdi! od (bhingdr

nf} operace na mnoZing, napf. V, co% je zobrazeni V x ¥V — V, které se pak nazyva vnitfni

uperace,
Y definicr vektorového prostoru se setkdvdme se tfemi vnitinimi operacemi a jednou

&St operact, pfi Sem# nékteré z nich oznalujeme stejnymi symboly (séftdni ve ¥ -

v T symbolem +, resp. ndsobenf v 7 a sou&in &sia s vektorem symbolem J. § kdys ne
miZe dojit k nedorozuméni (vzhledem k tomu, Ze vektory z ¥V a&slaz 7 odligyi

Sujeme gra-

fekylge tfeba situto skutednost dobfe uvédomit.

PFipomenime. ¥e mdme-li korektng definovat n&jaky konkretni vektorovy Prostor, pak
v 4 3y ) o 4

< predchozi definice plvne, %e musime:

i zadat Ciseiné t&leso 7

2 zadat mnoZinu vektorfi ¥V

3. zadat, jak je definovino s&itdnf vektord
4 zadat. jak je definovdn soudin  &sla z T s vektorem z V
5. ovefit, Ze (V. +} je komutativni grupa a Ze plati axiomy (i) - (iv) z definice vektorove-

ho prosioru.

Priklad 1.1.

o Necht T je libovoiné &seiné t¥leso, n je pevné pfirozené &islo a necht’:
Y o Ve )
7 =G ox)x L0 x €T

(tzn. 7" je mnoZi.a v¥ech uspofddanych n-tic prvkf z t8lesa 7) je mnoZina vektorf.

Definujme pro lib. u=(ul,.”,un),v=(v1,...,vn)67” are’T:

utvE(uty, oo u ), tu=(ug, ..., tu)

kde symboly +, resp. . na pravych strandch znadi obycejné s€itdni; resp. ndsobeni &fsel
(strucné fikdme, %e séitani vektorfi a ndsobeni &isla s vektorem je definovdno“po slozkdch”).
Pak (7", +) je komutativni grupa (viz pfiklad 17.4, kap. II) a lehce se ovéfi, Ze plati axiomy
(1) - (iv) z definice vektorového prostoru.

Tedy T" je vektorovym prostorem nad t8lesem 7.
Poznamenejme, Ze nulovym vektorem je v 7" zfejmé& uspofddand n-tice (0,0, ...,0) a
opaénym vektorem k Wys <« =, u, ) je vektor (54, =],

Specielng, napf. R3?, Q%, K?, QG/2)*. atd. jsou rfizné vektorové prostory tohoto typu.
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Vezméme t8lesc R redlnych &isel; mnoZinou vektorfi bude mno¥ina viech polynomf ¢
neuréité x, s redlnymi koeficienty, kterou oznalme R[x]. S&itdni vektorfi definujeme jako
obvyklé s&tani polynomf a soudin &isla s vektorem definujeme jako obvyklé ndsobeni polyno-
mu redlnym Cislem. »

Lehce se ove¥i, Ze (R[x], +) je komutativni grupa a Ze plati axiomy (i) - (iv).

Tedy R[x] je vektorovym prostorem nad télesem R.

(Nulovym vektorem tohoto vektorového prostoru je pak ziejmé tzv. nul()\;}’/ polynom, tj. poly-
nom, jeho? viechny koeficienty jsou nulové).

3. Necht’" n je pevné pfirozené éislo;.vezmé’me opdt téleso R redlnych Zisel a mnoZinou
vektorfi necht’ je mno¥ina sestavajici z nulového polynomu a déle ze v8ech polynomi o

neurdité ‘x, s redlnymi koeficienty, stupné < n, kterou oznalime symbolem R _f{x]. Tedy:

R [x]= {gx"+ax""'+.. . +a  x+a lag,a,,...,a

E€R}.

S&tdni vektorf a soulin &lsla s vektorem definujeme stejnd jako v pfedchozim p¥ikladu.
Lehce se ovéfi, Ze (R [x], +) je komutativni grupa a Ze plati axiomy (i) - (iv).

Tedy R [x] je vektorovym prostorem nad télesem R.

4. Necht T je libovolné &iselné t&8lesoc a ¥ = {v} je libovolnd jednoprvkova mnoZina.
Sftani vektorfl a soudin &sla s vektorem definujeme (jedinym moZnym zplsobem. & sice):
v+v=v, resp. Lv=v, pro ka?dé ¢t € T. Pak zfejm¥ (V, +) je komutativni grupa s
plati axiomy (i) - (iv). Tedy V je vektorovy prostor nad t€lesem 7, ktery budeme naz}fvaa’
nulovy vektorovy prostor (nad 7). Je to tedy vektorovy prostor, obsahujict jediny vektor -

a to nulovy, tzn. v = o.

Pozndmka: Uv&domme si, e mnoZina vektorl ¥ je vidy neprdzdnd, dale, Ze nulovy
vektor ve ¥V existuje jediny a opa(“:nj? vektor k libovolnému vektoru z V existuje rovnéz
jediny (to v¥e plyne ihned z faktu, Ze (V, +) je grupa). Pfi tom je potieba dbsledné rozli-
Sovat symboly o a 0, tzn. nulovy vektor a &islo nula.

Déle ptipomeiime, Ze podle difve zavedené imluvy budeme misto u + (~v) psdt

struénd u — v. Nisledujici véta ndm pak d4 dal3i pravidla pro pogitdni s vektory.

Véta 1.1.: Necht® V je vektorovy prostor nad télesem T; necht’ ts €T,
u,v €V lib. Pak plati:
1. t.(u—v)=tu—Lv

2. (t—s).u=tu—su
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3. tau=o0 € t=0 nebo u=o9o

t{—u) = (=) = —(L.u)

EN

(D & k az: provedeme vétSinou uZitim axiomb (i) - {iv) vektorového prostoru.

1]
1t

t.(u+(—v) tirv - Ly

Lo (u=v) Po{ut(~v) v - LVv=ELhu - LY

il

2.4 )y u=@+t(=s) . utsu-—su=(+T(=s)*ts) u-su=Lu—su

“e” je-li +=0, pak Ou=(0- 0)u=0u - 0u=o, podle 2;
je-li w=0, pak r.o=tr(¢ —~0)=to — t.o=o0, podlel.

“ »

=" necht tu=o0 a r# 0. Potom u=lu= (:— = L () = ;Ll«..o =g

4. plyne z 1.2 a3, asice: t.(—uj=r4(0 —w)=Lo~ Lu=o0 - Lu=-Lu, (€SP

(-Hu=(0 - Hu=0u-rtu=-tu |

Pozndmka: pomoci pfedchozi véty miZeme uplesnit nadi pfedstavu o poltu vektorfl
ve vektorovém prostoru. Je-li totiZ V libovolny vektorovy prostor nad 7, rlizny od nulo-
vého prostoru (jinymi slovy feleno - V' obsahuje alespoii jeden nenulovy vektor), pak musi
prostor ¥ obsahovat nekone&n& mnoho vektorfi. Vezmeme-li totiZ libovolny vektor u& v,
u # o a tvofime soudiny viech prvkfl z &selného t&lesa T (kterych je nekonefnt mnohoj
s timto vektorem u, dostdvdme nekone&n¥ mnoho navzdjem rfiznych vektosl (e-li 1oz
rw=r,u, pro £, i €T, pak (t,—t,)u=o, odkud podle V.1.1.3. je (7, —1,}=0,

neboli t,=t,).

§2. Podprostory vektorového prostoru.

Definice: Necht” V je vektorovy prostor nad télesem 7. Neprazdnd podmnoZina
W mnoZiny V se nazyvd podprostor vektorového prostoru V. jestlize plati:
(i) u,vEW libovolné = u+vew

(ii) tE€T u€W libovolné = ru€Ww.

Poznimka: 1. lehce se di ovéfit, (proved’te si podrobn€ sami!), Ze podminky (i) a (ii)
z pfedchozi definice jsou ekvivalentni ndsledujici jediné podmince:
(i) u,vEW; ts €T libovolné = tu+svEW
2. Ka#dy podprostor W vektorového prostoru V musi vzdycky obsa-
hovat nulovy vektor [je-li u € W libovolny, pak podle (ii) a podle V.1.1.3 je O.u =
= 0 € W]. Vidime tedy, %e se napf. nemfiZze stdt, aby dva podprostory vektorového prostoru

V byly disjunktnf.
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Véta 2.1.: Necht” W je podprostor vektorového prostoru V nad télesem T. Pak W

je sdm vektorovym prostorem nad rélesem T,

[D &k az: soufet dvou vektorl z W, resp. soudin &islaz T s vektoremz W jsou
definoviny stein® jako ve V. Definice podprostoru ndm zarutuje, Ze jde o vnitini, resp.

vn&jsi operaci na W.

{podle V.1.1.4 a definice podprostoru). Podle V.2.3., kap. 1l je pak (W, +) podgrupou
komutativni grupy (V. +), tzn. (W, +) je komutativni grupou.

Axiomy (i) - (ivy z definice vektorového prostoru jsou ve W zfejm& splnény {pon&vad
jsou spin&ny v celém V).

Tedy W je vektorovy prostor nad télesem 7. ]

Prikiad 2.1.:
1. Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem 7. Pak zfeimé& W ={o} a
w = 1" jsou vzdy podprostory ve V. Tyto dva podprostory se nazyvaji trividinf podprostory
ve V. Viechny ostatnf podprostory ve ¥ (pokud existuji) se pak nazyvaji netrividlni
podprostory ve V.
2 Uvazme vektorovy prostor R® (viz pfiklad 1.1.1). Potom napf.:
a) W,={(x, v, 0)lx, y €Rlib.} je podprostor vektorového prostoru R?
by W,={(x, , z)lx, v,z E€R A x — 2y + 3z =0} je podprostor v R?
¢) necht (u, v, w) je pevny vektor prostoru R3; potom W3= §k . (u, v, Ik ER}
je podprostor v R3.
Je vid&t, Ze vektorovy prostor R3 obsahuje nekonecn& mnoho podprostorfi. Na druhé stra-
n& samoziejmé ne kazd4 podmnoZina v R?® je podprostorem R3. Napt. W, =

{(x, y, Dlx, ¥ €R} neni podprostorem v R® (zdlivodnéte prot!).

i

3. Uvazme vektorovy prostor R[x] vSech polynomi (viz pfiklad 1.1.2). Pak napf.:
a) W= {f(x) € Rx]l f(x) = f(—x)} je podprostorem v R[x]
by W,={flx) € R(x]l 2./(0) + 3./(1) = 0} je podprostorem v R[x]
¢) vektorovy prostor R [x] (viz piiklad 1.1.3) je podprostorem v R[x].
Nz druhé strang napf. mnoZina W,= {x*+ax + bl a,‘ b € R lib.} neni podprosto-

rem v Rlx}

Véta 2.2. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T; necht 1 je neprdzdnd

‘.
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ie

indexovd mnoZina a necht’ pro ka¥dé o €1 je W, podprostor ve V. Potom 1 W

aef

podprostor ve V.

[Dfkaz mnofina N W, je zfejm& neprdzdnd (nebot obsahuje jisté nulovy vekior

oen

). Zbyvd tedy ov&fit platnost podminek (i) a (ii) z definice podprostoru: necht’ w,v& Ml

r = T libovolné. Potom wu, v € W, pro kazdé o €1, a tedy (pondvadz W, Je podprostor)

e utvew a tu €W , pro kazdé o€/ Pakale un+veE N W, artuenw i
: ael g ¢

Poznamenejme, Ze indexovd mnoZina [ byla libovolnd (neprdzdnd), a tedy pFedchozi
vEéta plati jak pro koneZny, tak pro nekoneény polet podprostorfi. Strudné fedeno, vita tyrdi,
Ze primikem libovolného podtu podprostorli ve ¥ je opst poedprostor ve ¥, Tohoto fakiu
vyuZijeme v nésledujici diieZité dvaze.

Necht” M je libovolnd podmnoZina vektorového prostoru ¥ (tzn. M obecn® neni
podprostorem!). Pak existuje alespofi jeden podprostor, obsahujici mnoZinu M (napf. cely
prostor V' md tuto vlastnost). MiZeme tedy utvofit priinik viech podprostord ve ¥, obsa-

hujfcich mnoZinu M, ktery oznaéme symbolem ‘[M}‘ Tedy

(1) [M}=nNW, (W, je podprostor ve V takovy,ze W_2M)

a plati ndsledujici tvrzeni:

Véta 2.3. Necht” M je libovolnd podmnoZina ve vektorovém prostoru V. Potom:

{. [M] je podprostor ve V

2. [M] je nejmen3i (vzhledem k <) podprostor ve V, obsahujici mnoZinu M.

(D8kaz: 1: plyne ihned z V.2.2.

2: plyne z (1) a ze zdkladnich vlastnosti mnoZinového priiniku. ]

Je-li mnoZina M koneénd, napf. M = {u,,...,u}, pak misto symbolu

[{u1 s+ -+, u}] budeme psdt strudnéji [u1 e e uk]. V tomto pfipadé je tedy

[u,...,u]=0NW_ (W, je podprostor ve V takovy, Ze u,,...,u, €W )

12"

MbZe se samoziejm& téZ stdt, e mnoZina M je prdzdnd; v takovém pfipad® zfejmé& je [¢]=

= {o}.

Definice. Necht M je podmnoZina ve vektorovém prostoru V a necht W = [M].
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Pak podprostor W se nazyvd podprostor generovany mnoZinou M.
Jedi specielnd8 M ={u ,...,u.}, pak W se nazyvd podprostor generovany vektory
se nazyvaji generatory podprostoru W.

.,u_ avektory u;,...,u

12 ° k k

Uvédomme si, Ze na rozdil od préiniku podprostorfi, neni mnoZinové sjednoceni pod-
prostorfi (dokonce ‘- ni dvou) obecné& podprostorem daného vektorového prostoru. Napfiklad
pro podprostory W, a W, vektorového prostoru R3? z pfikladu 2'.1.2., jejich sjednocenti
W,U W, neni podprostorem v R (nebot’ napf. (1,1,0), (1,2, € W U W,, ale (1,1,0) +
+(1,2,1)=(2,3,D € WU w). V dal§fm si nyn{ zavedeme pojem tzv. sou&tu podprostord,

uk4¥eme, Ze je podprostorem a jaky md vztah k mno¥inovému sjednoceni t&chto podprosto-

.
: Definice. Necht’ Wl, Wz, . iatres Wk (k = 2) jsou podprostory vektorového prostoru
V. Pak mnoZina W + W,+ ...+ W, definovand:
Wi+ W+ +W={utut. otulu EW L w,EW,, ..., u, EW.}
se nazyva soufet podprostort W , ..., W,.
Vé&ta 2.4. Necht” W , W,, ..., W, (k >2) jsou podprostory ve V. Pak plati:
1. soulet podprosterfc W + W,+ ...+ W, je podprostorem ve V.
2. WHW,+ .t W =W, UW,U... U W, 1 tzn. soucet podprostorii
Wy ..., W, jeroven podprostoru generovanému jejich mnoZinovym sjednocenim.
[Dikaz: 1: zfejm§je W, +... +W, #¢ (nebot’ W,#¢). Dile, necht’ u,v €
EWFa T W, 1T libovolné. Potom u=uw,+...+u,,v=v,+...1v, kde
u, v, EW, i = 1,...,k Potom ale:
u+v=(u1+...+uk)+(vl+...+vk)=
=(u1+vl)+...+(uk+vk)€Wl+...+Wk
tu=¢t, (u+.. . tu)=tut.. . tiu EW1+...+Wk ,

atedy ‘W 4.+ W, je podprostor ve V.

K

2. vzhledem k (1) budeme dokazovat mnoZinovou rovnost:

W+...+W =nU, (U, je podprostorve V takovy,Ze U =2 W U.UW)
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“C”: necht u € Wi+...+W,, potom u=u+.. . + u,, kde u, €W, IJe tedy
u, €U, . kde U, je libovolny podprostor ve V takovy, Ze Uu,2wWu...u W, . Potom
viak wy+ ... +tu =u€U, atedy u€NU, (U, je podprostor ve ¥ a U, 2w, u..
W),

“O7 ziejm€ je W, & W, +...+ W, (nebot pro u, € W, libovolny je u, =
For. o Ffut. toE€W .. +W), atedy W U...UW, §W1+4..+Wk_
Podle 1. &asti vty je v¥ak W,+ ...+ W,_ podprostorem ve ¥, tzn.z vlastnosti mnoZino-

veho priiniku pak jiZ plyne Z4dand mnoZinov inkluse. ]

Vidime tedy, %e sou&et podprostorfi W, +...+W,_ jenejmensim podprostorem ve V.

obsahujicim mnoZinové sjednocent W, U...UW,_ t&hto podprostorli. Samoziejmé, Ze
~ -] v 4 [P e '3 . ’ 7 . v -
soucet podprostoru obecné neni roven jejicn mnoZinovému sjednoceni. Dile si uvédomme, Ze
vyjadfeni vektoru u € e W, ve tvaru
= +
u=u+. .. +u, kde u Ewl,...,ukEWk

! k>

nemusi byt jednoznagné. Oboji si ukdZeme na jednoduchém p¥ikladu, a to pro k=2, coz

Je situace, s niZ se budeme v praxi nejastdji setkdvat. V tomto pfipadg je tedy
W, +Ww,= {gl+uzlu1 EW,u, EW,}=[W, UW,]

Schematicky je tato situace zndzomné&na na obr. 8.

/>

Obr. 8

Pfiklad 2.2.: Ve vektorovém prostoru R3‘ méjme ddny dva podprostory:
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Wl :{(X,, v, 0)|x,y€R}, WI ={(u) 09 V)lu' VER}
Z¥ejmé plati, Ze:

W, U W,={(a, b, c)la, b, c €R, b =0 nebo ¢ = 0}, resp. W + W,=R3

Vidime tedy, 2e W, UW, & W +W,.

Dale, vyjddfeni vektoru u & W + W, ve tvaru
(2) u=u tu, kde uIEWI,u2€W2

éde obecn& neni jednoznaCné, nebot’ napf. (0,0,0) e W + W, pfidem? tfeba (0,0,0) =
=(0,0,0) + (0,0,0) = (1,0,0) + (-1,0,0) jsou dvé rfiznd vyjadieni tvaru (2). Poznamenejme,

%e v tomto pfipadé mé kazdy vektor z W + W, dokonce nekonen& mnoho rliznych vy-

jadieni tvaru (2).

Definice. Necht” W , Ways v« 5 W5, (k = 2) isou podprostory vektorového prostoru
V. Soucet podprostort W, . ... W, se nazyvd pfimy souZet a oznaluje wo+w,t .
.+ W, jestlize libovolny vektor u € W + ...+ W, lze vyjadfit jedinvm zplisobem
ve tvaru:
(3) u=u +. ..ty , kde uiewl,...,ukewk

Véta 2.5.: Necht” W , W,,..., W, (k>2) jsou podprostory vektorového prostoru
V. Pak soucet podprostorit W, ..., W _ je pfimym souttem < pro kazdé i =

=1,2,...,k plati

4) win(wl+_u.+wi~l+w +, B W)= fo).

i+1

[D & k az: “>” necht soufet podprostort W , ..., W, je pfimy a necht’ pro

1 <i<k je xEW[ﬂ(lV1+...+W1._[ +W., ...+t W.) libovolny. Petom je
x=u+.. . +tuy_  tu, +.. to. kde ul,::W]., adile x €W, tzn. také —xEW,.
Pak ale:
= — 3 = +
o ul-lj:...+ui_1+?( x)tu,, t...+tu, resp. o oto+...+o0

jsou dvé& vyjddfeni nulového vektoru o ve tvaru (3), tzn. podle pfedpokladu musi b}7t_

x=o0. Tedyje W,N(W, +...+W,_ +W_  +...+W) C {o}. Opalnd inkluse
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je v8ak trividlni, tzn. dohromady plati rovnost. Ponévadz i bylo libovolné (s viastnostf
i <i<k), plati viechny podminky (4).

“<” necht’ plati podminky (4); necht’ x € V libovolny a necht’

= =1’ ’ ¥ = ir
XBW ko=, b, Ckdew e W s LT Lk
jsou dv& vyjddieni vektoru x ve tvaru (3). Potom pro libovolné i = 1,2, ..., k dostd-
gl . ( g 3 - b 9 e 3 Y — 9 g
vime: (u, u":.)f“: (u1 “1) + ...+ (uz._l “i—n) + (“1+1 uiﬂ) N (uk uk), tz1.

W -wWYEW,NW, +...+W_ +W,  +...+W)

i—-1 i+1

: 3

odkud viak podle (4) plyne, Ze (u;, — u;) = o, neboli u, =uj. Tedy vyjddfeni vektoru x

ve tvaru (3) je jednozna¢né a soucet podprostorh W, ..., W, je pHmy. ]

Pozndmka: rozepiSeme-li si pfedchozi ‘vétu pro n&kterd konkretni k, pak dostdvime
napf.. :
pro k = 2:
soucet podprostoric. W , W, je pfimypm souctem - W, 0OW, =le}
‘pro k =3: !
soucet podprostori. W , W,, W, je pfimym soultem < W, N (W,+ W,)={0} A
AW, (VW W,) = {0} A W, O (W,+ W,) = {0}

Priklad 2.3. Ve vektorovém prostoru R3?> méjme ddny podprostory:
W,={(x.x0)Ix €R} W,= {@,0p)lu,v €ER}, W,={(0kk)lk €R}

Potom uZitim V.2.5. dostavdme, Ze

a) soulet podprostord W, , W, je pfimy [jeli wE W, N W,, pak w=(x,x,0)=

u,00) = x=0, tzn. w=(0,0,0)0 a podle V.2.5. je soulet pfimy ]
b) Soutet podprostorh W, , W, je piimy
c) soudet podprostord W,, W, je piimy
d) soudet podprostort W, , W,, W, neni pfimy [nebot’ napf. W, N (W,+ W)=

W, NR3 =W, #{0}, atedy podle V.2.5. soulet nenf pfimy |.

§3: Linedrni zdvislost a nezavislost vektorl

Definice: Necht V je vektorovy prostor nad 7, necht wu,, ..., u je kone&na
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postoupnost vektorh z V. Pak vektor

0 | + 7
a=¢.u *t . Wi kde t,,...,1 eT
se nazyvd linedrni kombinace kone&né posloupnosti vektori u,, ..., u, nebo strulné
linedrnf kombinac» vektort u,, ..., u,
MnoZina viech linedrnich kombinaci vektort Uy, ..., 0 se bude oznatovat sym-
bolem [/(u‘, Coe,oa ) tzn,
= + - i 1 S
Lu,,...,e)={tu +. . .1T1.u Ve, €T libovolné}

Poznamka: 1. v&imndme si, e v pfedchozi definici hovofime o “koneZné posloupnos-
ti vektor U,y 7 Timto obratem chceme Fci, Ze je moZné, aby se zde néktery
2 vektord vyskytoval pfipadn® vicekrdt (tzn. mZe se stdt, Ze u, = u, pro i # j) a dale,
e vektory chdpeme v uvedeném pofadi (tento fakt viak bude hrat dileitou roh aZ v dal-
Y paragrafu). Z divodd strunosti budeme vSak v dal¥im misto “koneéna posloupnost
vektorh u,, ..., u ” fikat obvykle pouze “vektory u,, ..., u, 7

2. Symbol L(u,,....u.) znamend mnoZinu viech (moznych) linedr

nich kombinaci vektorl u,, ..., u,, kterych je zfejm& obecnd nekonetnd mnoho. UveE-
domme si déle, Ze mnoZzina L(u,, ..., u,) obsahuje vZdy mimo jiné:

- kaZdy z vektord u,....0 (nebot’ w, =0u, +...+ Ou, ,+tu*0u,

k
.o+ 0u)
- nulovy vektor (nebot’ o =0u, +...+ 0u).

3. V pfedchozim paragrafu jsme hovofili o podprostoru generovaném
kone&nou mnozinou vektord. Je zfejmé, Ze misto “konedné mnoZiny vektorl” mzeme
vzit té% “konetnou posloupnost vektor” (pfipadné opakujici se vektory zde nehraji Zdd-
niou roli) a pouZit stejnou symboliku. Je-li tedy v, ..., u, konetnd posloupnost vek-
tori z V, pak

(D [u,...,ul=0W W, je podprostor ve V¥ takovy,Ze u,,...,u, €W

je podprostor generovany vektory u,,. .., .. Nisledujici v&ta ndm pak ukdZe, Ze

2550 « -5 ula L(,..., u, ) jsou vlastné jedno a totéz.

Véta 3.1. Necht” V je vektorovy prostor nad T, necht w,,...,u Je konednd
posloupnost vektorii z V. Pak plati:
1. LQu,, ..., u) je podprostor ve V
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2 My cns u |= L(u,,...,w), tzn podprostor generovany vektory Wy yena B
je roven mnoZiné vSech linedrnich kombinaci vektort: | T

[D&k~z: 1. zfejmé (ov¥fenim definice podprostoru)
2. vzhledem k (1) budeme dokazova: mno¥inovou rovnosi:
(2) nw, (W, je podprostor ve ¥V AN, ..., eEW,)= L(ul, S )
“C” plyne z vlastnost{ mnoZinového priniku, uvddomime-li si, Je /! U, ..., W)
je podprostor ve V' (podle 1. Zdsti) a Ze Wyo rons ly ELOL o . 1) !
“2” mnoZina na levé stran& (2) je podprostor ve V, obsahujici vektory wu,,..., u,,

tzn. musi pak obsahovat také jejich libovolnou linedrni kombinaci. |

Disledek: l Necht V je vektorovy prostor nad T, necht’ u,...,u, je konelnd
posloupnost vektorii z V anecht v ,...,v €L, ..., ). Pak plati !

Lo L(vy, ..., v) S LGu,...,u) (neboli [v,,...,vJS[u,...,ul)

2. TP R e AR LT Y

[Dhkaz: I. plyneihned z (1) a z pfedchozi véty, &dst 2.
2. inkluse “27 plyne z (1);dokaZme inklusi “C”. Ale n"iviémé je
u

ooy B € L(ul, C. uk), resp. podle pfedpokladu je Vo v vas¥y EL(uls ce s W)

Podle &4sti 1. je pak [u,,...,u,v,...,v] - [u,,...,u ] Dohromady pak plati

dokazovand rovnost. |

Vidime tedy, Ze pfiddme-li ke generdtorim daného podprostoru W libovolny vektor,
ktery je jejich linedrni kombinaci, dostdvdme opé&t generdtory W, resp. (totéZ - jinak Fele-
no) odstranime-li z generatorl podprostoru W vektor, ktery je linedrni kombinaci zbyvaji-

cich, dostdvdme opd&t generitory W.

Priklad 3.1.

1. Rozepsdnim se lehce ovéfi, Ze napt.
R?= [(1,0), (0,1)] = [(1,1), (1,2)] = [(0,2), (1,1), (O,1)] = [(1,3), (Z,1), (1,—1),(2,3)], atd.
Vidime tedy, %e vektorovy prostor R? je moZno generovat dv&ma a vice vektory (zfejmé i
nekonetn¥ mnoha). Na druhé strand, prostor R? evidenin® nelze generovat jednim vekto-
rem (nebot [(a, b)] = L((a, b)) = {(k.a, k.b)| k € R} ; R?).

2. Ve vektorovém prostoru 7" oznafme vektory:

e, =(1,0,...,0), e, =(0,1,0,...,0),...,e =(0,...,0.
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Pak plati, 2e T'" = le,,....e,], tzn. vektory e, ..., e, jsou generdtory vekrorového
prostoru T" (zfejmé& pro libovolny vektor u = @y, ... u,)ET" je u=u e +...
ctu e, tzn. T"Cfe,...,e ] aopatnd inkluse je trividlnf).

3. Ve vektorovém prostoru R, ix] oznaCme vektory (tj. polynomy):

=1 . f,=x , fy=x2 ..., f  ,=x"_
Pak zfejm& R [x}=1[f,. f,... .. f, ., I, tzn. polynomy 1, x, x2, ..., x" jsou generdtory

vektorového prostoru R [x].

Definice: Necht” V je vektorovy prostor nad T a necht’

(3) u, . .
je kone&nd posloupnost vektorli z V. JestliZe existuji &isla £yo -« 1, €T, z nich?

alespof jedno je rlizné od nuly, tak, Ze

{4y =
(4) tat .. st =0
pak fikdme, Ze vektory w,, ..., u,_ jsou linedrné zdavislé.
V opaéném pfipad¢ fikdme, Ze vektory u,, ..., u, jsou linedrn& nezdvislé.

Pozndmka: vidime, Ze pojem linedrni nezdvislosti je negaci pojmu linedrni zavislosti.
Explicitné vyjddfenc to znamend:

“ vektory u u, jsou linedrn& nezavislé, jestliZe pro viechna Liroenaiy € T,

T X

z nich? alespoii jedno je rlizné od nuly, plati rut oLt F oo
S touto definici by se v8ak z¥ejmé& nefikovné pracovalo, a proto ji pfeformulujeme do
ekvivalentniho, ale prakti&t&jsiho tvaru:

“vektory wu,, ..., u, jsou linedrn& nezdvisié, jestlie plati:

1

= = = F = =5 =0
rat.. ot u =0 t,.=t,=...=1, 0

Praktické zjiStovdni zdvislosti & nezdvislosti danych vektorl (3) provadime obvykle
tak, ze hleddme vSechna &isla tyosnsndy ET, spliiujici rovnost (4).Zjistimedi, Ze (4) je
spln€no pouze pro , =...=1¢, =0, pak jsou vektory (3) linedrn& nezdvisié. Je-li rovnost

(4) splnéna i pro n&jaké ¢, # 0, pak jsou dané vektory linedrn¥ zavislé.

Priklad 3.2.
1. Ve vektorovém prostoru R? jsou napt. vektory (1,0), (0,1} linedrn® nez4vislé;

podobné& vektory (1,1‘), (1,2) jsou té% linedrn& nezdvislé (oboji dostaneme rozepsdnim podle

pfedchoziho ndvodu).
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Na druh€ stran& nap¥t. vektory (0,2), (1,1), (0,1) jsou linedrn& zdvislé a podobn& vektory (1,3),
(2,1), (1,-1), (=2,3) jsou té% linedrné zavislé (ov&fte si sami!).

2. Ve vektorovém prostoru T” jsou vektory e, =(1.0,...,0), e, =(0,1.0,.,0)

g Au

e, =(0,....0,1) linedrné nezdvisié¢ (nebot’, je-li ettt e =(0, ..., 0), pak
(#ys - w,In)v=(0.u_.${))~ atedy 7, =1, =...=1 =0Q).
3. Ve vektorovém prostoru R, [x] jsou vektory (polynomy} t=L,5=x..., L
= x" linedrn& nezdvislé (je-li t bt x4 A =0, kde o znadl nulovy polyndm,
4. polynom, jehoZ viechny koeficienty jsou rovny nule, potom je =L =...=1,=0,

nebot’ dva polynomy se rovnajf pravé kdyZ se rovnaji jejich koeficienty u stejnych mocnin x).

JestliZe uvaZov: nd posloupnost vektord obsahuje pouze jediny vektor, napf. w, pak je
ziiStovdni linedrn{ zdvislosti & nezdvislosti velmi jednoduché, nebot’ z pfedchozi definice
z V.1.1.3. plyne (rozmyslete si podrobn& jak!), Ze plati:
(5) vektor u je linedrné zdvisly < u=o

O troku sloZit&j3{ je situace, kdy# uvafovand posloupnost (3) obsahuje alespoil dva vekto-

ty. Kriteria linedrni zdvislosti ndm pro tento p¥ipad uddvé nésledujici vita.

V&ta 3.2. Necht” V je vektorovy prostor nad T, necht k=72 a By Wy v, u &V

Pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) vektory u ,u,  jsou linedrné zdvis.é
Lu,

120

(ii) di (1 <i<k) tak, %e vektor u, je linedrni-kombinaci zbyvajicich vektorii (tj. vekto-

i )
LT T TR
(i) 31 (1<i<k) tak e [u, .. wl=[u.... . 9 . u, . . . . ou]
[Dikaz: “3{) = (ii)” necht u,,...,u, jsou linedrn¥ zdvislé. Pak existuji &isla
ty, ..., t, €T, znichZ alespoil jedno je nenulové, tak, %e tout. o +1 a = o. Necht

napf. 7, #¥ 0. Pak ale Gpravou z pfedchozi rovnice dostdvime:

coZ znamend, Ze vektor u, je linedrni kombinaci zbyvajfcich vektorf.
“(ii) = (iii))” plyne pfimo z 2. Zasti disledku V.3.1.
“(iii) = (1)” necht’ plati (iii); pak ale w€fu,...,.unl]=

B - ~ tzn. u, =p u, + ..
={n,. . T FEFPL NPT N L(“p“”“;-w“zw“”f“k)’ tzn. uw, =p u,

tP_ Y, tro 0, t.. .t pou,, kde p;, € T. Pak po Upravé dostavdme:




O,

=
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+ + -1 f =
pa, + .. *rp, u l)uz‘+pi+1ui+l+"'+pkuk 9

odkud jiz plyne, Ze vektory wu,, ..., u, jsou linedrn& zavisié. ]

Pozndmka: je tfeba si uvédomit, Ze &ast (ii) pfedchozi v8ty ndm zajistuje pou.ze existen-
ci vektoru, ktery Iz vyjddfit jako linedrni kombinaci zbyvajicich vektorfi. Nelze tedy obecn¥
se dd vyjadfit jako linedrni

tvrdit, Ze kaZdy z linedmn& zavislych vektorh u,, u,, . .., u,

kombinace zbyvajicich vektorl. Napf. ve vektorovém prostoru R? jsou vektory:
u1 = (091)9 u2 = (171)3 u3 = (0:«_—2)

linedrn& zdvislé (nebot’ 2.u, + O.u, + lLu, = o), ale pfitom je zfejmé, Ze vektor u, neize

vyjddfit jako linedrni kombinaci vektorli u , u,.

Diisledek. Necht” V je vektorovy prostor nad T a necht (3) je koneénd posloupnosi
vektorit z V. Pak plati:

1. obsahuje-li posloupnost (3) nulovy vektor, pak je linedrmé zdvisid

2. obsahuje-li posloupnost (3) dva stejné vektory, pak je linedmé zdvisld
3. je-li néjakd posloupnost vybrand ze (3) linedrné zdvisid, pak je i {3) linedrné zdvisid
4. je-li (3) linedrné nezdvisld, pak kaZdd posloupnost vybrand ze (3) je linedrné nezdvisld.

[D & k az: viechna tvrzeni disledku plynou pfimo z definice linearni zavislosti, resp.

z pfedchozi véty. |

Na zdvér paragrafu uvedeme nyni v&tu, kterd patfi k nejdfileZitéj8im vétim celé teorie

vektorovych prostord.

Véta 3.3. (Steinitzova v&ta o vyméng&). Necht’ V je vektorovy prostor nad T;

u,...,u,v,..., v € V. Necht vektory wu,, ..., u, jsou linedrné nezdvislé a nechr’
w €Lv,...,v), pro i=1,..., r. Potom plati:
1. r<s
2. pFi vhodném preéislovdni vektorit v , ..., v, je
Lvj,....v)=L(u, ..., u,v, ., ....,V)

[D &k az: provedeme matematickou indukcf vzhledem k 7.

o) necht r = 1; pak je jisté r <s. Z pfedpokiadh vity dile plyne, Ze u, # 0




-90 -

(podle (5)) aje u, =r v +.. .+ 1.V, Pak ale alespofi jedno z &sel ¢, ..., ¢, musi byt
~nenulové. Pedislujme vektory Vis .., Vg tak, aby ¢, # 0. Potom:
v1=tl~»u1 —rrilv2—. —{—Svu
1 1 1
zn. v, €L(u,,v,,...,v,). Trividlng je Voro oo Vo E L@, v,, ..., v), atedy podle
dbisledku V.3.1. je AN 6 » 1.5 5 v,) C L, v,,..., v,). Opalnou inklus: dostaneme stej-
nym zplisobem (uZitim pfedpokladu u, €L(v,,....v)), atedy plati Z4dani rovnost
Lv,.v,. ..., v)=L,,v,, ..., v,).
B) pfedpoklddime, Ze tvrzeni v¥ty plati pro 1,2, ..., r—1(r=2) adokaZeme je

pro r. |

Podle ptedpokladu a pfedchoziho dfisledku jsou vektory : TP u,_, linedrn& nezdvisie,
tzn. (podlé indukéniho pfedpokladu) » — 1 <s a po vhodném pfelisiovani je:

(6) L(vl,.,.,vs)=L(ul,...,ur_l,vr,.-..,vs)

Ale podle pfedpokladu véty je u €Lv,,...,v)= L, ... u,_,.Vv,....v), odkud
pfedev§im plyne, Ze r — 1 <s (jinak spor s linedrni nezavislosti vektorfi u,...,uw), tzn
plati » <.

Ddle Ize psit ‘

) u,=t1u1+...+tr_1ur*1+trvr+,..+tsvs

pfiem? alespoii jedno z &isel f,, ...,t, musibytnenulové (jinak opétspor s linedrni ne-

zdvislosti vektorhi u;, ..., u,). PfeCislujme je tak, aby 7 # 0. Potom:
t t 1 t t

(8) vr='—1ul~.,.,—"lur*I+——ur——’~f—1vr+l—...—_‘vs
t 3 t ' 3

Podle disledku V.3.1. (uZitim (7) a (8)) dostdvame, ze L(u,, ..., L S S £

=L, ...u,v , v,). Odsud a z (6) pak plyne, Ze Lvj, ..., v)=

r’ r+1’ "

=L(ul,‘.,.u v

. F é
s Vosgrana g Vb vcoi je Zadand rpvnost. i

§4. Béze a dimenze vektorového prostoru

Definice: Necht' V' je vektorovy prostor nad T. Kone¥nd posloupnost vektorf
,u, z. V se nazyvé bize vektorovéhe prostoru V, jestliZe plati:

(i) vektory u,,...,u jsou linedrné nezdvislé

generuji vektorovy prostor V, tzn. o ...,0, 1=K

(ii) vektory u,...,u,
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Poznamka: misto obratu “konend posloupnost vektorh u , ..., u je bazi V" bude-
me Cast&ji fikat stru¢né “vektory wu,, ..., u, jsou bazi V7.

Dile si uvddomme, Ze predchozi definice nezaruluje existenci béze ani nic nefikd o pottu

bézi ve V. Celou situaci si nejprve ilustrujme na n&kolika pfikladech.

Piiklad 4.1.: 2 piikladd 3.1. a 3.2. bezprostfedn® plyne, Ze:

I. vektory (1,0), (0.1) jsou bdzf vektorového prostoru R?*; podobng vektory (1.1),
(1.2) jsou té¥ bdzi R? Zfejm& vektorovy prosior R* md nekonefn¥ mnoho rliznych bizi.
Na druhé stran&, nap¥. vektory (0,2), (1,1), (G,1), resp. (1,3),(2,1), (1,-1),( -2,3), resp

{(1.2), (2.4), resp. (1.2) nejsou bdzi R?.

2. Vektory e, =(1.0,. ., 0, ..., 8 =€0,..., 0,1) jsou bazi vektorového prosto-
g T

2 Vektory (polvnomy) f,= L,f =x ... g ., =x" jsou bazi vektorového prostoru
R fxl

Piiklad 4.2.: _

1| Nulovy vektorovy prostor ¥ ={o} nemd bdzi (nebot libovolnd konefni posioupnost
vektori z ¥V md tvar 0,0, . .., 0, aje tedy linedrn& zdvisld).

2. Vektorovy prostor R[x] nemd bdzi (nebot” 24ddnd kone&nd posloupnost vektorl (poly-
nomi) z R[x] negeneruje cely prostor Rlxj. Je-li totiz g,,.... 8, libovolnd konefnd

posloupnost polynomd z Rlx]| a jestlize polynom g, ma stupefi k;, porom {isté existuje

prirozené Cislo ¢ s vlastnosti: # >k, pro kazdé i=1,...,n Pak ale napf polynom
g=x" se neda napsat jako line4drni kombinace polynomt Birene=sB, 2 je tedy
C
(g,. .8l ?&R[x]-)n
Rozebereme-li si pfedchozi definici podrobné&ji, pak vidime, e bdze v, ... 4

sy

vektorového prostoru ¥V je z hlediska generdtorfi “nejchudobngjsi” posloupnosti vektorl.
Presn&ji fedeno, pokud bychom n&ktery z vektord u,,.... u, vypustili, pak zbyvajici
vektory uz nebudou generovat vektorovy prostor V (plyne z V.3.2. - rozmyslete si
podrobng jak). Na druhé strang, z hlediska linedrni nezdvislosti je bdze “nejbohatsi”

posloupnosti vektorl z V¥, jak v dalSim ukdZeme.

Definice: Rekneme, %e koneénd posloupnost vektordh uw .. ..., 2 V je

maximAlni linedrné nezdvisld posloupnost vektorli ve V, jestliZe




