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(i} vektory ul, . . , rl jsou lineárně nezávislé

(ii) pro iiborlolné w F jsou vekíory utr , " " f}í?, w Xineánrě závislé.

Věta 4.1. KOnečná posloupttclst vektor ul , " , tl,? ie brlzť ,yektorovéhcl prrl:;trsrtt

P;l'ťtvě kdyŽ ie nruximátní lineárně nezál;islou pcsltlupttr:s t;c/e ,,1ort| ve [/^

trj k a z, ('=+", nechť u. , . o u, je báze V; pak vektory ul ,

lirreárně neziivislé a pro libovolnli vektor w V je w [uo " " .

Pcrdie v-3-z"jsou pak vektory u', " , ur,p lineárně závislé a
rnaximální lineárně nezávislá pcsloupnost vektoni.

"e": necht' ú1 , . , , a, je maximální iineá rné nezávisiá, posloirpnost
vektor ve V- Pak Ul , . lln jsotr lineárně nezávislé" Dokážeme, že [ill"
= V" neb<rli Z(urt" " r , s*} ; /. Ale inkluse "e" je triviáiní: naopak" necht,
iibovolnd. Pak Poclle p edpokladu jsotl vektory ul , . , il, , w lineárně závisld,
jíČÍsla tr,,. ",tr,te T, znichžalespoň jedno jerťrznéodnuly, tak,že

. , *r]=

tedy ul

, .,il, iOLn

č(ui!.. ."**}.

,Blie n,,

. tt ].=
},i .l

w íu"

tzn" existu-

Musí však b t

v!,,= - -!ul

. .* tn"Ur, Ť /.w = o

fiinak por s lineární
t
l,

-ťrr" El,(ur,. ".,ll
nezávislostí vektor

n), což jsme chtěli

U' ," ,ur,), atedy

dokázat. ]

ío.B, +

t+0

l'{ásledující véta nám pak podá ieStě jednu charakteňzaci báze vektorového prostoru.

Věta 4.2.". Konečnó pasloupnost vektor ul , . . .

v právě když každ vektor w v ie možno jedinlim
, u,, ie bází vektorového prostoru

zp sobem vyiád it ve tuaru:

, t, e T

V. Pak existence vyjád ení (l) plyne

tedy:

(l) w=/r.uu +...+

tD k a z: *,+o nechť

z definice bázei dokažme jeho 
.

, tn"B, , kde tn, .

Ul ,".., U, jebáze

jednoznačnost. Nechť

w=/r"u, +. " "*tr.V, =/t.ul +". "+hr.ur, kde t,rre T

Pak odeětením a pravou dostáváme

(t{ rr) " u, +.. .+ (tr_ rn}. ur, = o

Vektory Ul , . . . , nn jsou vŠak lineárně nezávislé, tzn. musí b;it (ír- r,) = 0, neboli
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ti=ťi, prokažríd i =l,.!.,rl.
cilu necht' každ vekfor w

Fotom 3'e T; = L( t, . . ., wr} = [u', . . j, *r, J.
jsou lineárně nezávisld. Nechť tedy:

/r.B, i-. . . * tn.Br, = o

V se dá jednozna ene wjád it ve tvaru ( l ).

Zb ,vá ukázat, že vektory B1 , . . . , u,

a tetí_v z jednoznačnosti vyjádrení (t) plyne,že
jsou iineárně nezávisld" Dohromady pak dost áváme,

Z ejmé však je CI_*, + . " . .r- 0.u,, = o,

t.=,..=tr=a, tzn. ll1,, ..,U,
že vektory B1 , . " . , u, jsou bázi í/.

Yěta 4.3": Necht' [I1, . . " ,

l. jestliže yr,...,y* ie

un ie bdze vektorového prostoru trr. Pak ptatt:

bdze prostoru í/, potc ie m = n
2, jestliŽe vektoU Wl , . . , W" generují prostor V, pak z nich lze vybrat bdzi
3. každou konečnou posloupntlst lineárně nezdvisllich v,lektor , z V 

'r, 
Orr*r, ,"

bázi V.

[D k az: l, aPlikujemeli Cuatrát !teinitzovu větu, dostáváme n 5 nr a rn S n,
odkud plyne, í"e m = n"

Nechť vektorY Wt, , , , , w" generují prostclr V- Fak alespoň jeden z nichje r zn od
nulovéhovektoru azejmé jelzep ečíslovat tak,že wl ,...,w, jsou lineárně nezávislé
a Wl, -., wi,wi jsou lineárně závislé, pro každé i s vlastností: , <i *,.il- odtud
(podobnouvahoujakovzáuérudťrkazuv.4.t.)plyne,že*;L(wt

iV = L(wl" ",W") -Cz(w!, - -.,wr)- opaénáinkluse3'e všat< triviátní,t r. 1,e /=
= f,(wr, . . ., wr) a vektory , . . , wi jsou bází ptastoru V.

3. nechť wl, . . , wr jsou lineárně nezávislé vektory

Wr

un) = L{wt,

.., TVrrUr+l,

,

V. Podle

Wr,Ur+1,...,ll

..,Un je

Steinitzovy věty je

odkud podle právě

báze V. 1

(po vhodném p ečíslování) Y=L(ulL . . .,,,

dakázané části t. a 2,. dostávám e, že w' ,

z

První část p ed chozí věty

ny jeho báze sestávají vždy ze

vyslovit násleclující definici:

nám íiká, že má-ti vektoro prostor néjakou bázi,pak všech-
stejného počtu vektoďr. Na základě tohoto faktu mťržeme
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Definice: Necht' V je vektorov prostor nad,,. T.

(i} je-li V nulov rn vektorov rn prostorem (tzn.

nr:la

[)a}e

i2'- ťo}), ikárne, že dimenz* V i*

proslir.:ri,Ji

(ii} eXiStUje-li báze L}1, , . , u, i:,i.ilsli);;"i Pr, p,,, ííl:l.ine" že climertze V j* ,lj

(iii) je-li V * do} a nemá-li žádnou ,bázi, pak fi}rdi.,,)" e dirnenze í, j* nekclrle*trn,
Pí eme; dim = 0, resp. dirn X/ * fl, reŠP, dim V" oo 

"

Vektorové Prostory z (i) a (ii) se naz vají konečnědimenzionální, vei<tt_,rrivé

ze (iii) se naz vají nekonečnědimenzionálnÍ.

4.3. Z pílkladu 4.'' . a 4.2. bezprostťedné plyne, že

R2 =2

Tft = n (tzn. specielně nap . dim R3 = 3, dirn Q5 = 5, cine Ka = 4, atd.}

Rn[xi =n+ i ítzn. specielně nap. dim R,[xj = 6, atcí.)

R[xj - oo

Úmluva: vŠude v datŠÍrn se budem e uab vat pouze lconečn dimenzionátními vektorovťrni
prostory.

Řeknerne -li tedy, Že V je vekto rov prostor nad T, bude to automaticky znarnenat"

Že V je koneČnědimenzionálntr, tzn, ,!g$!o nplov prp tad nebo vektorov prostor, v němž
existuje báze. k tgmu jpště poznamgRpjrn , áe každ podprostor konpťBědimenzionátrního
vektorového prostgru je sánn také kone n dimpnzionálním vektorov m prostorem (plyne
r_, Y.'2.1. a V.4.1.).

V Praxi se Pomérně Často setkárne s lohou , že ve vektorovérn prostoru V, jehož dirnenzi

známe, naP " dim V = n, ověfujem e, zó.a nějaká posloupnost sestav ající z n vektoŇ je bázi,-

V takovém p ípadě staČÍ ově ovat pouze jednu z podmínek (i) a (ii) z definic e báze,jak ulkazu_

ie následující véta.

Věta 4.4. Necht' V íe vektorov prostor nad T; dim = n (b l} a necht'
je koneěnd posloupnlst n vektonT z V. Pak nástedultcť vllroky jsou ekvivalentní:

ft) vektory ll1 , . . " , u, |sou bizť prostoru V
(ii) vektory u1 , . . . , u" lsou llneárně nezávislé

(ttt), vektory u1 , . . . , lln generu!{ prostoť V,

p íktad

1" clim

2. rlim
3" dirn

4. dim
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{vzhledem }r,

tzn. generují

" 
_q5

a z: *(i} 
=+ {ií}" zťejmé (plyne z definic e báze}

*(ii; 
=+ (iií}" necht' *u, " . , lln jsou lineárně nezávislé; podle V"4"3"3"

p edpokladu dírn I/ = n} však jsou vektory ul, " . . , &" bází prostoru V,

prostor V "

*(iii} * (i)" necht' úl,." " , B, genenrjí prostor V" Fodie V.4.3"2"

{vzhtedenn k tomu,žv dim í/ = n) však jsou vektory ,B1, . . . , un bází prostoru V, ]

Věta 4.5" Necht, W * W, lsou podpťostor7l vektorového prostoru [/, Potom Pla'tÍ:

]" WL Wr;+ dinaíť, {dim|,ť,

2. Wíe W, /l dim f/, =dim!il, =+ WI=W,

tD kaz: pokud Wo={oi nebo W,=do}, pakobétvrzenízejměPlatÍ-Necirt?

tedy W*Wr* to} anechť B1".,,",u. jebáze W* rgsp.vl ,...,vr, jebáze W2"

Jestliže W!9W, pak *, Wr=I(vl ,. c,v"), l=t1. lť, piemž,vektory

on,j ,, " , , u" jsou lineárně nezávislé , tzn"jsou splněny p edpoklady SteinitzovY větY" Potorn:

}" podle Steinitzovy věty je r { s, neboli dirn l, ( dim I'/,

2, je_li navíc dim W, = dim W* tzn" | = s, pak opét podle Stoinitzovy vétY je

v*)=.L(ul ,.t.,un), neboli |t=W," l

poznámka: z p edch ozí véty plyne několik zíejm 'ch, ale dťrleŽit ch d sledk ,

1. climenze podprostoru jg vždy menší nebo rovna dimerrzi celého Prostoru

2. je-li podprostor W t vlastní podmnožinou podprostoru W2 {tzn" W t 5*r},
potonn je dim }ť, 1dtm Wr" Jin mi slovy eČeno, nernfiŽe se stát, aby dva podprostory

stejné dimenze byly ost e v inklusi

3" p edpoklad W 1 9 W, v p edch ozí vété byl podstatn, tzn" pokud dva podprosto_

ry nejsou v inklusi, pak o vzájemném vztahu jejich dimenzí nemťrŽeme nic Íci"

Věta 4"6. (věta o dim enzi.oočto a prťrniku podprostor )" Nechť W ,, W, lsou pod,

prostory vektorového prostoru Y" Pak platÍ:

l,(.vr-

:,Z:

:.,

dim (í/, + Wr; + dim (lť, fr Wr) = dirn [ťu + dinr

tD kaz: je-li Wl= {o} nebo Wr= to}, paktvrzení

si podrobně proč!). Nechť tedy difil rťl = r * a a dim Wr= s

pr nik w l ň w, je podprostorern ve v, a tedy je buď

je báze I4t t fr W, tj" lineárně nezávislé vektory Wl, . , Wk

W2

věty zťesmé ptatí (rozmyslete

?& 0.

VV , fr W, = {o} nebo existu-

s vlastností W rň W, =
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= /,(wl , Wo)"

FoCle V.4.3.3. existujÍ,rektory Btron,l, " . ". ,Br

:e 'oaze W t a podobně exisiují vektory vk o.1 9 J . 4

,r:,b{lze Vť, (vpfipadó W, ňWr= [o} jezeinr,3

},{yní dokážertr e, že vektory

{2} W1'."-'

lsi.iu bází podprostoru

q) dokáženre, že

(3) ťr.w, + 
"

W*"Up+n, ". ", &r,Vpai'

W t * Wr.

vektory (2) jsotl lineárně

* tr.Wn* to*t.U/rou *

e W u tai<, že W'o

, v" í,ť, tak, že

k=0).

nezávislé, Nechť

" . + /r.t},.U tu* t.Ypt. l -F

, W," U,.__, . ., !j", K, í{Ť.t

Wtr,, ., Wk,'rr* n, "-,. !/o

*f'v =

v
.

Označme:

t4} X = rt"Wi Ť

- , Wk, Uk.,ií , " ' , tlo

. ,. = t r =, 0. I)osadíme-li

* tn,Wo Ť to*r.tsl.*l +

- t'.v.. .

ie báze VV o,

tyto hodnoty

" . , Ť tr.V,

tzn" x [4/u fl W, e'LzeZe t3i dostávárne, že x = t'lr* t'Y t, * l

(5)

A.le Wtr ,

l=t*I

X=,gl"Wr +. " "*Eo.Wk =gt.Wl +"" .+g*.Wn *O"on*o* "-i-O.ur

tzn. ze (4) a (5) podte

do (3), ttrostáváme:

...+/,'.vr=0

plyne- že

íi"*, + " ,

odttrcl plyne (poněvadž

É+_*9,| ., * r.k - rk+|

nezávishé,

* tu.wn * tÍ*r.rn*o

Wtr,. . " , Wk ,yk*l ,. o . , v" jsotl lineárně nezávisié}, že

ri = 0. Dohromady dostáván:le, že vektory (2) _iscru lineánné

(6)

P) dokážeme, že vektory (2) generují podprostor W 1 + W2, tzn" že

WltWr=l(wt, , \ťk , Uk+ 1'
v}.,tln,V1641'

lnkluse *J' je zíejmá naopak

xt .W,x,eWr" Ale x

tlrur, ! ó ó , r,Vk+l'" " Vr)

U1,*1,.,,, Ur,Vkínn ", ", Yr)

Dokázali jsnre- že vektory

-nechť xe Wu*Wr libovolnlí"Potorn x=xl +

WL=l(wt,, 6 c, Wk,U**r,. o 9, sn) l(wut.,,

a podobně pro x2" Tedy x = xl + x2 ^L(wu , ,

a dohromady pak clostáváme žádanou rovnost (6}.

(2i jsotl bází W 1 + W, tzn. dirn (Wi + rU 2} = r

+

,

x2, kde

, Wíc'

. . n Wk'

*s - /e.

\-_
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Peltotn však: ciinr {íť, + Wr) + din,l (}/, n W2)

+ clirn /, " ]

W 1 
:: [(xn , xz,

Z e:mě ie dim

Wl frW, Wr

=r+r_i *k=/*5= dimW +
!

Poznamenejn,le, že píedchozi větu nelze p ímo zobecnit pro více než dva podprostory

daného vektorovéh,o prostoru, jak plyne z následujícího p íkladu

F íklad 4.4" Ve vektorovém prostoru Pa uvažme podprostory:

0)lx t, x2 R}, W, = {0u, 0,.}r)|yr, .y3 R}, Wr=

Wx = clim íť, = dimWu = 2 a dáte je Wr + W^ + W,

= {o}. Je tedy clim (trť, + W, + Wr} + dim (trť, ň W,

2=6.ale clirn Wí +dimNNnudimWr_2+2l-

Pozrránrka: v našich vaháčlr o konečn ch posloupnostech vektorťr v p edchozím para-

graí'u (tj. v vahách o lineární závislosti a nezávislosti) nehrálo po adí vektorťr žádnou pod-

statnou roli. Se zavedením pojmu báze se však otázka po adí vektor okamžité vyno í a je

z eirně poclstatné, v jakdnr po adí vektory háze uvažujerne (i když doposuti, ktly jsrne praco-

vali vžely ien s jednou bázi, se to rnožná na první pohled nezdálo). p esněii góeno, danotl

Lrázi ui, ,, . . u,, vektorového prostoru V chápeme jako uspo áctanou li-tici vektol z V

a tecly nap .rovnost dvou báziznamená rovnost clvou uspo ádan; ch n-tic vektor z V. D -

težitost téttl poznámky se ukáže v clalŠÍm, píi zavádění pojmu sou adnic vektortl.

!-}eíirrice: Neclrt

je báze vektorovéhcl

'*n

prostcrtu V a necht'vektor w e V je vyjád en ve tvaru

w=ír.u, +.. .+ tn.un, kde t,

pak čísto ti naz, váme i-tou sou adnicí vektoru w v bázt (7) a usPo ádanou n-tici

(tt, . . . , tr) naz váme sou adnicemi vektoru w v bázi (7).

u1

(0,zz,,,) |z, zoCRi

= R3, tresp"

ň Wu) = 3 + 0 = 3u

si uvědomit, Že pojern sou adnic vektoru je vždy vánán na nějakou

Zíejméjeden vektor má v ďtzn ch bázích obecně ďlzné sou adni-

t eTn

Poznámka: je nutné

pevnou bázi prostoru Y/"

Dále si uvédomme, že Yéta 4.2" zajišt'uje korektnost p edchozí definice, tz,n. P i dané

bázi {7) má každ vektor w V sou adnice (v bázi (7)), které jsou tanovenY jednoznaČně.

(8)

(7\
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TakdnaoPak,kekaŽdéuspoádanén-tici (íl,...,tn) číselz T existujezejntějedlrr5i

vektor, jehož sou adnice v bázi (7) jsou právé ttl, .. " , /n)"

KoneČně Poznarnenejrne" Že sou adnice vektoru v dané bázi budenre psát nejera dc ádki_l

;ak. bylo v e zavedeno, aie také někdy podle pot eby i clo sloupce.

P Íklad 4.5. Ve vektorovénr prostoru R3 vezměne vektor w = (t" --2,3}. Fotont:

a} rrektor w nrávbázieu=(1,0,0),é2= (0,1,0),e.=(0,0,1) souadnice {l,.--2,3}

bi vektor w rná v bázl, er= (0,i,0), 
"r= 

(1,0,0), eu= (0,0,i} sou adnlce (-2,},3}

c} vektor w máv bázi ur= (tr,1,1), ur= (0,[,l), r= (l,Q,1) sou adnice {..*4,ž,5}

.íak se lehce zjistí rozepsáním z definice.

Yěta 4"7 "

x e V, resp" y

Potom:

l " vektor

2" vektor

Necht'(7) ie bdze vektorového prostoru V. Necht' t e T a weckt'vektor

V md v btízi (7) sou adnice (xl,. " . , xr), resp" (y1,- "" ,!r}.

tD k a z: podle p edpoktadu je x
tzn, potom (po ťrpravě):

x+y = (:r, * !r) " rn + . .+ (x, +yr}

odkud 1iž plyne tvrzeni věty. 1

x + y má v bázi (7) sou adnice (xl

t"x rná ll bázi (7) sou adnice {.txt,

*!r,..9,xn*!n}

. . , ,t.x,o)

. . * Xn,ilr, r,esp" y = yr.Uo*"".T |!r"&r,

(/"xr)"ul + " ., " + {t.xni " uo,

= Xt.U, + 
"

"Uni í.x=

U __
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[V., M.AT CE A DET,ERh{INANTY

l: Fo adí a perrnutace

Permtttací li}:l,,volné množiny M se obecně rozumi každé bfuextivn í zabrazení rnnožiny

rt'Í na selre afilu. Naším cílem však není studíum obecn c}r vlastrrostí permutací iibovoln ch .

mnclžin" n bň pernlutace nárn budotl pouze pomocnlim nástrojem }<e studiu dalších algebraíc-

kvJch pojm . omezírne se proto ,r tolhto paragraťu jere na vlíktad nejzákladnějších vlastností

permutací }<onečné mnoŽiny M, ťekněrne n-prvkové. Fro zjednodušení vyjad ování budeme

v dalŠÍm p edpclkLádat, že rnnqŽina M se skládá z, pwní,ch n p irozen ch čísei, tzn" ld =

= {l, 2, n}

Definice: Nechť l/í - {.1, 2, " " . , n}. Pak libovolná uspo ádaná ru-,tice utvo ená z prv-

kr} množiny kI se naz vá po adí z n prvk |, 2, " " ) n nebo stručně po adí"

|.Techť * = (rl 9 r, * ,rn} je libovolné pol'adí; ekneme, že dvojice i,{i je inverze

vpoadÍ R, jesttriže i<í a r,}ri (tj.iestliževétšízoboučíseiped.cház,ívdanérnpoa-

Cí číslu menšímu).

Po adÍ, v němž celkovli počet inverzíje sudé číslo (resp. iiché číslo) se naz vá sudé

pcl adí (resp.. tiché po adí). Hovo íme pak též o paritě po aclí.

P íktad 1.1. Nechť n = 8; potom

po adí {|,2,3,4, 5,6,7,8) je sudó (celkov počet inverzí je 0);

po adí (3, 1 , 2, 7, 5, 8, 6, 4) je liché ( cetkov počet inverzí je 9)"

Celkoqf počet inverziv dandrn konkretnírn po adízíeimé nejrychleji zjistínre tak, že bereme

odleva jedno Číslo po druhém a pto každé z nich spočítáme, kolik rnenších čísel stoji za nim

(napravo)" Sečtpním těchto hodnot pak dostaneme celkov počet inverzí v daném po adí.

Deíinice: Nechť P=(/r,.c.,rn},,, =(sr.,".", r,} jsoudvěpoadÍ; nechťexistu-

jíindexy i+í tak,že si=ri, si=r, aCále ťk=sto pro k+i,i. Potorn ekneme,že

po adí vzniklo z po adí R provedení,m jeOné transpozice"

Poznámka: jinlími slovy ečeno - provedení jedné transpozice znam ená vzájernnou

záměnu dvou rbzn ch prvk v danénr po adí, p ičemž všechny ostátní pryky z stávají na

pťrvodním nríst6.

-- -
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Věta 1.1. Net:ltt' n t'e ylevn.ď p irozené číslrl; pak pťaíť:

l o aa ,lrvk lze utva ií rcŠlcem rl|, r .znyc|,1 pa adťt" ! ťl l,

}. v,, ecíT n! po ad{ z i7 pl,uk ťze se cd,it tak, že kužďi ntísleclujťcí po aďí obdržťrnt
v , a't ,{ t,r p etlc|tázeiiciho prrlveďel#m !edt-té transpozice. P i trlrrt 1ig 1:yjťt od !íbovalnélac pa atlť,,

tD k a z: p ipornerme, že sylt:i";llt n! {čti'*ru fakt-criál"i značí p i,rorerré

v;tlld: n.l,an " {,r,l, * i},"-".2"I " I)okazovat,"buderne otiě části véty najeclnou.

ilcg ou inclLti<.cí.

et) pro ril = 1 obě tvrzení triviálnB ptatí

} p ectpoktádejtne" že ab tvrzení platí pro l, ", ft * X a budemeje rlr:kazcvat prú

t1,. Neclrt- (ťt,. ,., , nl re trihov*lné BoYadíz n prvkťl. ['odie indukčního p edpoi<Xado"t,

v ech po aclí" která rnají na poslerlnim rnístě prvek ťn je cetrkern (n - X}! alze "!e se actit

iak" že. následující vznikne z p, eclchozího provedením jodné transpozice" V poslednírn z tě*ilt+

poadíproveďrnetranspczíclpn"k Tn a fl (1 <i (rz-- l) astejnouťlva}rcu jakovy,e fft.lsl_;,i.,

flenle Ql * 1)! po aclí s prvkem fi na posledním míst " Takto vyst ídám$ na posledním místii

l,šech yt prvk , čímž dcrsťaneme lťechna rizná poíadÍ, z n prvkťl, kterlÍch je tedv n . {n i }i=*

= ni. p i čenrž násleclu.iící 13oiadí vzniklo vždy z p edchozího prove<lením 3edné transpclzl,:i,, 
1

Vět* í prrly,eďen.ť ictlnó trarlspozice zruětlť paritw ďanéha po adť"

tD k a z: prc;,vettrťtne ve dvotl krocích, nejprve pro transpozici sousedních prvk "po-

t{jí!l pro trilnspozicí líbc}voln ch dvcu ďrzniích prvkťr danóho po adí.

a,} necht'vpoadí gq=(rl,!..,fi,fi*l,...,{n} je ť inverzÍ.Provedenírntranspr_:zl-

ci::;ousedních prvkťr ťl a ťi*\ clostanerne po adí fi'= ( l,. . . , rial,ri,
je hucl' t t trebo t,t,tr inverzÍ. Tedy .R' má opaónou paritu než R.

,n}r v něnrž

b) nechť P = (rl! ó . .,ťi,. .., ťi,. . . , ťn) je dand po adÍ. Provedením transpozíce

prvkťi fr a ri dostanemepoadí Ro= (ra,.,",{i,..o,ťi,..",rn).Tutotranspozici
v;lk lzerealizovatpostupn rnprovedenínr (j --i) +(/ --l- t)= 20 -r) * l transPozíc

sousedních prvkťr. Ale čísio 2(j - i} * t .íe tiché, tzn. uŽítírn a) dostávdme tvrzenÍ" j
)

a

Věta 1.3" Nechtr n 7-- 2; pak z celkouého počtw

sudlich a U} Ucn ,ch po adí.,2

[D ka tvrzenÍ, věty plyne ihned zY.t"1. a V-L-2" ]

Deíinice: Necht, M=[1,2, """,n} jekonečnámnožinao n prvcicir.Fakbijektivní

zobrazení p množiny M na sebe se naz vá permutace mnoŽiny M nebo krátce Perrnutace"

perrnutaci P definovanou: P(í)= it, pro í = 1, " " " 9n, budeme zaPisovat ve forniě

dvclu ádkové tabulky tvaru

n! r zn ck po adť z n prvk le
,I
1
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li:

poznámka: permutace množiny M je teay bijekce M + M, kterou zaPisujeme ve

tvaru dvou ádkovd tabulky. Znamená to, že v horním i dolním ádku této tabulky rnusí b;it

vždy nějaké po aclí z n prvkťr. Zíejmé tze tutéž permuta ci P zapsat v uvedeném tvaru cel-

kem n! formálně r zn nri zpťrsoby (zaméníme-li po adí sloupc v tabulce Permutace). VŠech

těchto n! zdpis permutace P je samoz ejmě naprosto rovnoc\enn ch, i kdYŽ nejČastěji bu-

deme permutaci zapisovat v tzv. záki,adním t.' 
^l l 2 " ' n \

/aru: 
\o, or. " . k,) '

P íklad 1.2. Pro n = 5 jsou:

iL2345\ llzl 45\ lqr523\
\rr54I) ,resp, \rr24lJ 

,resp, \orl35J
t i formálně rrlzné zápisy téže permutace (z celkového poČtu 5! =,l20 moŽn ch záPis této

jednd permutace).

Věta 1.4. počet r znílch permwtací n-prvkové mnoŽiny le roven n|

tD k a z:; zapíšeme-li každou permutaci v zákiadňím waru ('rr?r. . " ?,) , Pak

rťrzn clr permutací bude p esně tolik, kotik bude r zn ch po adí u Oorňim readl.lrěch ie

však k!, podle V.1.1" t " 1

Definice: permutace P se naz vá sirctd permutace, re p. lichá permutace, jestliŽe sott-

det počtu inverzí v horním a dolním ádku tabulky permutace P je sudé ČÍslrl- ]:eíiP, liche

číslo. Flovo íme pak též o parité permutace,

poznámka: t když danou permutaci P m žeme zapsat 21" formálně rrizn mi tabulka-

nri, je p edchozí definice korektní, neboť pfi libovolném zápisu permutace P je Parita hclrni

ho a dolního ádku (chápan ch jako po adí) buď vždy stejná nebo vŽdy rozdilná-'f,ento ťakt

plyne z toho, že píi p echoclu od jednoho zápisu permutace P k jinému Provádíme totiŽ jis-

t počet transpozic, a to současně v horním i dolním ádku.

Věta 1.5. Necht, n ž 2; pak z celkouého poČtu nl. r zn ch permutací n-Prvková

množiny í, + sud ch permutací a ť Hch: ch permutací.

tD . k a z: Každou permu taci zapíšeme v základním tvaru ('o,?,: : : Í_), Parita

permutace je pak shodná s paritou po adí v dolním ádku a věta ptyne" beŽPróŠt edně

z V. 1.3. l

J^
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Na závěr paragrafu využijeme p íležitosti, kterou nárn permutace poskytují, a vrátíme se
i,ri{tr;e k atgebraick5Ínr strukturám. Jak bylo vlíše ečeno, permutace rc-prvk,ovd nrrrožiny rt,t
;.,: hijekce M -+ M, tedy zobrazeni" Pro perrnutace tak plntí v echny zákla,:iní ptrznatky o

1l,,lzenícl,1" uveclend d íve. Nap íklad mťržeme F}ermutac* r;kiádať (ve sffiy5i1; skládání z*i-rr;*-

tt :...lz\iť,,P= 
\i, í2...i,)

o skláclání permutací je grupoid, kter poclle V.5.2", kap" i" je pologrupoli. Flatí však !eštč. ,lic:t"

jak ukazr"rie následující věta.

Věta 1"ó" Množina všech, permutací n-prvkové množiw1,, s rlperací * sklóc]dní peywrur#r,{

ie gru7lou. Tato grupa ie pra n 7 3 nekomutativnÍ.

podle p eclchozí poznámky perrntttace

Tedy. nrnožina všech permutací ru-prvkr:vé innožjnv !l,ď o; i}pefi:i;,i

[Dťlk
1l ] .

!')- | , ,}

\l L

,/ jd

perl

vSe

Jde

erm

šecl

aZ:

:)
i],
\',

3; pak pro P = ('rii
, sami!), a tedy operace o

o pol"grupu. Dále, z e,

li, " " " i \
fiaci P= 

( i', " i:l
t permut aeí n-pwkové

jmě

je jedničkou a k libovolné

.') Tedymnožina

lu

h

existu;e inverzní pťť11}{-i.-

mnoŽiny s operací ., j,:tace, a SlCe

grupa.

Necht' n 'ž

ttlvči te si clotailně

Definice: Nechť T je čísetné

scherna tvaru:

\ /l 7

) , ft = \r 3

není komtrtativní,

\

/nlatí R"p*F"R

. nekomutativní grupy.

M), lrebc též

J
2...
l

Fozndmka: P edchozí véta udávájeden z nejjednocluššich p íkladri

T'ato grupa se obvykIe nazlrvá grupa permutací (na n-prvkovd rnnožině

symetrická grupa permutací stupně n.

2. Determinanty

Jedním ze základních pojmťr celé moderní matematiky

hraje ťrst ední rilohu v tzv,lineární algeb e. Její ťsledky se

lineárních rovnic, p i studiu vektorovlích prostorťr a v celé

tematiky

je pojem matice. Teorie nratic

pak aplikují p, i ešení soustav

adě dalších otlvětví nejenom ma-

ffi, ft jsou p irozená čísla. Pak obdótnít<ové



-l03_

l
,qť

\

ofi dr,
{lz l arr, kde o,,n T,

i-
pro

l=

o"\

":]
o," l

1,

1,

1 /71

,?I

aGlr7l rn z

,: naz vit matic,e ty,,tt mfn (rracl télesem n. ůr.načenÍ: A = {o,i), typu infn" ČÍsia

,, T se nzrz vqí prvky nratice ,4.

lVlatice ,4 = {..ori} typu tnflt a matice fi = (b,r) typu plq jsou si rovn-y, jesiliže jsou

::e;nétlo typu (tj" wl = lt 
^ 

,, = q) a je-li o,1 = bri, pro kaŽdé i, i_

poznánrka: l " pt"eclclrozí definice matice je sice názotná, ale p ísně vzato. není zce\a

..crektní, nr:,bot, se v ní porržívá forrnálně nejasnélro a nep esného poinlu '-obrlélníkové

..-henla" (a je pak nutné hovoíit o rovno ti civou matic). Zcela p esnó tlY LrYlo t eba matici

:.lpu ntln. nad tělesein T clefinovat jakožto zabrazenl

.f : {I,2,, "1m}x {L,2,...,n}->T, kde f((i,iĎ=tlil

]:i této clefinici by však většina twzení o nraticíph byla formálně znaťné komPlinavaná a

-:p ehletlneí. ponechánre tecly clefinici nlatice tak, jak byla p vodně uvedena {tj. vYPisujeme

iltstně t,unkčrrí hodnoty r.rvedenéh a zabrazení f do onoho "obdélníkového schematu" )*

2. Každ,lr jecinotlivlí árlek matice A typu mln nlld tělesenl T rn Žerrrr

: cjirrě uvažovatjako uspo áclanou zl*tici prvk {tj" čísel) z tělesa T, tzn" jiriak eČeno, iakci

:ktor z vektorovélro prostoru T'. IVíá smyst pak lrovo it o sčítání ádk lltzttice, násobení

*:tlku čí:ilem z T, rineární kombinaci áclkťi, iineárrrí závislosti anezávislosti ;rdl:ťl, atd., a t,tr

,; sirryslu uveclen5ích operací, resp" pojmťr tak, jak byly defirrovány ve vektc,rovém Prostot'u

ru. Matici A lze pak též chápat jako uspo ádanou rz-tici vektor z Tn 
"

Analogicky mťržeme sloupce matice A chápat jako vektory z vektorovóho Prostoru

T'' a prováclět s nimi tytéž vahy. '

Definice: Nechť A = (a,,) je matice typu tnf tt nad T, Potom:

(i) je_li o,i = 0, pro každé i, i (tj. vŠechny prvky rnatice jsou rovny nule), rnatica

.: nazlivá nulová matice (typu mln) a označuje se symbolem g,rn

(ii) je_li m = n (tj. počet áClk je roven počtu sloupc ), matice A se naz vd

-=nercová matice ádu n

(iii) rnatice A, typu nlrn , která vznikne z rnatice A záménou ádkťl za slouPce, tj"

,l
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dru azu

atz dzz
rn1

m2

\
\
l

i
,
I

'l

t

a

u

at, ú2rr"'"dnrn

e nfiz vá transponovaná matice k matici Á

bucleme zab vat pouze čtvercov mi maticenri

Pro tyto rnatice n.gprve zavederne následující

paragrafu se

tělesern T.

Ve zblivající části tohoto

ťárlu n nacl pevn rn čísetn m
pojenr:

je čtvercová matice ádu n nad tělesem 7'. Pak

tělesa l oznaéené det A (nebo též 1-4 | } a

Definice: Nechť A = {a,,)

ďeterminant matice A je íslo z

detjnované vztahem;

kde !(i l,".. ,ir) značí cetkcrv počet

ádkov ch a sloupcov clr inclex . Sčítání

sl oupcov;.i ch irl clexťr "

Sorrčin (-l )'0 1""'i g) 
.*, 

i o.orl,

óetA= X (_l)lri1,",,ln)(i1,".-,in) , ooir,orir, ",: , 
.a7tin

lnverzi,v permutaci (i r?, " " .r,) použitlich

se provádí p es všeclrna rfr,zná po adí ffu,"-"

. . a__. se naz, vá len determinantu.
'|,

Pozndrnka: Rozebereme-li si p edchozí definici podrobněji, pak vidíme, že deterrninant

ďet A je ČÍstro z T, kterd dostaneme sečtením celkem n! členťr determinantu (viz V" l " t " l.).
I' itom každ , jednotliv čten determinantu je souóinem n prvk matice A vybranlich tak, že

z každého ádku a každého sloupce je vybrán právé jeden prvek a tento součin je "opat en

znamdnkem + nebo -" podle toho, zda permutace ufuo ená z ádkov ch a sioupcov ch

index vybranlích n prvk je sudá nebo lichá.
- 

Dále je t eba si uvědomit zásadnl rozdi| mezi pojmem matice (tj. jak msi obdélníkov m

resp. čtvercoffm schematem) a pojmem determinantu matice (tj. pevnlÍm číslenn z n.

P'rklad 2.1. RozepiŠme si p edchozí, definici determinantu pro nejjednodušší p ípady,

n, = 1,21 3.

n= 1

n=2

|arr| =al1,

W:: i::l = a t l,.azz 
_ a 1z.az l,

A,_
"1-7, 

*
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Je vidět, že v počet determinantu matice pouze na základé definice by byl netinosné

zdlouhav a pracn " zelména pro větší n. Nap . pro n = l0 by bylo nutno spočítat p es

t i a p t rnilionu desetičlennlich součin (neboť l0! = 3 628 800). Z tohoto d vodu uvede-

me nyní několik vět, popisujícícll základní vlastnosti determinant , které mnohdy v pcrčet

determinanttl podstatně usnadrrÍ.

Všude v dalším v tomto paragrafu budeme syrnbolem A označovat čtvercovotl

A = (a,,), ádu n, nad tělesern T.

Věta 2.t" Transponovdnťm rnatiQe A se hodnota determinantu nezrněnÍ, í!. det

= clet .,{.

[D ťr k a z: Necht'" ť, , í2, . " ,í*) je tibovolnd poíaďí z n

n , .an , " a_, se vyskytuje prdvě jerlnou v det A i det /'.l/a ,tlT nl,

v det A vynásoben číslem (-X)', tresp. v ďet A' čístrem (-l)',

rl=3

celkov3i

však je

a necht'

bnr,,, ,

Potom:

&ul anz 4ls
ú,z l zz azs

§s l, Eu, alg

matice B, resp. C se

. , bk, , resp, Ckr,. 
"

detA=det.B+detC

l05 -

= il, x,dzz,dl r*'o z,az g,ar, * a l g,az r.a1,

- atg,alz,&g1, - alz,azt,age - atl,,azg,alz

prvkťr. Pak součin

Tento sotičilt ie

kctre r, resp" s zrračí

počet inverzí v permutaci (j, ?, ;,) , re p. (i'
= s, odkud již plyne tvrzenÍ" j

? "}) zejmě

Yéta 2.2. Necht' prvky k-téha ňi&;u rnatice A maíí tvar:

at t = br, * on, ak2 = bn, * Ckz, . .., akn = bnn * or,

liší ocl matice A pouze v prvcích k-tého ádku, p ičemž

. , ckn íe k-tíl ádek matice B, resp" C.

Schematicky zapsdno, platÍ:

&l,t a^,tn atl'" " arn @rr '" 8n*

"tt

anl

bo, *'n,

anI

b^ b"kn

anl

b" *c.kn lšn
Ckn

=-_*--

an,
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[D k a z: Tvrzení PlYne p ínno z Cefinice determinantu, nebot, pro každ člen ,determl_

nantu det A platÍ:

{ l)u('1""'in)"orio " {bt it+ ooio) . anin= (- i}u(io """'in}.*riu" 
" bxix

tD k a z; 1" Zaméhme v matici A k-t ádek s r-tli m ád

součiny vyskytující se v det. A a det B z stanou stejné, ale máj

protože permuta.. (j, . . rr" " .;, ":"tr,) a 
ťj, " f, ;r

V.1.2.) niznou paritu. Fotom však d,et B = - d,et A"

2, Flyne p ímo z definice determinantu, nebot'

A nap . k-t fádek prvkern t , T, potom:

"c.. "a 1*Ik nln

Foznánnka: p edchozí vétu lze z e.jn,lě roz í lt pro libovolnli konečny počet sčitan*
r' ,&-tém ádku matice A (dokáže se pomocí n,laternatické indukce).

Yéta 2.3" Necht' m.atice B vznikne z matice A

1" zeíměnou dvou r znli,,t át]k ;potom ie det B = -- det y'

2" vYndsobenť,,t iednoho ddku pevn rn ČÍslem t e T; potom je .det.B = /.det"4

vynásobínre-li v nratici

ciet B = >(-l)'0' ""'inJ.oui, 
"'...at it .anin= /.ž(-tr)/(i 1''"' 'in},at!,

Yéta 2.4. Necht' v matici A

1. ieden ádek sestává ze sarn ch nul, potom ie det .4 = 0

2. dva r znó ddky jsou skodné; potom je det A = a

3" jeden ádek ie t-ndsobkem íiného ádku (t e T tib); potom ie det

4. jeden ádek ie lineární kombinací ostatních ádk ; potom ie det A

= r"det1. ]

tD ťl k a z: l. plyne p ímo z dBfinice deterrninantu ; každ élen det A je totiž roven

nule, poněvadŽ obsahuje nulu (a sice ť toho, ádku, kterli sestává ze sam ch nul).

2. zaméníme-li ty dva ádky rnatice A, které jsou shodné, pak rnattice A

se z ejmd nezměnÍ. Fodle V.2.3.1" však musí b t det A = - det A, tj. Z.det. A = 0, odkud

však dostáváme, že det / = 0.

3. plyne p ímo z Y "2.3.2. a z právě dokázaňé eásti Z.

4" nechť nap " k-t íádek rnatice A je lineární kombinací ostatních ádk .

Pak det A Lze podle poznámky za větou 2"2" vysád it jako součet (ru - 1) determinant ,

keln, kcle lc *
Í vždy opačná:
_-.n\ ..

" " "í,J maJl

ak

énka,

1le

Pt

mt

od

na

{ppo

=tr-

zn

tt

A=a
-U"

.a +
rl!n
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z níchž však v každéln je i;-ť ádek rrásobkenr néjakého jiného ádku. Podle Části 3. této věty

jevšakkažcl ztěcirto (,n -- l)cleterrrrinantťrrovennttle,atedY ďetA = Ú+0+.. "+0= 0"]

Věta 2.5. Hocťnota de terneinantu matice A se nezmění, iestliže

1. k jecnonlu ádku rnatice A p ičteme tibovotn , ndsobek iiného ádlcu

2" k jednrlnttt ,á.dku nxiltice A pí,tčteme libtlvolttou linedrnť kon inaci ostatníc'h ádkťt

3. ieclett ártek matice A ponechdtrte heze zlměn1 a k osta,tníln ÍáClc m p iČteftle ieho

libovolné ndsobk1l.

tD k a z: 1. plyne bezprost eclně z \rr.7-2" a Y,2,4,3"

2. plyrre z paznámky za V "2.Z" i,l z V,2,4"4,

3. plyne z i, jejírn opakovánínr- 1

poznámka: z véty 2.1. plyne, že ke kažcié z následujících vét, tj. V.2,2",,V.2-3- aY-2-4-

platí analogická věta, kterou získánre tak, že v p vodní formulaci siovo " ád,'*k" natrrradíme

slovem " lottpec". Nap íklad platí,tedy tvrzetrí: 'Jes[liže v matici A je jeclen sl*t.ipec iineárrrí

kombinací ostatních sloupcťr, pótonr je iiel, ,,1 = (J'". atd-

Tuto vahu lze zíejmě uplatnit na kažclé ivrzení o cleternrinantech matr.i*,:, tl r;].lÍ':Í s*

ádk tnatice. Dostaneme tak stejné tvrzenÍ, t,kající se sloupctr. Analogickv na*pak {tril.

z každého platného tvrzení o deterrninantecir, t_Ýk;aiÍ9Ího se sloupcťl danó ttratice, iio,";t.lineitre

záměnou slova "sloupec " za slovo " áciek" plrt[ni twzenÍ,, t kající se ádkťl,}

Vétu 2.5. (a ocipor,írlají,civětu pro sloi.iilce) často vyuŽÍváme p i k*t-,l'ti.:i',.:i;ii*lj1 r,'Pgi[gl,":h

determinantťt, kdy se p ičítáním vhorjn ch násobk jedněch ádkťr (resp. sioupc&) k iiniíiri

ádk m (resp. sloupc m) snažínre nratici upravit na takov tvar, z něhoŽ jiŽ ctreteryninairt ieir*r,

spočítáme. Napťíklad, dojdeme-li k matici A tvaru

! o*
oz 

r,A-

aa

(tj. všude poci hlavní diagonálou jsou nuly), pak det A = arr.ar, "a,,,rr, jak plyri*

ihnecl z deťinice cleternrinanttt. Stejn v slectek (tzn. hoclnota deternrinantr-l je rovna sr:r.tČinit

prvkťl v lrlavní cliagonále) clostanel]]e, jestliže v nlatici jsou sanlé nttly rraci hlavní cliegcirálcu.

\

\

l

l
l

'Or,
' ar,

a,

0

0

I

I

\
\
\
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ye zb vající cásti tohoto paragrafu pak odvodíme ještě jeclen zpfisob, jak zjednodušit
vlípočet determinantu.

Nechť A = (ar,) je čtvercová matice, ádu ni nechť je zvolenď k jějích ád-
k a sloupc

pak matice

/o.a\
l ,ltt itlz"'o'rlr\
I a. a. a, l

fu! = l "'r', 
o'rlr,, , ,o,rlr 

lt""" l\o. a . a l
\ 

o,*r, o,r,, , , , atkik 
/

se naz vá submatice matice A, určená Íaty ir,,.. . , ilk a sloupci it,. . . , ik.Její de_

terminant lM l se naz, vá minor ádu k matice A.

Zb vajícími (n - k) ádky a (n - k) sloupci je určena submatice ilI matice A, kte_

rá se naz vá doplňková submatice k submatici M a:áii minor lFI t se naz vá doptněk rni_

noru líW l .

OznaČme rnt = i, + i2 +. . . + ir + ir+ . . . + it. Pak čís[o (_l)'M .úI| se naz vá

algebraick doplněk minoru lM l. Čten doplňku lilIl, vynásoben číslern (_l)"M se pak

naz vá člen algebraického doptňku minoru lM l .

Ptlklad 7.2. Necht' A je čtvercová matice ádu 4 nadtělesem R

l ; :::,\/= í_; 2; , l\l\ 6_2_t 3 l\/
Zvolírne-li i| *l; iz=3|i,=2, iz*3, tj. prvníatetí ádek,resp.druh atetíslou-
pec, pak submatice M urěená zvolen mi ádky a sloupci je tvaru:

J!=(Z 3\ 
Wl=-$.Doplňkovousubmaticíjepak:=\z 0) ,tzn,minor

lM)|| =+l8. Dále je M= l + 3 + 2 + 3 = 9, tzn.

algebraick doplněk minoru lM l je: (-l)oM ,Wl = (-l)9. l8 = -l8.
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Foznámka: Clznačíme_ii s M součet indexťr ádkťl a sloupc urČujících doplňkovou sub-

matici NI , pak z ejmě platí: t- r ť' - (- 1)'IZ , neboť

yéta 2.6: Necltt, A je čtvercová matice ádu n, necht' lM l je minor ádu k mati-

ce A (k 1n). pak součin libovolného členu miruoru lM l s libovoln m Členem jeho '

algebraického doplňku ie členent determinantu lAl-

tD ťr k a z: Necht, submatice M je určena ádky ir,.. . , in a sloupci it,

matice A, piiéemž i' <i2 <. . .1in, resp- it 1ír 1, , ,(i*,
Zaméfrme ir-t ádek matice A g (i, -l)t m ádkem, pak s (i;z),t 'm ádkem, atd.o

až s prvním ádkem. Celkem jsme takto provedli (i t_l ) záměn ádk matice A. Podobně,

pomocí {ir_2) zámén ádk p emístírne ir-t ádek na místo druhého ádku, atd., aŽ pomocí

{iu_ k) zámén ádk p emístíme in-t ádek na místo k-tého ádku. Celkem jsme tedy pro-

vedli (i,_ l) + (r2 _ 2)+ . . . + (ix- k)= (ir+ . . . + io) - (l + ?+ . . . + k) zámén ádkťl

matice A. Analogicky,pomocí 0, +.. "Ť i)- (l + 2+...+k) zámén slouPcťrmatice

ApemístímeÍt,...,ik-ts1oupecnarnístoprvního
že se po provedení těchto riprav nezměnilo pťrvodní po adí ádkťl a slouPcťr submatice M ani

její doplňkové submatice ili , tzn. nezměnily se hodnoty jednotliv ch Člen minoru |M I ani

sr*sM=2.(|+2+

je sudd číslo, a tedy su a str musi

algebraick doplněk minoru lM l je

tick ch v počtech s v hodou použít-

ólenťr jeho doplňku fl|.)
Tedy pomocí (í, + . . . + io + ir+ . . -+ ix) _ 2(1 +

sloupcri jsme z matice A dostali jistou matici B, p ičemž

lB l = lA l.. l)"*",+ik+lt*",*it,-2(L+ ",*7c)=

odkud po vynásobení číslem (-l)'1*"'*it 
*i t* "'+i rc dostáváme:

lA l = lB l.(_l)"* ",*ik+iL+",+ik

+n)

blrt obé pud, současně sudá nebo současně lichá. Tedy

též roven číslu (- t )' .lM t , .což \ze nékdy p i prak-

, ik

. . . + k) zámén ádkťt, resp.

poclle V.Z.3.1" platÍ:

i-+...+i**lt*...+l*
1,4 l .(- 1) ,

(2)

Submatice M je v matici B určena prvrrírni k ádky a prvními k sloupci. Potonr

však součin libovolného členu minoru lIvI l s libovoln m čienem doplňku tNÍ t je Členem



rleterminantu lB I

lM[l jsou tvaru

_ l l0 _

(nebot'cznačíme-li B = (b,,), pak člen minoru lluí l,

(* i i'('o + l ,""'r' 
.b _k+ I

re p. člen doplňku

{3}

'ík* !
:i,:l. I{.ít,.. . , tr)

značí počet inverzí v

"1- l{tlr* 1l " " "

(- iť(t1,""tn}

znaťl počet inverzí r, pel.mutat' /i ' ' " k \

ltc+l "n\:i 
"|'*"",'u) , resp,

Permutaci l,ro* ,', . " ', ;r) Ozi;ačíme-li l(tr, . j 6 ,

I(t** !' ' "

tr) počet

,ti;+
(3) dostávárne:

l!:
ť;'

invetzí v pe.rmutaci (l,: . r,) , nuo oi., i (t:ozrnyslete ul p."et), I(t:u, .

,tr) = I(tt, . . . , tn). Potom však vynásobením obou členťr

,brrr, .bnrn, coŽje vŠak člen cleterminantu lBl.)
ze

Odtud(Podle (2)), souČin libovolného členu minoru lM l s libovoln m členem doplňku
lMl vynásoben ČÍslem (._1)'l 

*"'* it,* i ta."+ i p je členenr rleterminantu lA l . To však je
jlŽ ť,ádané tv|rzeni, neboť libovotny člen algebraického doplňku minoru lM l v matici A
obdrŽÍme z libovolného členu doplňku lfri l vynásobením číslern (_ i )'1 

* "'* Ít *i t* ",*it . J

Věta 2.7. (I-aplaceova věta). Necht' A = .(ar,) je čtvercová matice tidu n, necht, je
pevně zvoleno k ádk matice A, kde 0 < 1n.
Pak determinanl lA l je roven součtu všech (/Ír) součin , minorťt ádu k, vybran ch ze
zvcllenilch k ádk , s !ejich algebrait:ksJmi doplňky.

tD k a Ž: Ze zvolen ch ádk lze z ejme vybrat minor ťádu k právě ť:| tlzn ,mi
|llzP sobY, Podle V-2.6., souČin Členu takového minoru s členem jeho algebraického oopffiku;e

Členem deterntinantu lA l. P itom je zťejmé, že dostávám e navzájem nlzné členy. K d kazu
naŠeho tvrzení tedy staČÍ spoČÍtat, zda uveden m zprlsobem dostaneme všechny členy determi-
nantu |A | (kteďch, jak víme, je n!). Ale každ minor ádu k má k! členfi, každ jeho

algebraicklÍ doplněk má (n - k)l členťr a vybran ch minonl je (Fr} , tzn. celkem dostáváme:

., fl! - =n!kl 
.. 

(n - k)l

členťr determinantu

Poznámka: Laplaceova věta se také někdy naz vá \ěta o rozvoji determinantu podle

zvolen ch k ádk ". Její praktick v znam,spočívá v tom, že v poéet determinantu určité_

ho ádu, nap . n, p evádíme na v počet jistého počtu determinant matic ádu menšího

než n.

P ipomeňme, že na záyladě véty 2.1.

kl .(n - k)l (';) . (n - k)l

lA |, a tedy věta platí. 1

platí ánalogick á véta k Laplaceově větě, zformulo-
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vaná Pro louPce (tzn. slovo " ádek' všude v Laplaceově větě nahradíme slovem *sloupec").

ŘÍtcáme pak, Že jsme determinant vyjád ili rozvinutínr podle dan ch k sloupcfi.

Definice: Necht' A = (arr) je Čtvercová matice ádu n. Pak algebraick doplněk jedno_

Prvkové submatice sestávající z prvku o,i budeme krátce naz vat algebraick doptněk prvku

o,i a označovat syrnbolem Ar,.

necht' i, resp. i ie pevněD sledek: Necht' ,4 = {ar,) ie čtvercová matice ddu

zvrllen ddlcov , resp. sloupcov l index. Pak ptatí:

lAl. = orr.Ar, * rrr.A* t. . . + ain.At*

reSp.

doslovnlím p episem Laplaceovy věty,'a sice pro

lAl = ari.Ati + a2i.A,i + .. . + 0ni.Ari

Uvedenlí drlsledek je[Dťrka
k= l. l

P Íklad 2.3. Užitím Laplaceovy věty spočtěme determinant l A ] , kde A je matice

ádu 4 (nad R), tvaru

/l l 3 4\
| 2 0 0 8 \A- l l

\,0:2l
\4475l

l. V počet provedeme rozvinutím podl e 2. a3. ádku (p i praktickém v poótu je

ztejmé nejv hodnější volit ádky, v nichž se vyskytuje pokud možno hodné nul). Pak:

lAl=l1:l l;il (-1)8+ l33l lii| ,-1)9+ 11;l ti| ,-l1ro*

+ 
l; : í lr:l ,-l),o+ 

l3 ; l lr1l , ,-1;rr* [ ;l l; i| ,-l;rz-

= l:'r| i|| =,-,o) (-5) = l00

2. Spočteme tent ž determinant rozvinutím podle l. sloupce. Pak:
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lAl = l.

+4.

00
00
47

l3
00
00

l3 4l
0 0 2l
47 5|?l

iI

. (__l)2+ 2. .(*l)3+ 3.

" (_l)5 - 0 _ 2.10 + 3.40+ 0 = l00.

l 3 4|
0 0 8l .(_-l)4 +

47 5|

3. Algebra matic

V tclmto paragrafu se nejprve vrátíme k maticím

nraticínr) a ukážeme si některé algebraické struktury,

p eclpoklád,at, že všechny matice jsou uvažovány nad

vlíslovně ečeno jinak).

se naz vá

(ii;

C,,.=a,,*b,,, pro ( i=lr. .rffii /=lr-.-rfrl] ,I lI

součet matic A, B:

tttatice t.A = (_d,i) e Matr, ,r(T), definovaná:

6l.. = t-a...,l ,I, pro i = 1, ,lŤl,

typu mln (tj. obecně k obdélníkov m

které lzc pomocí matic utvo it. Bucleme.

pevn; m číseln m tělesem T (nebtide-li

i = |,

Označení: Všude v dalším budeme symbolem,, Nlat* r(n označovat množinu všech ma-

tic typu mln nad pevn m číseln m tělesem T. Napíšerne-li tecly, že A'eMat, n(n, pak

to bude zna{nenat, že A je matice typu mln nad tělesem T. , ,,'

Definice: Nechť A=(a,,), B=(br) Mat_,(D; teT fibovolnÓ.Pak:

(i) matice A + B * (r,) e Mat^r(D, definovaná:

)n

se naz, vá součin čísla r s maticí A

Vidíme, že souěet matic je deíino ván pouze pro matice stejného typu, p iČemŽ pak

sčítáme "odpovídající si prvky obou rhatic". Sčítání matid je z ejmě operací na množině

Mat* _(n. Podobně, p i součinu čísla s maticí násobíme tímto ČÍslem každ prvek dané
fnn ,

matice. Součin čísla s maticí tedy m žeme chápat jako vnější operaci.

Věta 3.1. (Mat. ,(T-),.+) je komutativní grupa.

tD ťl k a z: Z píedchozí defin ice a ze znám ch vlastností obyčejného sČitání ČÍsel PtY-

ne,že (Mat.n(7), +; je pologffipíl, která je komutatiVnÍ. Lehce se ov-ěÍÍ, Že riulová matice

0.__._ je nulou, re p. pro libovolnou matici A = 9,) eMatr,,(Z) je matice (-*,) ,,Mat-r(T)
m17



opačn m prvkem

grupa. ]
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označujeme (-o = - A. Tedy (Ma;t^r(n, +) je komutativní

Věta 3.2. Množina Mat*r{T) je vektorov , prostor nad T (vzhleďem k operaqím

sčítdní matic a součinu čísla s tnaticÍ), iehož dimenze ie rovna m.n .

tD ťr k a z: Podle p edchoz í véty je (Mat,n,,(D, +) kornutativní grupou. Dále , toze-

psáním se lehce ově í platnost vztahťr

t"(A+B)=t"A+t.B
(r+s).A-7./+s"A
(í.s).A=t.(s.A)
I.A = /

kA;

prolib. t,se T a A,B Mat.r(T)

matice nad

vektorovlÍ prostor nad T

tak, že zkonstruujeme bázi

. . . ,n oznadme symbolem

ádku a s-tém sloupci) jednič-

JeTedy, z definice vektorového prostoru plyne, Že Mat_n (7)

(roti vektor hrají tedy matice typu mln nad D.

Zb ,vá ukázat, že dim Mat 
^r(D 

= m.n, což provedeme

vektorového prostoru Mat^n(T), Pro r = I,m, s = I,

U^ matici typu mln, která má nar,s-tém místě (tj- v r-tém

ku a všude jinde samé nuly. Tedy:

Dostáváme

o nichž se

ža generují

Ir pro i=r,i =s
U,, = (u,) typu . mln, kde ,u = to jinut

tak celkem m.n matic Urr,..., Urn, Urr,..., Urn, -. -, U^r, - -., U^r,

rozepsáním lehce ukáže (proved'te si pódrobné sami!), že jsou lineárně nezávislé a

cel prostor Mat*n(n, tzn. jsou jeho bázi. 1

Definice: Nechť A = (a,,) je matice typu mln, B = (b,,) je matice tYPu nl? (obé

nad t mž tělesem n. Pak matice A.B = (cr,) typu mlp , kde

,ri= Ž{,o.bo1o 
pfo í = l,. . .,ffi ; i = |, - . .,p

se naz vá součin matic A, B (v tomto po adí).

P íklad 3.t. ť A,B

2_L
l _1

00

jsou

0\

_,,)

Nech

lt
ío
\_,

R tvaru

l l2\

ťl ;}
\-r 4l

/= fi=

,.1 
}

,i
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lIt -6 4 l
Pak A.B = | l 22 l , re p. součin B.A není vrlbec definován

\_t+_tI

Poznárnka: P i násobení dvou matic A" B zíejmé podstatn é záležína jejich po adí.

Z P edchozího p íkladu vidítne, že se m že stát, že součin A.B je definován, kdežť* sc,u tr.

l].A definován nenÍ. Ale i v p ípadé, že oba součiny A.B a B.A jsou def,inovány a jsou

stejného typu (tzn., A,B jsou čtvercové matice, stejného ádu), neznamená to, že A"B =

B.A, jak je vidět z následujícího p íkladu.

P íklad 3.2. Necht' n ž 2 a A, B

Pak p ím m v počtem zjistime, že A.B = }nn,.kdežto B.A = B, eož znamená, že

A.B + B.A.

Vidíme tedy, že násobení matic obecně není komutativní. Na druhé straně,

lt 0...0\
A = ť: l ,)

\, 0 rl

jsou čtvercové matice ádu n (nad n

lo 0. . . 0\

B_ í, 0..0\B= 

\; . :;/

tic je však asociativní a násobení matic je distributivní vzhledem ke sčítání 
1atic

za píedpokladu, že všechny použité součty a součiny matic jsou definovány), jak

sleclující dvě věty

násobení rna-

(samoz ejmě

ukazuj1 ná-

Věta 3.3. Ntisobení matic ie asociďtivní, ti. necht' matice A je typu mln, B ie typu

nlp a C je typu plq. Potom platÍ:

A.(B.C)=(A.B).C

[Dk
matice A-B

z: Nechť platí

(d,) je typu

matice typu mlq, kde íri =

p edpoklady věty, p ičemž

mlp, piěemž d,,= ba,,,;.bll u=1l!
Pp.n
2 !rr.ru, = E _ 2 1ru.brr.,y=l . v=L u=I

A={a,,), B=(b,), C=(c,,). Pak

ui. Dále pak (A.B) . C = (íi) je

vi , P i@mž v posledním vlírazu neni

jedná o součin úísel (z T), pro kte.-

.cul. Dáte pak A . (B.C) = (h,,)

t eba v šoučinu za sumačními znaky závorkavat, neboť se

r ptatíasociativ ní zákon.
p

Podobně, matice B.C = rgi) je typu nlq, kde gtl = 
=!,"

je matice typu mlq,
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ilnph,.-Za,.E 2a."Zb "cit u_1 iu-ul u=!|il v=\{v vl

Dohromady tedy platí dolcazcvaná rovnost. 1

Pn
.:, .P r,,"hur,C11 = íti ,
y=i ll= [

Věta 3"4. Nrjsob*nť matic ie distributivní vzhledem ke sťítáltť rnatic, tj.

t" Necht'matice A t'e typw mln, resp. B, C jsou typu 1,1!g}, ::1:tCIi?z

tD kaz. l" Nechť A-(a,,) jety,ru mfn, resp. S=

Pcltom A . (B + C) = (d,) je matice typu mlp, p ičemž

,lrátice A.B + A.C = (íi) je matice typu mlp a piatÍ:

platí

A"r,B+C)=A.B+A.C
2. Nech,ť' matice F, G isou typu mln, resp. H ie typu nlyl: pť}tcť?z p:latÍ,

(F+G)"H*F"íI-',G"l{

n lp.

Dále,

(b,i), C = tc,,) jscu typu
n

dti = ,2 !,o,(boi + C*i,
, k= I

operace na množině

je okruh. Dále, pro

že

í,,= Žf,r,boi 
- 

á{it,"ct i=

Dohromady tedy platí l.

2. Dokáže se analogick m zp sobem jako 1. l

Definice, Čtu.r.ová rnatice ádu n (nad n, tvaru

fr=
n

(tj. matice majíci v hlavní diagonále samé jedničky a všude jinde samé nuly) se naz vá

jednotková matice ( ádu n).

Věta 3.5. Množina všech čtvercov ch matic ádu n (nad T), s operacemi sČÍtdní ma-

tic a násobení nrutic, tj. (Matnr(F), +, .), ie okruhem s jedničkou_

Tento okruh pro n ž 2 nenť komutativní a obsahuje dělitele nuly.

áť,r.{btl+Ct)=d,tl

tD ťl k a z: Je z ejmé,že sčítání nratic, re p" násobení matic jsou

N,{at_..(fi. Z vét 3.1., 3.3. a 3.4. pak ihned plyne, že (Matnr(7-), +, ,)
nrr ,

iibovolnou matici A ,Matn,(T} z ejmě platí (ově te si rozepsáním!),

^ T



(A,B)' = B"A,

(ti. transponovand matice k součinu matic fe rcsvna součinu transpotzou-an}lch matic v opačném

po adí).

[D k a z: Matice (A"B)'^- @,) je typu plm, p ičemž ,,i je prvek stojící v matici

A.B v i-tém áclku a i-tém sloupci, tzn. ,,i Ž:,r.bn,. Dále pak matice B'"A' = (d,) je

typu plm, kde d,, r2!r*,o = (in.boi = cii, a tedy platí dokazovaná rovnost. l

Věta 3.7. (Cauchyova věta) Necht' A = (ar,), B = (b,,) isou čtvercové nlatice ádu n.

Pak platÍ:

\

(a

l.

a-a
n ]. nn

_l 0... 0

00
brr"' br,

_ 116 -

Er.A=A.En=7!

a tedy jednotková matice E,, je jeclničkou r:kruhu {Matn,,(?), +, ").

Z píiktadu 3.2. pak plyne, že pro n 7 2 tento okruh není kcrnutativní a obsahuje dóli-

tele nuly (nulou je zde z ejnrě nulová matice ádu |1, tzn. an,). ]

Poznamenejme, že okruh (Matr,,(n, +, .), stručné též naz ,ran "okruh rnatic"

z nejjednodušších p íklad nekomutativního okruhu"

je jedním

Věta 3.6. Necht' A = (a,,) ie matice typtl mln, B = (b,,) je mattce typu nlp" Fak

platí:

lA.B1= lA1.1Bl

tD k a z: Uvažme matici H, ádu 2n, tvaru:

a, ar,

lt=

Užitínr Laplaceovy včty

(l) lIIl = lA

0_1 bbnI nl|

sice, rozvintttírrr poclle prr,,l:íclr ll ,ártkťr) dostávánre

lB l
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Nyní - ke každému z posledních n sloupcťr p ičteme vhodnou kombinaci prvních n

sloupcťr tak, aby na místě kažciého b,, vznikla nula (p esněji ečeno: k (n+i),tému slouPci

pičteme bo-krátl"sloupec*...+brikrátn-t, sloupec,pro i=L ,n)"Dostávámetak

matici

a rn C ú (' 

'r,

l-, _J\-
&nt

_l
(- nn

00.

ac,7n n I

00

0-1

v níz

tedy

Cii = 'rr,bri
{ci) A.B.

lKl =

(3) A.X = E, 
^ 

X.A =

(pokud taková existuje) se naz vá

+ . . .* orr.brl 
ntrorn.br, 

, pro i, i =

Rozvinutím podle posledních n sloupc

lA.B l . (-_l)n. (_l)1+",+n+(n+1)+",+2n

1, . . , n. Pfi tomto označení je

matice K pak dostáváme:

= lA.B l .(_l;e,n,{n+1)= |A"Bl

matice k matici A a označuje se symbolem tr-t

(2)

Ale pravy, pomocí rrichž jsme z matice H rJostali matici K, nenrění hodnotu determi-

nantu (podle Y.2.5.2. zformulované pro sloupce), a tedy |Hl = lKl, odkud pomocí (l) a

(2) dostáváme: lA l . lB l = lA.B l, což je žáďané tvrzenÍ- ]

Definice: čtve.cová matice A se naz vá regulární matice (resp. sin8u}árlrfi matice), je-li

lAl+0 (resp. lAl =0).

D sledek: Nechť A, B isou čtvercové matice steiného ddu n. Pak platÍ: rnatice A.B

ie regultirní <+ obě matice A i B isou regutárnÍ.

tD k a z, turr.ní plyne p ímo z definice regulární matice a z Cauchyovy věty. l

Definice: Necht' .4 je čtvercová matice ádu n. Matice X s vlastností

En

lllnverznl

Poznámka: Ze (3) p edevším plyne, že invetzní matice (pokud existuje) musi b t take

čtvercová, ádu n. Dále, vzhledem k tomu, že (Maton(7), .) je pologrupa s jerlničkou En
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{.vrz V.3.5") a pojem inverzní matice je totožn; s pojrnem inverzr-riho prvku v této pologrupE,

iit že k matici A existovat nejv še jedna inverzní matice (podle V.1.3., kap" tl) a označení

,4--n je tedy korektní" Následujícívěta a.iejí dťrslede}< nám pak udává nutnou a dostatečnou

pclclrrrínku exisíence inverzní nratic e a vzotec pro její v: počet"

Yěta 3.8. Necht' A = {a,,} ie čtvercovd matice ádu n" Potom:

k lnatíci A existuje rnatice inuerzní <+ A ie reguldrní mutice.

tD

ndkr,rd: l

ní matice"

A*=

-pťtl i=íje cri

,d Z: '(+" nechť

lE,l = lA.A-'

k

I

existuje inverzní matice tr-t " Pak piatí E,

lAl" |A-1 |. Pakaleje lAl +0, atedy

A.A-' ,

je negulár-

.-' necht' A je regulární matice, tzn. lA l + 0. Označme;

{:

[,

11 Arr ", A,

L2 Arr"""A,

\
t\

1,l
,jln Arr",A,

,ttattci, v níž. na i, i-tém místó je A,, (pozor na po adí indexťl!) tzn. algebraickli doPlněr Prv-

ku_ sttljicího na i, i-tém místě v p vodní matici A. Poznamenejme, Že matice Aqé se naz'vá

atŤjurtgovanď matice k matici A.

Nyní dokážem e. že matice X - :|; -. . A* je inverzní maticí k matici A. Necht' A. X =

= (c,r), tzn. ,r, ] h, . 
o\ro,,n.Aik. 

fo|o* u'*,

=l*- . Žť,r.o,n = ft1 : |A| = l (užitím d sledku Laplaceovy věty)

_pro i+ije Ctj=í-h, ť,r.o,n=bt-0=0 
(vyraz b o," .A,._ itl royen nule, neboť

k=|lR Iťš ,

podie cl sledku Laplaceovy věty se jedná o determinant matice, v níŽ i,t a i-t ťádek jsou

stejnÓ). Vidíme tedy, že A.X = (cii = Er.

. Anatrogickou vahou se zjistí, že X-A

tedy k matici A existuje matice invetznÍ,.

Eru tzn" dohrornady dosiáváme, že X = A-L a

Necht' A je reguldrní matice. Pak: 4*1 = (# } . A*

a

]

[Dťrka Tvrzení, plyne ihned z 2" éásti dťrkazu p edchozí
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Něk re ré jed nodu ché základní viastn osti inverzníclr

pisují následující dvě věty.

matic, re p. regulárních matic nám po-

A', neboli platí 4. 1

matic ádu n { nad T}.

Věta 3.9. Necht' A, B jsou regulární matice ác]u n. Pak ptatí:

]- (A,t1_t _1
2. (A.B)- B- l .Á_| i

3_ ,A-|| =f_lAl
4. qA'y* t

[Dk

= (/-t 1,

l. a 2. plynou z Y.1.4., kapitoly II. a z V.3.8., uvědorníme-li si,že

pologrupa s jedničkou

3. zíejmé A.A-I = E,, odku{ podle Cauchyovy věty je:

lE,| = l, tzn. lA-1| =#
4. podle V.3.6. je: (A-|)'.A'= (A.A-')'= E'_ = E_ a analogicky též

A""(A-')' = En, tzn. podle (3) je (A-l)' inverzní maticí k matici

.a

.)(Mat

lAl |A-t 1 =

Věta 3.10. Nechť MaT*ln značí množinu v ech regulárních

Pak (-I\nafiTR, .) ie grupa, která pro n ž 2 je nekomutativnť.

:

tD ťr t< a z: Z ejmé E, W;W. Podle dťrsledku Cauchyovy věty, podle V.3.3. a

poclle V.3.8. ihned dostávám e, že (NiailTD, . ) je grupa.

Dále nechť n ž 2; vezméme matice A, B ádu n, tvaru:

/=
/t l 0...0 0\

1. l 0...0 0\
l... l

\o 0 0...0 ll

/o 0...0 0 l\
,B= |0 0...0 t 0\

t......l
\, 0...0 0 0l

Potom zíejmě A, B jsou regulárnÍ, tj. A, B e WP a platí A.B + B.A (ové te si v poč-

tenr!). Tecly uvažovaná grupa není komutativnÍ. 1

Multiplikativní grupa regulárních matic ádu n (ž 2) je dalším poměrně jednoduch m

p íkladem nekomutativní grupy.

Poznámka: Všimnéme si, že z V.3. 8. bezprost cdně plyne, že píi praktickém ové ovánl,

zda matice X je inveruní maticí k A stačí ově ovat pouze jednu z rovností (3), tzn. rovností

Á
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n
--E'^, x)

n

Pnrr vaclŽ druhá rovnost je již vynucena. (Je{i nap " A.X = E* pak A je regulární a existuje

matice n*t . Pak vynásobetlínr v5íchozího vztahu zleva maticí A-1 a zprava maticí A
cícstávárne: 4-t. {A.X) " 

j = A-L.En.A , tzn. po ťrpravé: X.A = En)

4. Ho.dnclst matice

V tomto paragrafu bude A = (a,i} znaóit rnatici typu mln nad

m žeme chápatjako

gene'rují v Tn jist

Ý' a | .-,číselnyrn tělesem T, tzíl.

vektory z vektorového prosto-

podprostor W a my se v dal-

A- . kde a." T, Il

Jak již bylo d íve ečeno, ádky matice

rLl T'n, Potom vektory - reaty matice

ším budeme zajímat o jehc^l dimenzi.

Poclobně, sloupce nratice A lze cháput téžjako vektory - tóntokrát z vektorového prosto-

ru T'n , p ičemž tyto vektory - sloupce matice A generují v Tm jist podprostor H. .Ie
)

sanloz eimé,že'T' a Tm jsou obecně dvazcelarozdilné vektorové prostory a totdž p|atíi

o podprostorech W a H. P esto však ukážame, že dinrenze obou těchto podprostorťl'musía,!,t

ste jnď, tzn. dim W = dim ff"

l'rt 
at. , , , at,

{ 'rt 
Gzz ", a2,

\

\ 
o* , a*2 , , , a*

\
\

,)

A

A

Definice: Necht' A = (ar,) je matice typu

prostoru v Tn, generovaného ádky matice A,

symbolem h(A).

rovna maximálnímu počtu íeiťch lineárně nezávisllich ddk .

tD k a z: Tvrzení plyne ihned z defínice hodnosti matice, definice dimenze, definice bá-

ze a z V.4.1., kap. III. 1

Věta Hodnost matice

mln nad T. Pak dimenze vektorového pod-

se naz vá hodnost matice A a oznaěuje se

matice A je rovna nule právě když A

její hodnost je rovná některému p iroze-

Poznámka: Z

je nulovou maticÍ.
, v' anemu clstu.

p edchoziho je zíejmé, že hodnost

Je-li tedy matice A nenulová, pak
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Další možnost vyjád eni hodnosti matice nám ukáženásledující věta. Poznamenejme,k ní

ještě to,že pojem minoru ádu k matice' / he zíejmě stejn m zp sobem jako v 2 defino-

vat i pro libovolnou (obecně obdélníkovou) matici A, typu mln, za p edpokladu, že I

k š min (m, n). Je-li v ak m * n, ,nelze pak již sámoz ejmě hovo it o, doplňku tohoto rnino-

ru.

Yéta 4.2. Necht' A je nenulovd rnatice typu

maxirruilt mu z ádťt nenulov lch mtinon1 matice A.

Pak hodnost matice A ie rovna

;

tD k a z: Necht' A = (a,,) je nenulová matice typu mln. Pak z ejmě existuje minoq

> 0 tak, že |M |+ O a všechny minory ádu většího než k (pokud v beclM l, ádu k > 0 tak, že |M |+ 0 a všechny minory ádu většího než

existují) jsou rovny nule. Bez jmy na obecnostilze p edpoklád,at, že submatice M je určena

prv mi k ádky a pw mi k sloupci matice A. Chceme nyní dokázat, že h(A) = 1r. Ale

platí:

a)prvníchkádkmaticeAjelineárněnezávislch
(v opačném p ípadé by byly i ádky submatice M lineárně závisté a podle véty 3.2.,

kap. III., resp. věty 2.4. by byl lM l = 0, což je spor)

il ,r-t ádek (k < r š m) matice A je lineární kombinací prvníctr k ádkfi

(nechť tpdy k 1r šm anechť, l <i šn -libovolné. Utvo me matici

tak,2e matici M "ovroubíme' odpovídajicími prvky r-tého ádku a |-té.ho sloupce matice A.
}-

Determinant lD, I je zfejmÉ roven nule, neboť pro i > k je lD,| minorem ádu ,k + l ,ll
íesp. pro i < lí obsahuje matice Dt! dva stejné sloupce. Rozviňme nyní lDt| podle posled-

ního sloupce. Dostáváme:

mln.

lk

ck

rk

at,

a

l

1

1

at

at

ar

p(

at

a*

a,

li

'ki

rt

kde

Lt

Q= lDti)orrLr+or..L,

Lt (í = l,. . . ,k) jsou algebraické

nezávisí na i). Poněvadž lM l + 0,

+ . . . * ar,,Lr + ar,.lMl

doplňky prvkťr posledního sloupce (uvědomme si, že

m žeme psát:

L, Lk lr 2, . . . , n
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což v ak znamená ,7e r-t ádek je lineární kombinací prvních k ťádkťi.}

Za) aB) plyne, že maximální počet tineárně nezávisllich ádk& matice Á' je roveí} ČÍslu ld,

a tedy podle V"4.1" je h{A) = k"7

Transponovdním matice se ieiť hodnost nezměnť, t!" h{A) = h{A'}.

[D k a z; je-li A nulová matice, pak

tedy A je nenulová ireatice a necht' h{,A} =

nulov minor ádu k a všechny rninory ádu

A' je též nulová matice a tvrzení piatí., Nechť

!c" Fak podle p edchozí věty exisfirje v A ne-

většího než k jsou rovny nule" ,Uvažrne nyní

maximtllnímu počtu ieiích lineárně nezdvisl ck

transponovanou rnatici A' . Vzhledem k tomu,

li (plyne zY,,2.1.), existuje tedy i v máticí A'

ádu většího než k v Ž' jro., Tovny nule. To

že transponováním se neměni hodnoty rnino-

nenulov minor ádu k a všechny nninory

ale znamená (opět poelle p edchozí véty), že

_,h(A') 
= k, a tedy h(A) = h(A'\ ]

Věta

sloupc .

Hodnost matice ie rovna

tD li k a z: podle p edchozího d&sledku a podle V.4. l. je hodnost matice A rovna

maximálnímu počtu 1ineárně nezávisll ch ádkfi transponované matice A' , tj.maximálnímu

počtu lineárně nezávisl ch sloupc& p vodní matice A. 1

Z píedchozích tvrzení již vypl v$ to,o. čem jsme hovo ili na zaéátku Paragrafu, a sicé

je_ti A matice typu mln, pak dim enze podprostoru (v T") generovaného ádkY matice

A je rovna dimenzi podprostoru (v T^) g nerovaného sloupci matice A,

V dalšírn si nejprve všimneme p ípadu, kdy matice A je čtvercová,

Necht, A je čtvercová matice ádu n. Pak následuiící v rokY jsou ekvi-Věta

valentní:

(i)

( ii)

( iii)

(iv)

[D ka
Že h(A) = n

matice A ie reguldrní

h(A) = n

ádky matice A isou linedrně nezdvislé

sloupce matice A jsou lineárně nezdvislé

"(i) + (ii)' necht' A je regulárn7, tzn. lA l + 0" Pak z V "4_2. plyne,

-..-



"(ii) :+

*(iii) 
=+

*(iv) +

p eclchozí věta nárn

provedenínr obměn všech

(i) matice A je

(ii) lt(A) 1tt
(iii) 1rdky ntatice

|23

(iii)" plyne zY-4.|.

(iv)' plyne z Y.4.1. a V.4.3.

(i)' plyne z Y.4.3. a Y.4.2. 1

samoz ejmě zároveň podává i charakterizaci singulární matice.

implikaci totiž dostáváme, že ekvivalentní jsou též v roky:

singulární

bri,or,+,,,*brrarr, ProPevné i a í=l"",ffi,

vždy lineární kombinací prvních n sloupcťt, a tedy je

Alerejmě A-
Dohromady pak

(iv) sloupce matice

A jsou lineárně,závislé

A jsou lineárně závisíé.

!

Věta 4.5, Necht' A ie rnatice ryp;) mln. Pak platí:

l. ie-li B nutice tyqlu nlp, pak

ltt 4.1]) < h(A) a h(A.B) < h(B)

je.-li R (resp. 
^S/ regulární čtvercovd matice tictu. n (resp. ádu m), pak

h(A.R) = lt(A) a h(S.A) = h(A)

[Dťl kaz: l. nechť A=(ar,), (b,). Označme A.B = (c,,) a dále označme

att "atrCtt ,Ctp

Matici D

A|gr poněvadž

tici A, k nÍž bylo p idáno jistl ch p sloupc .

c,, = Š o,*.bri= bri.or, *ll k=l '

vidíme, že p idané sloupce jsou

hQ| = l-t(A).

Matici D však m žeme též chápat jako matici A.B, k níŽ jsme (zleva) P idali jist ch

n sloupcťt, tzn. pak zíejméplatí h(A.B) < /r(D). Dohromady dost áváme, Že ,te r15 h(A).

Analogick m zpťrsobem (p idáním všech ádkťl matice A.B k rádk m matice ,B) e ,l

1,

dokáže, že h(A.B) < /,(^B).

2. podle právě dokázané óásti l. je h(A,R) < /,(/),

= (/.R) . p- r a tedy opět podle l. je h(A) = h((A.R) .R-l ) < /,(/.R).

a
m

p-(

\

P=

)
,o ma

r1'"' a^rC^t"'C^p

mťtženre chápat jakožt<

,)
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dostávdme, že h(A.R) = h(A).

Druhá část tvrz eni 2" se dokáže analogicky. ]

I

v první Části tohoto paragrafu si odvodíme jednoduché metody v počtu hodnosti
i]e rť P,V PoČtu inverzní rnatice a ukážeme si některé možnosti aplikací tě,chto postupťr

ešení lo,Ir o vektorov ch prostorech.

Definice: Nechť A je matice typu mln

rlprav matice A se naz vá elemen tárnl ádková

(i) libovolná zámUÁapo adí raám

|_)

mati-

,pi
-/

,i

nad tělesem T. pak každá z

prava matice A: )

\

(ii) vynásobení libovolného ádku nenulov m číslem z T
(iii) k jednomu ádku p ičtení jiného ádku vynásobeného libovoln r4 číslem z T

(

Pozndmka: ekli ju*. si, že ádky matice A budeme]

ho prostoru T';, v tomto smyslu pak elementární ádkové

ťše popsané manipulace s vekt ory z Tn.

Řaaty matice A generují ve vektorpvém prostoru Tn jist podprostor w. D ležité
je fiak ukáŽe následující věta), že prbvedení elementární ádkové prarly neovlivní tento pod_

prostor W.

Věta 5.1. Necht' A je mntice typu mln nad T a necht' matice B vznikne z matl-

ce A Provedením elementdrnÍ ádkové pravy. Pak podprostor (ve v,ektorovém plrostoru T, )
generovan ťádky matice A je roven podprostoru generovanému ťddky matice B.

tD k a .z: ádky matice A (chápanéjako vektory ve vektorovém prostoru T")
označme Ul ,

ce A roven

a) zaměníme libovolně po adí ádk matice .r{,

nebot'z ejmě i(ur,. .. , u,,,) - L(ut,.. ., \o,), kde'(ít,.,_.,,í,,,) ie
indexťr l,...,;. 

"' 'l

P) vynásobíme i-t ádek matice z{ nenulov m čislem t e T,

neboť i(up l.., Uí,. ..,Um)=i(ur,.] 
,."., 

í1o1, o o'r j.U,o), jakse lehce
.]"..

.. . . , nm. Podle V.3. t .2. kapitoly III. je podproŠtor generoyan íádky mati-

množině všech lineárních kombinací těchto ádkfi, tzn.

\

chápat jako vektory z vektorové-

pravy matice A chápeme jako

libovolné po adí

ovúň rozepsáním;

G
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,ň p ičteme k í-tému ádku matice A
neboť Z(ur, . . ., Ui, . . ., Unr) =I(ur, . .

Definice: Nechť A

tvaru, jestliže v matici A

I75

í-násobek i-tého ádku (i + il,
. , B, + t.uť. . . , u;), jak se opět ově í

rozepsáním.

Wázatijsme tedY, Že PodProstor [ut, . .,. , u,,, ] v Tn se nezmění provedenírn libovolné
elementární ádkovd pravy matice A. 1

'l
provedení libovolné elementórní ódkové típravy rryatice

matice A-

tD ťl k a z: tvrzeníplYne bezprost edně z definice hodnosti matic e a zp edchozí věty" ]

Z PÍedchozích vah vypl vá, že píi,praktiékém zjištbvání hodnosti dané matice A bude

VÍejmé v hodné Pomocí elementárních ádkov ch prav (které nemění hodnost) p evést mati_

ci A na nějak 'jednoduch tvaro, z néhožjiž hodnost okamžitě určíme. Tento "jednoduch
tvar" popisuje následující definice.

A nezmění hodnqst

je matice typu m/n., Řeťnem e, že A je matice ve schodovitém

každ nenulov ádek začínávětším počtem nul než p edchozí á-

Pozndmka: rozebereme-li si podrobněji p ed choz|, definici, pak vidím e, 1ez
)l. libovolná matice typu lln, tj. matice sestávající pouze z jednoho ádku, je Ýdy

ve schodovitém tvaru. 
, 

j 
,

2. je,ti matice z{ ve sch6dovitém tvaru, pak p ípadné nulo-vé íádky,musí b í v matici
1.A umís'pěny *dole'. Sfecielně,

)
.]

nulová rnatice 0_, je zíejilmě zvl|Stním p ípadem maticemn !,

ve sehodovitém tva4r.

3. je-ti nenulovd matice A
,,)

ve schodovitém tvaru, pak sv m tvarem skuteúně odpovídá
. .. I

tomuto. názvu, neboť nuly v matici á tvo í jakdsi "schody'. iP i tom p1ví{ ádpklmfiže, alo

Rulou (resp. nulami;, dru!Ý ádek rčak již ínuď znéínatateipon]lednou ntitou)

t etí ádek musÍ'začínat alespplí dvěma nulami, atd-, chemat iipby ,;Áórnéna, rypadá rlenulo'- -:
vá matice A ve schodovitém tvaru takto: :
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Věta 5.2. KažtJou matici lze konečn m počtem elementdrních ádkov ch prav p e-

vést na schodovity tvar.

tD k a z: nechť A - (a,,) je matice typu mfn.., Je-li A nulová matice, pak je slž

ve schodovitém tvaru a jsme hotovi. Nechť tecly A je nenulová matice. D kaz nyni próve-

deme matematickou indukcí vehledem k nt it.j. vzhledem k počtl; ádk matice A).

a) pro m = | je matice A již ve schod*vitém tvaru a tvrzerrí platí

} p eclpokládejme, že kažďau matici o |,ž, - . . ,Ifr ádcích lze konečniím počtem

elementárních ádkovlích rlprav p evést na schodovitlí tvar. Nechť nyní A je matice o

{m + t) ádcích. Necht's-t sloupec je pnrním nenulov m sloupcem matice A- Pak p ipad-

nou v měnou dvou ádk dostaneme z nratice A matici B = (br,), která má v l. ádku a

s-tém sloupci nenulov prvek b t + 0. Nyní k i-tému ádku matice ^B " p ičteme

(-ď
"ls

C - (c,,), která má v prvních s sloupcích samé nuly s v jimkou prvku cr" * 0. Apliku-

jerne-li nyní na matici sestávajÍci z posleclr,Í ch m ádk matice C indukční p edpokiad,

dostávám e tvrzenl r,éty (rozmyslete, si podrobně proó!). ]

Věta 5.3. Hodttost matice ve schodovit:ém tvaru ie rovna počtu !ejích nent1,\ovlictt ,át!kťl,

tD ť, k a z: necht' A je nratice ťypr,r tnf n ve schodovitém tvaru" Je-li A nulová ma-

tice, pak h{A1 = g a tvrzení platÍ.

Neclrt' tedy A je nenulovd matice ve schodovitént tvaru, která obsahuje k nerrulov ch

ádk . Těchto lt irctkťr nttrsí blit lineárn nezávisi ch (plyne rozepsáníni p ímo z rlelinice

nratice ve sclto<loviténr tvaru) a všeclrny rrsíatní áclky (pokud existují) jsou nulové. To zna-

0

0
A-

1

\
t

\
l

l

i

I
l
t

!
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mená, Že maximální PoČet lineárně nezávisl ch ádkťl matice A je roven k, a tedy podle
V"4" l. je. h(l) = 7r" l

Pomocí Posledních dvou vét a d sledku V.5.t. m žeme nyní poměrně jednoduše zjištb_
vat hodnost dané matice

v ch rlprav na sclrodovitlí

v němž pak jen spočítáme

p ikladu.

A. Matici A nejprve p evedem. po*o|í elementárních ádko-

tvar (algoritmus je popsán v d kazu Y,5.2., kteď bfl konstruktivní),

počet nenulov ch ádk . Cel postup si ukážerne na ňásled jícírn

P iklad 5.X. Určete hodnost matice A (nad tělesem n tvaru:

i
t

-l
0

-1

ť
l

A-í

\

0tl0
l200
ll30
2 l -3 0

l

1--- /-

_4

2

tŘ . Š e n Í: nejprve záměnou l. a 2. ádku dosáhneme toho, že v levém horním rohu

miltice bucle nenulovlí prvek. Potom vynásobením l. ádku urroitnlr* číslem Q,de reáln m) a

jelrtl P iČtením k 2., re p. 3., resp. 4. ádku dosáhneme toho, že pod tímto nenulov rn prv_

kent v l, sloupci buctou samé nuly. Analogick m zp sobem ppk upravujeme submatici sestá_
., t

vajic:i z 2., 3. a 4. ádku, atd., až nakonec dostaneme matici ve schodovitém tvaru.

Poznamenejme, že po pravě budeme mezijednotliv mi maticemi ,psát symbol +"

Z rlspornlrch d vcid provádíme obvykle vždy několik elementárních ádkov ch prav typu
(iii) najectnou. Tedy pak: )

A,i

l20
0ll
l13
21_3

20
ll
00
00

0 -l _2

01l
0 0_4
0 -l 2

0 _l -2
0ll
0_4_9
049

I
l

I
lt
/o-+l
lo
\o

_2\
l\ l-+

_6 l
6l

_2\

l\
_gl

l0l

0 0 *1

l0l
0 0_4
0 0,0

\ ll

)-|;

\ ll
}-(:l \.

2

t

3

_3

2

l

0

0

0 0 *l
l0l
3 0 _1

_301

Vidíme, že poslední matice (která je ve schodovitém tvaru) má 3 nenulové ádky a tedy
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h{.41 = 3" ]

F eclchozí metodu (která ie sarnoz ejmě jen jednou z nanaha znám ch. nietoctr určov;íní

}r.*clrrosti rnatice) mťržerne s v ihodou použtt p i ešení celd arl,y loh o vektclror,énr prostot"u

Tn. Chceme-li nap íklad v Tn njistit dimerrzi abázi n jak,éhtl poclprostoru W, g*ílť]i:ůvít1,lť_

irc kr-lnečnlínr počtem zadantrích vektorťt, pak tyto vektory napíšeme jako ádky do rn;-ltice,

ktt:r*u elernentárními ádkovltmi ťrpravami p evedeme na schodovit , tvar, Nenulové racty

tnk{,o získanÓ.ryatice ve schodovitdm tvaru jsou pak bází pordprostoru W (iak pivne z V.5.1.

a V'..5.3"). l'odobn m zp soberrr lze postupovat nap íklad p i rjišťování dimenze a báze souč{tl

civclt"t pociprostorťl v Tn , atcl.

í,= [tr,*r,u.]P Íktad 5.2. Ve vektorovém prostoru Ps

a bť, - lvt , y, y3l, kde t = (l, _ 1,2,4,

resp. yt = (0,I,a,2,-2), v2 = {- 1,2,I,3,-2),

poitprostoru W1* Wz.

jsou dárry podprostory

0), u2 = (0, ů, l"3,2), ts:

y3 = (- 1,0,1,-,1,2)" Určete

= (l, -1,1,I,-2i,,
dimenzi a bázi

(proč? ), tzn. W, * ť r*
do ádkťr matice a tuto

tŘušen
= [u, u2 , [l-:l,

p evést eletnen

i -l
ůť}
l --l

0l

-l 2

-l 0

Tedy dim(í/, +

tice, tj. vektory

U u, 
yr, v2, v3 generují W 

1

dy napsat uveden ch šest ve

pravami na schodovit tvar.

-1 2 4 0\ |
t 0 2-2\ /

0 l 3 2 \ l

0-1 -3_2 l* |

13 7_2 l \_l 3 3 2l \

/ x.ll , u
n, va. 5tacl

kovlimi

)ry

" 
],

,ád\

CIi

2

1
-z/

_2

-2
2l

,Or

/:

ra

+ W,

ktorri

Terly:

l _l
0l
00
00
00
00

i: vektt

v[, v2, v

tárními l

24
l3
l1
02
13
l _l

0\ lt _l 2 4 0

_r\ |, l 0 2_2
2\ Í0 0 l 3 2l+ I

0l l0 0 0 4 6

-6 l \0 0 0 0 0

-6l \o-0 0 0 0

2,

te

l

0

0

0

0

0

24
02
13

_1 *3

35
35

0

"}

1

^

0

0

1 -l 2

010
001
000
000
000

4

2

3

0

_4

_4

Wr)

w1

=4,

= (l,
p íčemž bázi

-|,2,4,a), wz

W,+ W, tvo í

= (0, I,0,2,-2),

1

nap íklad nenulové ádky poslední rna-

w3 = (0,0,1,3,2), w4 = (0,0,0,4,6). ]

L
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Jednou ;i rlx! Íclr zá}tiaciních loh lineární algehry je hledání inverzni matíce k danó
Čt.Vťrcové rcglilárr:Í lnatici- Á, áclu ru. Z dťlsledku věty 3.8" víme, že:

A-"1 *,.*1 
, . ,l*, kcie Áq? je acliungovaná rnatice k matici Al/tr t Jy **,iu}JiJ

a Podie tohgt' vzcrce m'3Žemc též invetzní nratici A-1 p ímo spočítat. Je však vidět, že

Pro větŠÍ ft htlde v PoČet P ÍliŠ pracn fie t eba vypcrčítat jeden determinant nratice ádu
7l a dále rl2 rjet inrinantr1 inatic ádu n ,-, l }. Froto si nyní odvodíme jerlnu poměrně jedno_

dr"rchou a prcl rtrcyni v5ipočet celkem vhodnou metodu nalezení inverzní nratice.

Věta- 5.4, hjer:hť- A ie regulární maťice árju rt nad T" Pak

t" maíici ,4 lze konečll m počtern eíenteyltrirruíck ádkov ctt

vou matici E n

2" Pravec|cllí ilddkcvé elementdrní pravy matice A le ekuivalerltnť uyrcásobertť matice

A zleva iistou legulárnť uwticí ťárJu n.

[D k a z: l. podie p edpoklaríu je htÁ) = n, a tedy (podle V"5"2. a V,5.3.) matici
A lze konečnlím počtem etrenrentárníctr '1rdkoql.ch prav p evdst na tva.tr, v rr nrž v hlavní
cliagonále jsoit nenulovd prvky a. pocl nÍ;sr:ru sarnd nuly. Vynásobenínr jectrrrctlív ch ádkťr

vhoclntrlnri nenulclv mi ČÍsly z T dostaneme v hiavní diagonále samé jerjničk:y a pak konečn3irrr

PoČtem elenrentárních ádkov ch prav typu (iii) nacl diagonálou sarné nuly. Teciy dostanelme

jednotkovou matici Er"

2" rozepsáttínt se bezprnst, edně ově í, že

a) záména dvt:tt ádkť} (l*tého a i-tóho) matice A je ekvivalentní 1,,yilá nbl:ní matice

A z\eva maticí F, kde l7i je matice vzniklá z jednotkové matice En ( ácíu t } záměnou

i-téhoai-tého ádku. Zťejméa|,e lFl =-|, tzn.rnatice F jeregulárn{

) vynásobení ;-tého ádku matice A nenulovlím číslem t e T je ekvivalentní vyndso-

bení matice A zleva maticí G, kde G je matice vzniklá z jednotkové matice En vyrráso-

bením i-tého ádku díslem t. Ale lcl = t * a, tzn" matice G je regulární

i pÍiótenÍ/-násobkui-tého ádkukí-tému ádkumatice A (kde i*!a t ,T libcl-

voln ) je ekvivalentní vynásobení matice A zleva rnaticí y'y', kde H je rnatice vzniklá

z "lednotkové rnatice E, p ičtením r-násobku i-tého ádku k i.tému ádku. Podle V.2.5, t.

však lH1= l, tzn. H je regulární matice. ]

Z p edchozí věty už nyní p ímo plyne metoda v podtu inverzní matice k rnatici A.

počivá v tom, že elementárními ádkovlimi pravami p evedeme matici A na jerlnotkovou

platť:

ťtprav p evdst na fednotko-
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matici En a tYtéŽ elementární ádkové ptavy paralelně aplikujeme na jednotkovou matici
En, která nám nakonec p ejde v hledanou inverzni matici A- 1,

věty existují regulární matice R', . . . , R" takové, že:

(R". .Rr.Rr).A=En
což znamená, že (R". . RlR,)= A-1. Současně však

(R". .Rr.Rr).{= (R". . R2.R1)

odkud tecly jako Í pleftp]qdek dostáváme matici ,(R". . R, .R ,) = A- 1 . " )

, ,- - z--"l,
PraktickY Provádíme v podet tak, že obě matice, tj. A a En, napíšemevedle sebe a

oddělíme je svislou Čarou., Pak provádime zvolené elementární ádkové ptavy, a to současně

"Pro obě matice najednou. V sledné matice budeme mezi sebou oddělovat symbolem * 
.

5-3- K dand regulární matici A (nad tělesern R) nalezněte inverzní matici
m:

l l\
l3 2l
ll 0i

n" l:

neboť podle p edchozí

P íklad

A*l. P i to

ItA- ll
\,

tŘ

Itít
\,

eše
l

3

l

l0
0l
00

(;l
\o0

1

2

0

00
tL\í2
l0

:)
Il

il-

|t l l
ry |o 2 l

\o 0 _l

l0
_LL22
,l 0

lt
1L

2
0l

l\
?l

_Tl

_L
L
2
0

l 0 0\
_1 l 0l
_l 0 |l

1;:
\o o

l _l
2

--l L
2

l 0 ...:

It
- 

|:

0\

:]

i\ ry

_?l

0l 1

o |-,

'l t

Hledanou inverzní maticí je tedy matice a-t

V naŠich p edchozích rlvahách o vektorov ch prostorech jsme doposud vystačili vždy

s jednou pevriou bázi daného vektorového prostoru, vzhledem k níž jsme vyjad ovali nap íklad
sou adnice vektoru, atd. Na závěr tohoto paragrafu budeme nyní vyšet ov at vzájemn vztah

mezi dvěma bazemi aanétro vektorového prostoru, resp. vztah mezisou adnicemi téhož

vektoru v ďtzn ch bazich daného p.orroru. Ukážeme si, že v obou pffpadech lze s qihodou

( il

L.-._
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pOužit matict-,vtí}lo zpťrsobu u;iprstl, čimž se formálně značně zjednorluší na e vyjad ovdní.

Defilrie:*: Necht' T,' je vektorovlí prostor nad T a nechť

(l) ilt,," . ,U,,

(2) Vl , ".,y,
isou clvé jelro báz, Nechť dále je

Vt * arr"*n* azr,Vz* . . . t a,

V2 * atz"Wo* urr.Vr*, " . t a

_.tlnI n

_.u,7'ž n

(3)

v =Qrn" r*Qzr"Wz*ll

Pak mat jee A tvaru:

A^

rtse nazyva 1TI

*"a .unll yl

ln,
lo^
I

\ 
o,,

atice p

,.}

2

ilt

az

a
11

,oo" 
\

,az, 
]

l

.aI,n/

od báze

11 2

chodure (l) k

Foznámka: 1. rozebereme-li si p edchozí definici, pak vidíme, ťe matici tl tr ecllcdtl

ciii jeclnd báze ke druhé lrázi prostclru V zkonstruujeme tak, Že i-,t vektor clnuhé br{ne vy-

.iád ínre jako lineární kotnbinaci vektorťr první báze a jeji koeficienty pak zapíŠeme do

y-téhosloupcernat,ice A (pro i=l,Z, ..,n).Fitomjesamozejmé,Že"!ak"poadíoht-;rr,

bází, tak i po acti vektorťr v těchto bázlch je podst atné a nelze je nijak zattt hovat,

2" Matice p echodu od jedné baze k druhé bázi prostoru V se vždy regu*

ldrní (plyne ze (3) a z !íneárni nezávislosti vektorri druhé báze).

P íklad 5.4" t,Ve vektorovém prostoru

ut =(1,1,1), v2= (1,1,0),

v' = (2,3,2), y2=(3,|,2),

Lehce se ově í,

vr= Z,ur* ur_ U3,

ťeSp.

Bt= Vt* vr- Va:

oclkud již píyne, že

že plati:

y2 = 2.rr- ur* 2.u,

U2 = -4"ur- S"rr.u 6.Va,

matice A p echodu od báze

{2).

Pa mějme dány dvě

u3 = (1,0,0)

va = (4,3,3)

V3 = 3.urf ua

U3 = -3.v, *

(4) k bázi (5),

3.vr* 4.v, ,

r,esp. matice B p echodtl

(4)

(5)



žJl tt,

matici

tomu t

ad báze (5) k bázi (4) mají tvar:

lz 2 3\llA- [ r -1 0 l

\_ l

1_1 2 ll
Vidíme tedy, že p edevším je

A.B=Eu, atedy B=A-l . Ted

p echodu , která je k pťrvodní mati

b ,t vždycky.

-l32-

je matice p echodu od báze (2) k bázi (l). Pak je:

ťra

,ak musi

Věta 5.5. Necht'(l), resp. (2) isou dvě báze vektorouého prostortt V nad T" Necht'

A je matice p echodu od báze ( I) k bázi (2). Potom A'-t le maticí p echodu od báze (2,i

kbdzi(]).

[D ka
n

nechť A = dar,); pak podle definice matice p echodu otl (l) ke (2) je:

v.= 2a-,.Uk,
l k=l KJ

Nechť dále B = (b,,)

uk= rt"rbro.rr, k=!,

Po r.losazení dostáv áme:

,nl,

,n

nn
v.= Za...Zb
I k=l Kl t=!

nn
= 

.?_, 
( 

r}rbr,at ) , Yr , i = I, . . . , ft

Podle a.O.r.,kap. III. se každ I vektor, ? Y dd napsat pouze jedinltm
,i(}

kombiňace vel{tor dané bďze. Zťejmé však je:

zp sobem jako lineární

,i ='0:v1+. . . * O.vi_r* l.vr* 0.vr+1+. .. t O.yn ,

Porovníním posledních dvou rovností pak dost áváme

n [O pro r+iJ
o8=rb'o'o-r.: t, óro r = i l

což maticově vyiáarpnoíiká,že B.A = En, odkud již plyne,ž6,|,,,, B = A,*t.7

Pozndmk ai z definice matice p echodu plyrye, že z9Áán;Ím b,ážt( 
.1, 

(2) je jednoznaČnĚ

Ja11

urč.nu matice p echodu od ( 1) k (2): tj, jistá regulární matice l. , Podobné vŠak, máme-li

dánu bázi (t) a nějakou regulární matici A, pak je těrnito dvěma ridaji (pomocí vztahfi (3))

jednoznačně určena báz,e (2) taková,že matice A je maticí p echodu od (l) k (2). Stejné

tak, zadáním báze (2) a regulaírní matice A je jednoznaéné urČena báze (l) taková, Že A
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.;* ln;eticí p echodu t-.d (l ) k {2}. tsází (l) mfižeme v tomto p ípadě zkonstruovat nap . užitím

\1,5.5. (tzn. ze vztah& (3i, pcrnocí báze (2} a inverzní matice A-l).

Zcela na závěr rryní je tó cldvcldíme, jak je vájemn r vztah mezi sou adnicemi jedrroho

vektoru ve dvou rťlzrifich bázích, prr.lstoru V. Je samoz ejmé, že píízměně báze se změní i

srru adnice vektc-rru v illerlenr k trázi. Poněvadž mnohdy pro jednoduchost vlipočt je vhodná

sJeciální votba báze, je dťrležíté znát pravidla, podle nichž se rnění sou adnice vektoru pŤi zmé-

ně bdze" Totitc otázkou, naz vanou též transformace sou adnic vektoru, se nyní budeme za-

b3"vat.

I.{echt'teriy (i) a (2) jsor-l dvé báze vektorovélro.prostoru. V a nechť A = (Qt)

ce p echoclrr od báze (t) k bazi {2}" Dátre, necht' w e V je pevn vektor, p ičemž w

z,i {|), resp" v bázi (2), sou adnice:

,reP'

To ale znamená, že platÍ:

je mati-

má v bá-

ly
í
I

I

\l

-,\
,l
"l

l
*,I

((')

(7)

W=Xl"Br*.",+Xr.U,

w=yr.nr*.."+lr.yn

Dcrsaciíme-ti do (7) vztahy (3), dostáváme:

* = É 
,,!,r,= ,!rr,- rŠ=rorrr* 

= nir' ,?ror,.r,)r 
. ur

Nyní však porovnáním ptav rch stran (6) a (8) dostáváme

xl.tll*.:. * *r.v, = (orr! l+.. .+ atnln).ur+.". + (anr!r*..- + a,rr!n).u,

odkud z jednoznačnosti obou vyjád ení plyne rovnost odpovídajících si k,:eficient , tj.:
:.

Xt = arr!,,r: . . . + atn!,

X2=azt!'+...*or*

(8)

x =a -p-*n nL, I

v 1 aÝcoz vsak rnuzeme

",+arrln 
i

zapsat v maticovém tvaru

yt

v{;:)

-1
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TÍrnto jsnte tedy tlostali sou adnice vektoru w v,bází ( l ) vyjád ené pomocí sou adnic téhož

vektclru v bzizi (2). Kdvbychom chtéli rraopak vyjád it sou adnice vektoru w v bázi (2} po_
a

nroc.l jeiro sou adnic v bázi (1). pak stačí obě strany posleclrrí maticové rovnice vynásobit zle-

;i tititticí tr*t (kterd existuje, nebot' nratice A je regulární), Dostanente pak:

(l]
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soUSTÁVY "i ^aIINfrARNíCH RovNIC

Gaus.ova metoda ešení soustav lineárních rovnic

Se soustavami lineárních rovnic a jejich ešením je možné se v určitltch jednoduch ch,

reSP" sPeciálních p ípadech setkat již na st ední 'š\ote. V tomto paragrafu ukážeme jednu

z rrlt"loha znám ch metod praktického ešení obecn ch soustav lineárních rovnic. Vltklad je

veden tak, Že je rnožno tento paragraf studovat nezávisle na jeho zaťazeni do V. kapitoly

iz pťeclchozí látky se používá pouze pojem matice, rnatice ve schodovitém tvaru, elementár-

ni áclkclvá rlprava matice a některé jednoduché vlastnosti vektorového prostoru T") a je

pak: možrro jej použít p i ešení konkretních p íklactťr , vztahujicích se k problematice probí-

rané cl íve,

Definice: Necht' 7"

arrX, * orrX, *

t t) aztX, * orrX, *

je číselné téleso. Pak soustava

...+atrXr=b,

. . . + a^ x = b,'žn ' kda

l orrt, = br,

* or,rtn = b,

rovnlc

eT

neznám ch (nad tělesem T).

n-tice (tt,...,tr) prvkťrz T taková,že

rovnice v (l) p ejdou v identity, tj.platÍ:

a.. e T. b.l],I

aotX, * aurX, +...*a. x -b-knnK

lineárních rovnic o nse nazlívá soustava k

Řešení soustavy ( l ) je každá uspo ádaná

dosazení t, za xt (i = l , . , fl) všechny

po

arrtr*orrtr*.
,lzrt, * orr,t, *

clsto

číslo

at r.t, * oort, * +a, t =b.knn k

Poznámka: l. pro lepší vyjad ováni zavedme ještě následujíci oznaéen1 a názvy:

a,, v soustavě (l) budeme naz vat koeficient (v i-té rovnici ui-téneznámé), resp.
lI

bi budeme naz vat absolutní člen Ěté rovnice. Dále, matice:



fi=(/=(

drr " , d!,

a22 " , azn ,reP"

an atz",arn
azl azz",dr,

bI

b2

bkatt atz"'ak,

se naz vá matice soustavy (l), resp" rozŠÍendmatice soustavy (l).Abychom opticky odlišili

absolutnÍ,členy od koeficientfr soustavy (l), budeme obvykle v rozší ené matici soustavy Á

psát p ed sloupcem absolutních členťr svislou čáru.

2. Každé ešení soustavy ( l ) je, jak bylo v definici ečeno, uspo ádaná

tt,tice prvkťr z tělesa T, tzn. mrlže b t považováno za vektor z vektorového prostoru Tn"

Množintr všech ešení soustavy (l) lze pak chdpat jako jistou podmnožinu prostoru Tn (kte-

rá nrťrže b t p ípadně i prázdná,nemá-li soustava (1) žádné ešení).

3. Označíme-li

Definlee; ourtava linedrníeh rovnio 3e nal vd rentehá gougtava (regp. ne p itelná

soustava), jestližc existuje alespolt jodno (rcsp, neoxistuje žádné) její ešenÍ.

Dvě goustavy linoárních rovnic o n neznám ch (nad t ínt tělesem n se naz vají

ekvivalentnÍ soustary, Jostliže mnoáínyjgjich lbšenÍ jsou si rovny. Jakákoliv prava dané

ooustavy lingárních rovnic, po níž vznikne soustava ekvivalentnÍ, se naz vá ekvivalentní

prava dané soustavy linodrních rovnic.

Uv donrme i, žg * ošit" danou gougtavu tinoárnth rovnic znamená bud' najít vŠechna

její e ení nebo aiistit, že je ng ešitelnd. Pokud jdo o poÚet e enl soustavy tineárních rovnic,

nastane z ejrně vždycky právě jedon z náslodujlcích t í p ípad :

(i) sougtava npmd žádné e oní (tj. je nE e itelná)

(ii) souEtava md jediné g enÍ

I maticovou roVnicí:

eh revnie nám Fak v dalším často umožní

/*,\ 
)_ /:,\|= l: l ,rrrp. I

| 
*,/ " 

'oou, 

|;- /
pak mfiteme p ejm soustavu (l) napoat krdtoe

A,X=B,
Tento mafionqÉ ppfiseb adpiau u tev tincdrnÍ,

rr phlgdné a struěné vyjad.evánÍ,

_ 136 -
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(iii) sollstava nrá více neŽ jedno ešení (ukážem e,,že nekonečně mnoho).

Věta 1.1. lle:c:ltt'le ctánu soustáva litteárrtíclt rovnic (1). Pak ndsled.ující tlpravy jsou
|-

ekyit,aletttuíni rítrlral,anti soustavy( ] ):

]. libovolná zdnňna po.attí rovnic

2. 1l3,ntísobetrí libovolné rovnice nenuloví,ltt číslem'z T
3. k icclné rovnici p ičtení iiné rovnice vynrÍsobené libovoln m číslem z T
4. 1l:7:pltštění z (l) r(lvnice, kterd je linedrní konňinací ostatních rovnic

tD ť, k a z: l., 2. zťejmé

p ičteme

3. vzhlederrr k l. m žeme p edpokládat, že k první roynici so'ustavy ( l )

druhou rovnici, vynásobenou číslem p T. Dostáváme tak soustavu (2) tvaru:

attxt+. . .* alnxn+ p-(azrXrŤ. . . + a2rxr)= br* p.b,

azrXr+...lor,n*n =bi

NynÍ: je{i (t ,., . , t r)
soustavy (2).

Na<lpak: nechť (tr, .

ce l;oustavy (2) dostáváme:

arrtr+ . . . * orrtr+ p:(rrrtr* .

podle p edpoklaríu však: orrt r+'. . .

orrtr+...*atntn=bt

attX'+...*oor*n =bn

ešenírn soustavy (l), pak z ejmě

;,

t)' je ešením soustavY (2). Pak

je (tt,...,tr) ešením

po dosazerrí do první rovni-

odkud již ihned plyne,že (tt,.,. , tn) je ešením soustavy (l) (ponévadž druhá ažk-tá

rovnice ve (2) a v (t) jsou stejné).

Dokázalijsme tedy, že soustavy (l) a (2) jsou ekvivalentnÍ. '

..+ a2rtn)=br*p.b,

* ornt = bz', tzn. po dosazení a odečtení dostáváme:

rovnice

...+po.bn

4. vzhledem k l. p edpokládejme,Že v sQustavě (t) je první

lineární kombinací ostatních rovnic, tj. soustava (!) je tvaru:

pr.(arrxrt . . . + arnxr,)+ . . 
;. 

t pr.(orrxr+ . . . * orr*r) = pr.br+

,o'' a.r,Xr*...+ a2nXn =b,

arrtX tt +a_ x -fr-knnk

(2)

r



kcie pr,. ,p*e T.

pruní rovnice, tj.
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Uvažme dále soustavu (3), která vznikne ze

* ,rnX, = b,

soustavy (l} vypu těrrínr

{3]

arrX r*

autXl+ . " * onn*n = bo

}'Í}'nÍ.ie vŠak bezprost edně vidět, že {ín, . " , tn) je ešením (l).právě kcl.;i (ír,
je ešenírn (3), neboli, že soustavy (t) a (3) jsou ekvivalentní" ]

F i Provártění ekvivalerltních prav dand so*sťavy trineárníclr

vat celou soustavu i s neznám}ími, ale z ejrně.stačí pracovat s 3ejí
Uvědr:mnte si, že pak provádění prav 1" - 4. na dané soustavě, je

elementárníclr ádkov ch prav na její rozší ené matici soustavy,

rovníc není nutnd stáie epis*-

rozši enou rnaticí soustavy.

ekvivalentní p,rovád ní

doplněndmu o vypou tění
ádk matice, kterd jsou lineárními kornbinacemi ostatních *,dk .

Na tdto vazeje Pak- raioŽena metoda ešení soustav lineárních rovnic, kterou nyní popí_
Šeme" Její PrinciP sPoČ Ívá v tt}nr, Že clanou soustavu lineárriích rovnic p e;vederne na ekvivalentní,
ale 1ednoduŠ i" soustaw , :,ejiŽ ešení (která jsou aároveň i e enírni pťrvcdní soustavy) bude mož_
no yícernéně ihned vypsat

Gaussova metoda ešení soustavy lineárních rovruie

Nechť je ďána soustava iineárních rovnic {i)" Falc ekvivaien,tními pravam i z y.1.1" p eve_

rleme soustavu {1) na sortstavu (l'), jejiŽ rozší ená matice soustavy je ve schodovitém tvaru, p i-
ČemŽ vŽdY vYPustíme kaŽd,ou,rovnici, kteňje lineární konrbinací ostatních rovnic (z p edchozí
tívahY a z Y.5.2., kaP. IV. plyne, že toho lze po konečnérn počtu krokťr vždy dosáhnout).
Nechť soustava (l') má ,s rovnic. Potom:

(i) vYskYtne-li se v (l') rovnice, v nížvšechny koeficienty jsou nulové a absolutní člen
je ďlzn od nuly, pak z ejmé soustava (l'), a tedy i soustava (l) je ne ešitelná.
V opačném p ípadě je sou tava (l) ešitelná, asice:

(ii) má 1edind eŠenÍ, je-li s = n. Toto ešení lelrce spočítáme postupn m dosazováním

ze soustavy ( l')

(iii) má nekonečně mnoho ešenÍ, je-li s {n" V tomto p ípadě (opět postupn m dosa_

zovánim z (l')) vyjádíime jistlích ,s ňeznám ch pomocízb vajícícb {nt *.s) neznám,ch (kte-

ré se naz vají volné neznámé). Dosazujeme-li za vo\né neznámé libovolně čísla z T (kteďch
je nekonečně mnoho), dostáváme pak jednotlivá konkretní ešení soustavy ( l ) (kteďch je
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tedy také nekonečně mnoho).

Ilustrujme si nyní Gaussovu metodu ešení soustavy lineárních

klích p íkladech.

P íklad Řešte soustavu lineárních rovnic (nad R)

xr + 2xr- x3* *o =

-b1- 3*r,+ 2xr-3x'=

X2- xa*2xo=_I

xz +Zxo= 3

na nékolika typic-

pomocí elementárních, ádkovlích

ádky, které jsou lineární kombi-

t
l

2

+Xl,

ŘešenÍ: napíšeme nozší enou matici tdto sous tavy a

prav ji p evedeme na schodovi t tvat. Navíc vypouštíme

nací ostatních ádk (pokud se takovd vyskytnott)

l 2 _l l
_2 *3 2 *3

l 1 *l 2

0l02 )(

I 2 _1 1

0 l 0 _l
0 l 0 "1

0102

l

2

_l

3

l

4

1
-L

3

l 2 _l l

0 l 0 -l
0000
0003

l

4

^lL

_t

I když poslední matice ještě není formálné upravena na schodovitlÍ tvar, vidíme, že daná sousta-

va je ne ešitelná,

vy jsou všechny

P íklad

Xr

Xr

bt
2xI

Řešení:

l*2 l

l0l
z *5 4

Z --3 0

I_2 1

0'20
0lz
0 1_2

neboť ve t etím ádku poslední matice, tj. ve t etí rovnici poslední sousta-

koeficienty u neznám,ch nulové, kdežto absolutní člen je od nuly r zn .

Řešte soustavu lineárních rovnic (nad

2x, + ". = _l
*"u = l

Sxr* 4*, = 0

3r, - -4

*l
1

0

_4

Il])

I_2
0l
00
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tecly z poslední rovnice:

mo: xr=l akonečně

Daná soustava ntá

2x r= 3, neboli * ,= * ; d,áLe z

z první rovnice: }r= - 1 + Zxr--

tecly jediné ešení: (-l , 1,1 )., 2"2,

p edposlední rovnice di:stávánre

x3, tj" po dosazení] x, = -- |t)

0

pri-

p íttaa Řešte soustavu lineárníc}i rovnic (nad R):

xl- 2xr+ *. t
.T1*- 2rr* 

"u 
Ť

x r-*2"r, * 3x, *

2

",,

6

Řešeni:

1 --,2

11| 
-L

1-2

Mějrne dánu soustavu k lineárních rovnic o n neznám ch nad

X4=

X4 =

Xo =

"\.í" 
1

l

2"ll

ll
i0

2\ lt-2 t ilr\ l (t

) 
+ 

|: : ::|;j 
-> 

\o

ll
1l
31

terly rlclstávánle soustayu) v rríž budou dvě volné neznhmd (zťejmě kterékoliv dvě z neznárnlch

.x, xr,, x o, nikotiv v ak ngznámá "u). Zvolítne-Ií za volné neznámé nap . neznámé x2, x 4,

pak lehce vypočteíne: *u = 2,, xr = Zx;- xo.

Tedy (polclžírne-ti: xz = ť.. 4 = s) daná soustava má nekonečně mnoho ešení tuuru

{2t -- s, í, 2, ), kde t, s .!sou libovolná reáInáčísta.

pclznánrka: iestliže má soustava lineárních rovnic nekonečně mnoho ešení, pak z Gaussc-

vy nletody vypllí vá pouze to, kolik neznám,lrch volÍme za volnétneznámd, nikoliv vŠak, které

neznďmé to jsou. M že se totiž stát, že některou neznámou nesmíme volit za volnou neznámou

(nap. neznámou xl v p íkladu 1.3.) trebo naopak, některou neznámou musíme volit zavoL-

nou neznámou (nap. v soustavě dvQu rovnic o čty echneznám ch tvaru

Xr : +2x, Ťxo = 1 
]

x3-Xo=0

musíme zíejmé za jeclnu ze dvou voln ch neznám ch zvolit neznámou Xr).

2. Základnl vlastnosti soustav rovruc

T, tJ. soustavu



+
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* orrX, = b,

* ornXn = b,(l)

atrX, * orzXz

aztX, * drr,Xz

p ípady: bud' je h(h = h(A) nebo je

právě tehdy, když sloupec absolutníclt

h(h = h(A) + t. P itom h(4 = ,h(A) nastane

členťr je lineární kombinací sloupc matice A

dkr-r, * orrrX2 +,. - + arrx., = br

kde A, reSP, Á bude značit matici této soustavy, resp. rozší enou matici této soustavy.
'Zajímánte-li se o hoonost matic A a Á, pak ihned vidíme , že zíejmě rnohou nastat dva

(rozmyslete si podrobně proč).

Nyní si uvedeme d ležitou větu, která nám umožní rozhodnout o ešitelnosti či ne ešitel_
nosti soustavy lineárních rovnic, aniž bychom hledali její ešení.

Yéta 2.1. (Frobeniova věta, resp. Kronecker-Capelliho véta)

soustava linedrních rovnic (nad D je ešitelná prdvě když badndst matice této soustavy ie
rovna hodnosti rozší ené matice této soustavy. !

k az: uvaŽujme soustavu (l), kde A, re p. Á znaéi matici soustavy (l), resp.

matici soustavy (l).

nechť ( l ) je ešitelná soustava a nechť (t t,

tD

rozSlrenou

aÉ .r,
=:?

arrt,* orrtr*

azr,t,* orrt r*

* ornt, = b,

*a^t -b^lnn l

'tn) je ešení

axtt t* orr, tr*. . . * urnt, = br

;; \ =t, r,',',

';r/ \*,

-"ť

j

(l). Pak platí:

o rr\
\azz i t..+ r.ln.l,l

%, l

a.
I11

o:"

a-kn

neboli

, tineární kombinací ďoupc matice A, atedy

h(h = h(A)
n+n nechť h(Á) = h(A) ; potom (iak bylo ečeno v rlvodu tohoto paragrafu) sloupec

absolutních členťr je lineární kďmb rrrací sloupc matice A. Označíme-li koeficienty v této

lineární kombinaci tr,. . . , to, pak stejn m obratem jako v l. části d kazu dostaneme,že

(ír 
] 
. . . , t,) je ešením soustavy (t). Tedy soustava (l) je ešitelná. ]

Frobeniova věta je jednoduch m a elegantním kriteriem ešitelnosti soustav lineárních

rovnic, ovšem v p ípadě ešitelné soustavy ne íká nic o počtu ešení,ani o tom, jak všechn1 e-

Šení vypadajÍ. Takové tívahy budou nyrrí obsahem zbytku tohoto paragrafu. Nejprve vyšet íme
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specielní p ípad sobstavy ( l ), kdy k = n (tzn. rovnic je tolik jako neznám ,ch) a

lce oustavy je regulární

navíc rnati-

Věta 2.2. (úamefovo pravidlo)

Necht' je dóna soustava n lineárních róvnic o

reguldrní. Pak ssoustava md iediné ešení (*r, .

a,neznám ch, jejíž matice soustavy A' ie

Matice A je však poOr,

vyrrásobením rgvnosti (2)

n

. . , xr), p ičemž

A- 1. Potom

.B, odkud:

i = |, 2r'. . .., ft,

kde A, je matice vznikló z matice A na,hrazením !-tého sloupce sloupcem,absolutních člen 
"

tD k a z: uvažme soustavu (l), v niž' k = n, a kterou tedy mťržeme maticově

zapsat ve tvaru:

A.X=B

lA,l.x.=
lAl

(2)
(;)

stuje inverzní matice

: A-' .Qq.n = A-l,

(3) X = A-t.3

což je tedy eSení dané soustavy, které (ak plyne z odvozenÍ) je jediné.

Pokusme e nyn í nalezené ešení explicitně ryjád it. Podle d sledku V.3.8., kap.

lOrrAr|",'",\
|\

a-t =h,Í A,Ar, ---o,, 
trl/\"",l

\ ArnA2n",o^,/

kdb A,t je algebraick doplněk pnrku o,i v matiči A. Ze (3) pak dostáváme:

I dtr, " a1,1-tbt or,l*t",9tndtr" , al j-tbt orl*1, , , 9r"|

...."
ant''' ar,l-|b, On,l+ |'' "rr|

čně x,= 4, pťo i=I,... ,n.!užítím dťrsledku Laplaceovy věty. Tedy skute l lAl
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NYní vY eŠÍme obecn p ípad, tin. popíšeme ešení obecné soustavy k lineárních rovnic

o n neznánl ch, o niž vime, že je ešitelná 
l!_

Věta 2.3. (Obecné Cramerovo pravidlo)

Nechí' ( ] ) ie ešitelnrí soustava linedrních rovnic a necht' h(A1 * ," Dtile:
* vYberen'le Z matice A r linedrně nezríuisllich tidk a dále wvužujeme pouze ty rovni-

ce, ieiichž koeíicienty se nachdzeií ve vybran ch ádcích;

- ponecháme na levé straně takov ch r neznómlich, že matice sestaventi z koeficientťt

Lt těchto neznám;ch jereguldrnÍ. Ostatní nezndmé (pokud existuiil p eveďeme na pravé strany

a nazvelne ie voiné neznrímé.

Potom: zvolíme,li za volné nezndrné libovolně pevné prvky z T a vypoťínime-li Cramerov m

pravidletn zbl)vaiící nezndmé, dostaneme ti,nto zp sobem právě všechna efunť soustavy (1).

tD k a z: podle p edpokladu je h{A) = h(A) = r. Vzhledem k V"1.1,.l. m žeme p ed-

pokládat , že pwních r ádkťr matice Á je lineár né nezávisllích a ostatní ádky jsou lineární

kombinací prvních r ádk . Potom podle V.1.1.4. je soustava (1) ekvivalentní soustavě:

atr,Xt+...*orrXr=b,

artXt+...ŤorrXr=br,

:

Nyní mohou nastat dva' p ípady: 
.

I. je-li ť=fi, pak lAl +O apodle V.2.2. existuje jediné ešenísoustáVy (4),atedy

i soustavy (l), které spočteme CramerovÝm pravidlem, tztt. tvr:zenl platí.

II. nechť r { n a nechť pro p ehlednost zápisuje nenulovlí minor ádu r matice sou-

stavy (4) tvo en prv mi ' r sloupci. P eveden ím zb vajícich neznám rch' na pravé strany a do-

sázením xi=ci, kde c,e T, i=r+l,. ..,n dostáváme:

attXt+'''*ooXr=b, -al,r+!cr+l, drnC,

artXt+''' * OrrX, = b, - ar,r*lCr+1 -a c.rnn

Na soustavu (5) m žeme použit Cramerovo pravidlo, éimž dostaneme jediné ešenl (ct, . . . , r)
soustavy (5). Potom však (cl, . . ., cr, cr+l,_, . . ., cr) je z ejmé ešením (q, tžn.i ešenírn

(l).

(5)

Naopak, musíme ukázat, že každé ešení soustavy ( l ) lze obdržet popsan m zp Sobem. Nedhť

(4)



-l44-

tedy (d,,. ,. , dn) je libovolné ešení soustavy (l). Pak (dr,, , dn) je ešením sousta-

vy(4).Dosadíme-Ii d. za *i, pro i=r 1l,...,fr, pak (dt,...,dr) je ešeníťn ou-

stavy (5) a musí tedy blít rovno tomu jedinému ešenÍ, které dostanemé použitím Cramero-

va pravidla. Tedy ešení (dr,... , dn) jsme dostali postupem uveden m ve větě. ]

D sledek," Necht' ie ddna soustava linedrních rovnic (1). Potom:

t - soustatla ( 1 ) mó jectiné ešení <) h(A\ = h(Á) ='n

2. soustava ( 1 ) mti nekonečně mnoho ešení <) h(A) = h(Á) ( n

']

tD k a z: obě tvrzení ptynou p ímo z Frobeniovy věty a z d kazu obecného Cramerova

pravidla, podlq něhož má soustava (l) jediné ešení právé kd{ neexistuje žádná volňá nezná-

mÁ, tzn. právé když h{A1 = ,. l
Poznámka: Poznamenejme, že ešení soustav lineárních rovinic pomocí Cramerova pra-

vidla, resp. obecného Cramerova pravidla má spíše teoretick , v znam, protoŽe je numerickY

poměrně náročné (nap . rozhodné náročnější než Gaussova metoda, popsaná v l). Na dru-

hd strané nám ale Cramerovo pravidlo umožňuje p ím v počet jednotliv ch neznám ch,

což mťňe b t někdy vlíhodné (nap . jsme_li v situaci, kdy.nás zajímá pouze hodnota jedné

neznámé ).

3. Homogenní soustavy lineárních rovnic

Definice: Soustava
i

attXt * arr,Xr+ . . . + alnXrn = 0

kde a, T

&rrtX, * orrXr* +a- x =QEnn
{

se naz vá homogenní soustava k lineárních rovnic o n neznám ch, nad T.

Pozndrnka: matici soustavy (1l), re p. rozší enou matici soustavy (l') budeme orě_t

Á vznikla z matice A p idáním sloupce skládaiícíhoznaéit A, resp. Z. Protože matice

e ze sam ch nul, je z ejmé h(Á) =

stava ( l') je vždy ešitelná.

Evidentně, uspo ádalá n-tice (0, 0, oj je eŠením soustavY ( l l). Toto eŠení

se naz r,á nulové ešení. Vidíme tedy, že homogenní soustava má bud' jediné ešení (a 
1-

ce nulové) anebo má nekonečné mnoho ešení (tj. kromě nulového i nenulová eŠenÍ),

h(A), a tedy (podte Frobeniovy vÉty) homogenní sou_

(l,)
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Kriterium pro oba p ípady udává následující véta.

Věta 3.1.: Necht'(]') ie homogenní soustava, s maticí soustavy A. Potom:

]. sot.tstava ( ]') má pouze nulové ešení <+ h(A)'= n

2" sotlstav . (l') mtí,též nerutlovd, ešení <> h(A) 1n

tD k a z: tvrueni plyne p ímo z d sledku V.2.3., nebot'v (l') je h(Á) = h(A). l

Pozrrdmka: z p eclch ozí véty a z Y.4.4. kap. IV. plyne, žc ve

, rovtric je rol,en počtu neznám ch (tj. k = n) má homogenní

(resp. má téZ nenulová ešení)_právé když lA l + 0 (resp. |A

Iak jlž bylo cl íve ečeno, každé ešení soustavy lineárních rovnic o n neznám ch nacl

T je rnožno považo vat zavektor z vektorového prostoru T' . Množina W všech eŠení td-

to scustavy je pak podrnnožitrou v Tn , která v p ípadé. nehomogenní soustavy z ejmě neni

nikdy poclprostorem v Tn (nebot' zceIajistě neobsalruje nulov vektor). Vp ípadé homo-

gerrníclr sousta! je však situace jiná,jak ukazuje následující věta.

Věta 3.2.: Mnrsžina W všech ešení homogetmí soustavy (I') ie podprostorern ve vekto,

rovém prostonl Tn a platÍ: dim W - n - h(A).

tD k a z; I. dokážem e, že W je podprostor v T' .

specielním p ípadě, kdy po-.

soustava pouze nulové eše-čet

ni

Zťejmé je

ť,seT
(0,0, . .'. ,0) W , tzn. W + o. Dále, nechť

libovolné , tzn. je 
1? rorici 

= 0, 
i?rortdt 

= 0, pro

(Ct, .

i = I,

a tedy W

r = h(A).

resp. je-li

,. C r), (4,,

Pak

dn) W,

n
1

LJ

l=1

To

a,,(t.c,+ s.d.,)= r.,lroiici *r.,?rr,,,O,= t-O Ťs.0= 0, pro i = l, " ,k,

,k.

je podprostor v Tn

ť=ft, pak ||=

znamená,že t.(ct, . . ., rr)+s. (dr, . . ., dr) eW,

il. dokážeme, že dím I4l = fl - ť, kde

Zíejn,Ě musíblít 0(r(n. Je-li f =0, pak W=T',

= {(0,0, . . ., 0)} a v obou p ípadech je dim W = n - r.

P edpokládejme tedy, že l < 1 { tt _ 1. Protože h(A) = r,

najít nenulov minor ádu r; bez ,ijmy na obecnos,ti m,ťržeme

dtt arz " 'orr|

o',, o,,r' . an| 
- 

'

lze v matici A soustavy (1')



Poclle obecného Cramerova pravidla je pak W rovno množině všech ešení sottstavy

arrX,* o,r,X,* * orr*r* ar,r*trXr+l+ " " " * orrXr, = 0

* orr'r*,, + arrxr*'r,r+lXr+n* " * arnXn = 0

'Ý / /v nlz za neznalne

Označme Wl ,

r* l'

,W

, x n volíme libovolně jisté prvky z T.

následující ešení soustavy {2), a tedy i soustavy (1'):

w1

Wz

=(Ctl

=( c:, 
,

'Cr, '

'C2, 1

0, 0)

0; 0)

0, 0,

l, 0,

Wr* {C r-r,t ' 0, 0, 0, , 0, 1)

a ukáženre, že tvo í podprostoru W-

a) vektory w,, , wn., jsou zíejmé lineárně nezávislé (rozmyslete si podrobné proč)

fi nec.ht'u=(ull u n) e W libovolnlÍ , tzn. u je ešenírn soustavy ( l').

tJvažmevektor w=Llr+r.*r+... *ur"wn_r. Z1ejméje w W aplatÍ:

w=(i,1, .,.Vr,Ll,.+l ,. ,ur), kde ), 1,,." ,!, jsounějakáčislaz T.

Vidínre, že vektory u a w mají posledních (n - r) složek shodnlÍch a oba jsou z

tzrl. otra jsou ešeními (2l. Pat< ovšem podle obecného Cramerova pravidla musí blÍt

!, = ur, odkud plyne,že u = w, tzn. vektor u je lineární kombinací

u

W,

Y1=

vekto-

ni wt

dim W

,

n

wr_,, které tedy generují podprostor W. Dohromady dostáváme,že

r=n_ h(A).l

Poznámka: l " na zákl,adě p edchozi věty jsme u homogenní soustavy oprávněni hovo-

it o podprostoru všech ešení, místo o množině všech ešenÍ. Dále je dobri si uvědo mit, že

číslo n - h(A) udává počet voln ch neznám ch, a tedy dimenze podprostoru ešeni dané

homogenní soustavy je rovna počtu voln ch neznám ch v této soustavé.

Z. Pri praktickém hledání báze podprostoru ešenl W je nejv:fhodnéjší

postupovat tak, že si nejprve obecné vyjádfime ešení dané soustavy, potom (n * r) voln ch

neznám ch zvolíme (n - r) lineárně nezdvisl mi zpťrsoby a spočítáme vektory báze W. Je

zíejryé, že bází W je nekonečně mnoho, p ičemž početně nejjednodušší volbou bude volba

provedená v d kazu p edchozí,věty (tj. volba vždy jedné jedniČky a ostatnich,nul).

{2)
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P Íklad 3-1.: Nalezněte dvě báze podprostoru ešeni W homogenní soustavy 1ineárních

rovnic (nad R),

Xa * xo = 0

[ŘešenÍ: soustavu z ejmé není nutnd upravovat, volné ntezn{mé budou dvé - nap . x2

a x4, p ičemŽ pak je: x3 = _x+i xr'= _x;+ 2*o.

Obecné ešení soustavy je tedy tvaru: (-í + %, t, - , ), kde í, s R.

Volíme-linap. t=|, =0, resp. t=0,s=l, dostávámtebázipodprostoru ešení W

ve tvaru: (- l , l ,0,0), (2,0,-l ,1).

Podobně, volíme-li nap . t = |, = 1, resp. | = _ l, s = y/2 (uvědomme si, že se jedná o

d ě lineárné nezávislé volby!), dostávárrie bázi podprostoru ešení W ve tvaru: (1,1,-1,1),

0 + ryz, _|,42, \/2). l

P edchozí věta v podstaté fiká, že homogenní soustávou lineárních rovnic o n neznám cW-

je určen jistlí pcrdpostor vektorového prostoru T'. Toto tvrzeni lze však také obrátit, jak uka-

zuje následující věta.

Věta 3.3.: Necht' W je libovotn l podprostor vektorového prostoru Tn. Pak existuje

homogenní soustava linedrních rovnic (o n nezndm ch, nad D, ieiíž množina ešení je

rovna právě W.

tD kaz: je-li |,/- [(0,.,.,0)}, resp. W=Tn, pakvětazqiměplatÍ(hledanou

soustavou je pak nap . soustava s maticí soustavy Er, resp. gnn).

Nechť tedy [(0, . . . , 0)} +W $r" a nechť,vektory

w1=(w,,,VVl2,:.,.,w,,),...'Wk=(,*,,Wk2,...,Wkn)

tvo í bázi podpr<istoru W. lJvažme následující homogenní soustavu:

*rr*|* wr,r,Xz+ . . . t *rn*n = 0

Wi rí r* |VrrXz+ . . . * rrr*n = 0

Hodnost matice soustavy (3) je rovna k, ,r.bot' její ádky jsou lineárně nezávislé. Označme

písmenem U podprostor ešenísoustavy(3). PodleY.3.2.jepak dimU=n- k ()0).

Nechť

(3)



úl = (tct 1, H|2, . ., Urn),

je pevná báze poclprostoru

UrrXt * Lirrxn +

148 _

, Ulr_k = Vr_k,'"1, Un_k,2; . Ť ., Un_k,r)
t,ir'

Uťažrne datší h,ofirog nní ollstavu:

"."*w_ X ==0In f7

{J.

(4)

Llr.k,rXl * Lln-k,zXz* " , " + U,l-k,rXo= 0

CI níž dokážem e, žeje hleclanou soustavou, tzn. označírrre-li podprostor e ení soustav}r {4}

.iako W" nlusíme dokázat,že W=W"

Ate t je ešenim soustavy (4) (což plyne ztoho,že utr,. . , r.,_k 
jsou fešelrírni

sclt-tstavy(3)}pro i =l, ,k atedy] w-wft Í, orJkuddostávárne,že Wť*,

=i(wl , .,wk)EW
Dále, hodnost matice soustavy (4) je z ejmě w -- k, tzn" podle V"3.2. je pak:

dirn = n --(n -,k)=k = dimW.

Dohrornady jetedy: I e W A dim W=dimW, odkuclpodle V.4.5.2.,kap. tII. dostáv;-í,

me, že Il} = W. 1

Pozndrnka: je t eba si uvědo mtt, že lromogenní soustai, a, jejiž existenci p edctrozí věta

zaručuje, není z ejrně určena jednoznačně. Dále, crbratťt uveden ch v d kazu p edchozí v ty

se používd p i ešerrí konknetriích p íkladťr, a je proto nutnd je znát.

Pi{íkiaci 3^2.: Nalezrrěte srlustavu lineárních rovnic (nad R), jejíŽ mnclžina ešení je rr:v-

na poiiprostoru W vektorového prostoru Ro, kcle W je generován vektory

wt = (,1,2,1,1), w2 = (0,1,-- 1,1), w3 = ( 1,3,0,2)

[Řešení: nejprve si napíšeme soustavu (3) (p itom není nutné z generátoďr W p edem

vybrat bázi W, neboť eventuelní nadbytečné rovnice ve (3) během vlÍpoČtu stejně vYPadnou},

pak najdeme bázi jejího podprostoru ešeni (J, a nakonec pak sloŽky vektorťl báze {/ bu-

clou vystupovat jako koeticienty v hledané soustavé (4).

Nejprve tedy ešíme soustavu:

x, aZxz +x3 *ro

x2" *, * Xo

ít + 3.x, 12x+

odkud dostáváme:

=Q

-0 =)

=Q

|2tl
0 l -l l

l302

ít 2 i l
+l

\0 l -l l

\

0\
0] *

0l

tzn" báze

.)
aJ

Xz = X3 - x4 ; Xl = *3*a * 
"o,

podprostoru ešení této sou-
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stav}, je nap íklad: u' = (-3,1,[,0), 2 = (l,-1,0,1).

Hledaná soustava lineárnlch rovnic je pak nap íklad:

-3*, t *, +.r3 = S

x1-- x2 Ťx4 =Q.]

Na závér ceté kapitoly se vrátírne ješté k obecnltm o.tl tavám lineárních novnic (nad n
a bucleme se snažit ici něco více o množině ešení takové soustavy. Ilavní v zaam následu-

jících tívah a tvrzeni se však ukáže a vytržije pozdéji v geometrii.

Definíce; Necht' je dána soustava lineárních rovnic nad T:"

* orr*r+ " . " * atnXn = b.,

4t tXr* orrXr+ . . .,* arnx, = br

Pak homogenní soustava lineárních rovnic s t miž koeficienty u néznárn ch, tj.

arnXr* orrXrl. . . + orrrn = O

aurX r.i orrzXr+ . . . l a*nxn = O

se naz vá zhomogenizovaná soustava k soustavě (5).

Věta 3.4.: Nechť je ddna soustava linedrních rovnic (5). Pak ptatÍ:

l" součet tibovolného ešení soustavy (5) s tibavotn m eŠením k ní zhomogénizované

soustavy, ie ešením soustavy (5)

2. rozdíl libovaln ch dvou e ení soustavy (il ie fe en{m k ní zhomogenizované sousta,

tD kaz'

n

' 
o,ťt= b, ,

i=1

Pak u * y' = (ur+ v'r, .

t. nechť u = (u1, . . . ,iln) je ešení soustavy (5) a lrechť v'=

je ešení k ní zhomogenizovand soustavy (5'), tzn. plati:

rep. 
,tro,,ri'=0, 

pro ť=l.,...,k

, un+ v') a platl:

(5)

(5,)



,Ší',,{lto * l,i)

n tt,cly u * v" ie ešerrím soustavy (5)

]" necht' u = (ll, ,

sttttst;lvv ( 5l, tzrr, platí

a,,ll,+Lo,,tll=br+O=b;, pro i* l.l| , i=| ,| t

i50

tl..v. = b.lI l I
pro i =, l,

,*,r) a platÍ:

n
E "k

Un), resp. n=(yt, ,r) jsotr dvě ešení

n
\i

i = l

ll'17ll

t1

I .i. li
. l!.. I

reSp

l,

,,t

X l;,.ill_
l. I!.-.t

l-l tedy ll , v

?ln
lr.i= Za.l žu..,|,."=b, b,=O
i i=t 

ll l i=1 It I l !

_ie ešenínl zhomr)genizované soustavy

pro J = l,,

\

(5,).J

,k

Věta 3"5, Narht' (5) íe ešitelná sottstuvo, lineárních rc,vll.ic" Pak

l ,-u ' .ltlttstttv_1,, ť5l obctržíntr: pť,íčtetim všech eše.n,Í zhrlmogenizcivuné sa;;1131u\l]; {5'li:sr, (,t|tltt l'1",sť !l l

k ier"lnrlttttt 1le,lutétnrt ešení soustallv (5).

|D ťl k a z: Označme M množinu všech ešení soustavy (5). Podle p eclpoklaclu ie

trí + o. Necht' uo M je pevné ešení soustavy (5). Označme dále:

fuí = {t|o + v' l v' je ešení (5') } .

Dokáženrb,ž. M=ŇI-

"q": necht' v e M je libovolné ešení

níni zhornogenizované oustavy (5')" Ale pak

*]": plyne ihned z Y "3.4-1" l

soustavy (5). Poclle V.3.4.2. je u -, uo eše-

je: u=uo+(u--uO)efu.
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W. EIJKLIDoVSKIí VEKTORoVÉ pROsToRY

tr: kalární součin, vetikost a odchylka vektoň

F i našich dosavadních r,ívaháclr o vektorovlích prostorectr jsnne pornocí operací sĚítání

vektor a násobení ČÍsla s vektonem vyšet ovali pojrny jako byia lineární závislost a nezávlsxost

vekton1, generovatelnost, sou adnice vektoru,,atd" hozatína jsrne však nemélí nnožnost ve

vektorov ch Prostorech 
*tně it', tzn. zjišťovat a porovnávat délky vektor , Fgsp; odoxrylky

(tj" velikostitihl ), cožJsotl pojmy, které hrasí, podstatnou roli nap " v geornetrii" Jejich defi_

nice jsou ealoŽeny na pojmu skalárního sou, inu, kteď nyní zavedeme. oneezínne se p itona

však pouze na vektorovd prostory nad télesern reáln ch óísei.

úmluva: všude

vektorov prostor, tj.

,*i
Ji/t-

v dalŠÍm v této kapitole budeme vektorov rn-prostorenn rozumět reáln

(lionečnědimenzionální) vektorov; prostor nad télesem R, reáln ch čí-
\

prostor (nad R) a necht' každé dvojici vektorťr

tak, že pro libovolné u, y, w V, r R platÍ:

Defínice: Necht' V je vektorov

tl, v Iz je píl azeno reálné číslo u.v

(i) u.v = v.u

(ii) (u f v)"w = (u.w) + (v.w)

(iii) (r"u).v = r.(u.v)

(iv) je-li u * o, pak u.u ) 0

Potorn reálné čísto u.v se nazi,vá skalární součin vektonl B, y.

Vektorov prostor, v němž je definován skalární soťéin, e naz váeuktridovsk vektorov

prostor nebo krátce euklidovsk prostor"

Poznámka; ' l " z definice plyne, že euklidovsk prostor je vlastné r.lspo ádaná dvojice

(V, "}, sestávajíci z vektorového prostoru V a ze skalárního součinu definovanéíao ve

V" Z d vodťr stručnosti však budeme obvykle Íkat pouze *euklidovsk prostor ír' (tzn.

zavedeme podobnou r.imluvu jako u grup nebo těles, u nichž p í označování vynechávárne symbo-

ly operací, pokud není nebezpečí.nedorozunnění).

2. z kapitoly tII. víme, že každ , podprostor vektorového prostoru V nad

T je sám vektorov rn prostorem nad T" Je-li specielně V euklidovsk nr prostoreín, tzn"

je reáln , s definovan m skalárním součinem, Fak z ejmě axiorny skalárního součinu btldou



ln- !,JL "

jistě splrrěny í v .jeho libovolrrénr (vei<tonovém} podprostoru" To zrranrená, že kaffd;, {v*kťCIrre-

v } poclproston eukiidovského pi,ostoru V je sárn euklidovsk rn pnostiorem" Bucierrtte jej g,ťnur*.

ně naz3ivať podprostor euklidt:lvskdhcl prosťoru.

P eclchozí definice nic ne íká ů tom, zda v Xibovolndm vektorovérn pnostorm (riaď Ř} nrl

cl*finovat skalárreí součín, re p. kolitr<a zp soby. Oclpověď rra tyto o,[ázky nárn c d nd.sle,:i,ijíeí

tlrr r i ťpriktad a veta"

p íklad tr"1" ]tl'ee-lrť .í/ = R2 a nechť u = (il u,ur), \i = (y L,v3) fi R'

i" položírne-li: u.v = elx i,o 4, tl,rv, ,

jsc;u z ejmě splněny axiorny sk;..árního součinu a Pz s tínrto skalárrrírn so,učinenr je el"l{<ll-

]

dOvsl,i5ž rrr piro st ore m "

2. polclžíme-ii: u.v = 4ttuv, +'2uuv, * Zttrvu * 3wrv,

pak jsou opět splněny axiomy skalárního souóinu (ově te si san,li gloclrclhn m a:ozepsáním!},

ťzn. Pz s tímto skalárním součinem je eukiidovsk rn prtrstorena.

_}e viclót, že i když se v o-'bt:u p ípaclech 3edná o tent ž vektorov prostor R2, jscul dl-:ť't-

novand skatární součiny r znó, a tecíy rr3znd jsou pak i ponrocí nich získané etlktidovskd Proster

lJ.

Pak 
"

F íkiad x"2. Necht' Í/ =, R*, [xx,

v*l<tc_rry - potrynomy" Potrožín"le-ií: ť.g

vět c, ínt*grováni" znám ,ck z anaL zy}

R_ [r,] s tímtcl skatrárnírrt součinenr je

[D I<, a z; pro nulov vektorov5i prostor

Necht' tedy dím Y= ia } 0 a necht',o " " .,

vektory tl,v ' F/ lze fiednoznačně) vyjád it ve

:!

necht'f =,f(x}, g=g(č}e \[xi jsou}ibovoÍné

l /ft).s(x)dx, pak ncizepsánírn (tlžitím zátr<[adních
0

se ově í platno"st axionr si<atárního součínu" Tedy

eukiidovsk3l prostor.

véta z ejntě ptratí (stačí pciožit: o.o = CI).

B, je pevná báze prostoru V" Fak libovoXreé

tvaru: u=Xl l+...*rrun, rep. v

Věta V každém redlruém vektoravém prostorw V tze definovat skaldrnť souČtpl"

= lt u+ . " " * !n"n, PoXožíme-li:

u.v = Xllr+ " " . * ** * ?

pak z ejmě u.v R a 1ehce se cvě í, že jsotl sp[nény axiorny (i) - (iv) skalárního souČinu. ]

Shrneme-li tedy naše dosavadní vahy, rn žeme ficl, že z každólao reánného vektot'ovétao

prostoru lze utvo it euklidovsk pnostor, obecně však ni}<oliv jecÍin na zpťrsobem.
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Věta tr.Z.: Neďlt' V le euk idovsk-{l yrrorttrr, Pak platí:
Í" ul.(v + w) = {u"v} + (u.w)

2" u.{nv} * r.(u.v)

i { ff B.u")"( É r"v.) *,i ,t^r,r,(tl,.vr) 
U' V'Wj lIPr v' V

7". 1" t t' ' i=l'i'i' J=l i=!,' ! f '--ď' 
r, pt, ťi R lib.

ú.u=tl.í =fi

tl"u=0 <+ m=O

L" a Z"jsou z ejmd d sledky definice skalárního sou inu

3" dokážerrre lehce matematickou indukcí

4" 0.u = {O.o).u * 0.(o"tl) = 0. zbytek analogicky

5" ól'=+J' plyne z axiotlltl (iv) skalárního součinu
etg9' plyne ze 4. ] '

Deťinice: Nec}rt' V je euklidovsk pa,ostor, w e. V" Pak nezáporné reálné číslo:
ilu li = ťu.U

se nazlzvá délka nebo též vetikost vektoru u.

-}e-li iluli = 1, pak íkátne,že vektor u je normovan .

Věta l"3. ( chwarzo},a nerovnost}

Necht' Y ie euklidovsk prostor; u, v tr/ tibo otné. Pak platí:

{li u"v í { llu li " llv li

ťzrl- absaltttnť hodnota skaldrnťho součínu dvou vektor je menšť nebo rovna součinu velikostť

rěr:hto vektor 
^

[D kaz: je-ti v=o, pai(,|u"oí=0=llull .llclll avětapLatí.Pedpoklddejme.tedy,

že v#o atrvažnrevektor u*JF"v, kde r R jelibovolné"Fakje:

0 { (u - r"v) . (u - nv} = u.u - 2n(tl.v) * r2.(v"v)

ZvolÍrne-li nYní ' = r*# (což lze, nebot' podle p edpokladu v.v ) 0), dostaneme

4"

ťJ-

[D kaz:

0 ( u.u _ 2.,S+.(u.v} * iq.ť .(v"v}(v"v} (v"v,},_

odkud po vykrácení a pak vynásobení číslem v"v (} 0} dostáváme:

0 { (u.u).(v.v) - (u.v)2 , neboli (u"v}2 { (tl.ui.(v"v) ,
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což po odrnocněni dává dokazovanou nerovnost (l). ]

D sbdek: e schwarzově nerovnosti ( I ) nastane rovnost prdvě když vektory u,v

isou linedrně zdvislé.

[D k az: z d kazu p edchozí věty plyne, žev (l) nastane rovnost právé když

nebo tl * r"v = o, tzn. právě když u, v jsou lineárně závisté.] ^

Foznánrka: Schwarzovu nerovnost (l) ěasto zapisujeme v ekvivalentnírn tvaru:

(tl.v)2 š llu ll2. llv ll2 
)

Foznarnenejme ještě, že pro nerovno t (1) se v literalu e pou ivátéž pojmenování "Cauchyo-

va nerovnost", resp. "Cauchy-Buqiakovského nerovnost', event. "Cauchy-Schwarzava nerovnost'

)..
Věta 1.4t Nechť V íe euklidovsk prostor;

l. llu ll ž 0 p ičemž llu ll = 0 prdvě když .

2. llr.ull = h1.|lull

3. llu + vll š llull + llvll

4. Ie-li u * o , pak #.. ie normovanli

[D k a z: L. a 4" jsou bezprost edními d sledky definice vdikosti vektoru"

2" llr.ull2 = (r.u) . (r.u) = 12.(u.u), odkud po odmocněni dostávánne:

lh"uit =fiffi= lr1.|lu|l.

3:ij , definice velikosti vektoru a Schwa ruovy nerovnosti plyne:

llu + vllz = (u + v) . (u + y) = (u.u) + 2.(u.v) + (v.v) š (u.u) + 2.1lul1.1lvll + (v.v) =

= llull2 +2.1lul1.|lvll + llvll2 =(llull + llvll)2. Protoževšak llu+vll i(lluIl + llvll)

jsou nez ápomá čísia, dostáváme po odmocně ni žádané tvrzeni. j

Poznámka: l. nerovnost uvedenáve 3. části věty se obvykle naz y$ * trojuhetrníková

nerovnost'.

2. Použijeme_li obratu provedeného ve 4. části věty (tzn. vektor u rrásobÍ,

me číslem J.l, pak íká me, že.isme vektor u *normovali'.
llu ll

Definice: Nechť u, v jsou nenulové vektory z euklidovského prostoru V" Pak reálné

ěíslo 9, splňující vztahy:

(2) cos9=ťfrFT 
^ 

0(9šzr

u, v e V, r. R. Pak plaií:

U=O \i

vektor.

v=0
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se naz}ívá odchylka vektorťr uJ"

Poznámka; je pot eba si rozmyslet, že uvedená definice odchylky je korektni, tzn., že čísto

splňující (2) existuje, a to jediné. Ale Schwarzovu nerovno t mťržeme pťo nenulové vektoryÝ,

uJ p epsat ve tvarui

ffffih < l, tzn- l***| *,, odkud: l- tl.Y ?t-l \mii;ii\ l,

Vidíme teciy (na základě našich znalostí o goniometrick ch funkcích), že existuje právé jedno

reálné číslo Ý, splňující podmínky (2).

Poznamenejme ješté, že odchylka vektonl není deíinována pro pfrpad, když někter

z těchto vektoni je nulov rn vektorem.

2" Ortogonálnost

Definice: Nechť V je euklidovsk;i prostor a ne.chť

(l) ul,..",uk

je konečná posloupnost vektor z V. Řekneme, že

(i) posloupnost (l) je ortogonální (nebo struČně, Že vektory ul,. . . , ur jsou

ortogonálnÍ) jestliže je:

ur.ur=0 prokaždé i,í =|,...,k 
^ 

i+i
(ii) posloupnost (l) je ortonormátní (nebo struČné,Že vektory u', ." . , uk jsou

ortonormální), je-li ortogonální a každ iejí ver<tor je normovan

(iii) posloupnost ( l ) je ortogonátnl báze (resp. ortonorm átni báne) euklidovského pro-

storu V, jestliže je ortogonální (resp. ortonormálnÍ) a navíc je bial prostortl V.

poznámka: rozebereme_li si definici ortogonálnosti pro nejjednoduŠŠÍ P ÍPadY, Pak ihned

vidíme, že:

_ pro k = |: posloupnost sestávajícl z jednoho vektoru je vŽdy ortogonální (bez ohledu

na to, zda nap. je dan vektor nulov ěi nikoliv).

_ pro k = 2; vektory ul , u2 jsou ortogonální právě když ut.uz - 0. V tomto P Í-

padě budeme psát: u, 1 u, nebo u, J_ u, (z ejmé zde nezáleŽi na Po adí vektor )-

Dále,jsou_li oba vektory ul , u2 nenulové, pak z ejmě .jsou ortogonální právÉ kdYŽjejich

odchylka je T (plyne z definice odchylky). Na druhé straně, dva vekt oW, Z nictrŽ alesPoň
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jeden 
"!e nulov , jsotl, vŽdycky ortcgonální (p iče*''.rr.' odchylka sarnoz ejnrě není cetjnová-

nai.
\

DalŠÍ vlastnosti ortogonátních vektoni popisují následující ]tvrzení.

Věta 2"1,"," Necht' V ie euklidovskj| prostor; pak pro vektory z

l" ulu <+ u=CI

2. u-Lx prakaždé xe V <+ u=0
3" tl .J_w,, proi =tr, ,k +} uJ(.*.ou*), prokaždé rr R

i= !,

[D k az] [", 2" ilrned plyne z p edchozí definice a z definice skalárního součinu"

3. *=+" necht' * 1 *r, tzn" u.wí = 0 pro l = t, " . ", ko Fak pro iibcvolná.

Y platť:

r.R kk
u.( ž rrwr)= Zr,.(u.w,,)=0,

ť=n t l' t=t ' 
' 

''

66i! zvolíme-li r= tr a'i

k"

atedy ut(,3,r,*,)

=S pro i+i, 'pak uJ_wr,r=l" , ,'t,. 
'!

wezd-Věta

višlé.

Nenulové ortogonálni vektory ewklidol:ského prostoru V jsou íinedrně

u,. e V jsou nenulové, ortogonáhí vektory. Neclat'[D k a z: necht' utr ,

,l"Ui+"""*ro"Uk=O"

ProvedemeJi(prolibovolné i =l,"..,k) skalárnísoudinveletoru ur sobmastrananri

tdtcl rovno ti, dostaneme: (rr"ur+ ". .*f*.on)"ui = o.ui, odkud'po ror.psání asvytlžitírn

ortogorrálnosti zadanirch vektor dostáváme: rt. (u,.ur) = 0.

Protože však u, lA o, je ur.ui + 0, a musí tedy blrt /l = 0 (pro každé i = X,

To však zíLaíflQ 7á, že vektory ul , . . , vk jsou lineárně nezávislé" ]

, /í)"

Poznarnenejme, že p edpoklad nenulovosti všech vektorťr je v p edchozÍ, větě podstatn

a bez něj věta neplatÍ. Jinak ečeno, jsou-li ortogonální vektory z V lineárné závislé, znaneená

to, že alespoň jeden z nich rnusí b t nulovlt.

Věta2.3.: Necht'V ieeuklidovskjiprostor; sl,"..,úk e V libovolné"Fakexistuiť

V ortogonálnť vektory !., " , 9/, , které generujť tent Ž podprostor lako vektory

"..,Ik, tzn.platí

Z(ur,3..,**)-L(et,

ve

Ut

**)
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tD k a z: provedeme matematickou indukcí vzhledern ke k.

g) pro /c = l tvrzení ptatí (stačí položit el = B1 )

B) p edpokládejrne, že twzení věty platí pro 
. 
\,2,. " ., k - l (k>2). Tedy existují

ortogonální vektory !, . , ek_' tak, že platÍ:

{2\ I-(.ttr, " ., uk_r)= L(elt o 9 ., o_r)

Položrne: 
)

(3) k=p'et+"."+ptc_lt_rto*, kdepí R

a určíme koeficierrtv pi tak, aby r. i - 0, pro l = l ,k * !. Ale po provedení

skalárního součinu vektoru % s oběma stranami (3) dostaneme:

t. r = 0 = pi . (e,.e,) + (un"er), odkud p1

, je-li ,e, * o

i, je-li 9í = o

Potr:m tedy vekíory el , . . " , 9k jsou ortogonálnÍ"

Zb vánám ještě dokázat rovnost tr(ul,...,u*)=.t(er,..., *). Atre z (2) a(3)plyne

jednak, že or:",. , u,, ^[(er,..., e*), tzn. i(ur,...,u*) e Lqer, - l., "*) 
a také,

že x, . , k l(ur,...,u*), tzn. L(el,...,9*)cI(u. c,n,u*). Dohromady

pak clost áváme žádanou rovnost. ]

poznámka: 1. dťrkaz p edchozí věty byl konstruktivní a jeho algoritmus se naz vá

Gram_Schmidt v ortogonatizační proce (ponžívá se pfi ešení konkretních P Íkladťl!)

2. v p edchozlvété se nic nep edpokládá o lirreárnl závislosti nebo ne-

zdvislostivektoó u!,."",uk" Protovslednéoríogonálnívektory eti...,9|. rnohou,

ale nemusí b t všechny nenulové. P esnéji eúeno, je-li

dimZ(ul ,","", u&)=r (<k)

pak tedy i dim L(et, . . ., ek) = r, což znamená, žeprávě (k - r) z vektorťr o!,, k

je nulov ch a zb,vajícich r vektoďr je nenulovltch a tvoíí ortogonátníbázi podProstoru

^[(ur , un), tj" podprostoru generovaného vektory Ul, . , u&"

Specielně tedy, jsou_li vektory ulu " . " , Bk lineárn nezávislé, tzn. tvo í bázi Pod-

prostoru I(uťo..,uo), pakvektory l,..,, k wliortogonátnlbázitohotopodprosto-

ru"

í 'o",l -qT
=1

I nUovotné



. t, " . .,,, pak dosianeme ortonormálnibázi,6|,,.",,,*,."" prostoru V"1

P Íktad 2.1,: V euklidovském prostoru R4, se skalárním součinem, de,finovan rn:

(x', xz,x3,xo) . @r, !r, !3, !o) = xt!r* Xrlrt *r!r* *4yo,
nalezněte ortogoná|ni bázi podprostoru W, generovaného vektory ul , u2, u3. P i

ut = (0,1,2.1), uz = (-1,1,1,1), u3 = (1,0,1,0).

tŘ . š e n í: platí W = L(al, u2, ur), tzn.

procesu:

el = ul = (0, |,2,1)

Ez=?.9t+u2, kde p=-++ =-?.

e3 = pft * pr, Ť u* kde pt= - ++
Tedy] l = - |", + e2+ u3 = (0,0,010) = o'l

82 = (-l, l-, 
_-
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:

Věta 2.4.: V každém ne,ruiovém euklidovském prostoru

(resp. tlrtonorrt lttí bdze).

!

l,b n k a z: necht' ul, . . :, B,, je libovolná báze V.

známky existuje ortogonální báze el , . . . , an prostoru V.

V existuje ortogonální bdze

Pak podle p edchozí věty a po-

Normováním každ ého z vektor

použijeme Gram-Schmidtova ortogonalizačního

},} ,

=|

Tedy:

-_ I,_

3
,Pz _Ug,z

az,az

Vlisleciek: ortogonální bázi podprostoru W tvo í nap. vektory el, e2. ]

Deíinice: Nechť A, B jsou libovolné podmnoži!.v euklidovského prostoru V.

a.b=0, prokaždé ae A, beB,
pak íkáme, že A, B jsou"ortogonální množiny a píšeme A LB nebo B IA.

Poznámka: jinak ečeno; A, B jsoó ortogonální množiny právě když a, b jsou ortogoná-

ní vektory, pfo každé a e A, b B.

Ve specielních p ípadech: prázdná množina, resp. množina {o} jsou z ejmě ortogonální

ke každé podmnožině ve V. Dále z definice plyne, že:

AIB =) AnB=ó nebo AňB= [o}.
Následující věta pak ukáňe, že p i studiu ortogonálních množin bude mít smysl omezit se

pouze na podprostory euklidovského prostoru Y.
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Věta 2"5.: Necht' A, B isou podmnožiny euklidovského prostoru I/.

Pak platí: ,4 I B <) íA1 I IBl ,

tzn" dvě mnoŽinY isou ortogondlní prdvě když jsou ortclgonální podprostory generavané těmito

*+-i plyne z definice, uvědomíme-li si, že Ae-[Atr, fi q [Sl.
*=+o pro A = ó nebo. B = ótvrzení zŤejmě ptati (nebot' [ól= {o}).

Fedpokládejmetedy A+ó, B+ó a AJ3. Nechťdále u [.4], v [6t] libovolné.Ale
podprostor [A1 je roven množině všech lineárnich kombinací konečně nnnoha vektor z A
(PlYne z Y"2.3.2., kap. III - rozepište si podrobně sami!), tzn. o = plsu* . .* F*ao, kde

a, ,A apodobně y=frbr+"."+r^b^, kde bi .B. Potomvšak u.v=

k
= ( Z p,a,)

!.=^ 7

Tedy piatÍ:

množinami,

[D ka

Poznámka: z ejmě plati W L W L

že Vl = {o} , resp. [o}l - V.

( , r.b.) = ,\rpiri.(a,.br) = 0, nebot' a,.b, = 0.
l=t l I' i=1

t/ ] 1 [Bl , což jsme měli dokázat" ]

Definice: Necht' W je podprostor euklidovského prostoru V.

WI = {x I/ | x"w = 0 pra každé w [/}

se naz vá ortogonální doptněk podprostoru W (uej Y\.

množina

a ve specielních p ípadech p ímo z definice dostáváme,

Základnl obecné vlasthosti ortogonálního doplňku pak popisují nástedující věty.

Necht' W ie podprostor euklidovského prostoru V. Pak ptatÍ:

ie podprostor ue V
W + Wt , tzn. prostor V ie p ím lm součtem podprostorťt W a WI

libovolnlivektor w W je:

+ y)"w= (x.w) + (y.w) = 0+ 0= 0, resp. (r.x)..w=r. (x.w)=r.0= 0

podprostor ve V"

2. Je-li ft) = [o}, pak Wl=Y avrzeníplati.Necht'tedy W+ to} a

W fiejí existence je zaruéena větou 2.4.)nechť 1, . . . , 9k je ortonormáiní báze

a) dokážeme,že W+WI=V"
Z ejmě stačí dokázat inkluzi ) Nechť tedy u e V iibovoin " Označme:

Věta 2.6.:

]. wL

2. |,/ =

pro

(x

je

tD kaz: l.Zíejmé o WL", atedy WL+ó" Dáleneqhť x, y ewl,f eRlibo-
volné. Fak

a tedy 141t
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x = (u"el)"el+. . ""t, (u.e*)"er

Pak z e"jmé x e W" Dále vezměme vektor (- x + u) a spočtěme:

(-x + u) . ;= -(x.er) + (u.er) = -(u.e,) +,(u.eu) = 0, pro i
oclktrt1 plyne,že (-x+tl) í/1. Putonrvšak u=x+(-x+u) ,W

lr} platí WnWL= {o}, nebot'w WnWL:+ w.w=0 +

Dohrolnady pak rlostáváme, že V = W + W'. }

- t 1l-
- ,jL9 " . . ] !í"

+ I4/L

\ry=o.

Fozndmka: "je-li í,1/ 1ibovoln podprostor

6l*dle definice p ínrého součtu podprostor ) se

n nr zpťrsobem, ve tvaru:

části p edchozí věty a

í/ dá napsat, a to jedi-

ortogonální projekee vektoru u

projekce součtu dyou vektorťl je

je pro násobek vektoru.

také W I i (W')' = V, odkud plyne,

dirn (l/r)1, p ičemž z ejmědim W

(W\L.

ve Y, pak (podle 2"

libovolnlí vektor'u

u=x*y, kde xeW, yeWI.
Poznamenejme, že vektor x z tohoto vyjád eni se naz vá

cto podprostoru W" Následující věta ykáže, že ortogonální

rovna součtu jejich ortogonálních projekcí a podobnj tu*u

Věta 2"7.: Net:ht' IU ie podpt,ostor euklidovského prosťoru , V; necht' x (resp. x'l

fu ortogonáln.ť prolekrc veíctorr.l u (resp. vektoru u'/ do.podprostoru W; nechť r R libo-

volnď. Pak p!atť."

1. (x + x') ie artogondlní proiekce vektoru (u + u') do W

2" ,,.x ie ortogondlní proiekce vektoru r.u do W"

tDť}kar,:; podlepedpoktacluje u=x+y; tl'=x'*y', kde x,x'e W, y,y'eWL

lJotonr

1. (u+uo)=(x+y)+(x'*y')=(x+x')+(y+y'), kde xŤx'e W, y

2. r.u = r. (x + y) = r.x* r.y,, kde r.x lil, r.y ,í4/L

odkud již podle p edchozí poznámky plyne tvrzeni,. I

+ y, eW'

Věta 2.8.: Necht' W,

1. (W L)L = |,|/

2. (W+ )1 = /r
3. (W n )r - 1,yr

,S jsou,podpi7g1tory euklidovského prostoru V. Pak platí:

n^ l
+,1

tD . kaz: l" podleY.2.6.je:

že dimW = dim V - dim [4/r = dim

1,Y C (W \L , tzn. pak (podle Y ,4.5.2.,

W +Wt = Y a

(WL)+" Je tedy

kap. III)je |/ =

e



- 16l

2" inkluse elc rr je z ejrná; dokažme inklusi *?": necht' xEWrn,1 a

necht' u (Íť+^) jetibovolnlÍ,tzn. u=wt , kde we W, s ,S. potom:

x"u = x . (w as) = x"w*x. = 0 + 0= g,

a tedY je x (Pl/ + 
^ )r" Je tedy WL n' 5 (I4l + 

^ )I a dohromady plati,ádanárovdost.

3, ulžitírra I"a2. dostáváme:

{W n^ ) =,( WL)Lfi (J )L = {|,t 
t *, 1, odkud : (W ňl' = ((WL+, 1)r)' = WL +^ I. ]
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]rr.r__r_o
vII. LINEARNI ZOBRAZENi VEKTOROV CH PROSTORŮ

l. zákla4ní vlastnosti lineárního zobrazení
i

V naŠich p edchozích tívahách o vektorov ch prostorech jsme vždy vyšet ovali vlastnosti

jednoho vektorového prostoru (pro plnost p ipomeňme, že vektorov m prostorern rozumíme

vŽdy-pouze konečnědirnenzionálnÍ' vektorov prostor). V této kapitole e naopak budeme zab -

vat vzájemn mi vztahy mezi dvěma (pfipadně i více) vektorov mi prostory. Tyto "vzájemné

vztahy" budeme studovat pomocí zobrazení jednoho vektorového prostoru do druhého. Aby

naŠe rlvahy měly praktick smysl bude zíejmé nutné pracovat s takov mi zobrazeními, která

nějaklrm zpťrsobem "zachovávají- operace, s nimiž e ve vektorov ch prostorech setkávdme, tj.

zachovávají jednak součet vektor a jednak násobek čísla s vektorem. P i tom z ejmě druh po-

Žadavek bude moci b t splněn jen tehdy, kdyžuvažované vektorové prostory.budou nad stej-

n m číselnlim tělesem"

Definice: Necht' V, V' jsou vektorové prostory nad t mž číseln;i rn tělesem T. Zobr*

zení 9 : V,+ V' splňující

(i) p(u + v) = p(u) +

(ii) p(/.u) = r.p(u)

se nazlivá lineární zabrazení vektorového prostoru v do v',

Je-li navi" p bijektivní, pak se naz vá izomorfizmus vektorového prostoru V na

Poznámka: l. je nutné si uvědomit, že vektorové prostory V a V' jsou obecně nlzné,

a tedy i operace sčítání vektorťr (resp. násobení čísla s vektorem) ve V a ve V' jsou pak

samoz ejmě také rizné. P esto však je budeme pro jednoduchost oznaéovat stejn m symbo-

lern + (resp. .). Nebude moci dojít k nedorozuměnÍ, ponévadž ze souvislosti a z ostatní sym-

boliky bude ví.dy zíejmé, o kterou operaci se jedná. Pro ulehčení orientace budeme vektory

7 V' obvykle označovat čárkovaně, kdežto vekt ory z V nečárkovaně. Specielné tedy 0'

bude značit nulov vektor z v', kdežto o bude znaéit nulov vektor z v.

2. lehce se ukáže, že podmínky (i) a (ii) z p edchozí definice jsou ekvi-

valentní jediné podmínce :

(iii) p(t.u+s.v)=r.9(u)+s.,p(v) pro u,ve V; í,s 7libovolné.

Ově ujeme-li tedy , že zobrazen| 9 i V + ť je lineární zobrazenÍ, pak ovéfujeme bud' pod-

p(v)
pro u,ve V; teTfibovolné

z

se
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ri.Ínky (i} a {ii} nebo jeclinou podnrínku (iii).

Dále, rnatematickou irrclukcí lze (iii) rozší it na libovotnli konečn počet sčítanc , tzn.

pro linedrní zobrazení Ý platÍ:

(í,"u,*, * tr.uo) = tr"Ý(wu) + " ., * tx.,p(uk)

F íktad t"t.: Nechť V, V' jsou vektorové prostory nad T, me*ht' t . T. Fak:

t. zabrazení v , í/ ,+ V, definovand "'l

p(ui = í"tl, pro každé u Y

je lineární zobrazení. Je-li t + a, pak Ý je dokonce izomorfizmus (ově te sl oboj'Í roeepsánínn!).

Specielně, pro f = i dostáváme icXentickd zabrazení íďv, které je tedy izonnorfizmeín vei<to-

rového prostoru V na V.

2, zobrazeni c.,: ". V ,-+ V', deťinovand:

c,:(u.l -- o' , pro každé u i/

ie iineární zobrazení, které buderne naz, vat. nulové lineární zobrazení,

P íktad í.2.: Zabrazeni Ý , R3 * R2, a.firrouuné:

((x, x2, xu)} - {Zx, * 
"3,x',-- 

x2- x31 pro Ť @r, rr,*r) R3

";e lineární zobrazenl, které není izonrorfizmem.

Dále, nap{" zabrazení ú , R3 * R2, definované:

((x ,,x2, xr)) - {2xo * X, x u- xz- "r) prov (x* xz,*u} e R3

není trine ární z,cbrazeni (z ejmě neplatí (i) ani (ii))

P iktad tr"3": Zobrazeni E : R" [xl * R,, [xj , definované:

óť(x)) = ť(x), pro Ť l(x) e R, fxl ,

tj. zobrazerrí pi azujicí, polynomu l(x} jeho derivaci ť(x), je tinedrní zobrazení (p i ově o-

vání poclmínek (i) a (ii) se využije některych věť o derivování funkcÍ, znám ch z anal zy},

Zťeimé 6 není bijektivni zobrazenÍ" a tedy není izomorfizxnern"

Věta t.tr.: Necht' Lp: Y"-, V' le linedrnť zabrazenÍ. Pak platť:

t " p(o) = ou , tí. nulovyl vektor se musí zobrazit na nulov vektor

2" p(-u)=*p(u), pro V u r
3" ux, . " , B& e V fsou ttrtedrně zďvislé vektory + (u1),

závislé vektory (ve Y')"

, p(ur ) ísow linedrně
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[D ka t. z ejmě je o = 0.o, tzn. pak p(o) = p(i},o) = $.p(o) = 6'

2" p(*tr) = 9((,-l)-u) = (-l).p(u} = -p(u), podle V.l"1.4." [cap. xtn"

3" un","""ou& .!soulineárnězávislé E+ exis,fují tr, " ,tke T, znlchl
aiespoň jedno je r znd od nuly tak, Že ťuurŤ. , " + t,rwo = ů" Fak ale v{tluuŤ"._-ii, ť&**,}*,

=,P(o}, tzn- ru..P(ur)+.",*tu.Ý(u*)=o', atedy p(ur),...,p(ut) jsotllineárm#eávls-

ie. i
i.

DatŠÍ věta si všírná toho, jak se trineární zobrazemí chová v čí porlprostor&nl" F íporne í;rmeo

ťe .je-li Ý : V '+ V" zobrazení a W .je podmnožina ve V, pak syrnbcrlern vW) cznn uj,erne

rnncžinu <rbrazťr všech prvkťr z W, tj.:

Ý(,W} = [ x' ] w e W tak, že p(w) = x'}

Věta l"2.: Nec:ht' Ý : í/ -+ V' je linedrní zobrazenť; W ie podpro,storve V" Pak"

]" v(W} ie podprostor ve V'

2" utr , , uk jsou generátory podprostoru W + p(t}x },

tory padprostarw Ý(W}

3" dim íť ž dim Ý(Wj

, p(ur ) ,r'soez generd-

[D ka tr. provede se p ímlim ovd ením definice podprostoru

2" necht' xo p(W) libovolnli , tzn. existl;"le w &/ tak" že p(w} = x'.,

Ale pcldte p edpokladi,l w = lur* . " " + tov,r, a tedy 7' = Ý{tl,BrŤ . " . * íuu*} =

= ru",p(u,) +. . .o to.,p(u&), odkud plyrre, že p(ul),"" , ,Ý{ut) jsotl generdtory Ý{W}"

3" je-li W * [o} , pak tvrzení zíejmě platí; nechť tedy W + {o} a

, w,n se báze W" Fak podle Z"jsou vektory p(ul}, " . . , Ý{u*} genenátory

dim ,p(W) { r,e = dírn l/ ]

Věta 1.3.: Složením ltnedrnťch zobrazenť dostanelne opět linedrnť zobrazenÍ,

tj" isou-li g : V + T, l : V' -+ V"' linedrnť zobrazenÍ, pak Ý " p : V + V'n ie linedrnť

zobrazenť.

11 ka ově íme podrnínku (iii); pro u, v V ; t, s ť je

o rp)(ítl+sv) = 1[9Qtl +sv)J = Ýl,t.v(u)+s.p(v)J =í.[( o pXu)] +s"[( , pXv)] ,

( , " p) je lineární zobrazenÍ" ]

nechť u' ,""
,ď,W), a tedy

ID

(

a tedy



. 
_l65

Nz{sleclující d ležitá věta ukáže, že k tlplnérnu zadání lineárního zotrrazení V + V' stačí

zadat potlze obrazy vektorťr pevné báze prostoru V a obrazy zb vajících vektorťr z V jsou

pak již jectrnoznačně vynuceny. Na druhé straně, takov to v sledek se dá celkern oČekávat, uvé-

domírne-li si, že každ vektor z V je jistou lineární konnbinací vektor báze a Že iineární

zobrazení "zachovává lineární kombinace vektor ".

necht' vi, . - . , v) lsou libovotné vektory z V'-

Pak existuie t'editté linedrltl zobrazent p :, V + T/' taltové, že p(ur ) = vi,

Věta l,.4.: {Zák\adní věta o lineárních

Necht' V, V' jisou vektorol,é prostory nad

tD ,i k a z: I" existence: nechť x a V

Foložrne: p(x)=xr.vi +." -+xr.v}. Potom

zobrazení (otojí si podrobně rozmyslete, re p.

, un ie báze prostoru V a

. (un) = v;.

iibovoln, p ičernž x = .trrul$, . + xnu".

Ý je zobrazeni V do V' , které je lineární

dokažte!). Dále, z ejmě .p(u,) = v; , pro

zkonstruované tineární zobrazení a

(ul) = ni,. ť/(un} = v;"

...+xnun) je:

zobrazeních)

T; necht' Ul,

)n.

necht'dáte l:V
Pak pro libovoln;i

II" jednoznačnost: nechť Ý je qiše

+ v' je tineárni zobrazení takové, že

vektor x V (pronějž x=xnur*

(x) = Ý(xrur* " - . + xnur) = xt,/(ur)

což však znamená, že Ý = p. l

* rnrl,(un) = xr"i + , , " .* 
nv} = Ý(x},

zobtazen| g
Definice: Necht' 9: V+ť je [ineárnízobrazení. Pak

(i) množina Ker 9 = {u V |,p(u)= o' } se nazvá jádro tineárního

(ii) množina ím g = 9(W se naz v á obtaz lineárnlho zobrazení Ý

Poznámka: Označení Ket 9, re p. Im p jsou v

anglickd názvy "kernel" = jádro, resp. *image" 
= obraz,

literatu e běžně používanó zkrátky pro

Násteduj icí tvrzení ukáží, že obě podmnoíiny jsou podprostory a PoPfií jejich záktactrní

vlastnosti.

Věta 1.5.: Necht, 9 i V + V, ie linedrnť zobrazenÍ. Fak

1. iddro Kerg ie podprostorem ve V

2. obraz Im g le podprost|orem ve V'

z ejmě o Ker p, a tedy Ker rp * ó. Dále, nechť u,v Ker p , tzn,
tD ,kaz: 1.

č-



je .p(u) ,= o9r

Podobně pro

ve V"

:'

Definice: Nechť Ý : [/ ,+

vá defekt linedrního zobrazení,
a,zoDrazenl Ý"

Věta 1.7.: Necht' Ý : [/ +

Iinedrnťílo zobrazení Ý ie roven

dirn Ker Ý) + dim (Im 9) =

V' je lineárn| zobrazeni. Fak dirnenze jádra Ker tp se naz -

9 a climenze obrazu Im p se naz vá hodnbst linedrního

r ie hnedrní zobrazenť.

dimenzi prastoru Y, ti"

dim V

a věta zíejmé platÍ. Necht' je tedy

Pak existují vektory ul, , ure V

plyne, že ul, . . . , u, jsou lineárně
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(v)=o'. Pak p(uŤv)=p(tl)+p(v)=0n+o'=o', atedy uŤv Fbrp"

u IGr p je /"u Ker tp. Dohronnady tedy Ker ,p je podprostor

2" jde o specielní p ípad V. 1.2. 1. l

Věta tr.6.: Linetirní zobrazení ,p ie iniektivní <+ Ker g = [o} " j

tD k a z:'o=+" necht' x Ker p libovotn ;pak p(x) = o'= p(o), užitim V"1.1,!

Z injektivnosti zobrazeni g pak dostáváme x = 0, tzn. Ker g= {o}.

= {oi

u+,u' nechť p(u)=p(v); potom p(u-y)=o', neboli u*v nkop=

Tedy t! - y = 0, neboli u = v, což znamená, že .p" je injektivni zobrazení, }

Fak součet defektw a hodnosti

tDfikaz: je-tri Imp= {o'}, pak Kerp-V
Imtp* {o'} anecht'w'r,".",w, jebáze Imp.

tak, že p(ur) = wi,.. . , Ý(vr) = wi. Zvéty 1.1.3.

nezávislé, tl,n" je pak:

dim .[(u. ur)=r=dim(tmp)

Dále:

I. ukážeme, že Ker ,p + l,(ur, . . . ,

Ale inkluse " " je z ejmd a naopak, je-li

p(x) = crwi + . . . + c,wi, kde c, e T.

je u l,(ul,.. ,ur) adáLe: 
,

ar) = V"

x e V hbovoln , pak p(x} t= Xm , tzn.

Uvažme nyní vektor u = crUrŤ . . " + crUr.

1:

\

(1)

Zťejmé

p(u)= p(c t+.. .* rrur)=ctp(ul)Ť "..+ crÝ(ur) =crw't +

odkud p(x - u) = o', neboli x - u Ker p" Potom však:

+ c,wl = p(x)



x=(x

ll.

Nechť

odkutl:

- tt) * u Ker tp + l,(ur

ukážeme, že Ker .p f) ^L(un,

x Kerpn/,(ul,.. ,úr).
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, ur), což jsme pot ebovali

...,ur)= {o}"

Pak p(x) = o' a současně

dokázat.

x = írurt *íu.rť

Ale z lirlctírttí rrezávislosti

l;ttzctrí tlrrstávárne x = o.

vektor w'r,

NyrtÍ, z, I. a Il.. užitínr věty

dirn [z' = tlim [IGr ,p +

clinr [iGrpfl Z(u.

tD k a z: reflexivita: je z ejmá

symetrie: nechť V

zobrazení Ý*' ,. V' + V je bijektivní a

t, s e T Hbovolnd a označme p-l(u')

Nyní:

o součtu a prťrniku podprostorťr a vztahu (l) dostáváme:

L(ut , u.)l : dimKer p + dim Z(ul , ur) *-

t . v 9 uo)l = dimKér rp+ dim Im p - 0 - dimKer 9+ dim I* p. ]

w] PlYne,Že t, =...=tr=a, atedypodo-

(neboť id, je izomorfizmus V na n
3í V', tzn. existuje izomorfizmus 9 i V + V'. Pak

ukážeme , že je lineárním zobrazením. Nechť u', v'

= u; - 1(v') = v. Potom je p(u) = u', dv) = v'.

Definice: Necht' ', V' jsou vektorové prostory nad T; nechť existuje izomorfizmus

.rektorového prostoru V na V'. Pak íká me, že Il 1 V' jsou izomorfní vektorové prosto-

ryapíšeme V=V'.

Věta 1.8.: Relace = ie relací ekvivalence na množině všech (konečnědimenzionólních)

ve.ktororyich prostor nad tělesem T.

p- t(/u'+sv') =9-1(r.p(u) +s.tp(v)) L g-'(p(ta+sv)) = /utsv= t.q-'(u'}+s.9-1(ť)

Je tedy V' = V.

Věta

1.

2.

nezávislé

3.

1.9.:

Ul "
Ul, ,

Ul, ,

tranzitívita: ptyne z vlastností bijekce a z V.1.3. J

Necht' 9 : V + V' je izomorfizmuts. Pak platÍ:

. ., uk e Il isou lineórně zdvisté <+ p(ur ), . . ., g{ux) jsrlu lineárně závislé.

. ., uk e V jsou tinedrně nezdvislé i+ g(ur ), . " ., p(ut) isou lineórně

, d n) ie báze V'u, je bdze V <) rp(u, ),
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dim tr/ = clin"l P''

[n k a z: podle p edpokladu je ; V + íP bijektívní }ineární zc'brazerti a i:ocl}e

ct kazu p edchozí věty je Ý*l : V' + Tl takd bijektivní trinei{rní zobnazení" Poťom.:

ad i: plyne z Y"l,"1"3" aplikované na Ý, re p. na --r

aď 2: "!e logick ne drlsíedkena }.,

ad 3: plyne z 2" a z V.l.2"2., urtódoruíme-tri si, že p(n - Tr ,p,l{Ý|:} * V

ad 4; je-ti V nulovlirrr prostorenr, pak je tvrzení z ejrrré; v ostatních p ípatieckl ",:iyne,

ze3.]

Foznámka: utvo íme-tl rlu nrnožině všech (konečněclin,lenzionálních) ve}<lcrovych, prostt,-
o a ň a Ýt \ J a l 1v . Ýňnacl T rozkladpístun ekvivalenai :, pakvkaždétídětr:hcltorozklaclrlbudnuvžcl),,

v echny navzájem ízomorfní veictclrové prostory" Z věty 1"9" pak plyne, že tyto izonionÍ"n.

vektorovd prostory mají z atrgebraickdlro hlediska naprosto stejné Ýtastncsti fieCná se tedy c

pouze ťormálně r znd exernpláťe shodn ch vlastnostÍ}" V rnaten,iatice se clhvykie o takovlieh.tc;,

cb.jektech Íká, že jsou "stejrid, až na izontorťizmu'o a často se dokonce ztorcžfiu"iÍ.

Následující věta pak podá velrni jednoduchou charakteryzaci iztrnrorfních vektcnov5Íc}r

prostor , tj. vektorov c}t prostor pat ících do jedné t íiy zmíněného roe}<ladu"

Věta 1.10. (Věta rr izoffirorťizmu vektorov ch prosta:rťl,;

Neti,1t' V, V' jsou vektorrlvá prostory nad T" Pak;

Vxť <+ dtml/=dimil'

[D ťl k a z: 6ó=+" plyne p ínao z V.t .9"4"

n*' je-li. dirn V = dirn V'= 0, pak

= dim V' = n {> I) a necht' Ll1o . " o u, je báze

b{echťdále xe V libovoln; ,pičemž x=Jť(lt! +,

je, a to jediné)" Položme:

p(x)=xrui +"..+xnu}

Pak z ejmě 9 : V + V' je zobrazeni a rozepsáním se ukáže, že

podrobně sami!) Dokažmeuže Ý je lineární zobrazenÍ: neclať

z ejmě V = V'" Neclrt' tedy dim n/ =

V, ťep ui ,:.",tl} jebáze V'"

" " + xn u, (víme, že toto vyjád ení exíst,*-

Ý je bijektivní (provedTe si

x, y V; t, s T, p ičemž

x=xruu* " . . + X*Wn ; y =llUu* * *Wn " Potom:

4^



p.r.x * u.y,l = pi{rx, 6,},iL ), ul +

+ (íx rr S7 ! Ri' = i ,, ď.x tll., n - :1., $ i l

i6t}

Ť{,íx., + s.}n} " un] - (rxi * syn) .*l +"".

" Ť r*u} ; + s " Llz, *i +, . + y *l!'*) = .p(x} .r. s"p(y).t

,*ohromad3, pak Ý ie izr:,nlcrfizm,-ls prostoru V na V', a tedy V =

Pozndmka: z l,:ťedc,ltczí vět3l plyne, že pí,," n actandnt číselném télese T la leažd ve,ktonov}}

pro-ttor jednozl a#ně, ttaž na lzonronfizmus) uir *n svoií dimenzí" F í tcrn nap . z ejmě k .ď neííp-

nov ra-dirnerrziclnáíní vektorov prostor nad T je izcrnorfní s prostorem T" " Vidínie tody, že

vektorovd pr*stcrt, 'ť*, pn^o w * X,2,3, " _ . J vyčerpávajÍ {až na izonrorfizmus) všechny

nenulovd veirtcrclrrd, !:r,t:story rla,d T" Moirlm hy se tedy na první pohted zdát, že pťi budování

otreend teorie vekt,crov.{;c}i prostor by viastně st* ilo ornezit s0 po,ize ne prostory T" . Je

však ihrred vidět, e 'bycXiorn ťíri:ltc nedosáh.li ádnélrc zjednodu enÍ, net-.cť :r cl lqazri pYed-

chozí r, ty plyne, že použit izornorťizmus závísí na voibě báze. Fokud foolchlcrm tedy ctrtěli ně-

jaki {vrze,rí o prostoru T* p enést n,la libov<lln m-ctrinrenzionální vektorov ,prsstor, znanrenalc

by to vždy dokázat jehc nezávisXost na volbě báze.

2" Lineární transformace a jej{ matíce

Deílnice: Nechto '{,l je veir,torov prostor nacl T" Lineární zo'b,tar,eníi rp : '{l -+ V

s* rlaz vá tineární tnansťornn&ce vektorovdhc prnsťoru V.

Je-[i rravíg ,Ý bijektivnÍ, pak se naz3ivá autonrorfizrrrus vektorovdhtl nr*srclrur V"

Foznánrka: vidínre, žr: lineárni tnansťcť,}í}ace ie pouze speciei,níin p íprrdt:lii iiti*lirníiro

eobrazeníi, a sice pro V' = V" Znamená to tedy, že všechny tlvahy a tvrrení z pťedehozího

paragraftl z$stávaji v platnosti i pro lineární transťornrace, p ičemž bude z el.m& platit je tó

něco navíc"

Specielné zď&raz1.1ěrne, že podte zákXadní v tv o lineárníclr zobrazeníeh je iineiární trans-

ťclrmace nenulového prostoru V jednoznačně urče na zadánírn obrah pevné báze Prcrstoru

V"

Dále si všimněme toho, že je-li r = io}, pak existuje pouze jedindi, a to identická

trinedrní transfornnace prostoru V a v echny tivahy o ní jsou více méně triviáInÍ" Froto se

v dalšim budemre zab vat pouze lineárnímí transťornnacerní nenulov ch vektoroqlch Prmstor'3.

Nejprve uvedeme větu, která nán,l podá adu ekvivalentních ptldmínek Pro to, abY lineáE-

ní transťorlnace byla automorťizmern, tj. aby byta bijektivnÍ.
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Věta 2.|.: Necht' 9 je ltnedrní transformace prostoru V. Pak ndsleduiící vjiroky lsau
ekvivaletttní:

(i) Ý je autontorfizmus

(ii) Ý ie int'ektivní zobrazenť

(iii) Ý "ie sttriektivní zobrazení

(ir,) lh
Y.

' l/.: í^
Ý/

[D k a "(i) + (ii)" zíejmé
*(ii) => (iii)' necht' 9 je injektivní zobrazeni; pak podle V.t.6" _ie

K..p= {o}, atedypodleV.1.7. musíb t dimIm 9=dirnV, nebolí p(m=!/_ Tovšak

znamená, že Ý je surjektivní zobrazenÍ.

"(iii) :+ (iv)' je-li 9 surjektivnÍ, pak 90a = jr. Necht' nyní

V. Podle v.1.2.2. ,p(u, ), 9(un) jsou generátory 9(n - V"

lze vybrat bázi V, která však v našem p ípadě musí sestávat z

p(ur)," .. , p(ua) je báze V.

"(iv) + (v)" nechť ul, . , uk Z jsou lineárně nezávislé vektory"'Ale

odkud užitím (iv) dostaneme. želineárně nezávislé vektory z V lze doplnit na bázi

p(ul ), p(ur) jsou lineárně nezávislé vektory.

pak x je

(xi * o).

"(v) =+ (i)' z (v) plyne, že Ker ,p = {o} (nebot', je-li x * o íibovolnli,
t. f v a " a l . a lí l l l. 

' 
vlineárně nezávisl , a tedy podle (v) je p(x) také lineárně nezdvisl , neboii

dostaneme,

Ale, je-li IGr g = {o}, pak z, V.1.6. plyne, že 9 je injektivní a užitím V.t.7"

že 9 je surjektivní. Dohromady tedy Ý je automorfizmus. ]

3e báze prostoru

tor prostoru V

což znamená, že

zrlbrazuje libovolnou bázi prostoru" V na bázi prostoru V

irlbrazuie libovcllné linerÍrttě n,ezdvislé vektory opět na linedrně nezdvislé vektory"

U'' '§,,
Ale z generá.-

n vektor ,

V,

Nechť 9 je lineární transformace prostoru

"u,n

necht'
]

(i) Ul ,

je pevná báze prostoru V a

p(ur)=attul *orru, t".
g(uz)=arzur *rrzu, *"

+a -unI n

* dnzln

9(ur) = atnut * orrv, Ť *a unnn
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Pak rnarie*

A=

,fse nazyva p v bázi (1).

Poznámka: i. vidíme. Že matice A je čtvercová, ádu n (kde rz = dim n/), a je

tltvo ena tak, Že sou adnice vektoru p(ui) v bázi (l) jsou napsány dol- tého sloupce rrratí-

jednozrračně určena.

Uvědomrne si Cále , Že pojem matice iineární transformace je vázán podstatir m zprlso_

bem na Pevnou bází prostoru V,, Zťejmě matice téže tineární transťormace p v niznlich
bázich prostoru V budou obecné r zné.

2" vŠinrněrne sí ještě vzájemného vztahu rnezi pojmern "trnatice p echodu'
(deťinovan rn v 5, kapitoly trV) a pojmern "nnatice lineární transformace"" Jsou-ll

u1 , Un a V1, ",Vn dvébázeprostoru V aoznaéime-lisymbolern v tineární

transformaci prostoru V zaďanou urČením obraz báze tak, že vektory první báze e postllp-

ně zobrazuji na vektory druhé báze, tzn.""

g(.ur) = yl 
, Ý(ur) = vn ,

pak ihned vidíme , že matice p echodu od báze utr , " , u,, k bázi v' ,

nratici Xineární transformace Ý v bázi uí, " , , v, "

OznaČenÍ: množinu všech lineárních transformací prostoru V buderne označovat symbo-

lem !(n.
]!:

Prvky množiny qn jsou tedy lineární transforrnade vektorového prostoru V, íj"
jistd zobtazeni V + |/. Z ejmě je í(W;a S,nebot'napfiklbd identické zobrazeni idve í(W.,

Na mnoŽině í(n nyní určit m p irozen m zp sobem definujeme součet a souěin, resp. náso-

bek číslem a popíšeme zákLadní vlastňosti takto vznikllích algebraick ch síruktur.

Definice: Necht' 9, Ý e í{W, t e T libovolnd. Pak zabrazení:

ťoou 
arr,"-on,\

l 'r, azz , , ,a2* 
ltl

\-"\ a,2"-o,,f

rnatice tineární transformace

, y, je rovna



(i)

Se !-tilz}ivÉÍ

(ii )

Se lilaz}ivá

(iii)

se naz}ivíí

L,l2

p + : V -+ V, clefinovand; (p + oPl(u,} = p{u) Ť (u}, pro

součet lineárních trarrsforrnací Ý a Ý

tp o l : í/ -+ V, rlefincvanÓ: (p " Xu) - rpí l(u)), pro S u

součin lineárrrích transfonmací Ý a Ý

{.p ,. V -+ V, definovand: (r.,p{tl) = t . qnp{u}), prCI S u m) [i

součin čísta / s linedrní transťormací Ý"

$u /

*,V

Věta 2"ž.", Necht' Ý, Ý lsotl linedrní translbrmace prrsstarw W; r F libr,l,;l:Í,rlé Ptlik

l"

2.

J

4.

v + ů, tp a Ý, t.rp isou lineďrrlí trans,formace prostoru T

(í( ), + ) le kornutativnť grupa

(í(n, Ť, o ) je okruI,1 s jedničkou

iln ie vektorov prostor nad tělesem T (vzh,leclern. ; + l, sp" !"

[D ťl k a z: 1. z ejmě Ý+ Ý,9 o Ý, t.9 jsou zobrazení V,+ V., P,.crzepsáním se

bezprost edně ově í, že jsou tc lineární zobrazení."

2" clokáže e rozepsáním; p i tom roli nuiovélro prvku hrale ntr}ovd- ilneárrr!

u) : V -+ V (rJefinovand: <.,"l(u) = o, pro V u " }, resp. opatirtÝm prvketri

je iineární iransforlnace p : V ,u'{/, clefinovaná: pítr) = - (tr}, prů $ u# [,1

3, rlokáže se opět rozep ním, s vytržitím 2. Jedniči<ou okruhu je z etrně

itJentická lineární transťortnace ídr.

4. dokáže se užitím 2. a bezprost edním ově ením axtomťt ,rekttlrc,véircr

prostcrru. ]

Věta 2.3.: Necht' 9, Ý lsou linedrní transformace prostoru V, dim tr/ = n 7 I a

necltt' maticť Ý (resp. Ý) tl bózi (1) ie matice A (resp. ts)" Fototn:

} t. 

' 

)man:i lmearnl transfortn,ace Ý + Ý v bdzi ( 1) ie matirc ,A -r B

" 
' 

a. 

' 

/matlci llnearru tran.sforrnace Ý o Ý y bdzi(r)ie matice A"t}

."- ) .. , t
í?"rutrcl tlnearnl transformace t.9 v bázi ( 1) ie rnatice t.A

transformace

k 9 e í(íl}

1"
(

2.

3.

tD kaz: necht' A*(a,,}, B={b,,),

p(ui)

pak, l: (p + r/)(ur) = (ui) + r/(ur) = Íro,,u, 
* 

É ,b,in,=,ť, 
{a,í* b,,}"a,

i,í= tr,. . . ,ft: P i tomto oznaóení pak ptratí:

i=lr.".rfr
n,
- -l,

lx



pro i= l" ,,n:
{ď..+ó,,}=A+B..l! I|'

2,. označme

i o ťlríur}=v( Í-rr, ,r= Í,
,,

orlkrrcl plyne, že ntaticí lineární

3; {r.*p)(ur) = 
/.p(trr) = t.

t"p v bírzi (l).ie tttatice (t.a,,)

A.R = (,c,,,l, tzn. ,,i = 
Žro,o.bo,, 

pro i, í = ,17" Ale:

,"rU" = "t,t _!rr',i)" u, =
.i=l r=|

v bázi ( l ) je rnatice A.B .

ur ,,a tedy maticí lineární

-,|73 -

a tecly maticí lineární transformace ,p + Ý v bázi (l) je matice

l, . . 
"

n
b,,,9(tlr) = P,brl_, r=I

tratrsfornrace lp o

í r*,,', = 
,tQ,a,,) 

,

= t"A .l

n

.=l

Ý

n
),crrtl* l

,s= -t

ttanstormáce

V6ta 2"4.i I iVěr.:ht' I/ je vektort,u prostor nad T, dim V = tl > l. pak ve ktorov

rru)st{lr ,{:{í,/} ie izornor.fní vektorcsyémrl prostoru Matrn(T)"
:

ID ťr k a z: necht'(t) je pevná báze V. Definujme zobrazení F : !(V) * Mat_._(?-)

tllkťo: pl"o libovolňd ,p e í(Y) položme

I|(p) = A, kdp A je rnatice lineární transformace p v bázi Q).

i'il, ní clclkáženr*, ž"]

l" P je bijeletivní zobrazenÍ

neclit' A e Matrn(7) libovolná; označme wl , . , wn vektory z V, jejichžsou arlnicemi

vbáz"i {l)(tj.vbázi u, ,*n) .jsoupo aděsloupcematice A. Podie zák|adnívětyo
lineárních z,obraz.rrirt existuje jediná lineárni transformace p prostoru V s vlastností:

,P{ul )=Wl , (un)=w,r. Atematicí 9 vbázi(l)jepakprávěmatice A. Tedyexistu_

ieprávě jeclno Ýěí(n tak,že r@)=A, nebolimatice A mápi zobrazeni F právě

ieclen yzoí, což znamená, že F je bijektivní zobrazenÍ.

II. F je lineárni zobruzení:

nechť Ý,Ýe í(n, te T Hbovolné,pičemž F(p)=A, F{Ý)=B. Pak;

pcldle V.2"3.1 " je "!(,r + Ý) = A + B = F(p) + F(Ý), .

podle V.2"3.3. je ,F(t.p) = t.A = t.F(p),

a tedy F je lineáinl zobrazenÍ.

Dohromacly dostáváme, že F je izomorf,izmus, neboli qn = Matrr(n. l

Poznamenejme, že z p ed,chozívěty a z véty o izomorfizrnr.l vektorov ch prostorťr plyne,

že clim "C(V) = n2 (poněvadž, jak víme, dirn Mat__"_(D = n2}"
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Na závěr paragrafu si ještě stručně

transformace v r zn ch bázlch prostoru

.p(u;) = Ý( o|rroiu) 
=

oclkud porovnánim pravlích

báze ( l )) dost áváme, že

jak vypadají matice téže lineární

některé jejich základni vlastnosti.

uSi-n.rne toho ,

V a jaké jsou

Věta 2.5.: Necht' A, B Mat, n(T'), necht' dim V = n (> l). Pak platí:

A, B isou maticemi téže linedrní transformace prostoru V (ve vhodnlich bázícil {+

existuie reguldrní matice ^ tak, že: ̂ B =,S-1 .A.S

tD k a z; "+' nechť A = (ar,), resp. B = (br,') je matice lineární transfortrnace 9
vbázi(l),resP.vbázi(l')(kde(l) je báze ul,...,un, resp.(l')je báze ui, _,.,u;).
Dále, necht' ,S = (s,r) je matice p echodu od báze (l) k bázi(l'), tzn. S je regulární mati_

ce a platÍ:

n
url=.P,rur, pro i=|,

|- t

Potom však:

.p(u;) = . rbrio'r 
= Ž!o,. ,?:,ro, = ,É,( Žť,rbr) " u,lk=

a také:

,n

nn

12r'uyÝ(fuo) 
= 

o?,'o, ,?ro,n', = 
,?,( }ftr'oi) , u;

stran (na základé jednoznačnosti vyjád ení vektoru ,p(ur) pomocí

Ér,..b..- ,o', Dro i.i=|-._. n
k-=1uik,uki 

= }fur,:snl Pro i, i = |,,,, fl

cpž však znamená, že ̂
 
..B = A.S, neboli B = ^ 

- 1.A.S

glĎ necht' .B = ,S- l .A.S a necht' ( l ) je pevná báze prostoru V. Pak

(podle d kazu V.2.4.) existuje jediná lineární transfórmace Ý prostoru V taková, že A
je maticí 9 v bázi (1). Dále, ,S je regulái,nl matice,tzn. existuje CIediná) báze (l') prosto-

ru V taková, že ̂  je maticí p echodu orl báze (l) k (l'). Konečně, podle p edpoklad je

,..B= A.S, neboli 
ťrr.bri 

= P|rr.sr1, 
pro i,i= l,". ",n. Potomstejn mitlprava-

mi jako v první části d kaztr dostávdme:

,p(ui) =Ž_.(.t!,rrlc;)u, =,!rtčť,-br,)r,= Žlr 'r, pfo l= l,...,ftt i=l tt=t

což však znamená, že B je maticí lineární transformace 9 v bázi (l'). Tedy matice A, B
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jse:u ntaticemi téže lineární transť*rmace

[}eťinice; Necirto A, B 'iaenu {t
g3 = , "" 1 .,Á", . Fak ťíkárne, že matice A,

regulární rnati*e

mptic* a pí eme

ekvivatence ítil, nlrir,,ti,ně

pr*stortt V" ]

a n*cttt' existuje

.8 jsou podobné

taková, že

*B.

fu{at (n"
nn'

L)

_i
1.7

Relace /Ý pr:dobnosti rnatir: je relacíVěta

[Dťrka
* ň- 1.Á.E

nÝl

# =, -1."4".S"

Tedy je B -

v*,. a} reflexivita: pro libovolnóu matici A e Matn.{il

kde {in je jednotková matice ádu n" Je tecly ,4 ,* é.

bj i;.vinetrie: necht' Á * B, tzn. existuje reguíárnl

pak ale,{ =, .8.,S-i = {. 
*' }-'.á"(^'-1;, kde 5-l je

l
11"

je aF*jrcr§ j =

matice - ,ilalc., že

zi'ejrn reguldrni.

c) transitivita; necht' A * B a B * Co fzn. *xistrrji regulárclÍ rnatice

# *_ak, že B = 5,- 1"á. ,d C = Q- *.B"C" Po dosazení cios,táváme: # * ťJ--u.S--'..4"" "g=

{_ #;- 1.A.{S8}. p ičeinž lnatice S.Q je z ejm regul,ární" Ted1, _3c ;í * ť,,. 1

Deťirlice: Nelchť Á =, ia,,} je (itvercová matice ádu n (nad n a neeh"ť' h je Prtl-

tt:ěllná" Fak determil;ant

,,,-tr ar, "1|,,.oo,

|A hg" i

Gzt orr-\ . \ii. a2n

nL Gnz ' " '' 
Oorr-_h

se naz_Ývá chxrakteristick5i poíynoam mati*e A.

p edchozího deferrninantu (nap " užitím$rcvecleme-li vlipočet kap. IV),Poználnka:

d,c.rsťaneme.

|Á - hď, l = (-l)",tr" + {._-i)'- t,{all

íe terJy'okamžltá vidět, že se skutečně jedná

jeha koeficienty jsou z číselné}ro těiesa T"

* orr* . . " * o*r} . h"-14 . . . +

cl p*lynom prorrrénné }., kteqi je

lé|

stupně n a

Konkretni, nap íklad pro n * 3 dostanem* růzůpsáním:



|A*M, l=

- 176 -

orr-tr a* dts 
l

azt orr-\ azl 
l

ag,, a* orr-r 
I

= _},3 + (at,* a,,,+ arr)x2 - (W::i::

|B * hE, | = i. -1 AS - s-r (tEr)^ l

= |A-XE',,! 1

+ 
l?::i::l). ^ 

-

= h(A)

.(tr.En ) ",S, dostávárne;

=,f, "tA -"hfr, i "!, l =

J_ loo, a*
' |orl ase lAI

i.

Věta 2,7.: Necht' A, B jsou podobné matice.

1. stejné determinanty, ti. lA l = lB l

2. steinou hodnost, ti. h(A) = h{B)

3. stejné charakteristic,"é polynomy, ti. IA

pak matice A, B mají

IE, I = lB - trÉ'" l

[D k a z: trecht' A, B e Matnr(T) jsou podobné matice, tzň. existuje regulfuní mati-

ce . tak, že ̂ B = ,S- t.A.S. Potom:

l. užitlm Cauchyovy věty a V.3.9.3., kap. IV, dostáuáme:

lB| = l,s-l.A.SI =# .lAl.t^l= lAl

2. užitím V.4.5.z.,kap" IV. je: h(B)= ft(,S-r.a.$ = /1(r4.Š)

3" užitim Cauchyovy věty a zíejmého faktu, že \.E, = 
^ 

- l

= |f '(A * Ir"), t

Poznámka: p ipomeňnte, že p edchozi větu nelze obrátit, tzn. rovnost determinant ,

rovnost hodností a rovnost charakteristicklich polynom dvou rnatic jsou pouze nutné,

nikoliv však dostatečné podmínky ,pro podobnost téchto matic. Vezmeme-li nap " matice

pakzejmé lE,| = lBl, h(Ez)=Ýt(B) a lrz_ },í"2 l= lB-\E2 l, alernatice E2 a

B nejsou podobné (nebot' pro každou regulární rnatici ,S ádu 2 je S-'.Er.S = E, což

znamená, že tnatice E2 je podobná pouze sama sobě),

Jak již bylo ečeno, všechny matice dané lineární transformace 9 jsou navzájern po-

dobné. Z pÍedchozi véty potom plyne, že determinant (resp. hodnost, resp. charakteristick
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polynom) všech matic dand lineární transformacé 9 je vždy stejn . Vidíme tedy, že tyto

pojnny závisí pouze, na lineární transformaci samotné, nikoliv na její konkretní matici v jisté

bází" Z tohoto zjištění pak plyne korektnost následujícího pojmu a věty.

Deíinice: Necht' tp je linedrní transformace vektorového prostoru V; qecht' .4 je

matice tineární transformace 9 (v jisté bázi prostoru V). Pak charakteristick polynom ma-

íice A, tj. |A * ,Erl, se naz vd charakteristick polynom lineární transf,ormace 9.

Věta 2.8.: Necht' 9 ie linedrní transformace vektorového prostoru Y a necht' A' le
matice linedrní transformace 9 (v iisté bdzí prostoru W. Pak:

dim [m h{A)

neboli: hodnost lintedrnť transformace Ý ie rovna hodň'osti ieií matice A.

[D k a z: nechť A je matice
\

označme (l). Podle V.I.2.2. vektory

= Im 9, p ičemž sou adnice těchto

transformace 9 vbázi u',.;., ur, kterou

" . , g(ar) jsou generátory podprostoru dV) =

bází (1) tvo í po Ťadě ádky matice A', tj.

v bázi (l),

ukážeme, že

clim Im p =

lineární

9(u1) , .

vektor v

transponovand matice k matici A.

P i adíme-li nyní každému vektoru z V uspo ádanou n-tici jeho sou adnic

dostaneme,izomorfizmus prostoru V na prostor T', pomocí něhoŽ již lehce

ll(A') = dim Im p (rozmyslete si podrobně sami!). Ale h(A') = h(A), a tedy

= h(A). 1

3. Vtastní vektory a vlastní hodnoty lineární transformace

Definice: Nécht' 9 je lineární transformace vektorového prostoru V. Podprostor

vektorového prostoru V se naz vá invariantní podprostor vzhledem k 9 , je-li:

,^W} C S4/, tzn" pro tibovoln vektor x e 14) ptatí p(x) e W.

P íktad 3.1.: Nechť I/ je libovoln

1: identickou linedrní transformaci

ve V je invariantni vzhledern k id, "

2; nulovou lineární transformaci (,

pak opět každ podprostor W ve V je 
,

3: libovolnou, lineární transformaci

pevn vektorov prostor nad T. Uvažme

id,, : Y + V; pak z ejm é každ podprostor W

: Y + V (definovanou: <.o(x) = o, pro + x V-);

invariantní vzhledem k &) .

9 i V + V; pak triviální podprostory ve V (tzn.

podprostory {o} a W jsouinvariantnívzhledemk 9, i
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Prfume 3.2.:Ve vektcrovém prostoru

dále uv,ažrne dvě lineární transforrnace Ý

Pe uvažrne podprcstr:r |, "x {{x, o)l i x C Ř}

a Ý prostoru R', ď*í'ini:vané:

Poznámka: v p íkladu 3.1. jsotl uvedeny speciálnÍ, triviátrní p ípady; l;i,i,*dq}mn-ee si, e

obecně podprostor W m že, ale nemusí blit invariantní vzirleriern k Ý * Cále. že podpnos-

tor, ktertr} je invariantní vzhledem k jednd lineární transfbrma*i, nernusí n5it invariantní ,i,zhtr:_

dern k jiné lineární transformaci (viz p íktad 3.2")" Vidíme tedy, že pcjenr invaríantního

podprostoru j,e vždy vázán na pevn6u lineární tranpformací.

Další p íklady obecn; ch konstrukci invariantních podprostorť; {vzh,ledern k ,a:j nárn

ukáží rrásledující dvě věty.

Věta 3.1.: Necht' Ý ie lineórnť transformace prostoru Í/" Fak idďrrs Ker p a tlbYaz

trm ísou invariantními podprostory vzhledetn k Ý-

up((xi, xz)} = (xr* xr, 0)

ťl((xl,x2)) = (xz,*u)

Lehce se ově í, že W je invariantní

W není invariantním podprostorern

ů(( 1,0)) = (0,1) W)"

tD k a z: podle V.tr.5. jsou

invariantnost vzhledern k Ý: necht'

Ker Ý je invariantní vzhledem k Ý.

Pak ale p(u) ep(W = Irn p a Im p

Věta 3"2.z Necht' 9 le linedrní tran,sfrsrmac ,

podprostory ve V, kterd lsou invariantnť vzítíeďem

Pakprnik (W, n.."ňWo) asouČet {lťu+","

vzhíedem k p.

tD kaz: vime,že (Wt í'].. "nWír}, resp,

ve V" Dále:

a) necht' u Wu n.."ftWu tii:ovoln;pak

pro i =l, . ,k. Tedy p(u) W, n.. frWp,

invariantní podprostor vzlrledem k a.

pro každd (x, , ", ; .J ft,ž

podprostor vzhledam k ý, gaťíntc* tentyť pcďprostor

vzhledern k Ý (nehot' nap ikiad ( i ,{}} íť" alc-1

Ker qp r [mp podprostory ve V. Ukážern* jeji* i

u Ker p libovoln ; pa.k p(u) = o fi Ker ,p a t"eaŤy

Dále, nechť u Im p libovolnli, tzn" z ejmě u # Tz"

je t*dy invariantní vzhledem k 9. ]

prostoru ír; necht' ffu,

kÝ"

Ýý k /"se;el

+ W o) isow invariantnť pl*dprrrssťGť3í

{Wr+ . . . + Wn} jsou p*dBr*stcry

w Wu a podle p *clpoktradu p{u} í{,

což znamená,že W, fr " . " fi Wu je
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h},,}f;llíiffie W*ffir+","*Wn.Nechť u w-, tetr. =ttt+ ..*tlg: kríe

*"" tr $/," Pak *[e piu} * {tll+ . . .'- *o} = p(ul} + " " ",f p(nr) ť, neboť podle p ed-

pokiaclu ťíu,; * Wr. Tedy l+i 3e invariantní podprostor vzhledem k ,p. ]

Dťrtežitou roli, p i studiu lineárních transformací hrají jectn*el,,Ttl.;g-lzionální invariantní

poclprostory lZ kapitoly o vektorov ch prostorech vírne, Že jednoun*1;3'3g;!,36$lní PodProstor

W ve vektcr,3",,ď}"{i prostoru V (nad n je g*nerovdn jednínt ncltul*l3lE' vekťtlrern u e Y,

tzn .1e pak;

[z/ = |{p} :.. 1ir:";i I i fr fi

Máme_li navíc dánu lineiirrt{ ťransformaci q prostonu V, pak z ejrnČ Pr",lciProsi.trr

_!e invariantní vzhledeni k Ý právě kdy existt$e Íst* h F tak, že {fij * X,L,

vě když se generátor u podprostar* W zobrazí na jist sv&j násobek {Ec'zePi te si

samtl).A právě vektory tchota typu se budente, v dat lm zab vat,

t}efinice: Necht, ,p je lineární ťransformace vektorového prosÉLlru b' trrtd 3}" F{ee}rť

u V, tr rsplňuií:

u** 
^ 

.p(u}*,\"tl

[rak čislrr h se naz3ivá vtrastrrí hodnota lineární transformace Ý a vekt*r ffi st lrae vá r'lasĚl

velctor tiner{rní tramsťorrnace Ý, p ístušn vlastní hodnotě h,

Foznánrka: e p erlchozí clefinice rhnecl plyne, ťe je-li u vlastním vektoram Ý, P Íslu -

n rrr vlastní hodnotě h, pak také každ nenulov vektor w t(u}, tj" kaŽd ltenulov náso-

bek vektoru tl, je rovn ž vtastním vektorem Ý, p ísluŠn rn tdŽe vlastrrí hoďnotě h,

P Ílctac1 3"3.; Nechť {,I je vektcravlí prostor nad T" Dále:

1. nechť ,ď, : V -+ V je identická lineární transformace prostoru V. Pak z ejm }<aŽd

ner,ulov!.. vektor z í/ je vlastnín"r vektoreru ídT., p ísluŠn m vXastní hodnotě h = 1 (cclŽ je

"!r:diná vlastní hodnota idí.)"

?. ne..:hť, {,i : V ** V je nulcvá lineární transťormace proston* V" Pak Podobné kaŽd

nentllov vektor z V je vlastním vektorem transfcrmae* {,ú, P Ís'truŠn nr vlastní hodnoté

h = 0 (což je opět jediná vlastní hodnota c,;}"

3" nectiť Ý : V -+ V je tribovalná lineární transformace. Fak v echnY nenulovd vektorY z

K*r op {pokud *xistují) jsou vlastrlími vektory Ý, p ísiušn mi vlastní trodnoté h = 0. F itcm

trl ,= .[iu}

,ťzn, 
i:rá-

podrc'brré

_)
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samoz ejmě 9 mťlŽe obecně nrít další vlastní hodnoty a jim odpovídající vlastní vektory.

P Ítna 3.4.: Nechť 6 , R, [xl * \ t"] je lineární transformace deriÝování (viz p í.
klad 1.3.)- BezProst edně je vidět, že polynomy stupně nula (tj. nenulové reálné konstantní

PolYnomY) jsou vlastními vektory transformace 6 , pfrstušn mi vlastní hodnotě X = 0 a

že žádné jiné vlastní hodnoty a vlastní vektory 6 neexistují.

P edclrozí P Íklady vlastních hodnot a vektorťr byly víceméně triviální" Úplnl' popis vlastníclt
lodnot a vlastních vektonl lineární transformace v obecném pfipadě podává následující věta.

Věta 3.3.: Nechti Ý ie linedrní transformace vektorového prostoru V nad T. Pak:

1. ulastními hodnotami 9 jsou právě všechny ko eny (pat ícť do D charakteristické-

ho polynomu transformace Ý , 
,,

2. je-li h r vhstní hodnota 9, pak vlastní vektory 9, pííslušné }., jso,u prďvě

všechny nenulové vektory z podprostoru Ker (9 - tr.idr).

tD k a z: ad 2: nechť }, r je vlastní hodnota 9. Pak u e Y je vlastní vektor

9, p íslušnli vlastní hodnotě }., právě když

(l) u*o 
^ 

p(u)=}..u

Ale I.o: tr"idn(u), a tedy po dosazeni a ťrpravé (l) dostáváme eťvivalentní podmínku:

u#o 
^ 

(v-}..idrXu)=o

Ale množina vektor splňujících (2) je rovna množině všech nenulov ch vektorťr z podprosto-

ru Ker (rp - },.idl.) vektorového prostoru V.

ad 1 :z právé ďokázaného, z Y.2.8. a z Y.1.7" plyne: X je vlastní hodno-

ta Ý <> tr r a Ker(g_-}..idr,)*{o} <+ X r amaticelineárnítransformace9-},.id!,

(v pevné bázi prostoru n je singul árni. Ale, je-li A maticí lineární transformace 9 (v pevnd

bázi n, pak (A - \.En) je maticí,tineární transformace - X.idT, k téŽe bázi)" Tedy pak:

I jevlastníhodnota 9 <) h r a |A-\.En| =0, neboli X r jekoenerncharákte-

ristického polynomu lineární transformace 9. 1 n

Dťrsledek : Necht' 9 ie linedrní transformace prostoru Í/, necht' A = (att), 1 (i,7 Šre,

je matice 9 (v dané bdzi prostoru V) a necht' I ie vlastnť hodnota 9. Pak: vlastnť

vektory transformace 9, p íslušné I fuyidd ené v dané bázil jsou prdvě vŠechna nenulová

{2}
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ťešenť soustavy lineťirn.ícít rovnic:

(a,, h}x, *tlrrx, +""

azt xu +{azz--X)xr+""

+

+

aXInn

a2rX n

:0
*0

anl X 
l,

[D kaz:
sou arinice (X 

n ,

Ine.

* orr,x, +.. " + (arr--X)xn=0

necht' ur,

, _x l.

" " u, je daná

u = xrUrt "

báne v a nechť vektor u

Ť x u pak po dosazení ann.

má v téta bázi

W - h.idI,Xu) = 9(u1 - h.rr = (.(att-

* tazrr r*(Q* h)xz+ . .* ,rr"ru) .

pravě dostává-

* rrrXr* " . - * alnxn) " ur+

. . " + (anr,x r* arrXr+ . " " + {an^ }.)x, ) " u,,

h)X r

Urt

Poclle p edchozí věty je však u vlast,nim vektorem transformace Ý, p íslušnl m vlastní

hoclnotě X právěkdyž u*o a tr Ker{p* X.idT,)"Aleto,vzhledemkpedchozínnu

vyjád ení, nastane právě když u je nenuicrly a .ieho sou adnice splňují (3). ]

. Foznámka:. t. s problénrem nalezení vlastních hodnot a vlastních vei<tor se velmi časta

setkáváme p i ešení praktick ch loh, a to nejen v matematice, ale i v rťrznlich technick ch

aplikacích. Uvědomnle si však, že píedchazí věta nám dává odpověd' pouze na teoretické tírov-

ni, nebot' hledání vlastních hodnot p eváclí na hledání ko enťr polynomu n-tého stupně, což

je ťrlclha, k"terá obecně není algorítnrícky ešitelná. Sanroz ejmě existuje pro hledání vlastních

hoclnot a vlastních vektor ada numerick ch metod, které vŠak zde nebudeme uvádět, nebot'

p esahují rámec tohoto kurzu.

2" Poznamenejme ještě, že z hlediska aplikaci b vá v hodné sestavit z vlast-

ních vektor bází prostoru V (pokud samoz ejmě taková báze vfrbec existuje), neboť potom

se celá situace početně velmi zjednoduší. D vodem je,že daná lineární transformace má pak

v takové bázi diagonální matici. (Diagonální matice je čtvercová matice, v niŽ všude mimo

hlavní diagonátu.stojí samé nuly; p i tom v hlavní diagonále nuly b t mohou, ale nemusi")

Skutečně, je-li ul, " , Bn báze Frosíoru V, sestávající z vlastních vektor lineární

transformace 9, p íslušn ch vlastnírn hodnotám trr," . " , trn, pak je p(ut) = trr.Ut,

pp:r-n) = }.n.un, a tedy rnatice lineární transformace lp v báztúl, " . .,un má tvar

{3.}
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T\iarrpak, nrá-li lineární transformace 9 v nUjaťé Uázi ul, . . , u, diagonální matici

tvaru (4), pak ul, . " , u, jsou z ejmě vlastními vektory lineární transformace Ý ,

p íslušn mi vlastnim hodnotám }.1, . . , trn fiak plyne ihned z definice nratice lineární

transformace).

Ndsledující tivahy nás p ivedou k jedné dostatečné podmínce pro existenci v še po-

psarrd báze, tj. báze sestávající z vlastních -,ektorťr dané lineární transformace.

Yěta 3.4.: Necht' 9 je linedrní transformace prostoru V. Pak vlastní vektory linedrnť

trattsformace 9, p íslušné navzájem r zn m vlastním hodnotdm, isou linedrně nezávislé"

[D ťr k a z: nechť ul, . . , uk jsou vlasmí vektory lineární transformace 9, p íslu -

lidnavzájenirťrzn mvlastnímhodnotám hl," ,}.&. Zpostoupnostivektorťrul ,",.,w
vybereme libovolnou maximální lineárné nezávislou posloupnost. Bez jmy na obecnosti lze

peápcrkládat,žetitvoí,ínapíklaclprv ch r vektorťr,tj. ul,..",ur. Zejměje t{r{ft"
Dále pokračujeme sporem; p eclpokládejme, že r 1k. Pak lze ale psát:

i5) u_l =.t,t,lli, ti ,T
l- ]

oclkud po vynáscrbení číslem tr"+ l dostáváme: trr+ t ur+ 1 = 
,!r^"-, 

/iul

ale

Současně však je: hr+ l ur+ l = 9(ur+, ) = 9( ,!rrru,r' 
=

Porovnáním prav ch stran pak dostáváme:

rl r.}..u.
i=l| l l

,!u ^.- 
ttivi = ,!r,,\o, , odkud: /i(trr*u- trr)u, = o

r

í=1

Z píedpokládané lineární nezávislosti vektorťr ill, , . " " un v ak plyne, že í, . (\*r- trr) =

=0, pro i =1,".-,ť. Podle pedpokladuvětyjevšak Xr+r

t, = a, pro j = l, . ",, í. Po dosazení do (5) pak dostáváme,

por s definicí vlastního vektoru. Je tedy ť = k, tzn" vektory

nezávislé. l

- Xr?e 0, a tedy rnusí blit

že ur+ 1 = 0, což je ale

B!, . , uk jsou lineárně
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ťxfrsí+"t,t*k z Neďtl' p ie liileáryrí trays!?lrrt&{ c y,t-ďirnewzionÓ,lnťhil vekťorrsvého Prost{)nr

krer.á lstá J? tzut,xáíe*t r rll lc t vlastnťth hadrcot. Fak mattce linedrilí transforrnace Ý

ili:i ;iťsr ávu!{cí z llíastruťch, :;ektcr&, p ťskešnjl6Y těynto vlastnťrn hadnetáW, i ďiagondlnť.

[ ,1 k a z: neeltt' {trtr, , . ,, , B"

rrlnl }eciinr:tártr X,, . " X., lineární

i.l, , o Llti lvc í bázi prostclri-t V a

;lriárilky"'l

,Pr,sk plásleďwiťcť v ;roky isow

ťi.; u.v = (u} , p(v}

( ií} llu li = il,p(u} ll

jsou vlastní vekt<lry, p ís!*_l$n_n ngvp_ájetn nizn rn vlast-

transf'orrnace Ý" Pak podle pr *l.!t,tt63p"i v ty vektory

wrzerií cl sledk* í}:lnelt plyrie x }" ťái}r,", pnslední po_

p::r* každé u, v i

prc kaťdé u í/

4. Ortelgonákí eo rr*zeníu oxÉe:gonálmí noatice

V tomto paragraťu se vrátírne k eukliei*vsk rn vektorov rm prostor m {ťj" k s,'ektq}rQY}rrn

p.i,tlston m nad R. v nic}rž je clefincván skalární sou irr} a budeme studovat ver{jemnd vztahY

:liezi r.i;ni, Foužijerne k tomu "tjrreárnich zobrazení {poáobně jako u vektorov ch Prostor*

lia2},která.všaknavícbr,tdouozachovávatskatárn,lsc,učin*.

eťlrriee: Nccht" V, r 3sou. eu&..ridovské vektorové prostorY; n*chl' 8'" ť"" * F'"" íť

iii",elárn"í zobtazení. prc něž piatí:

t}"? ,::: ,giu) . p(v). pro }caždé g, y e, V

x}*ir p se naz vd <lrtogcnáhí zobrazení e,_rklidovského prcstoru V dtl Y","

.}e-li navíc zobrazení Ý bijektivnt, pae sco ;ra.n vá izomoďizmruP, euki ďovskďiÉto Prostoru

i,, !.1.íl Yi' .a *j"lklid*vské prostory V, Efn sa naz vají izor*orťní"

j*_ij specieir:ě V, = V, pak se ortogonální zobrazení Ý nae vd trrtog*náiní ťransťrrrmace

,,i:klidovskéhc prostcru V"

Fae}mínku *za.ehcvání skatrárního sortťlnu'* ,t, p ecch"ozí

[:r ckvivatentnínri ep soby, jak ukázuje násleetující v6ta,

VěÉa 4"1,: Necht:' V, r t'sou euklidovská prostory a

definiae j* nr*žná vyjáet it lr_ěkotí-

Ý :, V -+ Y" ;e liruetirnť zobra,zeni-

ek,li:saťepatni:

{iiii j|srsu-li uln o k ononowr lnívektcry vt V" ť}ak *p(ur),

*rlcnorrndlní vekt!}ry ve Y"

, Pt * 
j ťsr:gl



ilu ll2

t<a

u.ll =

_ l84

z: *(i) :+ (ii)": necht' plat'l (i) a necht' u e V.

p(u) . p(u) = ll.p(u) ll2 , odkud pak llu ll : ll.p(u) ll.

"(ii) Ť (iii)": nechť platí (ii) a trecht' u, ,

Pak (užitlm (i)) dostáváme:

u, v jsou lineárně závisLé;

poznámky zaV.2.3., kap. VI. existuje norrnovan vektor e tak, že tl =

Podle (iii) je vektor p(e) norrnovan a platÍ:

, uk jsou ortonorrnálni

pro i=iplatí: p(u,)"9(u,)= llp(u,)ll2 - lluoll2 = }

pro i + i platí: Z.v!t) " (ui) = p(ui + ur) . (ui * ri) * p(u,) " p(ui) -
r(ur) . (ri) = ll.p(u, * *i)ll2*ll,p(tl,)ll2- ll,p(ur)ll2 * liu- + uo.ll2* llu, ll2* lltl, ll2 =

= Z.u,.u, = 0 , odkud tedy ,p(u,) " r(u;) = 0.

l)olrromacly dostáváme, že vektory (u1), , g(vt ) jsou ortonormální"

"(iii) + (i)": necht' platí (iii) a u, v Z Je-li ll = o, pak z ejmě plati

(i). Necht' tecly u * o. Mohou nastat dva p ípady:

a) vektory u, v jsou lineárně nezávislé;

pak pod\e poznámky za Y"2.3., kap" VI. existují orionormální vektory 9t, 2 tak, Že u'=

= u.,,e ,l, + tt2e2, v = plel * rr"r. Podle (iii) však .p(e1 ), 9@) jsou ortonormální vektclr1'

a platÍ:

p(u) .p(v) = p(utel * ttrer) .Ý(vret * rr,"r)',= uJt * ttzy2 = u.v

vekt ory

B) vektory

pak opét podle

=t.e.,v=s.e.

p(u) " p(v) = qG.e) . p(s.e) = í.s = (r.e) . (s.e) = u.v

Dohromady tak dostáváme, že plati (i). l

Věta 4.2.: (Věta o izomorfizmu euklidovsk ch prostor )

Dva euktidovské prostory lsou izomorfní právě když maiť steinou dimenzi.

tD k a z: nechť V, í/, jsou euklidovské prostory. potom:

.ó+". nechť V, r jsou izomorfní (ve smyslu izomorfizmu euklidov < ch Prostor ).

pak jsou V, V, izomorfní ját<o vektorové prostory a podle véty o izomorfizmu vektorov ch

prostor je dim V = dim I/.
ué,: nechť ďimV=dimI =n. Je-li fi=O, pakzejmě Ya,Y jsouizomorfní-

Nechť tedy n ž | a nechť dále



{ li et,

{l'J e',,.

I\leclit' u

(u)

l}ak Ý Je

lri.iek,tivrti

^ " B,, je ortonorrnální báze V,

. . , e} je ortonormální báze V'"

V je libovttlnlí vektor, p ičemž
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resp.

n
u= 2u,e,. Foložme:

, -., I
í= l

= Š u,*i
i- }

z elrně zo1lrazení prostoru V do V', o němž se rozepsáním lehce ově í, že je

a že je iineárnírn zobtazením. Navíc je:

il,p(u) ll2 = Ý(u) p(u} = r,Í, u,ei) " O 
rÉ, 

uie;) = u tu r* " . * unlln =u.u = llull2

tzn. llrp(u;|| * llull, a tecly g je podte V.4.t. ortogonáhím zabrazením. Dohromatly pak

Ý jc izolnclrfiztnem eukliclovského prostoru V na V'" l

Věta 4.3.: Necht' V, V' isou euklidovské prostory, Ý : !/ -+ flt le ortogtltldlnť

zobrazeti. Pak 9 je inleltti,vní zobrazenÍ.

[D ťr k a z: nechť y Ker rp, tzn. p(x) = o'" Pak podle V.4.tr. je;

=. ilo'll :0. a tecly (poctle V.i.4.1., kap. VI.) je x = o. Dostáváme,že Ker

kud podte V.1.6" plyne,že Ý je injektivní zobrazeni. l

llx ii -
Ý=

lip(1) ||*

Io}, od-

Ve zb va1ící části rolrclto paragrafu se brtcie m e zabyvat ortogonálnírni tralrsfornracemi

danéh<r etr,klitltlvského prostoru V. Je-li specielně Ty - io} nulov eukliclovskY Prostor,

pak z eirně iedinalt rnožnolt ortogoriální transformací prostoru V je identicktj zobrazeni-

Tento triviální p ípad nebudeme v dalšíin uvažovat a budeme se zab vat pouze ortogonálni

lnl transfornlacemi nenulového euklidovského prostoru V. Některé základní vlastnosti

ortogclnální transformace nenulovéhq euklidovského prostoru popisuje následující vóta.

Věta 4.4": Necht, Ý : V -+ V je ortogonátnť transformace euklidavskéln prostoru V-

Puk platÍ.

t. Ý ie bi!ektivní zobrazení

2. inverzní zobrazenť v-' je ortogondtní transformacť prostoru V

3" ieli X vlastní hodnota ortogonální trarlsformace Ý, pak }. = t 1

tI] ťl k a z: l: plyne p ímo zY"4.3" a z Y"2,1,"

2: zejmě Ý-L:V+V apodled kazuV.1.8. je 9-1, tineárnímzobra-

zenírn. Dále, trecht, u,,v e V libovotné; označme 9-1(u; = *, .p-l(v) = Y. Potom
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p(x) = tt, p(y) = v a platí; u"v = p(x) . p(y) = x.y - v-l(u)ťr(v},
-'' je ortogonální transformace euklidovského prostoru V"

3: nechť } .ie vlastní hodnota Ý (tj. musí b t
vlastní vektor 0o p ístušn vlastní hodnotě h" Fak je p(u) = h.u a

!,l"u = (u} p(u) = {hu) . (tru) = trZ. (u.u). Ale u.u * 0 (poněvadž

r,ttrz lnebolit=tt.J

tzn" dostáváme, žc

h R.) a necht' {.} je

u * o, cdkud:

u ;Ě o}, a tedy nrusí

Kažclá ortogonální transformace (euklidovského) prostoru V je z ejmě lineární trans*

fbrnrací tcrhoto (vektorového) prostoru V, a tedy m žeme sestrojit její rnatici v nějaké eianá

trázi prostoru I/, specielně nap. v dané ortonorlnálníbázi prostoru V" Ukážeme, že v tnk*-

véin p ípadě bude pak mít tatc matice jist specielní tvar.

Definice: Necht' -4 je čtvercová matice nad R taková, že A je regulární a ptatí:

A,"| = A' (tj" inverzni matice je rovna matici transponované)" Pak matice A se nazlÍvá

ortogonální matice.

Věta 4.5.: Necht' A íe čtvercová matice ddu n nad R. Pak ndsleduiící v,,roky

isou ekvivalen,tn.í;

{ ii "4 ie oríclgtlnál,ní rnatice

{ii} A"A' * E,,

iiii) A'.A = En

tD k a z: věta plyne bezprost edně z definice clrtogonální matice, definice inverzní

nrati.e a poznámky za V"3.i0, kapitolv IV. J

Věta 4.6.: Necht, A" B jsou orragondlnť matice ddu n" Pak platť:

A"B le ortogondlnť matice

tr* t je ortogontilní matice

lA| = Ť l

tD k az: l" (A.B) .{A-B)': A - {B"B') " A'= A,E,,A'

V.4.5. je A.B ortogonální maticí

A.A' = En, a tedy pt:die

2" plyne z Y;4"5", vvážíme,lí, že (A'}' = A,

3. víme,že l/l= !.4,!, tzn.pakz V.4.5" azCauchyovyvétydostáveí_

me: l- |Er| = IA.A,| = l/l"l/'f;= N,4|2, odkr,ld lAl =tl"]

l"

2-

3"
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_}rlsledek : Mrtrlžitla všech ortogonátních matic ddu n, s operací ndsobení matic, ie

:,:l'tlí}(Jlr,

íD k a z: tvrzení plyne z p edch ozi véty, uvědorníme-li si, že násobení

asoc:iativní a že jednotková matice E, "je ortogonální. ]

Věta 4.}.: Necltt' V ieeuklidovsk prustora Ý:V*V ielineárnťtransfbrlnace"

Pak" Ý le ortogclndtní transformace <+ mati,ce transformace Ý y ortanormátní bází

|)ťtJsíOťtr V je, ortogonálnÍ"

tD ť, k a z: nechť

{}} e. e.|n

ie crtry;rormální báze prostoru V a necht' e 
= 

{at) je matice lineární transformace Ý v bá-

Zr{}i Dále:

".+" _ nechť Ý je órtogonální transformace prostoru V" Fak podle V.4.1 . vektory

.p(e, ). ,p(e*.} tvo í ortonormáLnibázi prostoru V" OznaČrne A"A' = B = ftii}. Fotom:

Ď,,= Šr,.o.o=tatt n*" .*o,rer)"{aift+"".*oirln)=p(eí).p(ui),oclkudplyne,Že
'] k-l JK ]R

b,,= l pro i.=í, rep" b,, =0 pro i+i" Tedy A.A'=En apodleV.4.5. jematice A

ortogcrnální.

ortogonálni, tzn. platí (dte V.4.5., část (iii)):

pro i=i
pro i+í

p ičemž u = urur. Potom:

matic je

(6'r" necht' rnatice A je

,, r 1(2) .E oot.axi = 1 nk=L"- '-' 
L U

Necht' dále u, V libovolnlf,

llull2 = u.u = š 
"? 

.
!l=l

n

ě=t

Dále: p(u) = ,?ru,.,p(eí) = 
,t_ru, _rriek = 

=í ,?r"o,r,) 
. 
"o )

í=1 l=|

odkud rozepsárrim a pravou dostáváme:

llg(u)ll2 = 9(u) . p(u) = ,i, ,:: |ft $r)u 1 , tzn. po dosazení (2) je pak
t=
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ll,p(u)l|2 = Š u?. Dohronrady tedy llull2 = ll.p(u)ll2,
i = l

že Ý je ortogonální transformace. ]

Na závěr ještě ukážeme, že maticemi p echodu od

*r-rkliclovského prostoru jsou právě ortogonální matice.

neboli llu ll = ll,p(u) ll, což znamená,

ortonorm á|ni báze k ortonornrálrrí bár.í

véty. ]

Věta Necht"

(3)

(4}

[l,"

Yt

. 1,1

"v

nechť A

!stlti btíze cukl,itltlvskéh.o prosttlt,tt

7l et,lulcltt ,sd btíze (-]l k bdzi 14) ie

[D ka

= 
ul {,,}x, 

pro i = l,

v,.v, = { Žau,uu}l l k=lE!

odkucl iiž {užitim V.4.5.) bezprost edně plyne

V a ne1ht' bdze (3) ie ortonormálnÍ. Pak platÍ" matiče

ortogonální <+ báze (4) íe ortonormdl:nÍ.

= (a,) je matice p echodu od báze (3) k bázi (4\, tzn" platÍ:

. " ) n.. Potonr však:

( 
3no,,rr) 

= arrar7+

v.l
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