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(1) vektory U, ...,u jsou linedrn& nezdvislé

n

(i) pro libovolné w € V jsou vektory u,, ..., u_ , w linedrné z4vislé.

7

Véta 4.1. Konecénd posloupnost vektord W, ... .ou, je bdzi vektorového prostoru

prave kdyz je maximaini linedrné nezdvisiou posloupnosti vekiord ve V.

Q o e S6_3%, At 4 < 4 S 3 T
[DUkaz: “=” necht u,,....u, jebaze V. pak vektory W,....,u  jsou
finearné nezdvislé a pro libovolny vektor w €V je w & fu,...., u = L{u,, cow )
Podle V.3.2. jsou pak vektory W, ...,u . w linedrn& zavislé a tedy u, - cu, e

maximdlni linedrn& nez4visld posloupnost vektord.

“=”": necht’ u ..., u_ je maximdlni linedrn& nezdvisl4 posloupnost

vektorfi ve V. Pak u,.....u, jsou linedrn& nezdvislé. DokdZeme, e fu,, . o 1=

= V. neboli La,,.... u )= V. Aleinkluse “C” je trividini; naopak, necht’ w & ¥

libovolné. Pak podle pfedpokladu jsou vektory u,...,u ,w linedrnd zdvislé, tzn. existu-

o d

ji &isla Iysow., t,, 1 €T, 1z nich? alespofl jedno je rzné od nuly, tak, Ze
t .u, +‘,..+rnlun +Iiw=o0

Musf v¥ak byt 7 % 0 (jinak spor s linedrnf nezévislosti vektori u,....,u), atedy

! N . 9 "2 5 F
W=l —, ., = [lf»un €Ll(m,..., u, ), coZ jsme chtdli dokdzat. ]
Ndsledujici v8ta ndm pak podd jedté jednu charakterizaci bize vektorového prostoru.

V&ta 4.2.: Konecnd posloupnost vektort U, ...,u, je bdzi vektorového prostoru

V' pravé kdy¥ kaZdy vektor w € V je mozno jedinym zpiisobem vyjadFit ve tvaru:

) w=t.u +...+7f.u , kde t,,...,t €T

1°71 n’'n

[Dikaz: “>” necht u,,...,u, jebize V. Pak existence vyjidfeni (1) plyne

z definice baze; dokaZme jeho jednozna&nost. Necht tedy:

W=7 .u +‘..+tn.un=r.u +...+r .u

i1 n°"n’

kde 1,7, €T

1°71

Pak ode&tenim a upravou dostdvime
(tl——rl).u1 +,“+(z‘n—rn)uun =0

Vektory u,, ..., u, jsou v3ak linedrng nezdvislé, tzn. musi byt (t,— r) = 0, neboli :
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L, =r, prokaidé i=1, .. n

i i’

“<=” necht’ kazdy vektor w € V' se da jednozna&ng vyjadnt ve tvaru (1).

Potomje V= Ll - o B [, iy u ] Zbyva ukdzat, Ye vektory | SRR ||

n

jsou linedrn& nezdvislé. Necht’ tedy:

z‘i.u1 .+tn.un=o
Ziejmé viak je O.u1 oL+ O.un =0, atedy z jednozna&nosti vyjddfeni (1) plyne, %e
fy = 028050, t2n. W, ...,u jsou linedrn& nezdvislé. Dohromady pak dostdvdme,
Ze vektory Uy,...,u jsoubdzi V. |
Véta 4.3.: Nechr Uy, ..., u " je bdze vektorového prostoru V. Pak plati:.
1. jestlize Vi» ...V, je bdze prostoru V, pak je m =n
2. Jestlife vektory Wys ..., W generuji prostor V, pak z nich Ize vybrat bdzi

3. kaZdou konecnou posioupnost linedrné nezdvislych vektorti z V Ize doplinit na
bdzi V.
[Dbkaz: 1. aplikujemeli dvakrit Steinitzovu v&tu, dostdvdme 7 < m a m < n,

odkud plyne, Ze m = n,
2. podle pfedpokladu m4 prostor V bizi, tzn. musi byt V # fo}.

Necht’ vektory w, » W generuji prostor V. Pak alespoii jeden z nich je rhizny od

nulového vektoru a ziejmd je lze pre&isiovat tak, e Wis ..., W, jsou linedrn¥ nezdvisié

2 Wy, ., W, w; jsou linedrng z4vislé, pro ka%dé J svlastnosti: i <{j < #n Odtud |

(podobnou dvahou jako v zdvéru dﬁkazu V.4.1.) plyne, e W, S L(w S w,.), a tedy: 1

V= Lw,, ..., w,) o Llw, s 5005 W,). Opalnd inkluse je v¥ak trividlni, tzn. je ¥V = ‘

= LWy, v w,) a vektory Wis ..., W, jsou bazi prostoru V. .
3. necht w, ’ » W, jsou linedrn& nezdvislé vektory z V. Podle

Stelmtzovy véty je (po vhodném pfedislovani) V= L(u coon )= L(w s W, W),

odkud podle prévé dokdzané &4sti 1. a 2. dostdvame, Ze Wosood sl W W S u, je |

baze V. ]

Prvni &4st predchozi véty ndm #kd, Ye md-li vektorovy prostor néjakou bdzi, pak viech-
ny jeho bdze sestdvaji vzdy ze stejného po&tu vektorfi. Na zékladé tohoto faktu muzeme

vyslovit ndsledujic{ definici:
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Definice: Necht’” ¥V je vektorovy prostor nad "7, Pak

(i} je-li V nulovym vektorovym prostorem (tzn. V'={o}), fikdme, ze dimenze ¥V
ruila

e
(i) existuje-li bdze Uy oo, u, prostons Voopal Hikdme, Ze dimenze Vi«
(iii) je-i ¥ #{o} a nemd-li 24dnou bdzi, pak ki, Ze dimenze V je nekonsino,
Pieme: dim V' =0, resp. dim ¥ =n, resp. dim V = oo |

Vektorové prostory z (i) a (ii) se nazyvaji koneén&dimenziondlni, vekiocové prostory

ze (iii) se nazyvaji nekone&n&dimenziondlni.

Piiklad 4.3. Z piikladu 4.". a 4.2. bezprostfedn? plyne, Ze

1. dimR? =2

2. dim T" =n (tzn. specieln¥ nap¥. dim R® = 3, dim Q% =5, dim K% = 4, atd,)
3. dim R [x] =7+ 1 (tzn. specieln¥ napf. dim R, [x]1=6, atd)

4. dim R[x]j= e |

Umluva: vSude v dal%im se budeme zabyvat pouze koneZn&dimenzionilnimi vektorovymi
prostory. '

Rekneme-li tedy, Ze V' je vektorovy prostor nad 7, bude to automaticky znamenat,
Ze V je konen&dimenzionalni, tzn. budto nulovy prostor nebo vektorovy prostor, v néms?
existuje bdze. K tomu je¥ts poznamenejme, Ze kaXdy podprostor kone#ngdimenziondlniho

vektorového prostoru je sdm také kone¥n¥dimenzionlnim vektorovym prostorem (plyne
z V.2.1.a V.4.1).

V praxi se pom&rn& fasto setkdme s Giohou, Ze ve vektorovém prostoru V.. jeho? dimenzi
zndme, napf. dim V =n, ovéfujeme, zda n&jakd posloupnost sestavajicf z n vektorti je bazi.

V takovém pfipadg stati ovétovat pouze jednu z podmfnek (i) a (ii) z definice béze, jak ukazu-

je ndsledujicf v&ta.

V&ta 4.4. Necht' V je vektorovy prostor nad T; dim V =n (> 1) a necht Uy o sl |
je konelnd posloupnost n vektori z V. Pak ndsledujict vyroky jsou ekvivalenini:

(i) vektory u,....u, Jsou bdz{ prostoru V

(ii) vektory w,, ..., u, jsou linedrné nezdvislé

(iii), vektory u,...,u, generujl prostor V.




(D& kaz “()= (i) zfejmé (piyne z définice bdze)
“(1i) = (iii)” necht’ u ., u_ jsou linedrn& nezdvisié; podle V.4.3.3.
(vzhledem k pfedpokiadu dim V =n) vSak jsou vektory wu,, ..., u, b4zi prostoru V,
tzn. generuji prostor V. ’ |
“(iii) = (i)” necht’ u,, ..., u, generuji prostor V. Podle V(.4.3,2,

(vzhledem k tomu, Zc dim ¥ = n) v3ak jsou vektory u,,..., u, bazi prostoru V. ]

Véta 4.5. Necht” W, , W, jsou podprostory vektorového prostoru V. Potom plati:
Low Cw, = dimW, <dimW, |

1

2 W, CW, A dmW, =dimW, = W =W

[Df kaz pokud W, ={o} nebo W2 = {o}, pak ob¥ tvrzeni zfejm& plati. Necht’

tedy W, W, # {o} anecht u,, ..., u, je bize W, resp. vy, ...,V je baze W, .
Jesthze W, c W,, pak u, € W, =L, ...,V D, i=1 .., pfi¢em? vektory
~u,§,,, ... u, jsou linedrn¥ nezdvislé, tzn. jsou spln&ny predpoklady Steinitzovy v&ty. Potom:

" 1. podie Steinitzovy véty je 7 <s, neboli dim W, <dimW,
2. je-li navic dim W, = dim W,, tzn. 7 =35, pak opét podle Steinitzovy vty je
. v)=L{u,, ..., u), neboli W, =W,. 1

1

Pozndmka: z pfedchozi vty plyne n¥kolik zfejmych, ale dilezitych dbsledkd.

1. dimenze podprostoru je vZdy mensi nebo rovna dimenzi celého prostoru

2. je-li podprostor W, vlastni podmnoZinou podprostoru W, (tzn. W, 2 w,),
potom je dim W, <dim W,. Jinymi slovy YeZeno, nemflZe se stt, aby dva podprostory
stejné dimenze byly ostfe v inklusi.

3. pfedpoklad W, Cw, v ptedchozi v&t& byl podstatny, tzn. pokud dva podprosto-

ry nejsou v inklusi, pak o vzajemném vztahu jejich dimenzi nemAZeme nic Fici.

Véta 4.6. (V&ta o dimenzi sou&tu a primiku podprostori). Necht* W, W, jsou pod-

prostory vektorového prostoru V. Pak plati:
dim (W, + W,) + dim (W, N W,) = dim W, + dim W,

[Dfikaz: jeli W, = {o} neboc W, = {o}. pak tvrzeni vty zfejm& plati (rozmyslete
si podrobné pro&!). Necht’ tedy dim W, =r+ 0 a dim W,=s # 0.
Prinik W, N W, je podprostorem ve V, a tedy je bud W, N W, = {o} nebo existu-

je bdze W, NW,, 4. linedrn& nezdvislé vektory w,, ..., w, s vlastnosti W, N W, =
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=Lw,. oo Wk)

Podle V.4.3.3. existuji vektory U,p----8 € W, tak,Ze w,, ... W, @ .0
e bdze W1 a podobnd existuji vektory L AP PR A € W,a tak, Ze W ... W .Y 1.V,

n

bize W, (v pfipad® W, N W, = {0} je zfeim& k = 0},

Nyni dokd?eme, Ze vektory
(2} W,,....W_u R I

isou bdzi podprostoru W, + W, .

o) dokd¥eme, 7e vektory (2) jsou linedrn& nezdvisié. Necht’ i

(3) B A N A L N ‘1
‘i
Oznalme: _ |
e . 7 . !
{4} X=1,.W, oo T w, T LTI N | 8 |
Ze (3) dostdvdme, Ze x = - z‘; v — .- PFv tzn. XEW N W, alze psat
+1°k+1 s s 1 2 .
e - . _ - i ,
(5) X=g .w, *t...Tg.W =g.W, F .o gk.wk+0.ukﬂ+. ..+ 0u,
Ale w,. . W0 ..., 08 je baze W, tzn.ze (4) a (5) podle V.4.2. plyne, Ze
Ly Fo--=t = 0. Dosadime-li tyto hodnoty do (3), dostdvdme:
F -+ -4 » =
Iw, .ot LW, + tk+1'vk+1 +...+ ts.vs o
odtud plyne (ponévadZ w,.....W,, V. 4,...,V; JSOu linedrnd nezdvisi€), Ze
L a‘;H =...=t =0 Dohromady dostdvdme, Ze vektory (2) jsou linedrn€
nezavisié.

B) dokdZeme, Ze vektory (2) generuji podprostor W, + W,, tzn. Ze plati:

(6) W, +Ww, =L(w1,...,wk,ukﬂ,,.k,uy,vkﬂ,,,wvv)

Inkluse “2” je zfejm4; naopak - necht’ x € W+ W, libovolny. Potom x =X, *X,, kde
- , C .
x, €W, x, EW,. Ale x €W, =L(w,, . ... W, W ... cu ) S Llw,, ..., W,

B =x, +x, € Ce W,
uk.ﬂ,".q,ur,vk”,.,,,,vs) a podobng pro x,. Tedy x =x; +X, Lw,, W,

| R | 1 TR v,) a dohromady pak dostdvdme Zddanou rovnost (6).

Dokaizali jsme, Ze vektory (2) jsou bazi W, + w,, tzn. dim (W, + W,)=r+s— k.
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Potom viak: dim (W, + W)+ dim (W, N W,)=r+s - k+k=r+s= dim W +

+dim W, . ]

Poznamenejme, Ze pfedchozi v€tu nelze ptimo zobecnit pro vice neZ dva podprostory

daného vektorového prostoru, jak plyne z nésledujictho pfikladu.

Priklad 4.4. Ve vektorovém prostoru R® uvaZme podprostory:
W, = {(x,. x,, Olx,x, ER}, W, = {(,, 0,y,)ly,, v, €R} W,={0,2,,2,)lz,, z, €R}
Zieyme je dim W, =dim W, =dim W, =2 addleje W +W, + W, = R3, resp.
w,oow, NW, ={o} Jetedy dim (W, + W, + W )+dim (W, "W, NW,)=3+0=3,
ale dim W _+dim W, +dim W, =2+ 2+ 2= 6.

Poznimka: v naSich dvahdch o kone&nych posloupnostech vektorli v pfedchozim para-
grafu (tj. v dvahdch o linedrni zdvislosti a nezdvislosti) nehralo pofadi vektorfi Zadnou pod-
statnou roli. Se zavedenim pojmu bdze se v8ak otdzka potadi vektorl okamZité vynofi a je
zfejm& podstatné, v jakém potadi vektory baze uvaiujﬂeme (i kdyZ doposud, kdy jsme praco-
vali vZdy jen s jednou bdzi, se to moZné na prvni pohled nezdalo). Pfesnéji feCeno, danou
bazi a,. .. ., u, vektorového prostoru ¥V chdpeme jako uspofddanou n-tici vekiorh z V
a tedy napt.rovnost dvou bdzi znamend rovnost dvou uspofddanych n-tic vektord z V. Du-

lezitost této pozndmky se ukdZe v dal§im, pfi zavdd€ni pojmu soufadnic vektoru.
Definice: Necht’

(7) Wiso0eq

je bize vektorového prostoru ¥ a necht’ vektor w € V' je vyjad¥en ve tvaru

(8) w=t.ul+...+l‘n.un, kde fl,...,tnGT

1

Pak &islo ¢, nazyvdme i-tou soufadnici vektoru w v bézi (7) a uspofddanou n-tici

(t,,....t,) nazyvime soufadnicemi vektoru w v bazi (7).

Pozndmka: je nutné si uvédomit, Ze pojem soufadnic vektoru je vZzdy vazdn na ngjakou
pevnou bédzi prostoru V. Zfejm¥ jeden vektor md v riiznych bdzich obecn® rlizné soufadni-
ce. i

Dile si uvédomme, Ze V&ta 4.2. zajiStuje korektnost pfedchozi definice, tzn. pfi dané

bazi (7) ma kaZdy vektor w € ¥ soufadnice (v bdzi (7)), které jsou stanoveny jednoznalng.
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Také naopak, ke kazdé uspofddané n-tici (t,, ..., 1) Ciselz T existuje bzi‘ejmé jediny

vektor, jehoZ soufadnice v bdzi (7) jsou prdvé Cgs v m s & B
Konetn& poznamenejme, %e soufadnice vektoru v dané bdzi budeme psdt nejen do Fadks

sak bylo vySe zavedeno, ale také nékdy podle potfeby i do sloupce.

Priklad 4.5. Ve vektorovém prostoru R® vezm&me vektor w = (1, -2, 3). Potom:
a) vektor w mé v bdzi e, = (1,0,0), e,= (0,1,0), e,= (0,0,1) soufadnice (1,-2,3)
b} vektor w md v bazi e,= (0,1,0), e, = (1,0,0), e,= (0,0,1) soufadnice (—2,1,3)
¢} vektor w md v bdzi u, = (1,1,1), u,= (0,1,1), u,= (1,0,1) soufadnice {—4,2.5)

jak se lehce zjisti rozepsdnim z definice.

 V&ta 4.7. Necht’ (7) je bdze vektorového prostoru V. Necht’ t € T a necht vektor
X €V, resp. y €V md v bdzi (7) soutadnice (x,, ..., x), resp. Prrenss Pk
Porom:

1. vektor x +y md v bazi (7) soufadnice (x, +y, ..., x +y,)

2. vektor t.x md v bdzi {7) soufadnice (tx,, ..., tx)

[D 8k az: podle pfedpokladu je x = Xpu vt x u, resp. y =y uto oty g,
tzn. potom (po Upravé):
xty =, +ty).u, + .+, ty).u,; tx= (l‘.xl).ul +.o.o 0+ 0x,) . 4,

odkud jiZ plyne tvrzeni véty. ]
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IV, MATICE A DETERMINANTY

§1: Potadi a permutace

Permutaci libovolné mnoZiny M se obecné rozumi kazdé bigextivnf zobrazeni mno#iny
M na sebe samu. Nasfm cilem vak nenf studium obecnych vlastnosti permutaci libovolnych
mnoZin, nybrZ permutace ndm budou pouze pomocnym ndstrojem ke studiu dal¥ich algebraic-
kych pojmil. Omezime se proto v tothto paragrafu jen na vyklad nejzakladnéj$ich viastnost!
permutaci konefné mnoZiny M, fekn&me n-prvkové. Pro zjednoduSeni vyjadfovdni budeme

v dalfim pfedpoklddat, Ze mnoZzina M se sklddd z prvnich »n pfirozenych &isel, tzn. M =

= {1, 2, ... .n}.
Definice: Necht” M = {1, 2, ..., n}. Pak libovolnd uspofddand n-tice utvo¥end z prv-
kit mnoZiny M- se nazyvd pofadiz n prvkd 1, 2,. .., n nebo strudné pofadi.

Necht R = (ry, ....r ) je libovolné pofadi; fekneme, Ze dvojice r,, i’ je inverze
v pofadi R, jestlizZe i <j a r,> r. (4. jestlize v8t§i z obou &isel pfedchdzi v daném pofa-
di &islu mensimu).

Potad{, v n8mZ celkovy podet inverzi je sudé &slo (resp. liché &islo) se nazyvd sudé

potadi (resp. liché po¥adi). Hovofime pak té7 o parit¥ po¥adi.

Pfiklad 1.1. Necht n = 8; potom
pofadi (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) je sudé (celkovy pocet inverzi je 0);
pofadi (3, 1, 2, 7, 5, 8, 6, 4) je liché ( celkovy pocet inverzi je 9).
Celkovy podCet inverzi v daném konkretnim pofadi z¥ejm& nejrychleji zjistime tak, e bereme
odleva jedno &islo po druhém a pro kaZdé z nich spofitdme, kolik menSich &isel stoji za nim

(napravo). Se¢tenim tEchto hodnot pak dostaneme celkovy podet inverzi v daném po¥adi.

Definice: Necht R=(r;,..., 7)), S=(s,...,s,) jsou dv& pofadi; necht’ existu-

ji indexy i #j tak, Ze s, = T, S, =1 a dale r, =8, pro k #i, j. Potom fekneme, Ze

pofadi S vzniklo z pofadi R provedenim jedné transpozice.

Pozndmka: jinymi slovy feéeno - provedeni jedné transpozice znamend vzdjemnou
zdménu dvou riznych prvki v daném pofadi, pfi¢emZ viechny ostatni prvky z8stdvaji na

plvodnim mistg.
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Y&ta 1.1. Necht’ n je pevné pfirozené Cislo; pak plali:
[. z n prvkd lze utvorit celkem n! riznych povadi
2. v¥ech n! pofadi z n prvkil Ize sefadit tak, %e kaZdé ndsledujici pofadi obdriime

z pledchdzejiciho provedenim jedné transpozice. Pfi tom ize vyjit od libovolného pofadi,

D& k az: pfipomefime, Ze symbol n! (¢t “n faktorial”)y znall pfirozené 2

vané: !
vanc: ni

=n.(m - 1).....2.1 . Dokazovat.budeme ob& &4sti véty najednou, a tc maie

tickou indukci.
a) pro n =1 obé tvrzeni trividlng plati
8) predpoklddejme, Ze ob tvrzeni plati pro 1, ...,n — 1 a budeme je dokazovat pro

n. Necht” (r r,) je libovolné pofadi z n prvkl. Podle indukéniho pfedpokiadu.

NP AR
viech pofadi, kterd maji na poslednim mist® prvek r je celkem (n — 1! a lze je seadit

tak. Ze ndsledujici vznikne z pfedchoziho provedenim jedné transpozice. V poslednim z t¥chio
pofadi provedme transpozici prvklt 7, a r, (1 <i<n — 1) a stejnou tvahou jako vyse do

neme (7 - 1)! pofadi s prvkem r, na poslednim mistg. Takto vystfiddme na poslednim miste
p p i p

viech n prvkfl, &m? dostaneme vechna rliznd pofadi z »n prvkil, kterych je tedy » . (v 1}

= !, ph Sem? ndsledujici pofadi vznikio vidy z pfedchoziho provedenim jedné transpozice |

V&ta 1.2. Provedeni jedné transpozice zménf paritu daného poradi.

-3

[D G kaz: provedeme ve dvou krocich, nejprve pro transpozici sousednich prvki & po-
tom pro transpozici libovolnych dveu rdznych prvkd daného pofadi.

a) necht’ v pofadi R = (1'1, R T PRPTR rn) je t inverzi. Provedenim transpozi-

S =) £ a . P 4 R = A £
ce sousednich prvku r, a 1, dostaneme pofadi ‘R = (r , ..., 7, Fp. -, 7). v oném?
je bud® ¢ - | nebo r+ U inverzi. Tedy R’ ma opaCnou paritu neZ R.

b) necht R = 1 PN ST T v e r.)oje dané po¥adi. Provedenim transpozice
prvk@ 7, a r dostaneme pofadi R’ = (Fyx wa 09 P r.). Tuto transpozici
vSak lze realizovat postupnym provedenim (j — i) + (G — i — 1)=2(G — i) — 1 transpozic

¥

sousednich prvkf. Ale &sio 2( — i) — 1 je liché, tzn. uZitim a) dostdvdme tvrzeni. |

Véta 1.3. Necht” n = 2; pak z celkového poctu n! riiznych pofadi z n prvkii je

”5! sudych a ”5! lichych poradi.

[D %k az: tvrzeni véty plyne ihned z V.1.1. a V.1.2. ]

Definice: Necht’” M ={l,2,...,n} je konetnd mnoZina o 7 prvcich. Pak bijektivni
zobrazeni P mnofZiny M na sebe se nazyvd permutace mnoZiny M nebo krdtce permutace.
Permutaci P definovanou: P(i,) =/, pro = 1,...,n budeme zapisovat ve formé

dvoufddkové tabulky tvaru
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Iy

Pozndmka: permutace mnoZiny M je tedy bijekce M — M, kterou zapi‘sujeme ve
tvaru dvoutddkové tabulky. Znamend to, Ye v hornim i dolnim ¥ddku této tabulky musi byt
v#dy n&jaké potadi z n prvkf. Zfejm¥ lze tutéZ permutaci. P zapsat v uvedeném tvaru cel-
kem n! formdln¥ rfiznymi zpasoby (zaménime-li pofadi sloupch v tabulce permutace). V¥ech -

t&chto n! zdpish permutace P je samozfejmé naprlostzo rovnocennych, i kdy% nej&ast&ji bu-
: s ol :

koky .k, |

deme permutaci zapisovat v tzv. zdkladnim tvaru:

Priklad 1.2. Pro n =5 jsou:
12345 = 32145 41523
: , Tesp. ’ .
23541 P~ L5324 B L9 1as
tfi formdln& rozné zdpisy téZe permutace (z celkového podtu 5! = 120 mo¥nych zépish této

jedné permutace).

Vé&ta 1.4. Polet riznych permutaci n-prvkové mnoZiny je roven n!

‘ ’ . . / o 1 2 e o n :
[D & k a z: zapiSeme-li kaZdou permutaci v zakladnim tvaru | p % x | » pak
2

riznych permutaci bude pfesné tolik, kolik bude riznych pofadi v dolnim ¥ddku. T¥ch je
viak n!, podle V.1.1.1. ]

Definice: Permutace P se nazyvd sudd permutace, resp. lichd permutace, jestliZe sou-
get pottu inverzi v hornim a dolnim fddku tabulky permutace P je sudé &islo, resp. liché

¢islo. Hovofime pak téZ o parit€ permutace.

Poznimka: I kdy? danou permutaci P mbZeme zapsat n! formaln& ruznymi tabulka-
mi, je pfedchozi definice korektni, nebot’ pfi libovolném zdpisu permutace P je parita horni-
ho a dolnfho ¥ddku (chdpanych jako pofadi) bud’ vidy stejnd nebo vidy rozdilnd. Tento fakt
plyne z toho, %e p¥i pfechodu od jednoho zdpisu permutace P k jinému provadime totiZ jis-

ty podlet transpozlc, a to souasné v hornim i dolnim fddku.

Viéta 1.5. Necht n =2 pak z celkového poltu n! ridznych permutaci n-prvkové

n!

mnotiny je g—‘ sudych permutaci a 5 lichych permutaci.

[D & k az: KaZdou permutaci zapiSeme v zdkladnim tvaru (}c ’% Ao ','é . Parita

permutace je pak shodnd s paritou pofadi v dolnim fddku a véta pl}}ne bezprostredné
z V.1.3. ]
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Na zavér paragrafu vyuZijeme pfileZitosti, kterou ndm permutace poskytuji, a vritime se
irdtce k algebraickym strukturdm. Jak bylo vySe fe¥eno, permutace n-prvkové mnoZiny M
i bijekce M — M, tedy zobrazeni. Pro permutace tak plati v8echny zdkiadni poznatky o

¥ 4 i i " . M
wrazenich. uvedené dfive. Napififklad mlZeme permutace sklddat (ve smyshu skldddnf zobhra-

ey, pricemZ zfejm& vysledné zobrazeni (ij. sloZzeni dvou ijekel) je také biiekce M -~ 44
o . Z 7
“ift permutace. Konkretng, zapi§eme-li permutace P, R v¢ tvaru P = ' i )
. 1 7% S n
. lfi]] 12 4 ln , ' it ’
:’(rrzgi i j , pak sloZenim P a R (v tomto po¥adi) dostaneme permutac:
SR E IR
N 12 . ..n . ’ ¢ v i s
RoP= i i . Tedy, mnoZina v8ech permutaci n-prvkové mnoZiny # s operaci
Rl TR
o skldddni permutaci je grupoid, ktery podle V.5.2., kap. 1. je pologrupou. Plati v¥ak je¥i& vice.
jak ukazuje ndsledujici véta. '

Véta 1.6. MnoZina v¥ech permutaci n-prvkové mnoZiny, s operaci o sklddani permuract

je grupou. Tato grupa je pro n =3 nekomutativni.

D& k az: podle pfedchozi poznamky jde o pologrupu. Dale, zfejmé permutace
vz .n » . , . i,ooo 0 e e
E= (E 2 n) je jednikou a k libovolné permutaci P = (73 j") existuje inverzni permi-
. 1,°" *n
tace, a sice {;1 N {"
\

) . Tedy mnoZina v8ech permutaci #-prvkové mnoZziny s operaci o je
N

grupa.
. P2 3. K F23... -
Necht n =3; pakpro P= (312 |, R= \132 . plati Ro P# P R

tov&ite si detailn® sami!), a tedy operace o neni komutativni. |

Pozndmka: Piedchoz{ v&ta udavd jeden z nejjednodusSich piikladi nekomutativni grupy.
Tato grupa se obvykle nazyva grupa permutaci (na n-prvkové mmoZing M), nebo téz

symetrickd grupa permutaci stupnd n.

§2. Determinanty

Jednim ze zdkladnich pojmd celé moderni matematiky je pojem matice. Teorie matic
hraje dstfedni ulohu v tzv. linedrni algebfe. Jeji vysledky se pak aplikuji pfi feSeni soustav
linedrnich rovnic, pfi studiu vektorovych prostorii a v celé fad¥ dalsich odv&tvi nejenom ma-

tematiky.

Definice: Necht T je &selné t8leso; m, n jsou p¥irozend Cisla. Pak obdélnikové

schema tvaru:




=
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all 12 'aln
. a a,. ...4a i=1, m
1) A= 21 22 2n kde a, €T, pro . -
/ j=1,....,n
aml m?2 " amn

se nazyva matice ty,u m/n (nad télesem T). Oznaleni: A =(ai].), typu m/n. Cisla

: €T se nazyvaji prvky matice A.

Matice A4 = (ai].) typu m/n a matice B = (bl.j} typu p/q isou si rovny, jestliZe jsou

stejného typu (tj. m=p A n=q) ajeli a, =b,, pro kazdé i, J.

Pozndmka: 1. Pfedchozi definice matice je sice ndzornd, ale p¥isné vzato, neni zcela
corektnf, nebot se v ni poufiva formdlng nejasného a nepfesného pojmu “obdélnikové
schema” (a je pak nutné hovofit o rovnosti dvou matic). Zcela pfesné by bylo tfeba matici

tvpu m/n nad télesem T definovat jakoZto zobrazeni
12,0, myx {1,2,... ,n}y—~> T, kde f((z’,j))=ai].

PHi této definici by v¥ak v&tina tvrzeni o maticich byla forméalné zna¥ng komplikovand a
neptehlednd. Ponechdme tedy definici matice tak, jak byla pivodn® uvedena (lj. vypisujeme
lastnd funk&ni hodnoty uvedeného zobrazeni f do onoho “obdélnikového schematu™).

2. Ka¥dy jednotlivy fddek matice 4 typu m/n nad t€lesem T miZeme
2Feim& uvaZovat jako uspofadanou n-tici prvkd (tj. Cisel) z t8lesa T, tzn. jinak feleno, jako
cektor z vektorového prostoru 7. M4 smysl pak hovofit o sGitani fadk® matice, ndsobeni
#dku &slem z T, linedrni kombinaci fadkd, linedrni zévislosti a nezdvislosti fadku, atd., a to
ve smyslu uvedenych operaci, resp. pojmf tak, jak byly definovdny ve vektorovém prostoru
T7. Matici A lze pak téZ chdpat jako uspofddanou rm-tici vektoriz T".

Analogicky mfZeme sloupce matice A chédpat jako vektory z vektorového prostoru

T™ a provad&t s nimi tytéZ uvahy.

Definice: Necht' A4 = (g, ) je matice typu m/n nad T. Potom:

(i) jeli a,; = 0, pro kazde i, j (tj. vSechny prvky matice jsou rovny nule), matlce
se nazyvd nulova matice (typu m/n) a oznaduje se symbolem O,

(i) jeli m=n (t. podet rddkl je roven po&tu sloupcl), matice A4 se nazyvd

- 7 ° w/
Ztvercova matice radu n
(iii) matice 4" typu n/m , kterd vznikne 7 matice A zdm®nou Fadkd za sloupce, tj.
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all a21 ° aml \
A= | @, 4, - s
ain &211 T amn /

se nazyva transponovani matice k matici A.

Ve zbyvajici &dsti tohoto paragrafu se budeme zabyvat pouze &tvercovymi maticemi
fddu n nad pevnym &iselnym tZlesem 7. Pro tyto matice nejprve zavedeme nasledujici

pojem:

Definice: Necht” 4 = (al.j) je &tvercovd matice fddu » nad télesem 7. Pak
determinant matice A4 je Cislo z télesa 7, oznalené det A4 (nebo té7 [A|) a

definované vztahem:

detA= T (~1YUredn)
‘ ; .

AN/ O Y
1oy 1]1 2/2 \ n]’n

. | ’ , . N . 1 2 R (] ‘ .
kde 1G,, ..., 7,) znali celkovy podet inverzi v permutaci (j j j ) pouZzitych
Y (R
fadkovych a sloupcovych indexfi. S&itani se provadi pres viechna rfiznd pofadi 7 A |

sloupcovych indexf.

(4 awsosd i}

Soudin (—1) iy,
’1

a .a,, se nazyva ¢len determinantu.

2, ¢ :

Pozndmka: Rozebereme-li si pfedchozi definici podrobn&ji, pak vidime, 7e determinant
det A je &isloz T, které dostaneme sedtenim celkem n! ¥lenh determinantu (viz V.1.1.1.).
Pfitom kaZdy jednotlivy &len determinantu je soudinem 7 prvkfi matice A4 vybranych tak, Ze
z kaZdého fadku a kaZdého sloupce je vybrdn prdv& jeden prvek a tento soudin je “opatien
znaménkem + nebo —” podle toho, zda permutace utvofend z ¥adkovych a sloupcovych
index8 vybranych n prvkil je sudd nebo lich4.

Déle je tfeba si uv€domit zdsadni rozdil mezi pojmem matice (tj. jakymsi obdélnfkovym

resp. &tvercovym schematem) a pojmem determinantu matice (tj. pevnym &islem z T).

Piiklad 2.1. RozepiSme si pfedchozi definici determinantu pro nejjednodussi pfipady,
tj. n=1,2,3. '

n=1l la, 1 =a;,
n=72 a,,4a, e @ g g
ay, 4,, 11-%22 12°%21
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iy 444 4454
n=23 ; = —
Gyy O3, G55 ay1-8y,85318,,.0,5.05, %Y a,5.0,,.4,,
a.. a., a _ _ _
31 32 "33 dy3-0y593; —dy5:4y,.435 —a,,.8,,.4,,

Je vidét, Ze vypééet determinantu matice pouze na zaklad¥ definice by byl netinosn&
zdlouhavy a pracny. zejména pro vét§i  n. Napf. pro n =10 by bqu nutno spod&itat p¥es
tfi a ptl milionu deseti¢lennych sou&indl (nebot’ 10! = 3 628 800). Z tohoto dfivodu uvede-
me nyni ngkolik v&t, popisujicich zdkladni vlastnosti determinantfi, které mnohdy vypodet
determinantu podstatn& usnadni.

VSude v dal¥im v tomto paragrafu budeme symbolem A oznafovat Etvercovou matici

A= (al.j)) fadu »n, nad télesem T.

Véta 2.1. Transponovinim matice A se hodnota determinantu nezméni, 1j. det A’=

= det A.
[D&kaz: Necht (,,j,,...,7,) je libovolné pofadiz n prvkl. Pak soudin
ay; @i . .. .4, Se vyskytuje prav€ jednou v det A i det A> Tento soulin je
1 2 n

v det A vyndsoben &slem (—1)", resp.v det A" &slem (—1)°, kde r, resp. s znali

A , . 12 ...n A P "
celkovy pocet inverzi v permutaci ;o ; , resp. . ZFejm@
Iy Iy - -1y 12 ...n

v8ak je r =s, odkud jiz plyne tvrzeni. ]
Véta 2.2. Necht’ prvky k-tého Fidku matice A maji tvar:

akl = bkl ¥ ckl’ ak2 = bk2 * ck2’ cet? akn - bkn +ckn

a necht’ matice B, resp. C se li§f od matice A pouze v prvcich k-tého Fadku, pFicem?
boyoo-wub, , resp. ¢ yv. .., C,, jek-ty Fidek matice B, resp. C.

Potom: det A =det B+ det C

Schematicky zapsino, plati:

all aln all ° alrs ail aln
L= +
bkl +ck1 bkn+ckn bkl bkn Lkl ckn
a anl ann anl anr’
ni nn
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(D k az: Tvrzeni plyne pHmo z definice determinantu, nebot’ pro ka¥dy Zlen determi-

nantu det A plati:

4 I(! v-“yi) I{j
=Dt ae b, e, ). sa, = (1) )‘a.“,...,b a_, +
1, T iy ni, 1, TR

RN {; Jy
ey TR g e a ]
Ty ki "y

Pozndmka: Predchozi vitu lze zfejmé rozdifit pro libovolny koneény podet s¥itanch

v k-tém fddku matice A (dokdZe se pomoci matematické indukce).

Véta 2.3. Necht matice B vznikne z matice A

1. zdménou dvou rizny..a Fadkil; potom je det B = — det A

2. vyndsobeni..i jednoho Fidku pevnym Cislem t € T: potom je det B = t.det A

5

[D&kaz: 1. Zam&ime v matici A4 k-ty ¥idek s r-tym fddkem, kde k #r Pak
soutiny vyskytujici se v det 4 a det B zfistanou stejné, ale maji vidy opaéni znaménka,
J .ok._r...n b ook oo L »
protoZe permutace ( j i il 2| ; ; : maji (podle
L L.

<dp = = B Fyeoidy ooidy oo i,
V.1.2.) riznou paritu. Potom viak det B = — det A.

2. Plyne pfimo z definice determinantu, nebot’ vyndsobime-li v matici

A napf. k-ty ¥ddek prvkem r € T, potom:

I(jy geeerj N "
Upodn g cotay, e =RV g 0 =rdetd]

det B = 2(—1) gy s o ki ni, 1y nf

Véta 2.4. Necht’ v matici A

1. jeden Fidek sestdvd ze samych nul, potom je det A = 0

2. dva rfizné Fidky jsou shodné; potom je det A = 0

3. jeden Fidek je t-ndsobkem jiného Fidku (t € T Iib.); potom je det A = 0

4. jeden Fidek je linedrni kombinaci ostatnich Fidkil; potom je det 4 = 0.

[D&kaz: 1. plyne pfimo z definice determinantu; kazdy &len det 4 je toti® rdven
nule, ponévadZ obsahuje nulu (a sice z toho Fidku, ktery sestdvd ze samych nul).
2. zamé&nime-li ty dva fiddky matice A4, které jsou shodné, pak matice A4
se zfejme€ nezmé&ni. Podle V.2.3.1. v8ak musi byt det 4 = — det 4, tj. 2.det 4 = 0, odkud .
viak dostdvdme, %e det A = Q.
3. plyne pfimo z V.2.3.2. a z prav& dokdzané ¥isti 2.
4. necht’ napf. k-ty ¥ddek matice 4 je linedrni kombinaci ostatnich Fadkd.

Pak det A lze podle pozndmky za vétou 2.2. vyjadfit jako soulet (n — 1) determinantd,




7 nich? v8ak v kazdém je k-ty ¥ddek ndsobkem n&jakého jiného ¥ddku. Podle Zdsti 3. této véty

je vSak ka¥dy z t¥chto (n — 1) determinant{i roven nule, a tedy detA=0+0+...+0=20]

Véta 2.5. Hodnota determinantu matice A se nezméni, jestliZe
1. k jednomu #ddku matice A prilteme libovolny ndsobek jiného Fidku
2. k jednomu ‘ddku matrice A pFiteme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich Fadkil

V. w

3. jeden Fidek matice A ponechdme beze zmény a k ostatnim ¥idkiim prFicteme jeho

libovolné ndsobky.

[D & kaz: 1.plyne bezprostfedn® z V.2.2. a V.2.4.3.
2. plyne z pozndmky za V.2.2. a z V.2.4.4.

3. plyne z 1, jejim opakovanim. ]

Poznimka: z véty 2.1. plyne, ¥e ke kaZdé z ndsledujicich v&t, tj. V.2.2., V.2.3.a V.2.4.
plati analogickd v&ta, kterou ziskdme tak, Ze v pvodni formulaci slovo “fdei” nahradime
slovemn “sloupec”. Napfiklad plat{ tedy tvrzeni: “jestliZe v matici 4 je jeden sioupec linedrni
kombinaci ostatnich sloupcfl, potom je det A = 07, atd.

Tuto tvahu lze zfejm® uplatnit na kaZdé tvizeni o determinantech matice, tykajict se
t4dkf matice. Dostaneme tak stejné tvrzeni, tykajici se sloupch. Analogicky naopak {tzn.

z ka¥dého platného tvrzeni o determinantech, tykajictho se sloupct dané matice, dostaneme

zdménou slova “sloupec ” za slovo “Fddek” platné tvrzeni, tykajici se Fadkf.)

Vétu 2.5. (a odpovidajict vétu pro sloupce) Sasto vyuZivime pti konkretnich vypoltech
determinant, kdy se pfi&itdnim vhodnych ndsobkll jedn¥ch ¥adkd (resp. stoupch) k jinym
¥4dkfim (resp. sloupciim) sna¥fme matici upravit na takovy tvar, z n&hoZ jiz determinant lehce

spo¥itdme. Napftiklad, dojdeme-li k matici A4 tvaru

al 1 al 2 aln
AA= 0 ay, -8y,
G- 0 .08
(tj. v8ude pod hlavni diagondlou jsou nuly), pak det A = P S P jak plyne

ihned z definice determinantu. Stejny vysledek (tzn. hodnota determinantu je rovna soutinu

-] , . £ . e o e e 7 4 .
prvkd v hlavni diagondle) dostaneme, jestliZe v matici jsou samé nuly nad hlavni diagondlou.
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Ve zbyvajici &4sti tohoto paragrafu pak odvodime jeSt& jeden zpfisob, jak zjednodusit
vypod&et determinantu.

Definice: Necht A4 = (a”) je Ctvercovd métice_i‘édu n; necht’ je zvolend k jejich rdd-
kil a sloupcli (kK < n), asice: 1 <i<i, <... <i, <n, resp. | </, <i, <.<j,<n

Pak matice

se nazyvd submatice matice A4, ur&end tddky iy .. ., I, asloupci | RSO, Jeji de-
terminant |M| se nazyvd minor ¥ddu k matice A.

Zbyvajicimi (n — k) ¥dky a (n — k) slou'péi je urena submatice M matice A, kte-
rd se nazyvd dopliikova submatice k submatici M a jéji minor |M | se nazyvd dopln&k mi-
noru |M|.

Oznaéme‘ Sy =i ti, oo 40 +j +. .+ . Pak slo (—-l)sM.IJT'I'l se nazyvd
algebraicky dopln&k minoru |M]. Clen dopltiku |M|, vyndsobeny ¥slem (—1)M se pak

nazyvé &len algebraického doplitku minoru |M].
Priklad 2.2. Necht’ A je &tvercovd matice ¥du 4 nad t&lesem R

1234
01 2-3 e :
1201
6-2-1 3

Zvolime-li i, =1; i, = 3; iy =2, i, =3, tj. prvni a tretf fddek, resp. druhy a t¥eti slou-

pec, pak submatice M ur&end zvolenymi ¥ddky a sloupci je tvaru:

M= ( ; (3)> , tzn. minor |M| = —6. Doplitkovou submatic{ je pak:
M= <2 _:> , tzn. doplngk |M| = +18. Dile je s, = | +3+2+3=09, tan.

i

algebraicky dopln¥k minoru M| je: (=1)M.|M| = (-1)°.18 = —18.
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Pozndmka: Ozna&{me-li s;; soulet index® fadkd a sloupch urdujicich dopliikovou sub-

matici M, pak zfejm& plati: (——I)SM = (—l)s"—”, nebot’
sM~i~S}‘7 =2(1+2+...+n)

je sudé &islo, a tedy s,, a Sz musi'byt ob% bud’ soudasnd sud4 nebo soudasn® lichd. Tedy
algebraicky dopln&k minoru [M| je téZ roven islu (—I)S’W .IM|, co¥ lze n&kdy pfi prak-
tickych vypodtech s vyhodou pouZit.

Vita 2.6: Necht” A je Ctvercovd matice fddu n, necht’ |M| je minor Fddu k mati-
ce A (k <n). Pak soulin libovolného lenu minoru |M| s libovolnym &lenem jeho -

algebraickéhQ dopliiku je Clenem determinantu | A |.

_ [D & k az: Necht’ submatice M je urlena fadky il, ..., asloupci j,,..., jk
matice A, pficemZz i, <i, <... <i, resp. J, LSy

Zamgtime i -ty fddek matice 4 s (i, —1)-tym Fadkem, pak s (i, —2)-tym Fadkem, atd.,
a? s prvnim fddkem. Celkem jsrgle takto provedli (i 1—1) z4m®¥n ¥adkfi matice 4. Podobng,
pomoci (i, —2) zdmg&n fddkl pemistime i,-ty Fidek na misto druhého ¥4dku, atd., a% pomoci
(i,— k) zdm&n ¥ddkd pfemistime i -ty ¥ddek na misto k-tého Fadku. Celkem jsme tedy pro-
vedli (i,— 1)+ (= D+ ...+ (@— k) =G+ .. +i)— (1 +2+. .. +k) zdmen rédkl
matice A. Analogicky, pomoci (j, +...+ ford = (1+2+...+k) zdmén sloupch matice
A pfemistime j , ..., -ty sloupec na misto prvniho , . . ., a% k-tého sloupce. (DileZité je,
%e se po provedeni t¥chto Gprav nezménilo plivodni pofadi fddkd a sloupcti submatice M ani
jeji dopliikové submatice M, tzn. nezm¥nily se hodnoty jednotlivych ¢lendl minoru |M| ani
glenfl jeho doplitku |M].)

Tedy pomoci (i, +...+i +j +... +i)—2(1+.. .+ k) zdm¥n radkQ, resp.

sloupcl jsme z matice A dostali jistou matici B, ptifemZ podle V.2.3.1. plati:

Pt.oti +j +o+j, =2(1+...+k) i o+...ti, +j +o.+]
|B| = 14]1.(=D" ol i = |4].(-D! A k

+i i
. lk+]1+.

odkud po vyndsobeni &islem T "k qostdvime:

wFE F] g Fusit ]

) 1A = 1Bl K

Submatice M je v matici B urdena prvnimi k ¥ddky a prvnimi % sloupci. Potom

viak soudin libovolného &lenu minoru [M| s libovolnym &ienem dopliiku || je Elenem
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determinantu |B| (nebot’ oznalime-li B = (bii)’ pak &len minoru IM|, resp. tlen doplﬁku

|M| jsou tvaru

I(t g snensty) F(ty  omsisty )
(3) - 'b”l' .bktk, resp. (—1) 'b"“”kn' 'b”‘n
Pas b 1(]‘ . X7 . é . 2 e . (i k
gac ME, ..., tk) znadi pocet inverzi v permutaci \y - tk , Tesp. I(tk+1’ see s I
” “ ’ N 3 0 e oy n ' ’ N
znali podet inverzi v permutaci |, P ) . Oznalime-li I(¢t,,... ¢ ) polet
k+12 00 by 1 T on
mnverzi v permutaci |, ¢ » pak plati (rozmyslete si pro&!): & . t)+
T _
LV (U 1) = It ..., t,). Potom v8ak vyndsobenim obou Elenfi ze (3) dostavdme:
(-1 (1 t")-bnl- .. .b_, coZ je v8ak &len determinantu |B1.)
n

Odtud (podle (2)), sou&in libovolného &lenu minoru [M| s libovolnym &lenem dopliiku
M| vyndsobeny &islem (—1)i1+

IR RN B .
je Clenem determinantu |4 |. To viak je

jiz Z4dané tvrzeni, nebof’ libovolny ¢len algebraického dopliiku minoru IM| v matici A

, . , o — , , y s Bt Hj o+ )
obdrZime z libovolného &lenu doplitku || vynasobenim &islem (—1)! ™ * 1 k]

Véta 2.7. (Laplaceova v&ta). Necht A = (al,]_) je Etvercovd matice Fddu n, necht’ je
pevné zvoleno k ¥idkii matice A, kde 0<k <n,
n
Pak determinant |A| je roven souétu viech ( k) soucinii minorfy Fidu k, vybranych ze

zvolenych k Fidkd, s jejich algebraickymi doplriky.

[D 8 kaz: Zezvolenych ¥4dkd lze zfejms vybrat minor ¥4du k prévé‘ (Z l riznymi
zplisoby. Podle V.2.6., souéin &lenu takového minoru s Zlenem jeho algebraického do'plfiku je
tlenem determinantuA |4 . Pfitom je zfejmé, %e dostdvdme navzdjem riizné tleny. K diikazu
naSeho tvrzeni tedy stadf spoditat, zda uvedenym zplisobem dostaneme viechny &leny determi-
nantu [A| (kterych, jak vime, je n!). Ale ka?dy minor ¥4du k md k! élenﬁ', ka%dy jeho
algebraicky dopln& md (n — k)! &lenf a vybranych minorfi je ( Z), tzn. celkem dostdvdme:

' n | ! _
k!.(n——k)!.(k)=k!.(n—-k)!.m—n!‘

Clenfi determinantu |A |, a tedy v&ta plati. ] ,

szmimka: Laplaceova v&ta se také n¥kdy nazyvd “véta o rozvoji determinantu podle
zvolenych k iddkfi”. Jeji praktick§ vyznam spo&ivd v tom, ¥e vypoltet determinantu urdité-
ho fddu, napY. n, pfevddime na vypodet jistého potu determinantd matic ¥4du men$iho
nez n. ' . ‘

Pfipomefime, Ze na z4klad¥ v&ty 2.1. plat{ analogick4 vita k Laplaceov¥ v&t¥, zformulo-
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vand pro sloupce (tzn. slovo “fidek” vude v Laplaceov® v&t& nahradime slovem “sloupec™).

Rikdme pvak, Ze jsme determinant vyjddfili rozvinutim podle danych & sloupc.

Definice: Necht' A = (aij) je tvercovd matice fddu n. Pak algebraicky dopln&k jedno-
prvkové submatice sestdvajici z prvku a ;; budeme. krdtce nazyvat algebraicky doplngk prvku

a, a oznalovat symbolem Al.)..

Disledek: Necht” A = (ai].) je étvercovd matice Fddu n; necht i, resp. j je pevné

zvoleny ¥ddkovy, resp. sloupcovy index. Pak plati:

14 | =a“.A“ +ai2.Ai2 +...+a. A

in"""in
resp.

|A] = ali.Ali £ a2i‘A2i + ... +ani. 2l

[D 4 k az: Uvedeny ddsledek je doslovnym prepisem Laplaceovy véty, a sice pro

Pfiklad 2.3. UZitim Laplaceovy vity spoCt€me determinant |4 |, kde A je matice
fddu 4 (nad R), tvaru

WM
~ O O©
N O O W
(%4 ] [\ co .p

1. Vypolet provedeme rozvinutim podle 2. a 3. ¥fiddku (p¥i praktickém vypo&tu je
z¥ejmé& nejvyhodngjsi volit ¥ddky, v nichZ se vyskytuje pokud moZno hodn¥ nul). Pak:

120] |34] : 20 14 28 '13, :
= - : (=12 4 : C(=Do+
ta) 3.=~o‘|75|‘(”+'30 45' =D 32 47| Y
00 14 0. |08 13] . Iosl Ill, i
L (=Dto+ i =D+ . LA=d)E=
" oo 'l45| R P IR VT R el P I PO B
28 13 ‘ '
= = (=20) . (=5) = 100"
32 47 (_ ). (=3)

2. Spo&teme tenty? determinant rozvinutim podle 1. sloupce. Pak:




JA| = 1. .(-»—1)2‘}' 2. _(___1)4 4

&~ OO
~NO O
W 08

13
00
47

(20 NS Y

13
C(=1*+3. loo
|47

w oo p

+ 4. (=1 =0-2.10+340+ 0= 100.

OO -
OO W
NS R0 N

§3. Algebra matic

V tomto paragrafu se nejprve vrdtime k maticim typu m/n (tj. obecnd k obdélnikovym
maticim) a ukdZeme si n8které algebraické struktury, které 1zc pomoci matic utvotit. Budeme.
predpoklddat, Ze vsechny matice jsou uvaZovdny nad pevnym Ciselnym t&lesem 7 (nebude-li

vyslovn& fefeno jinak).

Oznafeni: Vsude v dal¥im budeme symbolem Matmn(ﬂ oznadovat mnoZinu viech ma-
tic typu m/n nad pevnym &iselnym t&lesem 7. NapiSeme-li tedy, Ze A4 € Mat_ (T), pak

“to bude znamenat, e A je matice typu m/n nad t¥lesem T.

Definice: Necht A = (al.].), B= (bi].) €Mat_(7); t€T libovolné. Pak:

(i) matice A +B= (ij) € Matm"(T), definovand:

cil.=aij+bi]., pro ~i=1,...,m ji=1,...,n
se nazyvd soudet matic A4, B:

(ii) matice t.A = (dl,].) € Matmn(T), definovand:

l.j=t.aij, pro i=1,...,m i=1,...,n

se nazyvd soulin &isla ¢ s matici A.

Vidime, e soulet matic je definovdn pouze pro matice stejného typu, pfifemZ pak
s¢itdme “odpovidajici si prvky obou matic”. Sg&itdni matic je zfejm& operaci na mno%in&
Mat_ (7). Podobng, pti soutinu &isla s matici ndsobime timto &slem kaZdy prvek dané

matice. Soudin &isla s matici tedy m%eme chdpat jako vn&jsi operaci.

Vita 3.1. (Mat, (T), +) je komutativni grupa.

[D & k az: Z pfedchozi definice a ze zndmych vlastnosti oby&ejn¢ho s¢itdni &isel ply-
ne, Ze (Matmn(T), +) je pologrupa, kterd je komutati_vni. Lehce se ov&fi, Ze nulovd matice

0,, ie nulou, resp. pro libovolnou m_atici ‘A = (qi].) GMatmn(T) jé matice (-—ai].)E’Matmn(D -
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opatnym prvkem k A, oznalujeme (—a;,) = — A Tedy (Mat,  (T),+) je komutativni

grupa. ]

Véta 3.2. Mno%ina Mat_ (T) je vektorovy prostor nad T (vzhledem k operacim

séftdni matic a soulinu &isla s matici), jeho? dimenze je rovna m.n .

[D & k az: Podle pfedchozi v¥ty je (Mat,  (7), +) komutativni grupou. Dale, roze-
psdnim se lehce ov&ii platnost vztahfl

t.(4A+B)=1A+1tB

(t+s). A=1tA +sA prolib.t, s €T a A,BEMatmn(T)
(ts) . A=1.(s.A4)
1.4 =A

Tedy, z definicé vektorového prostoru pl;ne, Ze Mat, (T) je vektorovy prostor nad T
(roli vektorfl hraji tedy matice typu m/n nad T). '

Zbyvd ukdzat, Ze dim Matmn(T) = m.n, coZ provedeme tak; ¥e zkonstruujeme bdzi
vektorového prostoru Matmn(T). Pro r=1,...,m,s=1,...,n oznalme symbolem
U 'matici typu m/n, kterd ma na r,s-tém mist¥ (tj. v r-tém Fddku a s-tém sloupci) jedni&-
ku a viude jinde samé nuly. Tedy:

1l pro i=r,j=s

U, = (u,) typu m/n, kde u, = {0 iinak

Dostdvdme tak celkem m.n matic U, , ..., U, Uygsssnn Ugppa's o s U

o nich? se rozepsdnim lehce ukdze (proved’te si podrobn¥ samil!), Ze jsou linedrn¥& nezévislé a

%e generuji cely prostor Matmn(T), tzn. jsou jeho bdzi. ]

Definice: Necht’ A= (aii) je matice typu m/n, B = (bil.) je matice typu n/p (ob&
nad tymZ t8lesem 7). Pak matice A.B = (ci].) typu m/p, kde

n
ct].=k2=1aik.bk’., pro i=1,...,m ;j=1,...,p

se nazyvd sou&in matic 4, B (v tomto pofadi).

Priklad 3.1. Necht A, B jsou matice nad R tvaru

1 2-1 0 3 2

A= | 0 1-1-7 , B= [-4
8 0 0-5/ 10
2 -3
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-6 4
Pak A.B = 9 22 , resp. soulin B.A neni viibec definovin
—14 -1

Poznimka: ‘Pi‘i ndsobeni dvou matic A, B zfejm¥ podstatn& zile¥i na jejich po¥adj.
Z pfedchoziho pfikladu vidime, Ze se miiZe stit, %e soulin A.B je definovdn, kdeZtc soudin
B.A definovdn neni. Ale i v pfipadg, %e oba souliny 4.2 a B.A jsou definovdny a jsou
stejného typu (tzn. A,B jsou &tvercové matice, stejného ¥4du), neznamend to, ¥e A.B =

B.A4, jak je vid&t z nésledujiciho p¥ikladu. A |

Priklad 3.2. Necht' n > 2 a A4, B jsou &tvercové matice f4du n {(nad 7T) tvaru:

1 0...0 0 0 0

0 0...0 1 0 0
A = " B =

0 0 0 0 0 0

Pak pfimym vypod&tem zjistime, e A.B = 0., kdefto B.A = B, coZ znamen4, Ze
A.B # B.A.

Vidime tedy, ¥e ndscbeni matic obecn& neni komutativni. Na druhé strang, ndsobeni ma-

tic je v8ak asociativni a ndsobeni matic je distributivni vzhledem ke s&itdnf matic (samozfejms

za pl‘edpokladd, Ye v8echny pouZité soulty a souiny matic jsou definovény), jak ukazuji nd-

sledujici dv& vity. >
Vé&ta 3.3. Ndsobeni matic je asocidtivni, tj. necht’ matice A je typu m/n, B je typu

n/p a C je typu p/q. Potom plati:
A.(B.C)=UB).C ‘

[D & k az: Necht plati pfedpoklady vty, p¥item? A = @), B=(b,), C=(c,). Pak

n .
matice A.B = (d,) je typu m/p, pfitem? d, = .laiu\‘bui' Ddle pak (4.B) . C=(f;) je
u=
' p 4 . z ’ s
matice typu m/q, kde f,,= 2 d, .c,,= 2 :‘J aiu.buv.cvi, pfiemZ v poslednim vyrazu neni

b=y vV yoru=t

tfeba v soudinu za sumaénimi znaky zdvorkovat, nebot’ se jednd o soulin &sel (z T), pro kte-

1y plati asociativni zdkon.

p /7
Podobng&, matice B.C = (gi].) je typu n/q, kde 8, = Zlbiv.cvi. Dale pak A . (B.C) = (hil)
v:

je matice typu m/q, kde: : |
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a, .
i iU
Dohromady tedy plati dokazovand rovnost. |

V&ta 3.4. Ndsobeni matic je distributivni vzhledem ke s&iténi matic, 4.

1. Necht’ matice A je typu m/n, resp. B, C jsou typu n/p, rotom plati

A.B+C)=A4AB+AC

2. Necht matice F, G jsou typu m/n, resp. H je typu n/p; potom plati:
(F+G)y H=FH"GH

[Diikaz 1. Necht 4 = (ail.) je tyou m/n, resp. B = (bt.].), C= (c”) jsou typu
n/p. Potom 4. B +C)= (di].) je matice typu m/p, ptilemZ di}. = % al.k.(bki + ck/).
k=1
Dile, watice A.B + A.C = (f)) je matice typu m/p a plati: ‘

f‘1= f)a b, . + gja. .c, . = g‘,a. (b
k=

i lxk kj

Dohromady tedy plati 1.

2. DokéZe se analogickym zplsobem jako 1. ]

Definice: Ctvercovd matice ¥4du n (nad T), tvaru

1 0 0...0 o\ i
0
v 1 0 0 0|

(tj. matice majici v hlavni diagondle samé jednicky a v3ude jinde samé nuly) se nazyvd

jednotkovd matice (fddu n).

V&ta 3.5. Mnozina viech &tvercoviych matic ¥édu n (nad T), s operacemi scitdni ma-
tic a ndsobeni matic, tj. (Matnn(T), +, .), je okruhem s jednickou.

Tento okruh pro n > 2 neni komutativni a obsahuje délitele nuly.

[D & k az: Je zfejmé, Ze s¢itdni matic, resp. ndsobeni matic jsou operace na mnoZiné&
Mat, (7). Z vét 3.1.,3.3.a 3.4. pak ihned plyne, 2e (Mat (.T), +, .) je okruh. Dale, pro

libovolnou matici 4 € Matnn(T) zfejm& plati (ovEfte si rozepsdnim!), Ze
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E,A=AE, =4

a tedy jednotkovd matice En jc_e jednickou okruhu (Matnn(i"), +, ).

Z piikladu 3.2. pak plyne, Ze pro n = 2 tento okruh neni komutativni a obsahuje d&li-

tele nuly (nulou je zde zfejm¥ nulovd matice fddu n, tzn. 0 ). ]

Poznamenejme, Ze okruh (Mat  (7), +, .), strun® té7 nazyvany “okruh matic”, je jednim

z nejjednodussich piikladfi nekomutativniho okruhu.

Véta 3.6. Necht’ A = (“i,-) je matice typu mj/n, B = (bl.].) je matice typu n/p. Pak
plati:

(A.By =B’ A’

(tj. transponovand matice k soudinu matic je rovaa soulinu transponovanych matic v opalném

poradi).

[D & kaz: Matice (4.B) = (ci].) je typu p/m, piiCemZ C;i je prvek stojici v matici
n
A.B v j-tém Fidku a i-tém sloupci, tzn. ¢, = T a,.b, . Déle pak matice B’.A’ = ) je
k=1

typu p/m, kde a’l.]. = ;=€ 8 tedy plati dokazovand rovnost. |

Vé&ta 3.7. (Cauchyova v&ta) Necht A = (al.]), B= (bij) jsou &tvercové matice Fddu n.
Pak plati:

|A.B| = |A].|B]|

[D @ k az: UvaZme matici H, f4du 2n, tvaru:

a, a, ., 0 . 0
. a,, a,, 0 . 0
H=
-1 0 0 i bln
\ 0 0-1 bn1 bnn

Uzitim Laplaceovy véty (a sice, rozvinutim podle prvnich n ¥adkd) dostivdme

(1) ) =141 . |B]|
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Nyni - ke kaZdému z poslednich n sloupcl pficteme vhodnou kombinaci prvnich n

sloupch tak, aby na mist& kaZdého bi]. vznikla nula (pfesn&ji Yeeno: k (n+j)-tému sloupci

pfitteme bll.-krét 1, sloupec + ...+ bn],-kra’t n-ty sloupec, pro j =1, ..., n). Dostdvime tak
matici

al 1 al n cl 1 ¢ in

B an 1 nn ni nn n
-10 0 O 0
0 0-1 0 0
n

vniz ¢, = ail'blf +...+ ain.bni = k§1aik'bkf , pro i,j=1,...,n. Pfi tomto oznaleni je

tedy (cij) = A.B. Rozvinutim podle poslednich #n sloupcl matice K pak dostdvime:
(2) IKI po |A-Bl . (~l)". (_1)1+...+n+(n+1)+...+2n = |A-Bl . (—1)2'"‘("+1)=‘|A.B|

Ale Upravy, pomoci nich? jsme z matice A dostali matici K, nem¥ni hodnotu determi-
nantu (podle V.2.5.2. zformulované pro sloupce), a tedy [|H| = |K], odkud pomoci (1) a
(2) dostdvdme: |A|. |B| = |A.B|, coZ je Zddané tvrzeni. ]

Definice: Ctvercovd matice A se nazyva reguldrni matice (resp. singularni matice), je-li

|A] #0 (resp. |A] = 0).

Dasledek: Nech? A, B jsou &tvercové matice stejného Fadu n. Pak plati: matice A.B

je reguldrni ¢ ob& matice A i B jsou reguldrni.
[D & k az: tvrzeni plyne pfimo z definice reguldmi matice a z Cauchyovy véty. ]
Definice: Necht' A je &tvercovd matice ¥ddu n. Matice X s vlastnosti

3) AX=E pn XA=E

(pokud takovd existuje) se nazyvd inverzni matice k matici A a oznatuje se symbolem A~!.

Poznimka: Ze (3) predevsim plyne, ¥e inverzni matice (pokud existuje) musi byt také

tvercovd, Fidu n. Dile, vzhledem k tomu, Ze (Mat_ (T),.) je pologrupa s jednitkou E,




{viz V.3.5.) a pojem inverzni matice je totozny s pojmem inverzniho prvku v této pologrupg,
mfize k matici A4 existovat nejvy¥e jedna inverzni matice (podle V.1.3., kap. ) a oznaceni

A~' je tedy korektni. Ndsledujici v8ta a jeji dlisledek ndm pak uddvd nutnou a dostateZnou

podminku existence inverzni matice a vzorec pro jejl vypodet.

V&ta 3.8. Necht” A = (ai].) je Ctvercovd matice ¥ddu n. Potom.:

k matici A existuje matice inverzni < A je reguldrni matice.

[Dfikaz: “>” necht k A existuje inverzni matice A~'. Pak plati E, = A.47",

odkud: 1= [E | =447 = |4]. |A-'|. Pak aleje |A| # 0, atedy A je reguldr-

7’ .
ni matice.

“<” npecht A je reguldrni matice, tzn. |4 | # 0. Oznalme:

11 A'Zl 'Anl
A*= sz Azz "An2
Aln A2n Arn

matici, v ni¥ na i, j-tém mistd je Aﬁ (pozor na pofadi indexf!) tzn. algebraicky dopln&k prv-

ku. stojictho na j, i-tém mist& v plivodni matici A. Poznamenejme, Ze matice A" se nazyvd

adjungovand matice k matici A.

Nyni dokdZeme, 7e matice X = —li—l . A* je inverzni matici k matici A. Necht 4. X=

={(c.,), tzn. c.,=~—1-— . i A. . Potom ale:
if i A k= i

L ! n 1 _ gl o
- i=i e ¢, = .  Ta,A =-2—.]A| =1 (uZitim disledku Laplaceovy v&ty)
pro 1 =] 1€ €y VIRt Yy 141 ( L y vety

n ’ L A Py
-pro i ¥+j je <y =lAl] . k2=3 laik.A/,k = L’iﬂ .0=0 (vyraz kE= la‘.k.A].k je roven nule, nebot

podle dfisledku Laplaceovy véty se jednd o determinant matice, v nf? i-ty a j-ty Fidek jsou

stejné). Vidime tedy, Ze A.X = (ci].) =E,.
¢ Analogickou dvahou se zjisti, Ze X.4 = E,, tzn. dohromady dostdvime, e X =A~! a

tedy k matici A existuje matice inverzni. ]

=(-L_y. 4%

Désledek: Necht A je reguldrnf matice. Pak: A~ = A

[D & k az: Tvrzenf plyne ihned z 2. ¥asti dfikazu p¥edchozi véty. ]
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Ngkteré jednoduché zdkladni viastnosti inverznich matic, resp. regularnich matic ném po-

pisuji ndsledujici dv& véty.

Véta 3.9. Necht” A, B jsou reguldrni matice ¥idu n. Pak plati:
L (A7)t =4

2. 4Bt =pB~1 41
34y =L

141
4. (AH! =AYy

[Dikaz: 1.a2. plynouz V.1.4. kapitoly II. a z V.3.8., uv&domime-li si, Ze
(Mat, (T), .) je pologrupa s jedni¥kou |
3. zfejm& A.A~!' = E_, odkud podle Cauchyovy vty je:

AT 1A =B, 1 =1, tn 47t =l

4. podle V.3.6.je: (A71).A°=(A.A" )= E’ = E_  aanalogicky téz
A7 (ALY = E_, tzn. podle (3)je (A7) inverzni matici k matici A’, neboli plat{ 4. ]

Vé&ta 3.10. Nech?t Matnn_(T—') znadf mnoZinu v¥ech reguldarnich matic ¥ddu n (nad T).

Pak (Mat_ (T), .) je grupa, kterd pro n > 2 je nekomutativnf.

[Dbkaz: Zfeimd E € Mat (7). Podle dfisledku Cauchyovy v&ty, podle V.3.3. a
podle V.3.8. ihned dostdvdme, e (Mat_ (T),.) je grupa.

Ddle necht’ n > 2; vezm&me matice 4, B ¥adu n, tvaru:

1 1 0...0 0 0 0...0 0 1
4 01 0...0 0 B= 0 0...0 1 O
0 0 0...0 1 1 0...0 0 O

Potom zfejm& A, B jsou reguldmni, tj. 4, B € Mat_(T) aplati A.B + B.A (ov&ite si vypot-

tem!). Tedy uvaZovand grupa neni komutativni. ]

Multiplikativni grupa reguldrnich matic ¥idu n (= 2) je dalsim pom&mg jednoduchym

pfikladem nekomutativni grupy.

Poznidmka: VSimn&me si, %e z V.3.8. bezprostfedn® plyne, Ze pfi praktickém ov&fovani,

zda matice X je inverzni matici k A stali ov&fovat pouze jednu z rovnosti (3), tzn. rovnosti
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ponévadZ druhd rovnost je jiz vynucena. (Je-li napf. A4.X = E_, pak A je reguldrni a existuje
matice. A~'. Pak vyndsobenim vychoztho vztahu zleva matici 4! a zprava matici 4

dostdvdme: A7'. (4.X).A = A'E A, tzn. pb Upravé: X.A =E )

§4. Hodnost matice

V tomto paragrafu bude A4 = (ai].) znatit matici typu m/n nad &selnym télesem 7T, tzn.

11 12" in
a a a

A= 21 %22 2n , kde a, €T
aml m 2 amn

Jalk jiz bylo dfive ¥edeno, Fddky matice 4 mb¥eme ch/épat jako vektory z vektorového prosto-
ru 7", Potom vektory - %édky matice A generujiv T" jisty podprostor W a my se v dal-
§im budeme zajimat o jeho dimenzi. |

Podobng, slolxpce matice A lze chdpat téZ jako vektory - tentokrdt z vektorového prosto-
gl T"”, pfitem? tyto vektory - sloupce matice A generuji v T™ jisty podprostor H. Je
samozfejmé, #e ‘T a T™ jsou obecnd dva zcela rozdilné vektorové prostory a toté¥ platf i
© o podprostorech W a H. Presto viak ukdZame, ¥e dimenze obou t&chto podprostort mus! byt

stejné, tzn. dim W = dim H.

Definice: Necht’ 4 = (al.].) je matice typu m/n nad T. Pak dimenze vektorového pod-
prostoru v T", generovaného Fadky matice A, se nazyvd hodnost matice A a oznatuje se

symbolem /(A).
Vé&ta 4.1. Hodnost matice je rovna maximdlnimu poétu jejich linedrmé nezdvislych Fidki.

[D & k az: Tvrzen{ plyne ihned z definice hodnosti matice, definice dimenze, definice b-

ze az V.41, kap. 1L |

Poznidmka: Z predchoziho je zfejmé, e hodnost matice A je rovna nule prdvé kdyZ A4

je nulovou maticf. Je-li tedy matice 4 nenulovd, pak jeji hodnost je rovna n¥kterému pfiroze-

/ ‘w
nému &islu.
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Dalsi moZnost vyjddfeni hodnosti matice ndm ukdZe ndsledujici v&ta. Poznamenejme .k ni
jeSt& to, Ze pojem minoru Fidu k& matice' A lze z¥ejm& stejnym zplsobem jako v §2 defino-
vat i pro libovolnou (obecn¥ obdélnikovou) matici A, typu m/n, za p¥edpokladu, Ze

k < min (m, n). Jeli v8ak m # n, nelze pak ji% samozfejm¥ hovotit o dopliiku tohoto mino-

ru.

Véta 4.2. Necht’ A je nenulovd matice typu m/ri. Pak hodnost matice A je rovna

maximdlnimu z ¥ddfi nenulovych minorii matice A.

[Dhkaz: Nechf A= (ai].) je nenulovd matice typu m/n. Pak zfejm8 existuje minor
IM|, ¥d4du k > 0 tak, ¥e |M|#* 0 a vSechny minory i‘édu v&t§iho neZ k (pokud viibec
existuji) jsou rovny nule. Bez Ujmy na obecnésti lze pfedpoklddat, Ze submatice M je urfena
prvymi k ¥ddky a prvymi k sloupci matice 4. Chceme nyni dokézat, Ze h(4) = k. Ale
plati:

a) prvnich k fidkl matice A je linedrng nez4vislych

(v opatném pfipadé by byly i fddky submatice M linedrn¥ zdvislé a podle véty 3.2.,
kap. IIL., resp. v&ty 2.4. by byl |M| =0, coZ je spor)

B) r-ty fddek (k <r <m) matice A je linedrni kombinaci pfvnich k ¥adkd

(necht’ tedy k& <r <m anecht 1<j < n.libovolné. Utvofme matici

all ° alk al;
D’.=

akl £ akk ak]

arl ark arj

tak, Ze matici M “ovroubime” odpovidajicimi prvky r-tého fidku a j-tého sloupce matice A.
Determinant 'Dil je zi‘ejmé roven nule, nebot’ pro j >k je 'DII minorem ¥idu k + 1,
resp. pro j <k obsahuje matice Dj dva stejné sloupce. Rozvifime nyni lDI' podle posled-

nfho sloupce. Dostdvime:
= ID,I = “1le +a”.L2 T +ak,.Lk +ar,.. IM|

kde L, (i=1,...,k) jsou algebraické dopliiky prvkli posledniho sloupce (uv€domme si, Ze
L, nezdvisi na j). Pon&vad? |M| # 0, miiZeme psét:

4. =—ta ... _Tk g prokardé j=1,2,...,n




coz viak znamend, Ze r-ty Fidek je linedrni kombinaci prvnich k Fadkd.)
Z a) a §) plyne, Ze maximdlni podet linedrn& nezavislych Fadk® matice A  je roven Lisiu k,

a tedy podle V4.1, je h(A)=k.]

Dasledek: Transponovdnim matice se jeji hodnost nezméni, tj. h(A) = h{4”).

D& kaz: jeli A nulovd matice, pak A’ je téZ nulovd matice a tvrzeni plati. Necht’
tedy A je nenulovd matice a necht’ h(4) = k. Pak podle pfedchozi vty existuje v 4 ne-
nulovy minor fddu k a viechny minory ¥ddu vétsiho neZ k jsou rovny nule. UvaZme nyni
transponovanou matici A’. Vzhledem k tomu, Ze t{anSponovéni,m se nem&ni hodnoty mino-
rfl (plyne z V.2.1.), existuje tedy i v matici A’ nenulovy m{nor fddu k a v8echny minory
¥4du vitstho nez k v A’ jéou rovny nule. To ale znamend (op&t podle pfedchozi véty), Ze

A" =k, atedy h(4)=h(A")]

Vita 4.3. Hodnost matice je rovna maximdinfmu poctu jejich linedrné nezdvislych

sloupcti.

[D8kaz: podle predchoziho dfisledku a podie V.4.1. je hodnost matice A rovna
maximélnimu po&tu linedrng nezévislych rédkd transponované matice A’ , tj. maximéalnimu

podtu line4rn& nez4vislych sloupcl plvodni matice A. ]

Z predchozich tvrzenf jiz vy'phjvé to, o &em jsme hovofili na zatdtku paragrafu, a sice
"jedli A matice typu m/n, pak dimenze podprostoru (v T") generovaného fadky matice
A je rovna dimenzi podprostoru (v T™) generovaného sloupci matice A.

V dal§im si nejprve vSimneme pFipadu, kdy matice A je &tvercovd.

Véta 4.'4. Necht® A je &tvercovd matice ¥ddu n Pak ndsledujici vyroky jsou ekvi-
valentni: '

(i)  matice A je reguldrni

(ii) hA)=n

(iii) Fidky matice A jsou linedrné nezdvislé

(iv) sloupce matice A jsou linedrmé nezdvislé

[Dfkaz: “{)=(il)” necht’ 4 je reguldrni, tzn. |4 | # 0. Pak z V.4.2. plyne,
Ye h(A) =n




“(il) = (iii)” plyne z V.4.1.
“(iii) = (iv)” plyne z V.4.1. a V.4.3.
“(iv) = (i)” plynez V.4.3.a V4.2 |

Predchozi v&ta ndm samozfejmg zdrovefi poddvd i charakterizaci singuldrni matice.
Provedenim obmé&n v¥ech implikaci totiZ dostavime, Ze ekvivaléntni jsou téZ vyroky:

(i) matice A4 je singuldrni

(i1) hA) <n

(iii) Fddky matice A jsou line4rn& zdvislé

(iv) sloupce matice A jsou linedrn¥ zdvislé.

V&ta 4.5. Necht” A je matice typu m/n. Pak plati:
1. je-li B matice typu n/p, pak
htA.B)Y < h(A) a h(A.B) < h(B)
2 jelli R (resp. S) reguldrni &tvercovd matice ¥ddu . n (resp. f'édu m), pak

h(A.R) = h(A) a h(S.A) = h(4)

[DGkaz: 1. necht A= (al.].), B = (bll.). Oznatme A.B = (ci/) a ddle oznalme

mi- " ° amncml' "t "mp

Matici D mbZeme chépat jakoZto matici A, k niZ bylo pfiddno jistych p sloupci.

Ale pongvad?

n ,
—_ — /7 Fy - =
¢, :Ela”"b"" = b”..al.1 + b2j'ai2 +...+ bni.am, propevné j a i=1,...,m,

vidime, Ze ptidané sloupce jsou vZdy linedrni kombinaci prvnich » sloupctl, a tedy je
h(D) = h(A).
Matici D viak mZeme té% chdpat jako matici A4.B, k niZ jsme (zleva) pridali jistych
n sloupch, tzn. pak zfejmg plati h(4.B) < h(D). Dohromady dostdvdme, Ze h(A.B) < h(A).
Analogickym zpfisobem (pfiddnim vSech ¥4dkf matice A.B k lfédkﬁm matice B) se
dokdze, 2e h(A.B) < h(B).
2. podle prive dokdzané &sti 1. je h(A.R) < h(A). Ale ‘zl‘ejmé A=
= (A.R).R~! atedy opét podle 1. je h(4) = h((A.R).R~') < h(A.R). Dohromady pak
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dostdvdme, Ze Ah(A.R) = h(A).

Druhd &4st tvrzeni 2. se dokd¥e analogicky. ]

§5. Dal¥’ vlastnosti a u¥iti matic

V prvni &dsti tohoto paragrafu si odvodime jednoduché metody vypottu hodnosti mati-
ce. resp.vypoltu inverzni matice a uk4Zeme si n&které moZnosti aplikaci t&chto postupt p¥i

re¥eni dloh o vektorovych prostorech.

Definice: Necht' A je matice typu m/n nad t8lesem T. Pak ka?d4 z nésledujicich .
Uprav matice 4 se nazyva elementarm i‘adkova Uprava matice 4: - ’

@) libovolnd zéména pofadi i‘édku ‘

(i)  vyndsobeni libovolného ¥4dku nenulovym &slem z T

(iii) k jednomu Fddku pficteni jiného f4dku vyndsobeného libovolnym tislem z T

Pozndmka: Fekli 5sme si, Ze fddky matice A4 t{udéme chdpat jako vekt;)ry z vektorové-
ho prostoru T"; v‘ tomto smyslu pak elementdrni fédkové dpravy matice A chdpeme jako
vy¥e popsané ma'nipulace s vektory z T™",

R4dky matice A generuji ve vektorovém prostoru T" jisty bodprostor W. Dilezité
je (jak ukdZe ndsledujici véta), Ze prbvedenfvelementémi Fidkové ﬁﬁravy neovlivni tento pod-

prostor W.

Vé&ta 5.1. Necht” A je matice typu m/n nad T a necht’ matice B vznikne z mati-
ce A provedenim elementdrni ¥ddkové dpravy. Pak podprostor (ve vektorovém prostoru T")

génerovanJ? ¥adky matice A je roven podprostoru generovanému Fddky matice B.

[DGkaz: Fidky métiée A (chdpané jako vektory ve vektorovém prostoru T")

ozname wu,...,u . Podle V.3.1.2. kapitoly III je podprostor generoyany Fddky matx-
ce A roven mnozing viech linedrnich kombmaci t&chto f4dkf, tzn.

[“1"' um]~—L(ul,...,um).
Podprbstor (u,,...,u,] senezméni, jestlize:

a) zam¥nime libovoln® potradi ¥4dkfi matice A, 2
nebot’ zfejmg -L(ul, waim 3 ) " L(ull, e o 0 u,m), kde (i, .. ,im) je ‘libov.colné pofadi
indexdi 1,..., m

'B) vyndsobime i-ty ¥4dek matice 4 nenulovym &slem ¢t € T,
nebot' L(u,,...,u,..., u )=L(@,...,tu,...,u,), jak se lehce ovéti rozep;énfm;
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) pfitteme k i-tému fddku matice A f-ndsobek j-tého ¥idku (i % P,

nebot’ L(u,, ..., u,...,u,.) =L(u1, i g u; + t.u], e, um), jak se opét oveX
rozepsdnim. ‘
Ukdzali jsme tedy, Ze podprostor lu,....,u ] v T" se nezm¥ni provedenim libovolné

element4rni fddkové dpravy matice A. ]
A
Dusledek Provedeni libovolné elementarm Fddkové vpravy matice A nezménf hodnost

matice A.
[D & k az: tvrzeni plyne bezprostfedn® z definice hodnosti matice a z pYedchozi vaty. |

Z ptedchozich tvah vyplyvd, Ze p¥i praktickém zji§tovdni hodnosti dané matice 4 bude
zfejm¥& vyhodné pomocf elementdrnich ¥édkovych tprav (které nemgni hodnost) prevést mati-
ci A na n&jaky Jednoduchy tvar”, z n8ho¥ jiZ hodnost okamZit& ur&ime. Tento “jednoduchy

tvar” popisuje ndsledujici definice.

Definice: Necht A je matice typu m/n.- Rekneme, Y¢ A4 je matice ve schodovitém
tvaru, jestliZe v matici A kaZdy nenulovy rddek zading v&tfm pottem nul neZ p¥edchozi ¥4-
dek. ' /

Pozndmka: rozebereme-li'si padrtfbnéji predchozi definici, pak vidime, Ze:"

1. libovolnd matxce typu 1 /n tj. matice sestdvajici pouze z jednoho Fédku, Je vidy
ve schodovitém tvaru. o

2. je-li matice A ve sch%dowtém tvaru, pak pfipadné nulové fddky musi byt v mat1c1
A umls\tény “dole”. Specieln&, nulovd matice 0 on J€ ZIejmE zv1é§tmm pfipadem matlce :
ve schodovitém tvaru. : ‘ /

3. je-li nenulovd matice 4 ve schodovitém tvaru, pak svjm tvarem skuten¥ odpovid4
tomuto. ndzvu, nebot’ nuly v matici A tvor Jakés1 schody .\Pfi tom prvni l‘édek mﬁZe, ale
nemusi za%inat nulou (resp nulami), druhy fddek vSak jiZ musi zacinat alespofi Jednou nulou;
tfeti fddek musi za&inat alespoii dvéma nulami, atd Schematlcky zndzoména vypad4 nenulo-

v4 matlce A ve schodowtém tvaru takto~
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Véta 5.2. KaZdou matici Ize koneénym pocltem elementdrnich Fidkovych tiprav pFe-

vést na schodovity tvar.

[D&kaz: necht A4 = (aij.) je matice typu m/n.f Je-li A nulovd matice, pak je jiZ
ve schodovitém tvaru a jsme hotovi. Necht’ tedy A je nenulovd matice. Dikaz nyni prove-
deme matematickou indukci vzhledem k m (t.j. vzhledem k pod&tu fadkl matice A).

®) pro m =1 je matice A4 ji¥ ve schodovitém tvaru a tvrzeni plati

B) pfedpoklddejme, Ze kaZdou matici o 1,2, ..., m ¥idcich lze konenym pottem
elementdrnich fddkovych uprav prevést na schodovi‘ts’/ tvar. Necht' nyni 4 je matice o
(m + 1) ¥4dcich. Necht’ s-ty sloupec je prvnim nenulovym sloupcem matice 4. Pak pfipad-
nou vymé&nou dvou Fddk{l dostaneme z matice A matici B = (bl.].), kterd ma v 1. fadku a
s-tém sloupci nenulovy prvek b, # 0. Nyni k i-tému ¥ddku matice B . pfiteme
f= b%—z }ndsobek prvniho ¥ddku, postupn® pro i =2,...,m + 1. Dostaneme tak matici
C= (ci].), kterd md v prvnich s sloupcich samé nuly s vyjimkou prvku ¢,  # 0. Apliku-
jeme-li nyni na matici sestdvajici z poslednich m ¥idkl matice C induk&ni p¥edpoklad,

dostdvdme tvrzeni v8ty (rozmyslete si podrobn& prot!). |
Véta 5.3. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych Fadkil.

D0k az: necht A je matice typu m/n ve schodovitém tvaru. Je-li A nulovd ma-
tice, pak h(A4) = 0 a tvrzeni plati.

Necht’ tedy A je nenulovd matice ve schodovitém tvaru, kterd obsahuje k& nenulovych
fddk8. T&chto & Fddkd musi byt linedrn¥ nezavislych (plyne rozepsinim p¥imo z definice

matice ve schodovitém tvaru) a vSechny ostatni Fddky (pokud existuji) jsou nulové. To zna-




mend. Ze maximdlni po&et linedrn¥ nezdvislych ¥4dkfi matice A je roven k, a tedy podle

V.4l je h(A) =k |

Pomoci poslednich dvou vét a ddsledku V.5.1. mfiZzeme nyni pom¥&rn& jednodu¥e zjist'o-
vat hodnost dané matice A. Matici 4 nejprve pfevedeme pomoci elementdrnich ¥dko-
vych Uprav na schodovity tvar (algoritmus je popséan v diikazu V.5.2., ktery byl konstruktivni),
v némZ pak jen spotitime polet nenulovych ¥4dkd. Cely postup si ukdZeme na hésledt?jici’m

pfikladu.

Pfiklad 5.1. Urlete hodnost matice A4 (nad t&lesem R) tvaru:

f 0 | I 0 1 1
12 0 0 1 -2

A =
1 1 3 0 0 -4
2 1 -3 0 -1 2

[Rezent: nejprve zdmé&nou 1. a 2. ¥4dku dosdhneme toho, Ze v levém hornim rohu
matice bude nenulovy prvek. Potom vyndsobenim 1. fidku vhbdns?m gislem ('zde redlnym) a
jeho prittenim k 2., resp. 3., resp. 4. fddku doséhneme toho, Ze pod timto nenulovym prv-
kem v 1. sloupci budou samé nuly. Analogickym zpfisobem pak upravujeme submatici sest4-
vajicf z 2., 3. a 4. ¥adku, atd., a¥ nakonec dostaneme matici ve schodovitém tvaru.

Poznamenejme, Ze po dprav& budeme mezi jednotlivymi maticemi psdt symbol —.

Z Uspornych dvodfi provddime obvykle vZdy n&kolik elementdrnich ¥ddkovych dprav typu
(iii) najednou. Tedy pak:

/1 2 0 0 -1 =2 1 2 0 0 -1 =2
O I 1 0 1 1 0O 1 1 0 1 1
A =P -
-1 1 3 0 0 -4 0 3 3 0 -1 -6
2 1 -3 0 -1 2 0-3-3 0 1 6
1 2 0 0 -1 =2 1 2 0 0 -1 =2
O 1 1 0 1 1 0O 1 1 0 1 1
- ->
0 0 0 =4 =9 0 0 0 0 -4 -9
0 0 4 9 0 0 0-0 O



h(4) =3.]

Predchozi metodu (kterd je samoziejmé jen jednou z mnoha zndmych metod urdovint

hiodnosti matice) mlizeme s vyhodou pouit pti fe¥eni celé Fady dloh o vekforovém prostoru

T7. Chceme-li naptiklad v T zjistit dimenzi a bdzi nakého podprostoru W, generovanc-

ho konetnym potem zadanych vektorfi, pak tyto vektory napiSeme jako ¥idky do matice,

kierou elementdrnimi f4dkovymi Gpravami pievedeme na schodovity tvar. Nenulové Fadky
fakto ziskané matice ve schodovitém tvaru jsou pak bdzi podprostoru W (jak plvne z V.5.1. -
¢ ¥.5.3.). Podobnym zpfisobem lze postupovat napiiklad pfi zjiStovdni dimenze a bdze souiu

dvou podprostorh v 77, atd.

Priklad 5.2. Ve vektorovém prostoru RS jsou dédny podprostory W, =[u,, u,, u,]

a W, =[v,, v,, v, 1, kde w, =(1, 1, 2,4, 0}, u, =(0,0,1,3,2), u, = (1, ~1,1,1,-2),
resp. v, =(0,1,0,2,-2), Y, ®2{—1,2,1,3,~2), v, = (-1,0,1,—-1,2). Urlete dimenzi a bizi [
podprostoru W, + W,. |

[Reseni: vektory Wy My, U, ¥V ¥y generuji W, + W, (prot?), tzn. W +W,=

=lu,, u,, u,, v, v,, v,]. Stafi tedy napsat uvedenych Sest vektorll do ¥adkl matice a tuto

20 73

prevést elementdrnimi ¥ddkovymi Upravami na schodovity tvar. Tedy:

1 -1 2 4 0 1 -1 2 4 0

—
i
r2
B
e}
/

500132 0 1 0 2 =2 0 1 0 2 -2
1 -1 1 1 =2 6 0 1 3 2 0 0 1 3 2
- - ) —
0 1 0 2 -2 (0 SRR § PN (R, SN, 0 0 -1 -3 -2
B [ BN O 1 R . W ge I R .
Y (R0 SO N (A Y (e Rt 0 0 3 5 0
1 -1 2 4 0 B Bl W g  E
e R ¢ S 010 2 -2
0 0 1v:372 o O N (R R
- : -> ,
00000 0 0 0 4 6
0. 070 ~4. =6 0.0 0-0:0
0 0 \o-0 0 0 o

Tedy dim(>W1‘+ W)= 4, p¥itemz bdzi W, + W, tvofi naptiklad nenulové fadky posledni ma-
tice, tj. vektory w, = (1,-1,2,4,0), w, = (0,1,0,2,-2), w, = (0,0,1,3,2), w,=(0,0,0,4,6). ]




Jednou z dal%ich zdkladnich Gloh linedrni algebry je hledani inverzni matice k dané

ttvercové reguldrni matici 4, ¥idu ». Z dfisledku vty 3.8. vime, Ze:
A=t =_L 4 |
A ]
a podle tohoto vzorce miiZeme té2 inverzni matici 4! pfimo spo&itat. Je viak vidst, ze

, kde A* je adjungovand matice k matici A

pro vetst » bude vypolet pfili¥ pracny (je tfeba vypo&itat jeden determinant matice ¥ddu

2
n

n a ddle det' rminant® matic ¥idu » — 1). Proto si nyni odvodime jednu pomgrn# jedno-

duchou a pro ru¢ni vypocet celkem vhodnou metodu nalezeni inverzni matice.

Véta 5.4. Necht” A je reguldrni matice Fidu n nad T Pak plati:

1. matici A lze konecnym pocltem elementdrnich #adkovych tiprav prevést na jednotko-
vou matici E_ _

2. provedeni fddkové elementdrnf tipravy matice A | je ekvivalentni vyndsobeni matice

A zleva jistou reguldrni maticl ¥adu n.

[Dikaz 1. podle pfedpokladu je %(4) = n, a tedy (podle V.5.2. a V.5.3.) matici
A lze konefnym pottem elementdrnich fidkovych tprav pFevést na tvar, v ném? v hlavni
diagondle jsou nenulové prvky a pod ni jsou samé nuly. Vyndsobenim jednotlivych ’r’édkﬁ
vhodnymi nenulovymi ¥sly z 7 dostaneme v hlavni diagondle samé jednicky a pak koneZnym
poftem elementdrnich ¥ddkovych dprav typu (iii) nad diagondlou samé nuly. Tedy dostaneme
jednotkovou matici £ »

2. rozepsdnim se bezprostfedn® ov&H, ze

o) zdména dvou fddkd (i-tého a j-tého) matice A4 je ekvivalentni vyndsoben! matice
A zleva matici F, kde F, je matice vznikld z jednotkové matice E (Yidu n) zdménou
i-tého a j-tého ddku. T‘Zfejmé ale |F| = -1, tzn. matice F je reguldrni

B) vyndsobeni i-tého fadku matice 4 nenulovym &slem ¢ € T je ekvivalentnf vyndso-
beni matice A zleva matici G, kde G je matice vznikld z jednotkové matice E, vyniso-
benim i-tého fddku islem 7. Ale |G| =t # 0, tzn. matice G je reguldrni

v) ptigteni £-ndsobku j-tého ¥adku k i-tému Fédku matice A (kde i +# ja t €T libo-
volny) je ekvivalentni vyndsobeni matice A zleva matici H, kde H je matice vznikld
z jednotkové matice E_ pfittenim r-ndsobku j-tého Fddku k i-tému ¥adku. Podle V.2.5.1.

viak |H| =1, tzn. H je reguldrni matice. ]

Z ptedchozi v&ty u? nyni p¥imo plyne metoda vypoétu inverzni matice k matici A.

Spotivd v tom, Ze elementdrnimi ¥Adkovymi Upravami pfevedeme matici A na jednotkovou




'
9]
O

matici E,  a tytéZ elementdrni fddkové tpravy paraleln& aplikujeme na jednotkovou matici

E,, kterd ndm nakonec pfejde v hledanou inverzni matici A=, nebot’ podle pfedchozi

v8ty existuji reguldrni matice R,, ..., R, takové, Ye:
(R. ... .R,R,).A=E

coZ znamend, Ze (R. ... .R,.R)=A"'. Soutasné viak
(R, ... .R,R).E=QR, ... .RR,)

odkud tedy jako vysledek dostdvdme matici R.....R,,R)=4"1.
Prakticky provédime vypolet tak, Ze ob¥ matice, tj. 4 a E_, népi§eme vedle sebe a ‘
odd&lime je svislou tarou. Pak provddime zvolené elementdrni ridkové dpravy, a to soutasnd

_pro ob& matice najednou. Vysledné matice budeme mezi sebou oddé&lovat symbolem ~ .

Pfiklad 5.3. K dané reguldrni matici 4 (nad tZlesem R) nalezndte inverzni matici

A~'. P¥i tom:
1 1 1
A=1{1 3 2
1 1 0
[Re¥eni
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 O
1 2 ~ (o 2 1]-1 1 ~1lo 1 Lj-L L o).
3 0 1 O 717y 3
1 1 010 o0 1 0 0 -1}]-1 0 1 6 0 1}, 0 -1 ‘
l
1 1 o]l o0o o 1 1 0 0 1_%— %—
~ -1 L 1< 1 ofl-1 L L]
0 1 0]-1 7 3 0 7 5
0 0 1 1 0 -1 0O 0 1 1 0 -1
1 1
1 L L
{1
Hledanou inverzni matici je tedy matice 4-! = | -1 5 7 ]
1 0 —1

V naich pfedchozich vahdch o vektorovych prostorech jsme doposud vystatili vidy - |
s jednou pevriou bdzi daného vektorového prostoru, vzhledem k ni? jsme vyjadfovali napifklad
soufadnice vektoru, atd. Na zdvér tohotd pai‘agrafu budeme nyni vySetfovat vzdjemny vztah
mezi dvma bdzemi daného vektorového prostoru, resp. vztah mezi soufadnicemi tehoz

vektoru v riznych bdzich daného prostoru. Ukd¥eme si, Ze v obou p¥ipadech lze s vyhodou
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pouZit maticového zplsobu zapisu, &imZ se formalng znatn& zjednodusi nae vyjadfovéni.

Definice: Necht” V je vektorovy prostor nad T a necht
(1) u,...,u
(2) Vo,...,V
jsou dvé jeho bdze. Necht' ddle je

A ~a_”.u1+ a,“.u2+ ...ta .

i ni n
= +a +
Vo 8,07 a,,.0, ta,un,
\3) AAAAAAAA
= + -+ e
v, =a, . ta, u a .u

Cl“ a12 T aln
A= Ay Gy a4y n
anl anl ann

se nazyvd matice pfechodu od baze (1) k bazi (2).

Pozndamka: 1. rozebereme-li si pfedchozi definici, pak vidime, Ze matici 4 pfechodu
od jedné béze ke druhé bdzi prostoru V z:’konstruujeme tak, Ze j-ty vektor druhé bdze vy-
iddfime jako linedrni kombinaci vektorfl prvni bdze a jeji koeficienty pak zapieme do
j-tého sloupce matice 4 (pro j= 1,2, ..., n). Pfitom je samozfejmé, e jak pofadi obou
bizi, tak i pofadi vektorll v t8chto bdzich je podstatné a nelze je nijak zamzhovat.

| 2. Matice p¥echodu od jedné bdze k druhé bazi prostoru V je vidy regu-

ldrnf (plyne ze (3) a z linedrni nezdvislosti vektorli druhé bdze).

Priklad 5.4. " Ve vektorovém prostoru R® mgjme ddny dvd bdze:
4 u, = (1,11, u, =(1,1,0), u, =(1,0,0)
(5) v =232, v, =312, v, =433

Lehce se ov&H, Ze plati:

v,= 2u,tu, - uy, v, =2u, —u,* 2u,, v, = 3., +u,
resp.
=Y, TV, u, = -4, < Sv,t 6.vy, B = =3 = 3, * 4.v3 s

odkud ji¥ plyne, Ze matice A pfechodu od bdze (4) k bdzi (5), resp. matice B pfechodu
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od bdze (5) k bdzi (4) maji tvar:

2 2°°3 1 -4 -3
A= 1 -1 0 , Tesp. + B = I -5 -3

1 2 1 1 6 4
Vidime tedy, %e pfedeviim je 4 # B, ale na druhé stllané se vypo&tem lehce zjisti, Ze
AB=E,, atedy B=A"'. Tedy, zam&én&nim poi‘adf bdzi (4) a (5) jsme ‘dostali matici
pfechodu, kterd je k ptivodni matici p¥echodu inverzni. Nisledujici v&ta ukdZe, e tomu tak mus!

byt vidycky.

Véta 5.5. Necht’ (1), resp. (2) jsou dvé bdze vektorového prostoru V nad T. Necht
A je matice pfechodu od bdze (1) k bdzi (2). Potom A~' je matici pfechodu od bdze (2}
k bdzi (1).

‘, [Dikaz: necht 4= (ai],); pak podle definice matice pféchodu od (1) ke (2) je:

n
v.= 2Za
I k=1

Necht’ ddle B = (bi ) je matice pfechodu od bdze (2) k bdzi (1). Pak je:

u, , j=1,...,n

n
=Zb k=1,...,n

r s
oy kr

Uy

Po dosazeni dostdvdme: ' .

= 3
v, = 24,.
Podle \!}-(‘./4.2., kap. III. se kaZdy vektor z ¥ d4 napsat pouze jedinym zplisobem jako linedrni

kombinace vektorli dané bdze. Z¥ejm¥ v¥ak je:

v=0'v+ +Ov +lv+0v/+l s FOv g j=1,...,n
Porovnamm poslednfch dvou rovnost1 pak dostdvdme
‘n 0 pro r#j °
"E it kl%’/ 1 pro r=j "

" co¥ maticov¥ vyjadi‘eno ﬁka e B.A = E odkud jiZ plyne, Ze B = A'f‘. 1

Poznamka: z definice matice pfechodu plyne, Ze zada’mim bézi (1) a (2) je jednoznatn¥ -
urééna matice pi‘echodu od (1) k (2), tj. jistd rggulérni matice A. Podobné vSak, mame-li
“ddnu bézi‘(l) a ziéjakou_regulérni matici A, pak je t8mito dv&ma tidaji (pomoci vztahfl (3))
jednozna&n® uréena bize (2) takovd, e matice A je matici pfec}}odu od (1) k (2). Stejné

tak, .zadénim béze (2) a reguldrni matice A je jednozna&n® urfena bdze (1) takovd, Ze P, ‘
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je matict pfechodu od (1) k (2). Bdzi (1) mZeme v tomto p¥ipad¥ zkonstruovat nap¥. uZitim

V.5.5. (tzn. ze vztahli (3), pomoci bdze (2) a inverzni matice A~1).

Zcela na zavEr nyni je¥té odvodime, jaky je vzijemny vztah mezi soufadnicemi jednoho
vektoru ve dvou rlizn¢ch bézich prostoru V. Je samoz¥ejmé, Ze pFi zm¥n& bdze se zm&ni i :
soufadnice vektoru v. hledem k bézi. Pon&vad? mnohdy pro jednoduchost vypo&td je vhodnd
specidlni volba bdze, je dfileZité zndt pravidla, podle nich? se m&ni soufadnice vektoru p¥i zmsg-
n& bdze. Touto otdzkou, nazyvanou té% transformace soufadnic vektoru, se nyni budeme za-
byvat. V

Necht' tedy (1) a (2) jsou dv¥& bdze vektorového prostoru V a necht' 4 = (a,.j) je mati-
ce pfechodu od bdze (1) k bdzi (2). Ddle, necht’ w € V' je pevny vektor, pfitemz w md v bd-

zi (1), resp. v bdzi (2), soufadnice:

Xy Yy

, Tesp.

To ale znamend, e plati:
i (6) w=x u .o tx u
w (7) w=y vt ty v
1 Dosadime-li do (7) vztahy (3), dostéya’me:
\

n n n n n

(8) = ]E,yivi = ]-__Z_:lyf : ,El"kf“k = ,21( 151 Gy ¥y) - Uy
Nyni v§ak porovndnim pravych stran (6) a (8) dostdvdme
| xowtootx u =@y tooota y )t t @, y,t...ta, »v).u

| odkud z jednoznaZnosti obou vyjddfeni plyne rovnost odpovidajicich si koeficientd, tj.:

!} "1=“11331+-~~+“1n3’n
Xy Sdy Yyt ta,,r,
xn =an1y1+ T +annyn

¢

co¥ viak mfiZeme zapsat v maticovém tvaru
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Timto jsme tedy dostali soufadnice vektoru w 4 bdzi (1) vyjddfené pomoci soufadnic tého%
vektoru v bdzi (2). Kdybychom cht8li naopak vyjddtit soufadnice vektoru w v bézi (2) po-
moci jeﬁlo soufadnic v bdzi (1), pak stadi obg strany posledn{ maticové rovnice vyndsobit zle-

o matici A™! (kterd existuje, nebot’ matice A4 je reguldrni). Dostaneme pak:
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V. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

§ 1: Gausova metoda feSeni soustav linedrnich rovnic

Se soustavami linedrnich rovnic a jejich feSenim je moZné se v urcitych jednoduchych,
resp. specidlnich pfipadech setkat jiZ na st¥edni Skole. V tomto paragrafu ukdzeme jednu
z mnoha zndmych metod praktického YeSeni obecnych soustav linedrnich rovnic. Vyklad je
veden tak, Ze je moZno tento paragraf studovat nezévisle na jeho zarazeni do V. kapitoly
(z predchozi latky se pouZivd pouze pojem matice, matice ve schodovitém tvaru, elementdr-
ni ddkovd dprava matice a n8které jednoduché vlastnosti vektorového prostoru 7T7") a je
pak-moZno jej pouZit pfi fe¥eni konkretnich pfikladi, vztahujicich se k problematice probi-

rané dfive.

Definice: Necht’” T je &iselné t8leso. Pak soustava rovnic

allxl +a12x2 .+’ "+a1nxn =bl
a, x, ta  x, +...ta,.x =b ,

1 21771 2272 2n"'n 2 ’

() kde a, €T, b, €T
G Xy v ag,Xx, tooota,x =b,

7 . . 14
se nazyvéd soustava k linedrnich rovnic 0 » neznamych (nad t&lesem 7).

Regeni soustavy (1) je ka%d4 uspo¥ddand n-tice (¢,,....¢t,) prvkliz T takovd, Ze po

dosazeni ¢, za x, (i=1,...,n) vSechny rovnice v (1) pfejdou v identity, tj. plati:
alltl +a12t2 to. +alntn = bl
a,,t +a22t2 & DA +a2ntn = b2
akltl +ak2t2 =, +akn n :bk

Poznamka: 1. pro lep$i vyjadfovani zaved’'me je¥t& ndsledujici oznaZeni a ndzvy:
tislo a, v soustav® (1) budeme nazyvat koeficient (v i-té rovnici u j-té nezndmé), resp.

tslo b, budeme nazyvat absolutni ¥len i-té rovnice. Diéle, matice:
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11 12 In 11 12 in 1
A= | %1 3.4y, , Tesp. A= | 9% % -0, b
At s An ey Y @, by

se nazyvd matice soustavy (1), resp. roz&ifend matice soustavy (1). Abychom opticky odligili
absolutni ¢leny od k'oeficientﬁ soustavy (1), budeme obvykle v roziifené matici soustavy A
psdt pred sloupcem absolutnich &lenfi svislou E4ru.

2. KaZdé feleni soustavy (1) je, jak bylo v definici ¥e¥eno, uspoFfddand
n-tice prvkil z télesa T, tzn. mili¥e byt povaZovdno za vektor z vektorového prostoru 7.
 MnoZinu viech FeSeni soustavy (1) lze pak chdpat jako jistou podmnoZinu prostoru T (kte-
4 mi¥e byt pHpadn& i prézdnd, nem4-li soustava (1) ¥4dné FeSent).

3. Ozna&ime-li

AN 3
X = . ,Tesp. B = :
X, b,

pak mfiZeme zfejmE soustavu (1) zﬁpsat krdtce maticovou rovnici:
A.X=8
Tento maticovy zpfiseh zdpisu seustav linedrnich revaic ndm pak v dalim fasto umoZni
pfehledné a strudné vyjadfevdni, | | ]

Definice: Soustava linedrnich revnie se nazyvd Felitelnd soustava (resp. nefefitelna
soustava), jestliZe existuje alespoli jedno (resp. neexistuje %4dné) jeji Feleni.

Dv& soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych (nad tym? t&lesem T) se nazyvaji
ekvivalentn{ soustavy, jestlize mnoZiny jejich YeSen{ jsou si rovny. Jakdkoliv tiprava dané

soustavy linedrnich rovnic, po nff vznikne soustava ekvivalentni, se nazyvd ekvivalentni

tiprava dané soustavy linedrnich rovnic.

UQédomme si, %o “fedit” danou soustavu linedrnich rovnic znamend bud’ najit viechna '
jej{ YeSenf nebo zjistit, Ze je nei‘esitélné. Pokud jde o polet Ye¥eni soustavy linedrnich rovnic,
nastane zfejm¥ vidycky prdvé jeden z ndsledujicich tH pHpadd:

(i)  soustava nemd 2d4dné F¥eSen! (tj. je nefelitelnd)

(i) soustava md jediné Ye¥enf




- 137 -

(iii)  soustava md vice neZ jedno feSeni (ukdZeme, %e nekonetnd mnoho).

Véta 1.1. Necht’ je dina soustava linedrnich rovnic (1). Pak ndsledujict ipravy jsou
ekvivalentnimi dpravami soustavy(1):

1. libovolnd zdména po¥adi rovnic

o

vyndsobeni libovolné rovnice nenulovym &islemz T
k jedné rovnici pFicteni jiné rovnice vyndsobené libovolnym &islern z T

3.
4. vypusténi z (1) rovnice, kterd je linedrni kombinaci ostatnich rovnic

[Dikaz: 1., 2. zfejmé
3. vzhledem k 1. miiZeme pfedpoklddat, %e k prvni rovnici soustavy (1)

pfiteme druhou rovnici, vyndsobenou &slem p € T. Dostdvame tak soustavu (2) tvaru:

ay X, t...ta, x tpla, x+...+ta, x)=b+pb,
(2) az;xl+ et X =b;
TGy Xyt o ta,x, =b,
Nyni: je-li (¢,,....t,) FeSenim soustavy '(l), pak zfejm& je (¢, ..., ) FeSenim
soustavy (2). #
Naopak: necht’ (s ty) "je Ye¥enim soustavy (2). Pak po dosazeni do prvni rovni-

ce soustavy (2) dostdvime:

-

ap it +alnt"+g:(421¢l+ ceota,,t)=b,+pb,

podle piedpokladu. vSak: a21t1+". Lt d2ntn =b,, tzn. po dosazeni a odecteni dostivime:
a t,t...ta 1t =b, - , »

odkud jiZz ihned plyne, Ze (7, ..., ¢t,) je YeSenim soustavy (1) (pon&vadZ druh4 aZ k-td

rovnice ve (2) a v (1) jsou stejné).
Dokdzali jsme tedy, ¥e soustavy (1) a (2) jsou ekvivalentni. -
4. vzhledem k 1. pFedpoklddejme, Ze v soustavé (1) je prvni rovnice

linedrni kombinaci ostatnich rovnic, tj. soustava (1) je tvaru:

Py, x t. . tayx )+ . i.tp (g xt.. . ta,x)=p,b,t.. . tp. b
a21x1+ oo 612an =A b2
)
a,xt...+ta, x =b,
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kde Py - ... p, €T UvaZme ddle soustavu (3), kters vznikne ze soustavy (1) vypust&nim
prvni rovnice, tj.
a21x1+ -t a:m"n = b2
{3} R e e ks e e ns s e
Gy X ¥ oo ta, x =b,
Nyni je vSak bezprostfedns viddt, Ze (¢, ..., £,) je ¥eSenim (1) pravé kdyz (S W) ‘

je FeSenim (3), neboli, Ze soustavy (1) a (3) jsou ekvivalentni. ]

P¥i provddeéni ekvivalentnich liprav dané soustavy Lneémy‘h rovnic neni nutné stdie opiso-
vat celou soustavu i s neznadmymi, ale ziejmé. stadi pracovat s j@jl roz§ifenou matici soustavy.
Uvdomme si, Ze pak provddeni Gprav 1. - 4. na dané soustavé, je ekvivalentni provddsni
elementdrnich Fidkovych prav na jeji rozsifené matici soustavy, doplnenemu 0 vypou§téni ?
Fadk& matice, které jsou linedrnimi kombinacemi ostatnich f"édku

Na této vaze je pak zaloZena metoda FeSent soustav linedrnich rovnic, kterou nyni popi-
Seme. Jeji princip spodivd v tom, %e danou soustavu linedrnich rovnic pfevedeme na ekvivalentnf,

ale “jednodusst” soustavu, jeji? ¥eSeni (kterd j jsou zdroveii i ¥eSenimi plivodn{ soustavy) bude mo¥-

’ e W
no vicemeng ihned vypsat.

(aussova metoda fe¥eni soustavy linedrnich rovnic |
Necht' je ddna soustava linedrnich rovnic (1). Pak ekvivalentnimi upravami z V.1.1. pfeve-

deme soustavu (1) na soustavu (1°), jejf¥ roz§ifend matice soustavy je ve schodovitém tvaru, pti-

- s

temZ vzdy vypustime kaZdou rovnici, kters je linedrni kombinaci ostatnich rovnic (z pfedchozi
dvahy az V.5.2, kap. IV. plyne, Ze toho lze po konetném pottu krokfi vidy dosihnout).
Necht soustava (1) md s rovnic. Potom:

(i)  vyskytne-li se v (1°) rovnice, v ni# vlechny koeficienty jsou nulové a absolutni &len

2 - - . / ‘
je rizny od nuly, pak zfejm& soustava (1’), a tedy i soustava (1) je ne¥eSitelnd. : ‘
V opaéném pfipadg je soustava (1) Fesiteln4, a sice: '

: (u) md jedin€ fe¥eni, je-li s = n. Toto ¥eSeni lehce spocitdme postupnym dosazovinim

ze soustavy (1”)

(iii) md nekonen¥ mnoho FeSeni, je-li s <n. V tomto p¥ipads (opét postupnym dosa—
zovdnim z (1°)) vyjddfime jistych s fiezndmych pomoci zbyvajicich (n — s) neznémych (kte-
1é se nazyvaji volné nezndmé). Dosazujeme-li za volné nezndmé libovolns slaz T (kterych

je nekonetn& mnoho), dostdvame pak jednotlivd konkretnf fe¥eni soustavy (1) (kterych je

S




- 139 -

tedy také nekonedn& mnoho).

Ilustrujme si nyni Gaussovu metodu FeSeni soustavy linedrnich rovnic na né&kolika typic-

kych ptikladech.

Piiklad 1.1.: Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R)

x, t 2, - x,tx, =1
—2x1~ 3x2+2x3~3x4'= 2
X, v x,— x3+2x4=—l

X +2x4=3

2

ReSenf: napiSeme roziifenou matici této soustavy a pomoci elementdrnich ¥adkovych
uprav ji pfevedeme na schodovity tvar. Navic vypoustime fadky, které jsou linedrni kombi-

naci ostatnich ¥4dkd (pokud se takové vyskytnou)

12 -1 1] 1 1 2 -1 1] 1 12 -1 1|1

-2 -3 2 -3] 2 0 1 0-1| 4 0 1 0 -1] 4
- -

1 I -1 2}-1 0 -1 0 1]=-2 0 0 0 0] 2

O 1 0 2| 3 o 1 0 2| 3 0 0 0 3}-1

1 kdy? posledni matice je§t& neni formdlné upravena na schodovity tvar, vidime, %e dand sousta-

va je nefefitelnd, nebot’ ve tfetim ¥ddku posledni matice, tj. ve tfeti rovnici posledni sousta-

vy jsou viechny koeficienty u nezndmych nulové, kde?to absolutni &len je od nuly rizny.

Priklad 1.2.: Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

x1—2x2+x3=~1

X, tx, = 1

2x1~5x2+4x3= 0

x, — 3x, = -4
Reseni:
1 -2 11]-1 1 =2 11}-1 1 =2 1(-1
1 0 1 1 . 0O 2 0] 2 0 1 0f 1
2 -5 410 0o -1 2| 2 o 0 2| 3
2 -3 0i-4 0o 1 —2{-2




- 140 -

tedy z posledni rovnice: 2x,= 3, neboli x,= % ; déle z pfedposledni rovnice dostdvidme p¥i-
mo: x,=1 a konetng& z prvni rovnice: x = —1+ 2x,— x,, tj. po dosazeni: x = — L

1 i B s
Dand soustava md tedy jediné fe¥eni: (—=, 1’% ).

b [

Priklad 1.3.: Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

ro

- Dy -
X ‘.,\2+x3+x4

i

S Dy - ig)
X L,.x2 X3 +l4 P4

Xy ~dX, 3, T X, = B

ReXent:

L2 1 1|2 1 -2 1 1|2 1 -2 1 12\
1 -2 -1 1|2 - |0 0-2 0|4 7 0o 0 1 02
1 -2 3 11 6/ 0 0 2 0f4

tedy dostavdme soustavu, v nf¥ budou dv& volné nezndmé (zfejm& kterékoliv dv& z nezndmych

x,, x,, x,, nikoliv v§ak nezndmd x,). Zvolime-li za volné nezndmé napf. nezndmé x,, x,,

275 4 bl
‘pak lehce vypolteme: x, =2, x = 2x,— X,.

3

=t x, =s) dand soustava md nekone¥n& mnoho fe¥eni tvaru

Tedy (poloZime-li: x, . Xy

(2t — s, t, 2,5), kde t, 5 jsou libovolnd redlnd &isla.

Pozndmka: jestlize md soustava linedrnich rovnic nekone&n® mnoho feSeni, pak z Gausso-
vy metody vyplyvd pouze to, kolik nezndmych volime za volnérnezndmé, nikoliv viak, které
nezndmé€ to jsou. MiiZe se totiZ stdt, ¥e n&kterou neznimou nesmime volit za volnou nezndmou
(nap¥. nezndmou x, v piikladu 1.3.) nebo naopak, nékterou nezndmou musime volit za vol-

nou nezndmou (nap¥. v soustavé dvou rovnic o &tyfech nezndmych tvaru

x‘, +2x3+x4 1

X, =X, =0

musime zfejm¥ za jednu ze dvou volnych nezndmych zvolit nezndmou x, ).

§2. Zakladni vlastnosti soustav linedrnich rovnic

M&jme ddnu soustavu k linedrnich rovnic o n nezndmych nad T, tj‘.‘ soustavu
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a4 Xy Tax, .. +a, x =b,
Xy Fayx, ... ta, x =b,
()
Gy "y A X, t oo ta x = b,

kde A4, resp. A bude znacit matici této soustavy, resp. roz’sifenou‘matici této soustavy.
Zajimdme-li se o hounost matic 4 a A4 , pak ihned vidime, %e zfejm& mohou nastat dva
| ptipady: bud’ je 4(4) = h(4) nebo je h(A) = h(4) + 1. Ptitom h(d) = h(A) nastane
prdvé tehdy, kdy?# sloupec absolutnich &enfy je linedrni kombinaci sloupcti matice A
(rozmyslete si podrobné prog). -
" Nyni si uvedeme déle¥itou v&tu, kterd ndm umo¥ni rozhodnout o felitelnosti &i nefesitel-

‘ nosti soustavy linedrnich rovnic, ani¥ bychom hledali jeji feSen.

| Vé&ta 2.1. (Frobeniova véta, resp. Kronecker-Capelliho véta).
| Soustava linedrnich rovnic (nad T) je resitelnd prdvé kdy? hodnost matice této soustavy je

rovna hodnosti rozsifené matice této soustavy.

[D G k az: uvaZujme soustavu (1), kde A, resp. A zna®i matici soustavy (1), resp.

rozsifenou matici soustavy (1).

“=” necht’ (1) je YeSitelnd soustava a necht’ (£, ..., 1) je¥eSeni (1). Pak plati: ~
J =
i aptitat,t. . tat b, b, a,, a, -
a, tta t +...+a t =b
AL7L - Vel 2nn aebokli b, |= too| %1 | e, | %2 |ttt Yan
‘ + +a. = .
\ @ bt a st a,.t, =b, b, 4, 4, a,,

coZ znamend, Ze sloupec absolutnich &lenfl je linedrni kombinaci sloupcli matice A, a tedy
h(A) = h(4)
“<” necht’ h(4) = h(4); potom (jak bylo Fedeno v tivodu tohoto paragrafu) sloupec

absolutnich &lendl je linedrnf kombinacf sloupch matice A. Oznatime-li koeficienty v této

linedrni kombinaci tys...,t,, pak stejnym obratem jako v 1. &isti dlikazu dostaneme, Ze

(t,. ..., t,) je FeSenim soustavy (1). Tedy soustava (1) je FeSiteln4. ]

Frobeniova v&ta je jednoduchym a elegantnim kriteriem feSitelnosti soustav linedrnich
! rovnic, oviem v piipad& FeSitelné soustavy nefikd nic o po&tu Fe¥eni ani o tom, jak v§echng Ye-

Seni vypadaji. Takové tivahy budou nyni obsahem zbytku tohoto paragrafu. Nejprve vy¥etfime
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specielni pfipad soustavy (1), kdy & =n (tzn. rovnic je tolik jako neznidmych) a navic mati-

ce soustavy je reguldrni.

Véta 2.2. (Cramerovo pravidlo) -

Necht’ je ddna soustava n linedrnich rovnic 0 'n nezndmych, jejif matice soustavy A'je.
reguldrni. Pak soustava md jediné FeSeni (x,,...,x,), pFitem?
A
e =4t

<

, i=1,2,...,n
NARVY : |

kde A, je matice vznikld z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem absolutnich &lensi.

[D Gk az: uvaZme soustavu (1), v niz k =n, a kterou tedy miZeme maticovd

zapsat ve tvaru:

xl bl
) AX=B, kde X =1 . ., B= 1.
xn 9 ' bn

Matice A je v¥ak podle pfedpokladu reguldrni, tzn. existuje inverzni matice 4~'. Potom

vyndsobenim rovnosti (2) zleva matici A~! dostaneme: A~ !.(4.X) = A~'.B, odkud:

(i

3) X=A4"'B

co? je tedy feSeni dané soustavy, které (jak plyne z odvozeni) je jediné.

- Pokusme se nyni nalezené feSeni explicitng vyjddfit. Podle ddsledku V.3.8., kaﬁ. IV. je:

All A21 Anl
-1 - _1
A1 =7 | 4uly 4.
Aln A2n Ann

kde A, je algebraicky dopln&k prvku a, v matici A. Ze (3) pak dostdvdme:

a b

pass oy g 19y Gy gay= s - Bqn

=1 =k
x]. _m '(’4‘1/b1+A21b2+"'fAnibn) |A| .....................

ni1* *° an,i—lbn n,j+1* ° ° “nn

' - 14, | .
uZitim diisledku Laplaceovy v&ty. Tedy skutecn¥ X, = ﬁll— , pro j= ,...,n ]




- 143 -

Nyni vyfedime obecny pfipad, tzn. popiSeme YeSeni obecné soustavy k linedrnich rovnic

o n mnezndmych, o niz vime, Ze je FeSitelnd.

Véta 2.3. (Obecné Cramerovo pravidlo)
Necht’ (1) je FeSitelnd soustava linedrnich rovnic a necht” h(A) = r. Ddle:

— vybereme z matice A r linedrné neza’l_)isljfch Fddkil a ddle uvazujeme pouze ty rovni-
ce, jejichz koeficienty se nachdzeji ve vybranych ¥idcich; |

— ponechdme na levé strané takovych r nezndmych, ¥e matice sestavend z koeficienttl
u téchto nezndmych je reguldrni. Ostaini nezndmé (pokud existuji) pfevedeme na pravé strany
a nazveme je voiné nezndmé.
Potom: zvolime-li za volné nezndmé libovoln& pevné prvky z T a vypocitdme-li Cramerovym

pravidlem zbyvajict nezndmé, dostaneme t/nto zpisobem prdve viechna FeSeni soustavy (1),

[D G k az: podle pfedpokladu je h(4) = h(A) = r. Vzhledem k V.1.1.1. mliZeme pted-
poklddat, ¥e prvnich r ¥ddkd matice A je linedrné nezdvislych a ostatni ¥ddky jsou linedrni

kombinaci prvnich r fddkfi. Potom podle V.1.1.4. je soustava (1) ekvivalentni soustavs:

a, x.t...+ta x =b

4 .

Nyni mohou nastat dva. pfipady:

I. jelli r=n, pak |A| # 0 a podle V.2.2. éxistuje jediné fe¥eni soustavy (4), a tedy
i soustavy (1), které spoéteme Cramerovim pravidlem, tzn. tvrzeni plati.

II. necht’ r <n a necht pro pfehlednost zdpisu je nenulovy minor ¥4du r matice sou-

stavy (4) tvofen prvymi 7 sloupci. Pfevedenim zbyvajicich nezndmych na pravé strany a do-

sazenim X, = ¢, kde ¢, €T, j=r+1,...,n dostdvdime: =
agx,;t...%tae x = by = @y pe1Cpy — s — A€,
(&) B S
a,x,t...ta,x = b, — @ 1 Cppy — - 4,0,
Na soustavu (5) miiZeme pouZit Cramerovo pravidlo, &imZ dostaneme jediné feSent @y v v ,Z',)
soustavy (3). Potom v8ak €y v s CuCppys--->¢,) jeziejmé feSenim (4), tzfl. i feSenim
(1.

Naopak, musime ukdzat, Ze ka?dé FeSeni soustavy (1) lze obdrZet popsanym zpfisobem. Necht’




- 144 -

tedy (d,,...,d ) je libovolné feSeni soustavy (1). Pak d,,...,d,) jeYeSenim sousta-
vy (4). Dosadime-li d]. za x,, pro j=r+1,...,n, pak d,,...,d) je¥eSenim sou-
stavy (5) a musi tedy byt rovno tomu jedinému feSeni, které dostaneme pouZitim Cramero-

va pravidla. Tedy TeSeni (d, ..., d,) jsme dostali postupem uvedenym ve v&tg. ]

Diisledek: Necht® je ddna soustava linedrnich rovnic (1). Potom:
1. soustava (1) md jediné Fefeni < h(A,) = h(A) =n

2. soustava (1) md nekonené mnoho Feleni < h(A) =h(4A)<n

[D &k az: ob& tvrzeni plynou pfimo z Frobeniovy v¥ty a z dfikazu obecného Cramerova
pravidla, podle n8ho% md soustava (1) jediné FeSeni prdvé kdyZ neexistuje ¥4dnd volnd nezns-
md, tzn. prévs kdy? h(A) = n. | ( -

Pozndmka: Poznamenejme, Ze ¥edeni soustav linedrnich rovnic pomoci Cramerova pra-
vidla, resp. obecného Cramerova pravidla md spie teoreticky vyznam, prothe je numericky
pomé&rng ndro&né (napf. rozhodng ndro&ngjsi neZ Gaussova metoda, popsand v §1). Na dru-
hé strané ndm ale Cramerovo pravidlo umoZfiuje p¥imy vypo&et jednotlivych nezndmych,
coz miZe byt hékdy vyhodné (napf. jsme-li v situaci, kdy nds zajimd pouze hodnota jedné

4 4
nezname).

§3. Homogenni soustavy linedrnich rovnic

Definice: Soustava
(T O s kde a, eT

, . ’ , . /
se nazyvd homogenni soustava k linedrnich rovnic o » nezndmych, nad T.

Poznémkﬁ: matici soustavy (1°), resp. roz§ifenou matici soustavy (1) budeme opét
znalit A, resp. A. ProtoZe matice 4 vznikla z matice A p¥iddnim sloupce sklddajiciho
se ze samych nul, je zfejm& h(4) = h(4), a tedy (podle Frbbeniovy v&ty) homogenni sou-
stava (1) je vzdy TeSitelnd. i

Evidentné, usporadané n-tlce 0,0, . ,0) je feSenim soustavy (1°). Toto feSeni
se nazyvd nulové feleni. V1d1me tedy, e homogenni soustava md bud’ jediné YeSent (a 51-

ce nulové) anebo md nekone&n& mnoho feSeni (tj. krom& nulového i nenulovd ¥e¥enf).




- 145 -

Kriterium pro oba p¥ipady uddvd ndsledujici v&ta.

Véta 3.1.: Necht’ (1°) je homogenni soustava, s matici soustavy A. Potom:
1. soustava (1°) md pouze nulové feSeni < h(A) = n

2. soustava (1°) md té% nenulovd FeSeni ¢ h(4d) <n
[D & k az: tvrzeni plyne pfimo z diisledku V.2.3., nebot’ v (1°) je h(A4) = h(A). ]

Pozndmka: z pfedchozi véty a z V.4.4. kap. IV. plyne, Z%c ve specielnim p¥ipads, kdy po-.
et rovnic je roven po&tu nezndmych (tj. k =n) md homogenni soustava pouze nulové Fe¥e-

ni (resp. ma téZ nenulova feSeni) pravé kdyZz iA | =0 (resp. |4 =0).

Jak jiz bylo diive feteno, kazdé feSeni soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych nad
T je moZno povazovat za vektor z vektorového brostoru T"™. MnoZina W v§ech feSeni té-
to soustavy je pak podmnoZinou v T", kterd v p‘ﬁpadé, nehomogénni soustavy z¥ejm® neni
nikdy podprostorem v T" (nebot’ zcela jist€ neobsahuje nulov;'{ vektor). V pfipad® homo-

gennich soustav je viak situace jind, jak ukazuje ndsledujici véta.

Véta 3.2.: Mno¥ina W viech FeSeni homogenni soustavy (1’°) je podprostorem ve vekto-

rovém prostoru T™ a plati: dim W =n — h(A).

[Dfkaz: I dokdZzeme, Ze W je podprostor v T".
Zteim& je (0,0,...,0) € W, tzn. W # ¢. Diéle, necht’ (c,,....c,), (d,, s d )EW,

%aiidj=0, pro i=1,...,k Pak ale:

n
t, s € T libovolné, tzn. je: Z a.c, =0,
j=1 41 j=1

n n
+ = +
b at.j(t.c,. s.dj) t. 2 1al.j,c], S.

%ai.d.=t.0+s.0=0, pro i=1,...,k.
=1 j= j= ’_’

j=1
To znamend, Ze ¢.(c, ..., c)+s.d,...,d)EW, a tedy W je podprostor v T",
I dokdZeme, %e dim W=n —r, kde r=h(4). |
Ztejmé musi byt 0 <r <n. Jedi r=0, pak W= T", resp.jelli r=n, pak W=
"= {(0,0, ..., 0)} av obou pfipadech je dim W=n —r. ,
Pfedp_oklédejme tedy, Ze 1 <r <n — 1. Protoze h(A) =r, lze v matici A soustavy (1°)

najit nenulovy minor fddu r; bez Ujmy na obecnosti miiZeme pfedpoklddat, ze

a“ d12 .. .alr

r1 r2"‘arr
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Podle obecného Cramerova pravidla je pak W rovno mnoZin¥ viech feeni soustavy

+ —
ag X ta,x,t +alrxr+al,r+1xr+l+ +alnx =0
() e
+ =
al'xl a2x + ta xr+a,r+1xr+1+ +arnxn 0
v niZ za nezndmé X,.y» -~ X, volime libovolng jisté prvky z T.
Oznatme w , ..., w__, ndsledujici feSeni soustavy (2), a tedy i soustavy (1°):
w; =y, . €y, ,1,0,0,...,0,0
w, =(c,, ¢y 5 0,1,0,...,0,0)
W =( 0,0,0,...,0, 1

a ukdZeme, Ze tvofi bdzi podprostoru W.

«) vektory w,,...,w,_  jsou zfejm& linedrn& nezdvislé (rozmyslete si podrobng prog)
B8) necht u = (i, v o1 ”n) € W libovolny, tzn. u je feSenim soustavy (1°).
UvaZme vektor w = ur+1.w;+ ew s TULW . Zfejmé je w € W a plati:

wE v, u), kde yo, oo,y jsou n&jakd Cislaz T

Vidime, 7e vektory u a w maji poslednich (n — r) sloZek shodnych a oba jsou z W,
tzn. oba jsou feSenimi (2). Pak ov§§im podle obecného Cramerova pravidla musi byt ¥, =

=u,,...,y, =u, odkud plyne, 72 u=w, tzn. vektor u je linedrni kombinaci vekto-

i w,,...,w_, které tedy generuji podprostor W. Dohromady dostdvdme, %e

dmW=n —r=n— h(4) ]

Pozndmka: 1. na zdklad& pfedchozi v&ty jsme u homogenni soustavy oprdvnéni hovo-
fit o podprostoru viech fefeni, misto 0 mnoZin& viech Fe¥eni. Dale je dobré si uvddomit, Ze
&slo n — h(4) uddvd pocet volnych nezndmych, a tedy dimenze podprostoru FeSeni dané
homogenni soustavy je rovna po&tu volnych nezndmych v této soustavs.

2. Pri praktickém hleddni bdze podprostoru fefeni W je nejvyhodng;si
postupovat tak, Ze si nejprve obecn¥ vyjddfime feSeni dané soﬁstavy, potom (n — r) volnych
nezndmych zvolime (n — r) linedrnd nezdvislymi zplisoby a spoéitémé vektory bdze W. Je -
ztejmé, Ze bdzi W je nekone¥n® mnoho, pti¢em?Z poc‘fetné nejjednodussi volbou bude volba

provedend v diikazu pfedchozi vty (tj. volba vZdy jedné jednitky a ostatnich nul).
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Priklad 3.1.: Nalezn&te dv& bdze podprostoru feSeni W homogenni soustavy linedrnich

rovnic (nad R):

X +x2+x3—x4=0

x3+x4=0

[ReSeni: soustavu zfejm& nenf nutné upravovat, volné ‘nezné}ﬁé budou dv& - naptf. x,
a.X,; pﬂéemi pak je: x, = —x,; x; = -—x,+ 2x,. :
Obecné fe¥eni souétavy je tedy tvaru: (—t + 2s, t; -, 3), kde ¢, s €R.
Volime-li napt. t+=1, s=0, resp. t=0,s5=1, dostévémé bazi podprostoru feSeni W
ve tvaru: (—1,1,0,0), (2,0,—1,1).
Podobng, volime-li napf. ¢=1, s=1, resp. t=—1,5=4/2 (uvddomme si, Ze se jedni o

dv& linedrn& nezavislé volby!), dostdvime bazi podprostoru feseni W ve tvaru: (1,1,—1,1),

(l + 2\/2a —‘l,—~\/2, \/2)- ]

Predchozi véta v podstat& fikéi; Ye homogenni soustavou linedrnich rovnic o n nezndmych-
je ur&en jisty podprostor vektorového prostoru T”. Toto tvrzeni lze viak také obrdtit, jak uka-

zuje nésledujici véta.

Véta 3.3.: Necht” W je libovoiny podprostor vektoroveho prostoru T". Pak existuje
homogenni soustava linedrnich rovnic (o n nezndmych, nad T), jejf? mno¥ina FeSeni je

rovna prdavé W.

[D fikaz: jeldi W= {(0,...,0)3, resp. W=T", pak v‘éta zfe_ﬁjmé plati (hledanou
soustavou je pak napf. soustava s rhatici soustavy E , resp. 0, ).
Necht tedy {(0,...,03}GEW&T" a necht"vektory
Wi =W Wige o W)y s W S W Wi wyy,)

tvofi bdzi podprostoru W. UvaZme ndsledujici homogenni soustavu:

(3) R s

Hodnost matice soustavy (3) je rovna k, nébot’ jeji fddky jsou linedrn¥ nezavislé. Oznatme
pismenem U podpro_étor feSeni soustavy (3). Podle V.3.2. je pak dim U=n -k (> 0)._ :
Necht’ ‘ v '
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-

u, = (zz“,u . =

u

PIEERE 1n),v._,u

)

n-k, 1t un-ng’ Yo un-k,n

je pevnd bdze podprostoru . UvaZme dal§i homogenni soustavu:

4) I AR AEEB GG AKINE LS N EAEE LS

o niZ dokdZeme, Ze je hledanou soustavou, tzn. oznalime-li podprostor Fefeni soustavy (4)

jako W, musime dokdzat, 26 W= W.

Ale w, je YeSenim soustavy (4) (coZ plyne z toho, Ze w,, ..., u, , jsou feSenimi
soustavy (3)) pro j=1,...,k atedy: w,, ..., w, € W, odkud dostdvame, ze W =
=L(wl,“ , .,Wk)_C_W.

Déle, hodnost matice soustavy (4) je zfejm& n — k, tzn. podle V.3.2. je pak:
dimW=n - (n — k) =k = dim W.
Dohromady je tedy: WC W A dim W=dim W, odkud podle V.4.5.2., kap. III. dostdvi-

me, 7e W =W. ]

Pozndmka: je tfeba si uvédomit, 2e homogenni soustava, jejiZ existenci pfedchozi v&ia
zarucuje, neni zfejm® urlena jednozna®nd. Dile, obratli uvedenych v diikazu pfedchozi véty

se pouZiva pfi feSeni konkretnich pifkladfi, a je proto nutné je znat.

PFikiad 3.2.: Nalezn&te soustavu linedrnich rovnic (nad R), jejiz mnoZina feSeni je rov-

na podprostoru W vektorového prostoru R*, kde W je generovdn vektory

w, =(1,2,1,1), w, =(0,1,- L,1), w, =(1,3,0,2).

[ReSeni: nejprve si napi§eme soustavu (3) (pfitom neni nutné z generdatorl W predem
vybrat bdzi W, nebot eventuelni nadbyte&né rovnice ve (3) bdhem vypoltu stejn€ vypadnou),
pak najdeme bdzi jej’iho podprostoru ¥e§eni U, a nakonec pak slozky vektorh baze U bu-
dou vystupovat jako koeficienty v hledané soustavé (4).

Nejprve tedy fe$ime soustavu:

X, t2x, tx, +tx, =0 L2 1 1 lo
X,~ X, tx, =0 = 0O t -1 1]0 ¥ o 1 -1 110

x, +3x, +2x, =0 1 3 0 210

odkud dostdvdme: x, =x,- x, ;x; = -3x; *+x,, tzn bdze podprostoru feleni této sou-
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stavy je napfiklad: u, =(-3,1,1,0), u, = (1,-1,0,1).
Hledand soustava linedrnich rovnic je pak napf¥iklad:

~~3x1 tx, tx, =0

Na z2dvér celé kapitoly se vrdtime jeSté k obecnym soustavdm linedrnich rovnic (nad T)
a budeme se snaZit fici n&co vice o mnoZin& feSeni takové soustavy. Hlavni vyznam ndsledu-

jicich dvah a tvrzeni se v8ak ukdZe a vyuZije pozd&ji v geometrii.

Definice: Necht’ je ddna soustava linedrnich rovnic nad T:.

(3) SR %%l 2R AR A S e mowwmp

se nazyvd zhomogenizovand soustava k soustavé (5).

Vita 3.4.: Nech? je ddna soustava linedrnich rovnic (5). Pak plati:
1. soudet libovolného Feleni soustavy (5) s libovolnym FeSenim k ni zhomogenizované
soustavy, je Fefenim soustavy (5)

2. rozdil libovolnych dvou FeSeni soustavy (5) je FeSenfm k ni zhomogenizované sousta-

vy.
[(Ddkaz: 1. necht u=(u,,...,u) je Yefeni soustavy (5) a necht’ v’ =
=, ..., V) je feseni k ni zhomogenizované soustavy (5°), tzn. plati:
3 a9 =0 =1 k
= p = o i=1,...,
,-E;aiful b, , resp. j=lai’vj , P ,

= s ’ ‘.
Pak u+v =(u+ Vi Lu,tv) a plati:




13

D n
2od., > Y

. (.t p)= ,‘
Pl (1 ; !_) ! au.

n
i !'0' Zaf.v_’:b!+0=bi, proj:]Q» 'Vk

PPl

atedy u + v’ je TeSenim soustavy (5)
2. necht uw=(u,,. ., u,), resp. v=(v,. .., v ) jsou dvé feSeni

soustavy (3). tzn. plati

" n
Zoa..n h oS > y = h i =
R resp. i?.‘ a,v; b, pro i=1,...k
Pak a - v, v, cu_~ v ) a plati:
: 1 n n g
IIw ) 1] n
Yalu. vy=Z%Xau,  Xayv =b -b=0 pro i=1,...,k
R T AR i o v B i i
i= 1 i=1 j=1 |
\

atedy u - v je FeSenim zhomogenizované soustavy (5°). |

Necht' (5) je Felitelnd soustava linedrnich rovnic. Pak:

e
7

Véta 3.5.:
viechna  Fefeni soustavy (5) obdriime pFictenim vSech FeSenf zhomogenizované soustavy .

k jednomu pevnému feSeni soustavy (5).
Oznadme M mnoZinu v¥ech FeSeni soustavy (5). Podle pfedpokladu je

ID @k az:
M # ¢. Necht u, €M je pevné feSeni soustavy (5). Oznatme dale:

M= {u, +v v jefeleni (5)}.

Dokdfeme, 7¢ M = M.
“«C”. pecht u €M je libovolné feleni soustavy (5). Podle V342 je u-nu fese-

nim zhomogenizované soustavy (5°). Ale pak je: u=u, +(u —u ) € M.

“D”. plyne ihned z V.3.4.1. ]
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VI. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PROSTORY

§1: Skaldrni soutin, velikost a odchylka vektorf:

Pfi naSich dosavadnich iivahdch o vektorovych prostorech jsme pomoci operaci séitdni
vektorfl a ndsobeni &isla s vektorem vySetfovali pojmy jako byla linedrni zdvislost a nezdvislost
vektorl, generovatelnost, soufadnice vektoru, atd. Prozatim jsme viak nem&li moZnost ve
vektorovych prostorech “mgfit”, tzn. zji§tovat a porovndvat délky vektorf, resp: odchylky
(tj. velikostiihld), coZ jsou pojmy, které hraji podstatnou roli napf. v geometrii. Jejich defi- -
nice jsou zaloZeny na pojmu skaldrntho sou&inu, ktery nyni zavedeme. Omezime se pfitom

viak pouze na vektorové prostory nad télesem redlnych Zisel.

Umluva: vude v dal§im v této kapitole budeme vektorovym prostorem rozumét realny
vektorovy prostor, tj. (kone&n&dimenziondini) vektorovy prostor nad télesem R redlnych &i-

sel.

Definice: Necht’ ¥ je vektorovy prostor (nad R) a necht® ka?dé dvojici vektorh
u, v € V je pfifazeno redlné &islo w.v tak, Ze pro libovolné u,v, w EV,r €R plati:
(i) uwv=vu
() (u+v)w=uw) + (v.w)
(iii) (ru).v =r.(uv)
(iv) jeli u #¥o0, pak wu>0
Potom redlné &islo u.v se nazyva skaldrni soudin vekto'rﬁ u, v.
Vektorovy prostor, v n&mz je definovdn skaldrni sou,liin, se nazyvd euklidovsky vektorovy

prostor nebo krdtce euklidovsky prostor.

Pozndmka: ‘1. z definice plyne, %e euklidovsky prostor je viastné uspoFddand dvojice
(V. .), sestdvajici z vektorového prostoru V a ze skaldrniho soudinu - definovaného ve
V. Z dbvodb stru&nosti v¥ak budeme obvykle ’Tr’ikat‘pouze “euklidovsky prostor ¥ (tzn.
zavedeme podobnou umluvu jako u grup nebo téles, u nich? pfi oznadovani vynéchévéme symbo-
ly operaci, pokud neni nebezpedi nedorozumgni).
2. z kapitoly III. vime, Ze kaZdy podprostor vektorového prostoru ¥ nad
T je sam vektorovym prostorem nad 7. Je-li specieln® V euklidovskym prostorem, tzn.

je redlny, s definovanym skaldrnim souéinem, pak zfejm& axiomy skaldrnfho soudinu budou




jist& spindny i v jeho libovoiném (vektorovém) podprostoru. To znamend, %e k

vy) podprostor euklidovského prostoru V' je sdm euklidovskym prostorem. Budeme

né nazyvat podprostor euklidovskéhe prostoru.

Pfedchozi definice nic nefikd o tom, zda v libovolném vektorovém prostoru {n
L P ’ g .4
na tyto otazky nam dé n

>

definovat skaldrni soudin, resp. kolika zplisoby. Odpovéd

priklad a véta.

Prikiad 1.1. Necht

1. poloZime-li: wv =wu v, +u,

dovskym prostorem.

v+ 2 + 2

v, +2u,v, UV,
i podrobnym rozepsani

S

2. polozime-li: u.v = 4u,
pak jsou op8t spln&ny axiomy skaldrntho soufinu (ovéfte si sam

tzn. R? s timto skaldrnim soulinem je euklidovskym prostorem.
Je viddt, Ze i kdy? se v obou pfipadech jednd o tenty¥? vektorovy prostor R?,

nované skaldrni soudiny rlizné, a tedy rzné jsou pak i pomoci nich ziskané euklidovské prosto-

flx), g=gx) €R [x] jsou libovolné

Priklad 1.2. Necht’” V' =R [x]. a necht’ f
1" . N s o re 9 ; L]
vektory - polynomy. PoloZime-li: fg = [ fix).g(x)dx, pak rozepsdnim (uZitim zakladnich
4]
N 4 R 4 e VR T .. = vl gL P YO s s T )
&t o integrovani, zndmych z analyzy) se ové¥ platnost axiomi skalarntho soulinu. Tedy

o
i3 8e

s timto skaldrnim soudinem je euklidovsky prostor.

R [x]
Véta 1.1.: V kazdém rediném vektorovém prostoru V lIze definovat skaldrni soucin.

D & k az: pro nulovy vektorovy prostor vita zfejmé plati (sta&i polozit: 0.0 = 0).
., e, je pevnd bdze prostoru V. Pak libovolné

Necht' tedy dim ¥ =n >0 a necht' e,
.t X,e,, resp. V=

vektory u,v € V lze (jednoznadn¥) vyjédfit ve tvaru: u =xe +.

T

= & N o i«
yet.. . ty.e. PoloZime-ii:
irntho soudinu. |

wyv = x1y1+ L S
pak zfejm& u.v € R a lehce se ovEfi, Ze jsou spinény axiomy (i) - (iv) skalarn

Shrneme-li tedy naSe dosavadni tvahy, miZeme Hci, %e z kaZzdého rediného vektorového

prostoru lze utvofit euklidovsky prostor, obecné v8ak nikoliv jedinym zptisobem.
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Vé&ta 1.2.: Nech’ V je euklidovsky prostor. Pak plati:
1. uv + wj = (uv) + (u.w) |
2. u{rv) = 7.(u.v)

m

3 3 e L
3. ( Z P j§1rfv') =2 X pr; (“1-"1)

pro u,v, w, u, v ev
U =1 j=1

nop, T, € R lib.

w/
w
[a¢]
I
[

L. a 2. jsou zfejmé disiedky definice skaldrntho sou&iny

w

dokdZeme lehce matematickou indukci

4 oam = (0.0).u = 0.(o.u) = 0; zbytek analogicky

W

“=” plyne z axiomu (iv) skaldrntho soudinu

“=" plyne ze 4. ]

Definice: Necht” ¥ je euklidovsky prostor, u € V. Pak nezdporné redlné &islo:

e nazyva délka nebo té7 velikost vektoru u.

Jedi =1, pak fikdme, Ze vektor u je normovany.

Vé&ta 1.3. (Schwarzova nerovnost)

Necht” V' je euklidovsky prostor; w, v € V libovolné. Pak platf:

(1) fuv ] < fall. vl

1zn. absolutni hodnota skaldmiho soucinu dvou vektorsi je mensf nebo rovna soudinu velikosti

téchto vektors.

(Dikaz: jeli v=0, pak.juwo] =0= lul.lol avita plati. Pfedpoklddejme. tedy,
Ze v 7 o0 auvatme vektor u — v, kde »r €R je libovolné. Pak je:
0<(u-rv).(—-rv)=uu— 2n{wy) + r2.(v.v)

Zvolime-li nyni » =&Y (co lze, nebot’ podle pfedpokladu v.v > 0), dostaneme

(u.v) (u.v)?
g — 2.2 (uw) + 5 -{v.
0<uu ) {(n.v) e (v.v)

odkud po vykrdceni a pak vyndsobeni &slem v.v (> 0) dostdvdme:

0 < (uw).(v.v) — (uv)? , neboli (wv)? < (uu).(v.v),
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coZ po odmocn&ni ddvd dokazovanou nerovnost (1). ]

Diisledek: Ve Schwarzové nerovnosti (1) nastane rovnost prdvé kdy¥ vektory uy

jsou linedrné zdvislé,

[D 4 k az: z dlikazu pfedchozi vty plyne, Ze v (1) nastane rovnost pravé kdyz v = o /

nebo uw — r.v = o, tzn. pravdé kdy? u, v jsou linedrn® zdvislé. ] N

V4 . . . .
Poznamka: Schwarzovu nerovnost (1) &asto zapisujeme v ekvivalentnim tvaru:
v)? < lul?. lvi?

Poznamenejme jestd, Ze pro nerovnost (1) se v literatufe pouZivd téZ pojmenovani “Céuchy0~

va nerovnost”, resp. “Cauchy-Bunjakovského nerovnost”, event. “Cauchy-Schwarzova nerovnost”.

Véta 1.4.: Necht V je euklidoyvskjf prostbr; u,vEV, r€R. Pak plati:

1. lull > 0 pFicem# lall = 0 prdve kdy¥ u=o
2 lrul= kLl

3, ha + vl < lall + Ivl .

4, Jeli u#o, pak 1y je normovany vektor.

lha ll

[Dfikaz: 1.ad4. jsou bezprostfednimi diisledky definice velikosti yektoru.
2. lrul? = (rw) . (r.u) = r*. (u.u), odkud po odmocn&ni dostdvdme:
bul =v72 () = Irl. lul. |
3. )z definice velikosti vektoru a Schwarzovy nerovnosti plyne:
o+ vi2 =@+v). @+ =@u)+2.wv) + vy < @)+ 2hllivl+ (vv) =
= lul? + 2.lal. vl + IvI2 = (lall + IvI)®. ProtoZe v8ak Iu + vl i (lall + lvl)

jsou nezdpornd &isla, dostdvime po odmocn&ni Zddané tvrzeni. |

Poznidmka: 1. nerovnost uvedend ve 3. &sti véty se obvykle nazyva “ trojuhelnikova
nerovnost”. .

2. PouZijeme-li obratu provedeného ve 4. &isti véty (tzn. vektor u ndsobi-

me Cislem —L—), pak fikdme, Ze jsme vektor u “normovali”.

tha

Definice: Necht’ u, v jsou nenulové vektory z euklidovského prostoru V. Pak rediné

islo ¢, splitujici vztahy:

) cos ¢ = AN O0<p<m

u.v
ha ll. v 1
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se nazyvid odchylka vektort u,v.

Poznamka: je potfeba si rozmyslet, Ze uvedend definice odchylky je korektni, tzn., Ze Eisio
¢, splitujici (2) existuje, a to jediné. Ale Schwafzovu_ nerovnost miiZeme pro nenulové vektory
uy pfepsat ve tvaru:

Juvl <y zn
tha Il fiv 1

uwy
ha fl. vl

<1, odkud: —1 < BY__ <.
. I.lvl

fa

Vidime tedy (na zdklad® naSich znalosti o goniometrickych funkcich), Ze existuje pravé jedno
relné islo ¢, splitujict podminky (2).
Poznamenejme je¥ts, Ze odchylka vektord neni definovdna pro pfipad, kdy? ndktery

z téchto vektorll je nulovym vektorem.

§2. Ortogonalnost
Definice: Necht V je euklidovsky prostor a necht’
(1) u

je kone&nd posloupnost vektorli z V. Rekneme, Ze
(i)  posloupnost (1) je ortogondlni (nebo stru¢n¥, Ze vektory u,, ..., u, jsou
ortogondlni) jestliZe je:
u,..ui=0 pro kazdé ij=1,...,k AN i#j
(i)  posloupnost (1) je ortonormalni (nebo stru¢ng, Ze vektory u,, ..., u, jsou
ortonormalnf), je-li ortogondini a kazdy jeji vektor je normovany
(iii) posloupnost (1) je ortogondlni bdze (resp. ortonormalni bize) euklidovského pro-

storu V, jestlife je ortogondlni (resp. ortonormdlnf) a navic je bézi prostoru V.

Pozndmka: rozebereme-li si definici ortogondlnosti pro nejjednodussi p¥ipady, pak ihned
vidime, Ze:

-pro k =1: posloupnost sestdvajici z jednoho vektoru je védy ortogonalni (bez ohledu

na to, zda napf. je dany vektor nulovy & nikoliv).

-pro k =2: vektory u,,u, jsou ortogondini pravé kdyZ u,.u,’ = 0. V tomto pFi-
pad& budeme psdt: u, Lu, nebo u, lu, (z¥ejmé zde nezale?i na po¥adi vektord).
Dile,jsou-li oba vektory u,, u, nenulové, pak zfejmé jsou ortogondlni pravé kdyZ jejich

T (plyne z definice odchylky). Na druhé strang, dva vektory, z nich? alespof

odchylka je 'f,’
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jeden je nulovy, jsou vZdycky ortogondini (pfiem? jejich odchylka samoz¥ejmé nenf definovs-
naj.

Dalii vlastnosti ortogonalnich vektorti popisuji ndsledujici tvrzent.

Véta 2.1.: Necht” V je euklidovsky prostor; pak pro vektory z V plati:
I.ula ® u=o
2. ulx prokadé x€V < u=2o

¥

oulw, proi=1...,k & ul({
i

I

r,w,), pro katdé r, €R

D& kaz: 1. 2. ihned plyne z predchozi definice a z definice skaldrniho souing.

3. %=" necht’ wulw, tzn. uw,=0 pro i=1,...,k Pak pro libovolad
) k k k
nER jer w( Zrw)=2Zr .(uw)=0, atedy ul( 2 W)
’ i=1 i=1 w =1
‘=" zvolimedi r,=1 a r, = 0 pro j#i, pak ulw,i=1 ...,k !

Véta 2.2.: Nenulové ortogondlni vektory euklidovského prostoru V jsou linedrné nezd-

Vislé.
[D & k az: necht | PPN | T = V' isou nenulové, ortogonalni vektory. Necht’
roat .. = 7w, =o.
Provedeme-li (pro libovolné i =1,..., k) skaldrni soutin vektoru u, s ob&ma stranami
této rovnosti, dostaneme: (rpu,+ ... trou ). u = o, odkud po rozepsini a s vyuZitim

ortogondlnosti zadanych vektord dostdvdme: r. (u.u) = 0.
ProtoZe v§ak w, # 0, je w.u, # 0, a musi tedy byt r, =0 (pro kazdé i=1,..., k).

jsou linedrn& nezdvislé. ]

To viak znamend, Ze vektory u,, ..., u,

Poznamenejme, %e pfedpoklad nenulovosti viech vektord je v pfedchozi v&t& podstatny
a bez ng&j véta neplati. Jinak fedeno, jsou-li ortogonaini vektory z ¥V linedrn& zdvislé, znamend

to, Ze alespofi jeden z nich musi byt nulovy.

Véta 2.3.: Necht” V je euklidovsky prostor; wu,, ..., w, €V libovolné. Pak existuji
ve V ortogondinf vektory e, . .., By které generuji tentyZ podprostor jako vektory
u,...,u, fzn platf

Lluyy s 50 5 uk)=L(e1, ewnp By )
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[D G k a z: provedeme matematickou indukci vzhledem ke k.
a) pro k =1 tvrzeni plati (sta¢f polozit e, =u,)

B) predpoklidejme, Ze tvrzeni vty plati pro 1,2,.. .,k — 1 (k>2). Tedy existuji

ortogondlni vektory ei, oo, e, tak, Ze plati:

(2) 171 ICHRLIE T L~ (AP .

PoloZme: °

3) e, =p,et...Ttp. e Tu. ., kde p, €R

a urime koeficienty p, tak, aby e .e = 0, pro i=1,...,k—1. Alepo provedeni

skaldrniho soudinu vektoru e; s ob&ma stranami (3) dostaneme:

, Jjeli e #o
e.e,=0=p,  (ee)+ (u,.e), odkud p, =
’ libovolné, je-li e, = o

Potom tedy vektory e, ..., e, jsou ortogonalni.

Zbyvd ndm jedté dokdzat rovnost L(u,, ..., u)=L(e,....¢e.). Ale z (2) a (3) plyne
jednak, Ze wu,, ..., u, € Le, .,e), tzn. Lu,, ..., u) ClLe,....e) a také,
fe e,... ., e, € L(ulv, c,wy), tzn. Le,, .. .. e) € L(u,, ..., w). Dohromady

pak dostdvdme %ddanou rovnost. |

Pozndmka: 1. dikaz pfedchozi v&ty byl konstruktivni a jeho algoritmus se nazyvd
Gram-Schmidtfiv ortogonaliza&ni proces (pouZivd se pti feSeni konkretnich pfikladfi!)

2. v pfedchozi v&t¥ se nic nepfedpoklddd o linedrni zdvisiosti nebo ne-
zdvislosti vektorli u, ..., u, . Proto vysledné ortogondlni vektory e,, ..., e, mohou,
ale nemusi byt véechny nenulové. Pfesngji fefeno, je-li

dim L(a,, ..., u)=7r (<k)
pak tedy i dim L(e,, . . ., e )=r col znamend, e prav€ (kK —r) z vektort €. -1 €

je nulovych a zbyvajicich r vektorl je nenulovych a tvofi ortogondini bdzi podprostoru

L(u,, Cu), tj. podprostoru generované_ho vektory u,, ..., ..
Specielng tedy, jsou-li vektory u,,.... u, linedrné nezdvislé, tzn. tvodi bdzi pod-
prostoru L(u,, ..., w), pak vektory e, .., e, tvofi ortogondini bizi tohoto podprosto-

Tu.
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Véta 2.4.: V kaZdém nenulovém euklidovském prostoru V existuje ortogondint bdze

(resp. ortonormdint bdze).

[D G kaz: necht By s 5o g u, je libovolnd bdze V. Pak podle pfedchozi véty a po-
zndmky existuje ortogondlni bdze e, ..., e, prostoru V. Normovdnim kaZdého z vektorti
e.. ..,e pak dostaneme ortonorméln{ bazi "—l—".el ..... "—l—".en prostoru V. ]

e e
| n

Pfiklad 2.1.: V euklidovském prostoru R*, se skaldrnim sou&inem, definovanym:
(o Xy X5 X)) - O Y50 V30 0y) EX Y EX Yt Xyt Xy,
nalezndte ortogondlni bdzi podprostoru W, generovaného vektory u,u,, u,. PH tom:

u, = (0.1.2.1), u, = (~L,LL,1), u, =(1,0,1,0).

[ReSeni: plati W= L(u,, u,, u,), tzn. pouZijeme Gram-Schmidtova ortogonaliza&niho

procesu:

e, =u, = (0,1,2,1)

1

_ - N6 _ 2 . - 1 1 1
ez~p.el+u2 5 kde p_-ﬁ_{l—-—g' Tedy. ez—'(—l,é‘,_ 5,3')
u,.e
e; =p,e tp,e, tu,, kde p, =_e3e1=_;_’ p, -‘_e:.e:=l
Tedy: e3=~:l)’—el +e2+u3=(0,0,0',0)=o‘

Vysledek: ortogondlni bdzi podprostoru W tvofi napf. vektory €. Sy |

Definice: Necht A, B jsou libovolné podmnoZziny euklidovského prostoru V. Je-li:
a.b=0, pro ka¥dé a €A, b EB,

pak fikdme, 7¢ A, B jsou ortogonalni mnoZiny a piSeme A L B nebo B LA

Pozndmka: jinak feeno; A, B jsoa ortogondlni mnoZiny prdv& kdy? a, b jsou ortogondl-
ni vektory, pro ka’dé a € 4, b €B.
Ve specielnich p¥ipadech: prdzdnd mnoZina, resp. mno%ina {o} jsou zfejm¥ ortogonélnf
ke kazdé podmnoZing ve V. Ddle z definice plyne, Ze:
ALB = ANB=¢ nebo A NB= {0}.
Nésledujici v&ta pak ukdZe, ¥e pfi studiu ortogondlnich mnoZin bude mit smysl omezit se

pouze na podprostory euklidovského prostoru V.
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Véta 2.5.: Necht’ A, B jsou podmnoZiny euklidovského prostoru V.
“Pak plati: ALB & [A]Ll[B],
izn. dvé mnoZiny jsou ortogondini prdvé kdy¥ jsou ortogondlni podprostory generované témito

mnoZinami,

[Dtkaz: “< plyne z definice, uvddomimedi si, ¢ 4 C {4}, BC [B].
“=” pro A =¢ nebo B = ¢ tvrzeni zfejmé plati (nebot’ [¢]= {o}).
Predpoklddejme tedy A #¢, B#¢ a A LB. Necht dile u € [4], v € [B] libovolné. Ale
podprostor [A] je roven mnoZin& v¥ech linedrnich kombinaci kone&n& mnoha vektort z A4
(plyne z V.2.3.2., kap. III - rozepiSte si podrobn& sami!), tzn. u = p,a,*.. .+p.a, kde
a, €A apodobné v=rb+.. . + r. b, kde bi € B. Potom vSak wu.v =

b.) =

K
=( Zpa). ( lr]].

i=1 j

M3

?l. M=

3 p;r;-(a.b) =0, nebot’ a.b = 0.
PPl R iy
Tedy piati: [A] L [B], coZ jsme m&li dokdzat. ]

Definice: Necht” W je podprostor euklidovského prostoru V. Pak mnozina
W = {x € V| xaw=0 pro kaZzdé w E W}

se nazyvd ortogondlni doplnék podprostoru W (ve V).

Pozndmka: zfejm& plati W L W' a ve specielnich pfipadech p¥imo z definice dostévdme,
e V' = {0}, resp. {o}' =V. .

Z4kladni obecné vlastnosti ortogondlniho dopliiku pak popisujf ndsledujici v&ty.

Véta 2.6.: Necht” W je podprostor euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. Wt je podprostor ve V

Ly

2 V=W4+ W', tzn prostor V je pFimym soultem podprostori W a W*'.

(Dikaz: 1. Zrejm& o€ W', atedy W' #¢. Dilenecht x,y €W re R libo-
volné. Pak pro libovoiny vektor w € W je:
xty)w=x.w+(y.w)=0+0=0, resp. (rx).w=r.(xw)=r.0=0
a tedy W' je podprostor ve V.
2. Jelli W= {0}, pak W' =V a tvrzeni plati. Necht’ tedy W # {o} a

necht' e,...,e, je ortonormdini bize W (jeji existence je zaru¥ena vitou 2.4.)

a) dokdZeme, Ze W+ Wt =7V,
Zifejmé stali dokdzat inkluzi 2 . Necht tedy u € V libovoiny. Oznadme:
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x = (une,). ¢ t..,+ (u.ek) = B
Pak zieym# x € W. Diéle vezm&me vektor (—x + u) a spottéme:
(-x+u).e=—(xe)+ (ue) = —(ue) + (ue) =0, pro i =':1\: oLk
odkud plyne, Ze (—-x + u) € W'. Patom viak u=x+ (-~x +u)EW+ W
b) plati W N WL = {o}, nebot wEWNW! = ww=0 = w=o.

Dohromady pak dostdvdme, 2e V=W 1 Wi, ]

Poznamka: je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2. &4sti pfedchozi v8ty a
podle definice pfimého soudtu podprostorl) se libovolny vektor u € ¥ dd napsat, a to jedi-
nym zplsobem, ve tvaru: g

=x‘+y, kde x EW, yEW?!,
Poznamenejme, Ze vektor x z tohoto vyjddfeni se nazyvd ortogondlni projekee vektoru u
do podprostoru W. Ndsledujici véta ukdZe, Ze ortogondlni projekce souctu dvou vektorf je

rovna souftu jejich ortogondlnich projekci a podobné‘ tomu je pro nisobek vektoru.

Véta 2.7.: Necht’” W je podprostor euklidovského prostoru - V; necht’ x (resb. x’)
je ortogondini projekce vektoru u (resp. vektoru w’) do. podprostoru W; necht r € R libo-
voiné. Pak plati:

1. (x + x*) je ortogondini projekce vektaru €u +u’) do W

2. r.x je ortogondlni projekce vektoru ru do W.

[D &k az: podle pfedpokladuje u=x+y, w'=x"+y’, kde x,x’ €W, y,y’€ W

Potom
L @) =(x+y)+X+y)=x+x)+(y+y), kde x+xX EW, y+y EW*
2. ru=r.(x+ty)=rx+ry, kde rxEW, rry E Wt '

odkud ji¥ podle predchozi pozndmky plyne tvrzeni. ]

Véta 2.8.: Necht’ W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. WwWHt=w

2. W+ =wtnst

3. WwWnSH=wt+8t

[D&kaz: L. podle V.2.6.je: Wi Wh=V ataké W+ (W) =V, odkud plyne,
%¢ dim W = dim V — dim W' = dim (W)L, Je tedy dim W = dim (W), pfitemZ zFejm&
W C (WhH, tzn. pak (podle V.4.5.2., kap. ll)je W = (W5).
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Z. inkluse “C” je zfejmd; dokaZme inklusi “2”: necht x € W N S! a
necht’ u € (W + 5) je libovolny, tzn. u=w+s, kde wWEW, s€S. Potom:
xu=x.(wts)=xw+xs=0+0=0, |
atedy je x €(W+ S Jetedy Wi n Sl\.Q (W + S)* a dohromady plati ¥4dand rovriost.
3. ufitim 1. a 2. dostdvdme:

(W N S)=(WHEN (S ) = (W + S odkud: (W N S) = (Wh + 59 = wh + 8L ]
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VII. LINEARNI ZOBRAZEN{ VEKTOROVYCH PROSTORU

§1. ZiklaAni vlastnosti linedrnfho zobrazeni

V naSich pfedchozich tivahdch o vektorovych prostorech jsme vidy vySetfovali viastnosti
jednoho vektorového prostoru (pro uplnost pfipomefime, Ze vektorovym prostorem rozumime .
v¢dy pouze kone&n&dimenzionalnf vektorovy prostor). V této kapitole se naopak budeme zaby-
vat vzdjemnymi vztahy mezi dv&ma (pfipadng i vice) vektorovymi prostory. Tyto “vzdjemné
vztahy” budeme studovat pomoci zobrazeni jednoho vektorového prostoru do druhého. Aby
naSe ivahy mély prakticky smysl bude zfejm& nutné pracovat s takovymi zobrazenimi, kterd
néjakym zplisobem “zachovédvaji” operace, s nimiZ se ve vektorovych prostorech setkdvdme, tj.
zachovdvaji jednak soudcet vektord a jednak ndsobek &isla s vektorem. P¥i tom zfejm& druhy po-
Zadavek bude moci byt spln&n jen tehdy, kdyZ uvaZované vektoroyé prostory- budou nad stej-

nym &iselnym télesem.

Definice: Necht” V, V’ jsou vektorové prostory nad tym? &iselnym télesem 7. Zobra-
zeni ¢ : V=V’ spliiujici

O put+v) =)+ ov)

. v pro uyv € V; t €T libovolné

(i)  (ru) = ro(w)
se nazyvd linedrni zobrazeni vektorového prostoru ¥V do V’

Je-li navic ¢ bijektivni, pak se nazyvd izomorfizmus vektorového prostoru ¥ na V"

Pozndmka: 1. je nutné si uvddomit, e vektorové prostory ¥ a ¥’ jsou obecn& riizné,
a tedy i operace s&itdni vektorQl (resp. ndsobeni &isla s vektorem) ve V ave ¥V’ jsou pak
samoziejmé také rﬁzné. Pfesto v¥ak je budeme pro jednoduchost oznafovat stejnym symbo-
lem + (resp. -). Nebude moci dojit k nedorozum&ni, pon&vad? ze souvislosti a z ostatnf sym-
boliky bude v¥dy zfejmé, o kterou operaci se jedné..Pro uleh¥eni orientace budeme vektory
z V' obvykle oznaovat &rkovang, kde%to vektory z V ne&irkovan¥. Specielné tedy o’
bude znatit nulovy vektor z V°, kde¥to o bude znalit nulovy vektor z V.

2. lehce se ukdZe, Ze podminky (i) a (ii) z pfedchozi definice jsou ekvi-

valentni jediné podmince:

(ili) @(t.u +5v) = t.o@m) +s.p(v) pro u,vEV; t s €T libovolné.

Ovétujeme-li tedy, ¥e zobrazeni ¢ : ¥V = V¥’ je linedrni zobrazenf, pak ov&fujeme bud’ pod-
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minky (i} a (ii} nebo jedinou podminku (iii).
Dale, matematickou indukci lze (iii) rozsifit na libovolny kone&ny podet séitancll, tzn.

pro linedrni zobrazeni ¢ plati:
o, a ot )=o)t o) .

Priklad 1.1.: Necht V, V’ jsou vektorové prostory nad 7, necht’ 7 € 7. Pak:
1. zobrazeni ¢ V =V, definované
o(u) = r.u, pro kazdé w eV
je linedrnf zobrazeni. Je-li 7 # 0, pak ¢ je dokonce izomorfizmus (ovifie si oboji rozepsdnim!).
Specielng, pro ¢ = | dostdvdme identické zobrazeni id,, které je tedy izomorfizmem vekto-
rového prostoru ¥ na V.
2. zobrazeni w : ¥V = V', definované:
wlu) = o, pro kazdé v €V

ie linedrni zobrazeni, které budeme nazyvat nulové linedrni zobrazeni.

Piiklad 1.2.: Zobrazeni ¢ : R®> = R?, definované:

£ ( = Y 3
ol{x,. x,, X3)) (2)‘1 t X, X, X, x,) proV‘ (xl,ngXS)ER

.
je linedrni zobrazeni, které neni izomorfizmem.
Déle, nap¥. zobrazeni ¢ : R® = R%, definované:
- ~ N _ . N Y 3
W, x,, X, =Qx, +1,x,—x,—x,) proyf (x,,x,,x;}€R

nent linedrni zobrazeni (zfejm& neplati (i) ani (ii))

Priklad 1.3.: Zobrazeni § : R [x] = R [x], definovane:

8(f(x)) = f(x), proyf flx) ER,Ix],
tj. zobrazeni pfifazujici polynomu f(x) jeho derivaci f(x), je linedrni zobrazeni (p¥i ov&fo-
vin{ podminek (i) a (ii) se vyuZije n&kterych v&t o derivovdni funkecf, zndmych z analyzy).

Z¥ejm& & neni bijektivni zobrazeni, a tedy neni izomorfizmem.

Véta 1.1.: Necht’ ¢ : V =V’ je linedrni zobrazeni. Pak plati:

o(0) = 0", 1. nulovy vektor se musi zobrazit na nulovy vektor

(SN

2. o(—a) = —p(u), pro Y uev

W ° o . /. W
3. u,...,u €V jsou unedrné zdvislé vektory = o(u,), . . ., p(u,) jsou linearne

zdvislé vektory (ve V).
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[(Dbkaz: 1. zfejméje o= 0.0, tzn. pak (o) = p(0.0) = 0.9(0) = o’
2. o(—u) = p((—D.u) = (—1.p(m) = —p(u), podle V.1.1.4., kap. III.

30w, ..., u, jsou linedrn€ zdvislé = existuji Eioss» s by @T, Z nichy
alespoii jedno je rlizné od nuly tak, Ze fLiuagt...tru =0 Pakale o(f, u +...+ fou, 3=
=¢(o), tzn. 1 .p(u )+ ...+ tp(u, ) =0, atedy o, ), . .., p(u,) jsou linedrn¥ zdvis-

i€

Dalsf vEta si v8im4 toho, jak se linedrni zobrazeni chovd vii¢i podprostorfim. PHpomeiime,
Zejesi ¢ : V=V zobrazenia W je podmno¥ina ve V¥, pak symbolem (W) oznaZujerme

mnoZinu obrazh vSech prvkli z W, tj.:

oWy= (X €V’ I wEW tak, Je o(w) = X’}

Véta 1.2.: Necht’ ¢ : V =V’ je linedrni zobrazent; W je podprosior ve V. Pak:
1. o(W) je podprostor ve V’

bo
[=]

. Jsou generdtory podprostoru W = e(u,), ..., olu, ) jsou generd-
tory podprostoru (W)

3. dim W = dim o(W)

[D & kaz: 1. provede se pfimym ovéfenim definice podprostoru
2. necht x’ € (W) libovolny, tzn. existuje w € W tak, Ze o(w) = x".
Ale podle pFfedpokladu w = tut.oootfu, atedy X =o(tut. .t )=
=r.ou )+ ...+ p(u ), odkud plyne, Ze o(u, i, <o, p(u, ) jsou generdtory (W).
3. jelli W= {0}, pak tvrzeni zfejm& plati; necht’ tedy W # {o} a
u, je baze W. Pak podle 2. jsou vektory p(u ), ..., 9w ) generdtory

o(W), atedy dim (W) <m =dim W |

Véta 1.3.: Slofenim linedrnich zobrazeni dostaneme opét linedrni zobrazeni,
. jsouli @ V=V, ¢ : V' = V” linedmi zobrazeni, pak o ¢ : V= V" je linedrni

zobrazent,
[D 8 kaz: ovefime podminku (iii); proc u,vEV , 1, sET je
(Y o @)(tu + sv) = Ylp(tu + 5v)] = Ylt.p() + s.0(M)] = LY o @)(W)] +s.[(¥ » ©)V)],

atedy (Y o ) je linedrni zobrazeni. ]
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Ndsiedujici d@leZita véta ukédZe, ¥e k Gplnému zaddni linedmiho zobrazeni ¥V — V° stati
zadat pouze obrazy vektorQ pevné béze‘prostoru V a obrazy zbyvajicich vektori z ¥V jsou
pak jiz jednoznacné vynuceny. Na druhé stran¥, takovyto vysledek se dd celkem oCekdvat, uvé-
domime-li si, %e kazdy vektor z V je jistou linedrnf kombinaci vektor8 bize a Ze linedrni

zobrazeni “zachovavd linedrn{ kombinace vektori”.

Véta 1.4.: (Zdkladni v8ta o linedrnich zobrazenich)

Necht’ V., V’ jsou vektorové prostory nad T, necht u,,...,u, Je bdze prostoru V a

n

necht” ¥\, . .., v, jsou libovolné vektory z V.

Pak existuje jediné linedrni zobrazenf ¢ = V =V’ takové, fe o(u) =V, .. . ¢, ) =v,

[D&kaz: [ existence: necht x €V libovolny, pfitemz x =x u,+...+x u .

3

Polozme: @(x) =x,.vy ...t X, V. Potom ¢ je zobrazeni ¥V do V', které je linedrni

zobrazeni (oboji si podrobn& rozmyslete, resp. doka¥te!). Dile, zfejm& o(u,) = v;, pro

i=1,...,n
II. jednoznatnost: necht’ ¢ je vyse zkonstruované linedrni zobrazeni a
necht’ ddle ¢ : V = V’ je linedrni zobrazeni takové, Ze y(u,) =vj, . .. Ylu, ) =v,.
Pak pro libovolny vektor x € V' (pro n&Z x=xu+...+ x,u,) je:
Y(x) = Y u oot x )= x, Yo )+, F x,y@u,) =x v, t...* x, v, = @(x),

co? v8ak znamend, Ze ¢ = ¢. |

Definice: Necht ¢ : V = V* je linedrni zobrazeni. Pak
(i) mnozina Ker o= {u € V| g(u) =0’} se nazyvd jadro linedrniho zobrazeni ¢

(i) mnoZina Im ¢ = (V) se nazyvd obraz linedrnfho zobrazeni ¢

Poznimka: Oznaleni Ker o, resp. Im ¢ jsou v literatufe b&%n¥ pouZivané zkratky pro
anglick€ ndzvy “kernel” = jddro, resp. “image” = obraz.
Nésledujici tvrzenf ukd?{, Ze ob8 podmnoZiny jsou podprostory a popi¥ jejich zakladni

vlastnosti.

Véta 1.5.: Necht ¢: V =V’ je linedrnf zobrazeni. Pak
jddro Kery je podprostorem ve |4

1
2. obraz Im ¢ je podprostorem ve V’

[Dhkaz: 1. ziegjmE o €Ker ¢, a tedy Ker v # ¢. Dile, necht u,v €Ker ¢, tzn.
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je w(u) =0’y ¢(v) =0". Pak ¢(u+v)=op)+v)=0 +0 =0, atedy u+vEKer Q.
Podobn® pro u€Keryp a + €T je tu €Ker . Dohromady tedy Ker ¢ je podprostor
ve V.

2. jde o specielni pfipad V.1.2.1. ]
Véta 1.6.: Linedrni zobrazeni ¢ je injektivni < Ker ¢ = {o}.

[Ddkaz “>” necht x €Ker ¢ libovolny; pak ¢(x) = o’ = ¢(0), u%itim V.1.1.1.
Z injektivnosti zobrazen{ ¢ pak dostdvdime x = o, tzn. Ker ¢ = {o}.
“<=" necht ¢(u) = ¢(v); potom ¢(u —v) =0, neboli u —v EKer ¢ =

= {o}. Tedy u—v=o0, neboli u=v, coZznamend, Ze ‘¢ "je injektivni zobrazeni. ]

Definice: Necht' ¢ : V' = V’ je linedrni zobrazeni. Pak dimenze jiddra Ker ¢ se nazy-
vd defekt linedrniho zobrazen{ ¢ a dimenze obrazu Im ¢ se nazyvéd hodnost linedrniho

V4
zobrazeni .

Véta 1.7.: Necht” ¢ : V =V’ je linedrni zobrazeni. Pak soulet defekru a hodnosti

linedrniho zobrazeni ¢ je roven dimenzi prostoru V, ftj.

dim (Ker ¢) + dim (Im ¢) = dim V

[(Dikaz: jeli Imo= {0}, pak Ker ¢ =V a v&ta zfejm& plati. Necht’ je tedy
Im ¢ # {0’} anecht w,..., w je bdze Im ¢. Pak existuji vektory u,,...,u €V

tak, %e cp(ul) = w’1 ,,,,, gp(ur) =W, . Z vity 1.1.3. plyne, Ze u,...,u jsou linedrnd

nezavislé, tzn. je pak:

§)) dim L(u,, ..., ur) =r = dim (Im o)
Dile:

I. ukdZeme, Ze Ker o + L(u,, ..., u) ="V
Ale inkluse “C” je zfejmd a naopak, je-li x € V libovolny, pak ¢(x) & Im ¢, tzn.
px)=c,w, +...+tcw,, kde ¢, € T. Uva’me nyni vektor u =c u,+...+c.u,. Ztejmd
je u €Lu,,...,u) a dale:
o(u) = pc,u + ... tcu)= copu) .o F cp(u) =c wy +... +\crwr’ = p(x)

odkud ¢(x — u) = 0’, neboli x —u €Ker 9. Potom viak:
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X=(x —u)+tu€Kerp+L(u,...,u), coZjsme potfebovali dokdzat.

I1. ukdZeme, Ze Ker ¢ N L(u,, ..., u)= {o}.
Necht x € Ker ¢ N L(u,, ... ,u). Pak ¢(x) =0’ asoulasn x = rut..otra,
odkud: ‘

O=p(x) =t )t o) =W L LW

2
RN

Il

a o Limedrmd s dogicl . o ’ = - .
Ale z linedrni nezdvisiosti vektori w w, plyne,Ze 1, =... =t = 0, a tedy po do-
sazeni dostdvime x = o.

Nyni, z I. a 1., uZitim v8ty o souctu a prfiniku podprostorfi a vztahu (1) dostdvdme:

dim V' = dim [Ker ¢ + L(u,, . . ., u,)] = dimKer ¢ + dim Lw,. ... u)-
dim [RKer ¢ N L(u,, . .., u )] =dimKer ¢ + dim Im ¢ — 0 = dim Ker ¢ + dim Im . |

Definice: Necht’ ¥, I’ jsou vektorové prostory nad T; necht existuje izomorfizmus
vektorového prostoru ¥ na V’. Pak fikdme, ¢ V a ¥V’ jsou izomorfni vektorové prosto-

ry a pifeme V= V.

Véta 1.8.: Relace = je relaci ekvivalence na mno%iné v¥ech (koneénédimenziondlnich)

vektorovych prostorii nad télesem T.

[D G k az: reflexivita: je zfejm4 (nebot’ idV je izomorfizmus V na V)
symetrie: necht V = V’, tzn. existuje izomorfizmus ¢ : V = V°. Pak
zobrazeni ¢~' . V> —> V je bijektivni a ukd%eme, Ze je linedrnim zobrazenim. Necht’ uw’, v’ €V,
t, s €T libovolné a oznalme ¢~ (W) =u; ¢~ !'(v’) =v. Potom je ¢(u) =u’; p(v) = v

Nyni:
o LW +5v) = o (fp(u) + 5.0(V) = @ ((tu + sv)) = fu+ sv = LT (W) + 5.9 (V)

Je tedy V=V,

tranzitivita: plyne z vlastnosti bijekce a z V.1.3. ]

Véta 1.9.: Necht ¢ : V >V’ je izomorfizmus. Pak plati:

1. u,,...,u €V jsoulinedrné zdvislé < p(u,), . .., pu,) jsou linedrné zdvislé -

2. u,...,u €V jsou linedré nezdvislé < ¢(u,), . .., p(u,) jsou linedrné
nezavislé

3. u,...,u, je bize V <+ ¢(u,), ..., ou,) je bize V’
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4. dim V = dim V~

[D &k az podle pfedpokladu je ¢ : ¥V — ¥ bijektivai linedrn

”

diikazu pfedchozi vty je ¢! : V"= IV také bijektivni linedrni zobrazeni. Potom:
ad 1. plyne z V.1.1.3. aplikované na ¢, resp. na ¢!

ad 2: je logickym dfisiedkem 1.

ad 3: plynez 2.az V.}1.2.2., uvédomime-li si, Ze () =V " a ¢ (V) =7V

ad 4: je-li V nulovym prostorem, pak je tvrzeni zfejmé; v ostatnich pfipadech nlyne

ze 3.}

Poznamka: utvofime-li na mnoZing viech (koneénddimenzionalnich) vekioros

7.2l ‘

& 3 e R Vd > . ) y ¢ 1 v " . 2 9 9 4
i nad T rozklad p‘r’islusny ekvivalenci =, pak v kazdé t¥id& tohoto rozkladu budou

viechny navzdjem izomorfn

4

vektoroveé prostory. Z véty 1.9. pak plvne, Ze tyto izomor

vektorové prostory majf z algebraického hiediska naprosto stejné viastnosti (jedna

pouze formdlng rizné exempldfe shodnych vlastnosti). V matematice se obvykle o takovyc
objektech fikd, Ze jsou “steiné, a% na izomorfizmus” a Zasto se dokonce zictoZhuji.

Ndsiedujici v&ta pak podd velmi jednoduchou charakterizaci izomorfnich vektorovych

prostorfi, tj. vektorovych prostorti patficich do jedné tfidy zminného rozkladu.

V&ta 1.10. (V&ta o izomorfizmu vektorovych prostord)

Necht” V, V' jsou vektorové prostory nad T. Pak:
V=V e dim V= dim ¥V’

(D& kaz: %" plyne pfimoz V.1.9.4.

o

“<” jeli dim V = dim V" =0, pak zfejmé¢ V = V’. Necht tedy dim V =

=dim V’=n (>1) anecht w ..., u, jebdze ¥, resp u), ... u, je bdze V.

G

Necht dile x € V libovoiny, pfifemZ x =x,u, +... +x,u,  (vime, Ze toto vyjadf feni exist

je, a to jediné). PoloZme:

= 2 3
o(x) =x,u + ...t x W

Pak zfejm& ¢ : V = V" je zobrazenf a rozepsanim se ukaZe, e ¢ je bijektivni (provedte si

podrobn& sami!) Doka¥me, e ¢ je linedrai zobrazeni: necht x,y €V, t, s €T, pfiCemZ

x=xu+...+txu ;y=yut. .. ty,u,. Potom:
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Arx Tsy)=olix, +oy.a+ ..+ 0x, +sp).u 1=(@x +sp).u+...

9

5 I - = 7 ya :s N 5 . § N -
+{x, sy, ) om =0 (rpa Lt x,w)ts. o +. .. +y,a )= LX) T se(y).

Dohromady pak ¢ je izomorfizmus prostoru ¥V na V7, atedy V=V |

Poznamka: z v*edchozi véty plyne, Ze pfi zadaném Ciselném t8lese 7 je kaZdy vektorovy
prostor jednoznatné (aZ na izomorfizmus) uren svoji dimenzi. Pfi tom nap¥. zFejmg kaZdy nenu-
lovy n-dimenzionsini vektorovy prostor nad T je izomorfni s prostorem 77, Vidime tedy, Ze
vektorové prostoery T%, pro n=1,2,3,. .., vy&erpdvaji (a’ na izomorfizmus) vSechny
nenulové vektorové prostory nad 7. Mohlo by se tedy na prvni pohled zddt, Ze pfi budovdni
obecné teorie vektorovych prostorll by viastng statilo omezit se pouze na prostory T*. Je
v8ak ihned vid&r, Ze bychom timto nedosdhli Zddného zjednoduZeni, nebot 7 dfikazu pfed-
chozi v&ty plyne, Ze pouZity izomorfizmus zdvisi na volb& bize. Pokud bychom tedy cht&li n&-
jaké tvrzeni o prostoru 7" pFenést na libovolny n-dimenzionalni Vekmmv;&-pmstor, znamenalo

by to v¥#dy dokdzat jeho nezdvislost na volbé béze.

B

§2. Linedrni transformace a jejf matice

Definice: Necht ¥V je vektorovy prostor nad T. Linedrni zobrazeni ¢: V = V
se nazyvd linedrni transformace vektorového prostoru V.

Je-li navic ¢ bijektivni, pak se nazyvé automorfizmus vektorového prostoru V.

Poznamka: vidime, Ze linedrn! transformace je pouze spécielnim pFipadem linedrnfho
zobrazeni, a sice pro V”= V. Znameni to tedy, Ze viechny dvahy a tvrzeni z pfedchoziho
paragrafu zfist4vaji v platnosti i pro linedraf transformace, pfiem?Z bude zfejm® platit jexsid
néco navic.

Specieln® zdfirazn&me, %e podle zdkladni v&ty o linedrnich zobrazenich je linedrni trans-
formace nenulového prostoru ¥ jednozna¥n® urtena zaddnim obrazll pevné bdze prostoru
V.

Déle si vSimnSme toho, %e jeli ¥V = {o}, pak existuje pouze jedind, a to identickd
linedrn{ transformace prostoru ¥ a viechny Gvahy o ni jsou vice méné trividini. Proto se
v dalfim budeme zabyvat pouze linedrimi transformacemi nenulovych vektorovych prostori.

Nejprve uvedeme vétu, kterd ndm podd fadu ekvivalentnich podminek pro to, aby linedr-

nf transformace byla automorfizmem, tj. aby byla bijektivni.
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V&ta 2.1.: Necht’ o je linedrnf transformace prostoru V. Pak ndsledujict vyroky jsou
ekvivalentni:

(i) @ je automorfizmus

(ii) ¢ je injektivni zobrazenf

(iii) ¢ je surjektivni zobrazeni

{iv) ¢ zobrazuje libovolnou bdzi prostoru™ V na bdzi prostoru V

‘v o obrazuje libovolné linedrné nezdvislé vektory opét na linedrné nezdvisié vektory.

[D&kaz: *“i) = (ii)” zfejmé

“(ii) = (iii)” necht’ ¢ je injektivni zobrazeni; pak podle V.1.6. je
Ker ¢ = {0}, a tedy podle V.1.7. musi byt dim Im ¢ = dim V, neboli o(¥V) = V. To viak
znamend, e ¢ je surjektivni zobrazeni.

“(iil) = (iv)” je-li ¢ surjektivni, pak @(¥) = V. Necht nynf | SO 3
je bdze prostoru V. Podle V.1.2.2. e(u),...,p(u,) jsougenerditory (V)= V. Ale z generd-
torG prostoru V lze vybrat bdzi V, kterd viak v naSem pfipad& musi sestdvat z n vektord,
coz znamend, Ze ¢(u,), . . ., ¢(u,) je bdze V.

“(iv) = (v)” necht’ u,..., u €V jsou linedrn& nezavislé vektory. Ale
linedrn& nezdvislé vektory z V lze doplnit na bdzi ¥V, odkud uZitim (iv) dostaneme. Ze
pu,), ..., p(u,) jsou linedrn& nezavislé vektory.

“v) = (@{)” z (v) plyne, Ze Ker ¢ = {0} (nebot’, je-li x #* o libovolny,
pak x je linedrn& nezdvisly, a tedy podle (v) je :,a(x.) také linedrn& nezdvisly, neboli
o(x) # 0). Ale, je-li Ker ¢ = {0}, pak 7 V.1.6. plyne, %e ¢ je injektivni a uZzitim V.1.7.

dostanemev, Ze ¢ je surjektivni. Dohromady tedy ¢ je automorfizmus. ]
Definice: Necht' ¢ je linedrni transformace prostoru V', necht’

(D u,...,u

je pevnd bdze prostoru V a plati:

g = + +
pu)=a, u +a, u, +...%a u
‘p(u2) =al2ui +a22u2 oo +an2un

= +
pu)=a, u +a, u +...+ta u




Pak matice

uuuuuuuuuuuu

se nazyva matice linedrni transformace ¢ v bdzi (1).

Pozndmka: 1. vidime, %e matice A je &tvercovd, ¥ddu n (kde » = dim V), aje
utvofena tak, %e soufadnice vektoru @(uj} v bézi (1) jsou napsdny do j- tého sioupce mati-
ce A (¢=1,...,n). Tyto soufadnice jsou urfeny jednoznalng, a tedy i matice A4 je
jednoznal&né uréena.

UvEdomme si ddle, Ze pojem matice linedrni transformace je vdzdn podstatnym zpdiso-
bem na pevnou bdzi prostoru V. Zfejm& matice té¥e linedrni transformace ¢ v rliznych
bdzich prostoru ¥ budou obecn& rfizné.

2. vSimn&me si jedt& vzdjemného vztahu mezi pojmem “matice pfechodu”
(definovanym v §5, kapitoly IV) a pojmem “matice linedrni transformace”. Jsou-li
. 4+ -+« V, dv& bdze prostoru ¥ a oznafime-li symbolem o linedrnf

transformaci prostoru V' zadanou urlenim obrazfi bdze tak, Ze vektory prvni bdze se postup-

n& zobrazuji na vektory druhé bdze, tzn.:

pu)=v,. ..., 00)=v, ,
pak ihned vidime, ¢ matice pfechodu od bize u,...,uw k bdzi V,,...,¥, jerovna
matici linedrni transformace ¢ v bdzi L PR | T

Oznafeni: mnoZinu viech linedrnich transformacf prostoru ¥ budeme oznadovat symbo-

lem L(V).

Prvky mnoziny £(V) jsou tedy linedrni transformace vektorového prostoru V, ‘ij.
jistd zobrazeni V — V. Ziejm& je L(V) # ¢,nebot’ napifklad identické zobrazeni id, € £(V):
Na mnoZing€ L(V) nyni uréitym pfirozenym zplisobem definujeme soudet a soudin, resp. ndso-

bek &islem a popiSeme zdkladni vlastnosti takto vzniklych algebraickych struktur.

Definice: Necht’ ¢, ¢ € L(V), ¢ € T libovolné. Pak zobrazenf:
4




(v e+ . V=V, definované: (¢ + Y)u) = o(u) + Y(u), pro V ue v
se nazyvé soufet linedarnich transformaci ¢ a

(i) poy V>V definované: (¢ o Y)(u) = (Y (u)), pro Vu ev
se nazyvéd soudin linedrnich transformaci ¢ a ¥

(i) . V=V, definované: (r.¢)(u) = 1. (p(u)), pro ‘\g‘ u gV

se nazyvd soudin &isla ¢ s linedrni transformaci o.

Véta 2.2.: Necht' @ ¢ jsou linedrni transformace prostoru V.

I8 O+ Y, o, Lo jsou linedrnl transformace prostoru V
(L), +) je komutativni grupa
3. (LW, +,0) je okruh s jedniékou

4. L(V) je vektorovy prostor nad télesem T (vzhledem k +.  resp. ).

D& kaz: 1. ziejmd o+ Y, 9o Y, Ly jsou zobrazeni V — V Rozepsanim se
bezprostfedné ovEfi, ¥e jsou to linedrni zobrazeni.

2. dokd¥e se rozepsdnim; pfi tom roli nulového

transformace - V = V (definovand: w(u) = 0, pro ¥ u € ¥), resp. opa
k ¢ € LV) je linedrnf transformace p : V = V', definovand: p(u) = — (), pro qu ue Vv
3. doka¥e se opdt rozepsanim, s vyuZitim 2. Jedni€¢kou okruhu je zfeyme
identickd linedrni transformace 1id,,.
4. dokdZe se uzitim 2. a bezprostfednim ov8fenim axiomt vektorového

prostoru. |

Vita 2.3.: Necht’ ¢, y jsou linedmi transformace prostoru V, dim V=nz=21 a

necht’ matici ¢ (resp. ) v bdzi (1) je matice A (resp. B). Potom:

1. maticf linedrnf transformace ¢+ v bdzi (1) je matice A + B
2. matict linedrnf transformace ¢ o Y v bdzi (1) je matice A.3
3. maticl linedri transformace t.p v bdzi (1) je matice 1.A
[D?&kaz necht A= (ai],), B = (bl.].), i,j=1,...,n Pfitomto oznaleni pak plati:
> 5 b =1
= ; =3Xb, ro j=1,...,n
p(u,) Ela,ju, SRICH Zbyu, pro 7=k ;

¥i n
+ Tk = ¥, t+b)u
% E{)"fu’ V=)'.( T o)u,

Pak, 11 (¢ + ¥)(u) = w(u) + b(u) =

T s
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pro j=1.. .., n; atedy matici linedrni transformace ¢ + ¥ vbazi (1) je matice
la,; + [7”_} =4+ B.

n
20 oznalme A.B = (Ci,")’ tzn. ¢; = Za,b ., pro i,j=1,...,n Ale:

(o Y)u) = (Zb u)«—Zb gp(u)=§b .2 a_u =§;(E1a”b'7')'u‘ szlcsjus,

14 n
3: (f.gp)(uj) Slo(u)=t. Z au, = Z(t.ar].) .u, , a tedy matici linedrni transtormace
4 r=1 =1

L.y v bazi (1) je mjatice (t.a.l.].) =tA ]

Véta 2.4.:) Necht V je vektorovy prostor nad T, dim V =n > 1. Pak vektorovy

prostor  LAV) je izomorfni vektorovému prostoru Mat (7).

l
{Dfkaz necht (1) je pevna baze V. Definujme zobrazenl F:Lv)y— Mat AT

akto: pro hhovolnc ¢ € L(V) poloZme
Flp) = A, kde A je matice linedrni transformace ¢ v bizi (1).

Nyni dokdZeme, %¢
I. F je bijektivni zobrazenf:
necht” A € Mat_ (T) libovolnd; oznalme W, ..., w, vektory z ¥V, jejichZ soufadnicemi

v bdzi (1) (tj. v bd2zi u u, ) jsou po fad€ sloupce matice A. Podle zdkladn{ véty o

YT
linedrnich zobrazenich existuje jedind linedrni transformace ¢ prostoru V s vlastnosti:

olu)=w, . .., p(u,) = w, . Ale matici ¢ v bdzi (1) je pak prdvé matice A. Tedy existu-
je privé jedno o € L(V) tak, ¥e F(p) = A, neboli matice A m4 pfi zobrazeni F pravé
jeden vzor, coZ znamend, 7¢ F je bijektivni zobrazeni.
II. F je linedrni zobrazeni:
necht ¢,y € LV), ¢ €T libovolné, ptitem? F(p) = A, F(y) = B. Pak:
podle V.2.3.1. je F(p+ Y)=A + B = F(p) + F({) ,
podle V.2.3.3. je }T(I.ap) =LA = .F(p),
a tedy F je linedrni zobrazeni.

Dohromady dostdviame, ¢ F je izomorfizmus, neboli L(V) = Mat, (7). ]

Poznamenejme, Ze z pfedchozi véty a z véty o izomorfizmu vektorovych prostorfli plyne,

Ze dim L(V) = n?* (ponévadi, jak vime, dim Mat (T) = n?).

et
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Na z4v&r paragrafu si je$t strudn¥ viimneme toho, jak vypadaji matice téZe linedrni

transformace v rfiznych bdzich prostoru V a jaké jsou n&které jejich zdkladni vlastnosti.

V&ta 2.5.: Necht’” A,B € Mat (7), necht’ dim V=n (> 1). Pak plati:
A, B jsou maticemi téZe linedrn{ transformace prostoru V (ve vhodnych bdzich) <

existuje reguldrni matice S tak, fe: B =S8"1'.4.S

[D8kaz: “=” necht 4= (“11)’ resp. B = (bi,) je matice linedrni transformace ¢
v bdzi (1), resp. v bdzi (1°) (kde (1) je bdze u,...,u, , resp. (1) je bdze u, .., w).
Dile, necht S = (si!.) je matice pfechodu od bédze (1) k bdzi (1°), tzn. S je reguldmi mati- A
ce a plati:

ul—E}sl]ul, pro j=1,...,n.
14

Potom vSak:

. n , _ & n _ & n
ap(u].) = ,Elbkfuk ——kf‘:lb e E)s. u, = E)( E_S. b

a také:

sp(u?)—(Es u)=§ ap(u)—fl En.u.=Zn)(§a.s.).u.
i kj“k k=1 k=1 %I ;= .

odkud porovndnim pravych stran (na zdklad¥ jednozna&nosti vyjadieni vektoru o(u,) pomoci
baze (1)) dostdvime, Ze

b =§ pro i,j=1,...,n

¥l
zs
< zk kj k=ltk Skj

k
coZ viak znamen4, Ye S.B = A.S, neboli B =85"1.A.8
“e<” necht B =8"1.4.5 anecht (1) je pevnd bdze prostoru V. Pak
(podle dfikazu V.2.4.) existuje jedind linedrni transformace ¢ prostoru V takovd, e A
je matici ¢ v bdzi (1). Ddle, S je regularni matice, tzn. existuje (jedind) bdze (1°) prosto-
ru V takovd, e S je matici pfechodu od bdze (1) k (1°). Kone&n8, podle pfedpokladu je

S.B =A.S, neboli ES”C bk = 2 @y -Syj» PTO i,j=1,...,n. Potom stejnymi Gprava-
k=1 k=1

mi jako v prvni &ésti diikazu dostdvdme:

cp(u)—E(Ea Ju, = é(-f b.)u.=k§_31bkju;c, pro j=1,...,n

ik k]
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jsou maticemi téfe linedrni transformace prostoru V. ]

Definice: Necht’ A, B € Mat, (7} a necht’ existuje reguldrni matice § takovd, Ze

A =81 A45. Pak ¥kdme, ¥e matice 4, B jsou ﬁodobne’ matice a pifeme 4 ~ B,

Véta 2.6. Relace ~ podobnosti matic je relaci ekvivalence na mnoZing Matnn(T)

[D @ k a z: a) reflexivita: pro libovolnou matici 4 € Mat_ (T} je pfeimd A4 =
=E7LAE, , kde £ je jednotkovd matice fddu n. Je tedy A4 ~ A.

b) symetrie: necht A ~ B, tzn. j:xistuje reguldrni matice § 1iak, Ze

B=5"1A4S Pakale 4=5BS5S1=(51)"1A(5"), kde §7' je zfejmé reguldrni.
Tedy je B ~ A.

_ ¢) transitivita: necht’” A ~ B a B~ C, tzn. existuji regularni matice
S O tak,%¢e B=5148 a C

Q~'.B.Q. Po dosazen{ dostdvime: C = 018 1ASQ=
= (SO 1. A(SQ), pfidem? matice S.0 je zfejm¥ reguldrni. Tedy e A ~C ]

Definice: Necht A = (al.’.) je Civercovd matice ¥ddu n (nad T) anecht A je pro-
ménnd. Pak determinant

3
a“—)\ 22 ?‘aln
7:
: a a,,—\ .Y.a
- 21 22 B %ap
14 - NE, | = |
lanl anz f am/f—A

~ se nazyva charakteristicky polynom matice A.

Pozndmka: provedeme-li vypodet pfedchoziho determinantu (nap¥. uZitim V.2.2., kap.1V),
dostaneme: )

(A~ NE, | = (=1 N + (=1~ 1@, +a,t. .. +a, ) N7+ .+ 4]

Je tedy okamZité vidét, Ze se skutetnd jednd o polynom proménné A, ktery je stupn® »n a
jeho koeficienty jsou z &iselného télesa T.

Konkretné, napfiklad pro #n = 3 dostaneme rozepsdnim:
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a“-—k a4, a3
A - AE,| = @1 9N 4y, =
a3, ay, aaa")\

iy %4,

Byy By

+ all a13l + a2

=N+ (@, +ta, _+a ))\2—(
117 G227 A3y a5y Ay |

2 %23
A37 %33

)x+ 14|

Véta 2.7.: Necht’ A, B jsou podobné matice. Pak matice A, B maji
1. stejné determinanty, tj. |A| = |B|

2. stejnou hodnost, tj. h(4) = h(B)

3 stejné charakteristic..é polynomy, tj. |A — AE | = |B—\E |

[Dikaz: necht A, B€ Mat  (T) jsou podobné matice, tzn. existuje reguldrni mati-
ce S tak,%e B=S"1.4.5. Potom:
1. uZitim Cauchyovy v&ty a V.3.9.3., kap. IV, dostdvdme:

1Bl = |S"L.AS| ZT{—ST 1AL IS = 4]

2. uZitim V.4.5.2,, kap. IV. je: h(B) = h(S~1.A4.5) = h(4.S) = h(4)
3. uZitim Cauchyovy v&ty a zfejmého faktu, %e ANE, =81 (\E)).S, dostdvime:

|B—AE,| =|S71AS — ST'(\E,)S| =|S"Y(4 - \E,)S | =li—‘§—l°§A—»—)\Eng 48| =
= |A-2NE, | ]

Pozndmka: pfipomefime, Ze pfedchozf v&tu nelze obritit, tzn. rovnost determinantfi,
rovnost hodnosti a rovnost charakteristickych polynomfi dvou matic jsou pouze nutné,

nikoliv v8ak dostate¢né podminky pro podobnost té€chto matic. Vezmeme-li napf. matice

1 0 1 1

pak zfejm& |E, | = |B], h(E,)=h(B) a |E,— NE,| = |B— A\E, |, ale matice E, a
B nejsou podobné (nebot’ pro kaZdou reguldrni matici S fddu 2 je S“.Ez.S =E,, coz

znamend, e matice E, je podobnd pouze sama sobé)‘.

Jak jiZ bylo feteno, viechny matice dané linedrni transformace ¢ jsou navzdjem po-

dobné. Z predchozi vty potom plyne, e determinant (resp. hodnost, resp. charakteristicky
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polynom) vSech matic dané linedrni transformace ¢ je vidy stejny. Vidime tedy, Ze tyto
pojmy zdvisi pouze na linedrni transformaci samotné, nikoliv na jeji konkretni matici v jisté

bdzi. Z tohoto zjidtdni pak plyne korektnost ndsledujiciho pojmu a véty.'

Definice: Necht’ ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V; necht' A4 je
matice linedrni transformace ¢ (v jisté bdzi prostoru V). Pak charakteristicky polynom ma-

tice A, tji. |4 — .E |, se nazyvd charakteristicky polynom linedrni transformace o.

»

Véta 2.8.: Necht’ ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V a necht’ A je

matice linedrni transformace ¢ (v jisté bdzi prostoru V). Pak:
dim Im ¢ = h(A)

neboli: hodnost linedrni transformace ¢ je rovna hodnosti jeji matice A.

[Dfkaz necht A je matice linedrni transformace ¢ v bdzi u, ..., u, , kterou
oznaéme (1). I;odle V.1.2.2. vektory ¢(u) , ..., o(u,) jsou generdtory podprostoru (V)=
=1Im ¢, pti¢emZ soufadnice t&chto vektorfi v bdzi (1) tvofi po Yad& fadky matice A°’, tj.
transponované matice k matici A. |

Pritadime-li nyni ka?dému vektoru z ¥ uspofddanou n-tici jeho soufadnic v bézi (1),
dostaneme izomorfizmus prostoru V na prostor T”, pomoci n&hoZ jiZ lehce ukaZeme, Ze
h(4’) = dim Im ¢ (rozmyslete si podrobn¥ sami!). Ale h(4’) = h(4), a tedy dim Im ¢ =
= h(4). ]

§3. Vlastnf vektory a vlastni hodnoty linedrni transformace

Definice: Necht ¢ je linedrnf transformace vektorového prostoru V. Podprostor W
vektorového prostoru ¥V se nazyvd invariantni podprostor vzhledem k ¢ , je-li:

(W) C W, tzn. pro libovolny vektor x € W plati o(x) € W.

Pfiklad 3.1.: Necht’ ¥V je libovolny pevny vektorovy p_rostof nad T. UvaZme

1: identickou linedrni transformaci id, : ¥V = V; pak zfejm& kaZd;’/ podprostor W
ve V je invariantni vzhledem k id,, .

2: nulovou linedrn{ transformaci w : V = V (definovanou: w(x) = o, pro ¥ xewm;
pak opé&t kaZdy podprostor W ve K je invariantni vzhledem k w . |

3. libovolnou linedrni transformaci ¢ : ¥V - V; pak trividlni podprostory ve V (tzn.

podprostory {o} a V) jsou invariantni vzhledem k ¢ .




Priklad 3.2.:Ve vektorovém prostoru R? uvaZme podprostor W= {{x,01| x € R}

= Feg

a ddle uvazme dve linedrni transformace ¢ a  prostoru R?, definované:

ellx,, x,)) ={x *tx,, 0)
U((xy, x,)) = (x,, X))

pro kazdé (x,, x,} € R?

Lehce se ovdfi, 26 W je invariantni podprostor vzhledem k o, zatimce tentyZ podprostor
W neni invariantnim podprostorem vzhledem k  (nebot’ napfikiad (1,0) € W, ale

v((1,0) = (0,1) € W).

Pozndmka: v p¥ikladu 3.1. jsou uvedeny specidlni, trividlni pfipady: nv&domme si, Ze
obecn& podprostor W mibiZe, ale nemusi byt invariantnf vzhiedem k ¢ a déle, Ze podpros-
tor, ktery je invariantni vzhledem k jedn€ linedrni transformaci, nemusi byt invariantni vzhle-
dem k jiné linedrni transformaci (viz pfiklad 3.2.). Vidime tedy, Ze pojem invariantniho
podprostoru je vzdy vdzdn na pevnou linedrni transformaci.

Dalsi pfiklady obecnych konstrukci invariantnich podprostorf {(vzhledem ¥ o) ndm

ukdzi ndsledujici dv& v&ty.

V&ta 3.1.: Necht ¢ je linedrnf transformace prostoru V. Pak jadro Ker ¢ 2 obraz

Im ¢ jsou invariantnimi podprostory vzhiedem k .

[D & kaz: pode V.1.5. jsou Ker¢ t Imp podprostory ve V. Ukd¥Yeme jejich
invariantnost vzhledem k ¢: necht’ u € Ker ¢ libovoiny; pak ¢(u) = 0 € Ker ¢ a tedy
Ker ¢ je invariantni vzhledem k ¢. Diéle, necht u € Im ¢ libovolny, tzn. zfejmé u & V.

Pak ale ¢(u) €Ep(V)=Im ¢ a Im g je tedy invariantni vzhledem k ¢. |

Véta 3.2.: Necht' ¢ je linedrni transformace prostoru V: necht W ..., 6 W, jsou
podprostory ve V, které jsou invariantni vzhledem k .
Pak priinik (Wa n...N Wk) a soulet (W1+ R Wk) jsou invariantni podprosicry

vzhledem k .

(D8 kaz: vime, Ze (W, N... 0 W), resp. W, +...+ W,) isou podprostory
ve V. Dile:

a) nechtt ueW n.. .0 W, libovolny; pak u € W, a podie p

sdpokladu plu) €W

i?

pro i=1,...,k Tedy o)€W, 0. .. nwW,, coi znamend, Ze W 0. . O W, je

i

invariantni podprostor vzhledem k .




ny oznatme W= +. .+ W, Necht u€ W, tzn. u=u+. . +u,, kde
u, € W, Pak ale plu) = wlu + ..ot )- pla )+ .. pu, ) € W, nebot podle pfed-
pokladu o(u,; € W, Tedy W je invariantni podprostor vzhledem k o}

Dhlezitou roli p¥i studiu linedrnich transformaci hraji jednodirgznziondlni invariantni
podprostory 7 kapitoly o vektorovych prostorech vime, e jednodicienziondlni podprostor
W ve vektorovém prostoru ¥V (nad T) je generovan jednim penulovym vektorem uw €V,

tzn. je pak:

Mdme-li navic ddnu linedrni transformaci ¢ prostoru ¥, pak zfejmé podprostor W = L{u)
je invariantni vzhledem k ¢ prdv€ kdy¥% existuje Fislo WE T tak, Ze olu) = }\nu; tzn, pré-
vé& kdy? se generdtor u podprostoru W zobrazi na jisty svlj ndsobek {rozepiite si podrobng

sami'). A pravé vektory tchoto typu se budeme v dal¥im zabyvat.

Definice: Necht ¢ je linedini fransformace vektorového prostoru ¥ (nazd 7). Mecht

nEV, nE T spliuji:

uEo A @u)=Au

Pak islo A se nazyvé vlastnf hodnota linedrni transformace ¢ a vektor u se nazyvé viastnd

vektor linedmi transformace ¢, prislu¥ny viastnf hodnoté A

Poznamka: z pYedchozi definice ithned plyne, Ze je-li u viastnim vektorem o, pfisiug-
nym vlastnf hodnoté A, pak také kazdy nenulovy vektor w& L(uw), t. ka%dy nenulovy ndso-

bek vektoru u, je rovnéZ vliastnim vektorem o, ptislunym téZe vlasini hodnot® A.

P¥iklad 3.3.: Necht V je vektorovy prostor nad T. Dile:

1. necht id, : V=V je identickd linedrni transformace prostoru V. Pak ziejmé kazdy
nenulovy vektor z ¥ je viastnim vektorem id,,, pfislugnym vlastni hodnot® A =1 ( cof je
jedind vlastni hodnota id ).

2 pecht ¢ : V=V je nulovd linedrni transformace prostoru V. Pak podobng ka?dy

nenulovy vektor z V je viastnim vektorem transformace ¢, pfislusnym vlastni hodnot&

» =0 (co? je op8t jedind vlastni hodnota w).

3. necht ¢: V>V je libovolnd linedrni transformace. Pak v§echny nenulove vektory z

Ker ¢ (pokud existuji) jsou vlastnimi vektory ¢, pFislusnymi vlastnf hodnotd A = 0. Pfitom
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samozfejmé ¢ miZe obecnd mit daldf vlastni hodnoty a jim odpovidajici vlastn{ vektory.

Priklad 3.4.: Necht § : R, [x] = R, [x] je linedrni transformace derivovdn{ (viz pH-
klad 1.3.). Be7prostfedn® je vid&t, Ze polynomy stupn& nula (tj. nenulové redlné konstantnf
polynomy) jsou vlastnimi vektory transformace § pfislu¥nymi vlastnf hodnot¥ A =0 a

Ze %4dné jiné vlastni hodnoty a vlastni vektory & neexistuji.

Predchozi piiklady vlastnich hodnot a vektorl byly viceméng trividlni. Uplny popis vlastnich

todnot a vlastnich vektor8 linedrni transformace v obecném p¥ipadé pod4vd ndsledujict véta.

Véta 3.3.: Nechfi, ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V nad T. Pak:

1. viastnimi hodnotami ¢ jsou prdvé viechny koreny (pat¥icf do T) charakteristické-
ho polynomu transformace ¢

2. jesli X\ €T viastni hodnota ¢, pak viastni vektory ¢, pFislusné N, jsou prdvé

vSechny nenulové vektory z podprostoru Ker (¢ — Aid,).

[Dtkaz: ad 2: nechtt AE T je vlastni hodnota ¢. Pak u € V je vlastni vektor

@, prisludny vlastni hodnoté A, pravé kdyZ

(1) uFo A ¢u)=2ANu &

Ale \u = \id, (u), atedy po dosazeni a Gpravé (1) dostdvdme ekvivalentni podminku:
(2) u#o A (p—Nid,)w) =o0

Ale mnoZina vektord splitujicich (2) je rovna mnoZin& vSech nenulovych vektorfi z podprosto-
ru Ker (¢ — 7\.idV) vektorového prostoru V.

ad 1 :z pravé dokdzaného, z V.2.8. a z V.1.7. plyne: X je vlastni hodno-
ta ¢ © NET a Ker(p — Nid,) # {0} © NET amatice linedrn{ transformace ¢ —\.id,,
(v pevné bdzi prostoru V) je singuldrni. Ale, je-li A matici linedrni transformace ¢ (v pevné
bdzi V), pak (4 — N\.E_) je matici linedrn{ transformace ¢ — \.id, (v téZe bdzi). Tedy pak:
A je vlastni hodnota ¢ ® NET a |4 — NE, | =0, neboli NET je kofenem charakte-

ristického polynomu linedrni transformace o. |

Diisledek: Necht ¢ je linedrni transformace prostoru 'V, necht’” A = (a,.i), 1 <ij<n,
je matice ¢ (v dané bdzi prostoru V) a necht’ X\ je viastni hodnota . Pak: vlastni

vektory transformace ¢, pHslusné \ (vyjidiené v dané bdzi) jsou prdvé viechna nenulovd
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YeSeni soustavy linedrnich rovnic:

@, ~ Ax, ta, x, +. +oa,x, =0
) 4y %4 +(‘£22—~)\)x2+ toa,,x, = 0
{3)
ani xﬁ T an2 X2 * * (annwk)xnzo
D@ kaz: necht w,....,u, jedand baze V a necht vektor u md v této bizi
soufadnice (x ., .. .x, ), f. u= x,u,t...+x u . Pak po dosazeni a dpravé dostdvd-
me:
(@ - Aid)(u) = () - Au=((@,,— NOx *ta,x,*... +ta x). u,+
+ + ) + + —
(a,,x,t@,,— Nx,+.. .+ aznx") Mgt ..ok (an‘1x1+ a4, ,%; . .. (am )\)xn),,un .

Podle pfedchozi véty je v8ak u vlastnim vektorem transformace ¢, pFisluSnym viastni
hodnoté A prdvé kdyZ u # 0 a u € Ker (¢ — Nid,,). Ale to, vzhledem k pfedchozimu

- vyjadfeni, nastane prdvé kdyZ? u je nenulovy a jeho soufadnice spliiuji (3). ]

. Pozndmka: 1. s problémem nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorll se velmi asto
setkdvdme p¥i feSeni praktickych uloh, a to nejen v matematice, ale i v rfiznych technickych
aplikacich. Uvédomme si v8ak, %e pfedchozi véta ndm ddvd odpov&d’ pouze na teoretické drov-
ni, nebot’ hled;éni vlastnich hodnot pfevddi na hleddni kofenli polynomu n-tého stupng, co?
je Gloha, kterd obecn& neni algoritmicky feSitelnd. Samozfejm& existuje pro hledani vlastnich
hodnot a vlastnich vektorfi fada numerickych metod, které v8ak zde nebudeme uvad&t, nebot’
pfesahuji rdmec tohoto kurzu.

2. Poznamenejme je§té, %e z hiediska aplikaci byvd vyhodné sestavit z vlast-
nich vektord bdzi prostoru ¥V (pokud samoz¥ejm& takovd bédze vlibec existuje), nebot’ potom
se celd situace pofetnd velmi zjednodu$i. Dfivodem je, Ze dand linedrni transformace md pak
v takové bdzi diagonlni matici. (Diagondlni matice je Stvercovd matice, v niZ vSude mimo
hlavni diagondlu stoji samé nuly; pfi tom v hlavni‘diagonéle nuly byt mohou, ale nemusi.)

Skutetnd, je-li u,, ..., u, bdze prostoru V, sestdvajici z vlastnich vektord linedrni
transformace ¢, pfisluSnych viastnim hodnotdm A, . ... 7 , pakje o) =Ar.u,, ...

..., ¢(u )=N, u,, atedy matice linedrni transformace ¢ v bdziu,,...,u md tvar
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(4)

Naopak, mé-li linedrni transformace ¢ v néjalgé bdzi u,, ..., u, diagondini matici
tvaru (4), pak u,, ..., u, jsou zfejmé vlastnimi vektory linedrnf transformace v,
piislusnymi vlastnim hodnotdm A , ..., N, (jak plyne ihned z definice matice linedrni
transformace).

Ndsledujici tivahy nds pfivedou k jedné dostate¥né podmince pro existenci vySe po-

psané bdze, tj. bdze sestdvajici z vlastnich —ektorli dané linedrni transformace.

Véta 3.4.: Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V. Pak viastni vektory linedrnf

rransformace ¢, pFislusné navzdjem riiznym viastnim hodnotrdm, jsou linedrné nezdvisle.

(D& k az: necht u, ..., u jsou vlastni vektory linedrni transformace ¢, piisius-
aé navzdjem rfiznym vlastnim hodnotdm A, ..., A, Z posloupnosti vektorli | PR : ¥

vybereme libovolnou maximadlni linedrn& nezdvislou posloupnost. Bez ujmy na obecnosti lze

predpoklddat, Ze ji tvoif napiiklad prvych r vektord, tj. u ., u,. Zfejmé je 1 <r<k.

gs =
Didle pokralujeme sporem; pfedpoklddejme, %e r < k. Pak lze ale psit:

©) u,, = é;t"u" , L ET

odkud po vyndsobeni &islem N\ ,, dostdvdme: A, u ., = iéll)\r AR

Soulasné& viak je: A, u,,, =, )=l élt’ui) = é ltl.?\l.ul.

Porovndnim pravych stran pak dostdvame:

¥ r r

r=21 A, e = Eltﬂ\iui , odkud: Elt’()\'”w N, = o

Z predpoklddané linedrni nezdvislosti vektorfi u,, ... u_ viak plyne, Ze f,. (A ,— Q)=

=0, pro i=1,...,r. Podle pfedpokladu véty je v8ak A, 6 — A\ F* 0, a tedy musi byt
£, =0, pro i=1,...,r Po dosazeni do (5) pak dostavame, Ze u,, =o, co? je ale
spor s definici vlastniho vektoru. Je tedy r = k, tzn.vektory u,, ..., u, jsou linedrné

nezavislé. ]




Lierd md n navzdjem riznych viastnfch hednot. Pak matice linedrai transformace ¢

v irdai sestdvaifel z viastnich vektorfi, piisludnych témto viastnim hodnotdm, je diagondini.

iDfikaz necht w,,...,u jsou viastni vektory, piisha¥né navzdjem rliznym vlast-
nim hodnotdm A, . .., A, linedrni transformace . Pak podie p¥edchozi vBty vekiory
w, . .., ivofl bdzi prostoru V 4 tvrzeni diisledka ihned plyne z 2. ¢dsn posledni po-

zndraky. 1

§4. Ortogonaln{ zobrazeni, ortogondini matice

V tomto paragrafu se vrdtime k euklidovskym yektorovym prostordm (fj. k vektorovym
prostorfim nad R, v nich? je definovdn skaldrni soudin) a budeme studovat vzdjemné vziahy
mezi imi. PouZijeme k tomu linedrnich zobrazeni (podobng jako u vektorovych prostorlt

.~ &1 a §2). kterd v¥ak navic budou “zachovdvat skalarni sou&in”.

Definice: Nechi® V, ¥ jsou eukiidovské vektorové prostory; nechi’ ¢ V=¥ i
inedrnf zohrazeni, pro n&% plati:

wy = o(n) . p(v), pro ka¥dé a,vEV
Pak @ s nazyvd ortogondinf zobrazenf euklidovského prostoru Vv odo V.

fe-ii navic zobrazeni hiiektivni, pak se nazyvd izomorfizmus euklidovského prostoru
¢ Ol s

v na ¥ a euaklidovské prostory V. V7 se nazyvajl izomorfni.

ledli specieln® ¥° =V, pak se ortogondlni zobrazeni ¢ nazyvé ortogondlni transformace

cuklidovskéhe prostoru V.

Podminku “zachovini skaldrnihe soudinu™ z pfedchozi definice je moiné vyiddFit ndkoli-

k2 ekvivalentnfmi zpfisoby, jak ukazuje nasledujici véta.

vata 4.1.: Nechi’ V, V* jsou euklidovské prosiory a o V=V je linedrni zobrazeni.

Palk ndsleduiici viroky jsou ekvivalentni:

(i, uwv=g(u) . olv) pro kaidé v, vE€V
(i) k= le()! pro kaidé a €V
(iii) jsou-i w., ..., Uy ortonomdlid vekiory ve V., pak p(u), ..., pln, ) jsou

ortoncrmdini vekiory ve V.
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(D& kaz *“3{) = (ii)”; necht plati (i) a necht u € V. Pak (u%itim (i)) dostdvame:
ul? =au = ) . o) = lp@)l?, odkud pak lull = lp(u)l.
“(i)) = (iii)”: necht plati (ii) a necht’ u ..., u, jsou ortonormalnt
vektory ve V. Necht i, j=1,...,k Pak (uZitim (ii)):
- pro i =j plati: o(u,) . o(u) = lo(u)I? = lu, I? =1
pro i #j plati: 2.p(u,) . «p(u].) = p(u, + ui) - o(u, + u].) —o(u,) . plu,)
- elu) - p(u) = lo(u, + uj)lfz- lo(u,) I>— Ihp(uj)l!2 = lu, + u, 12— fhu, 17~ ilu},, P =
= 2.ul..u]. =0, odkud tedy ¢(u) . «p(u};) = 0.

Dohromady dostdvdme, ze vektory o(u,), ..., ea) jsou ortonormalni.

“(iii) = (i)”: necht plati (iii) a u,v € V. Je-li u= o0, pak zfejmé plati
(i). Necht' tedy u # o. Mohou nastat dvabpi‘ipady:
«) vektory u, v jsou linedrnd nezdvislé; ’
pak podle poznamky za V.2.3., kap. VI. existuji ortonormalni vektory e.,e, tak,Ze u=

=ue tue,, v=ve +ve, Podle (iii) v8ak o(e,), ¢(e,) jsou ortonormalni vektory

2

a plati:
ou) . o(v) = p(u e, +tu,e) . ove + v,e ) =u v, tu,v, =uy

B) vektory u,v jsou linedrn& zdvislé;
pak opét podle pozndmky za V.2.3., kap. VI. existuje normovany vektor e tak, Ze u =

=1e. v=se Podle (iii) je vektor y(e) normovany a plati:
o(u) . o(v) = p(t.e) . p(s.e) = t.s = (t.e) . (s.€) = wv

Dohromady tak dostdvame, Ze plati (i). ]

Véta 4.2.: (Véta o izomorfizmu euklidovskych prostorti)

Dva euklidovské prostory jsou izomorfni pravé kdyZ maji stejnou dimenzi.

[D&kaz: necht V, V’ jsou euklidovské prostory. Potom:

“=”. necht’ V, V¥’ jsou izomorfni (ve smyslu izomorfizmu euklidovskych prostordi).
Pak jsou V, V’ ‘izomorfni jako vektorové prostory a podle véty o izomorfizmu vektorovych
prostorti je dim V = dim V.

“e?. pecht dim V =dim V' =n. Jeli n =0, pak zfejm& V a V’ jsou izomorfni.

Necht tedy n =1 a necht’ dale
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(1) e.....e, je ortonormdlni bdze V, resp.
(") e, ..., e jeortonormdlni bdze V.

5 5 i % / e 4]
Necht” u € V' je libovolny vektor, pfitemZz u = X u.e,. PoloZme:
i=1

i
p(u) = X ue’
i=y ©°

Pak ¢ je ziejm# zobrazeni prostoru V do V7, o n¥mZ se rozepsdnim lehce ov&H, Ze je

bijektivni a Ze je linedrnim zobrazenim. Navic je:

i sl " \ ;& 5 & »
lpw) 2 = pu)  pw)=( Zue) (ZTue)=uu+...tuu =uu= lul?
4 j=g 1 i=1 iTi 171 nn
tzn. lo(uwyl = lul, a tedy ¢ je podie V.4.1. ortogondlnim zobrazenim. Dohromady pak

¢ je izomorfizmem euklidovského prostoru ¥V na V. ]

Vita 4.3.: Necht” V, V' jsou euklidovské prostory, ¢ : V =V’ je ortogondini

zobrazeni. Pak ¢ je injektivni zobrazent.

(D& kaz: necht x € Ker g, tzn. o(x) = o’. Pak podle V.4.1. je: lxli = lp(x)l=
= o’ = 0, a tedy (podle V.1.4.1., kap. V1.) je x = o. Dostdvame, Ze Ker ¢ = {0}, od-

kud podle V.1.6. plyne, Ze ¢ je injektivni zobrazeni. ]

. 7 Nt

Ve zhyvajici &sti tohoto paragrafu se budeme zabyvat ortogondlnimi transformacemi
daného euklidovského prostoru V. Je-li specieln® ¥V = {o} nulovy euklidovsky prostor,
pak zfejmé jedinou moZnou ortogonalni transformac{ prostoru V je identické zobrazeni.
Tento trividln{ pfipad nebudeme v daldim uvaZovat a budeme se zabyvat pouze ortogondlni-
mi transformacemi nenulového euklidovského prostoru V. N&které zakladni vlastnosti

ortogondln{ transformace nenulového euklidovského prostoru popisuje nasledujici véta.
g

Véta 4.4.: Necht’ ¢ : V = V je ortogondin{ transformace euklidavského prostoru V.
Pak plati:

1. ¢ je bijektivai zobrazeni

38

. - o /5
inverzni zobrazeni ¢~' je ortogonalni transformact prostoru V

je-li N viastni hodnota ortogondint transformace ¢, pak \ =t 1

“o

[Dkaz: 1: plyne pfimoz V.4.3. az V.2.1.
2. ziejmé o~' : V>V apodle dikazu V.1.8. je ¢! linedrnim zobra-

zenim. Déle, necht’ u, v € V libovolné; oznalme ¢~ lw) = x, ¢~ '(v) =y. Potom
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o(x) = u, xp(’\y) =v a plati: wv = @(x) . o(y) = x.y = ¢~ '(u)g~Uv), tzn. dostdvdme, e
¢ ' je ortogondlni transformace euklidovského prostoru V.

3: necht A je vlastni hodnota ¢ (tj. musi byt A € R} a necht u je
vlastni vektor », pfisiugny vlastni hodnot& A. Pak je ¢(u) =Au a u#* o, odkud:
wu = o(u) . o) = (Au) . (Au) = A% (uw). Ale uu # 0 (pondvad? u # o), a tedy musi

byt A% =1 neboli A=+ 1.]

Ka?d4 ortogondlni transformace (euklidovského) prostoru ¥V je zfejm& linedrni trans-
formaci tohoto (vektorového) prostoru ¥, a tedy mlZeme sestrojit jeji matici v néjaké dané
bdzi prostoru V¥, specieln& napt. v dané ortonormdlni bdzi prostore V. UkdZeme, ¥e v tako-

vém piipad& bude pak mit tato matice jisty specielnf tvar.

Definice: Necht A4 je &tvercovd matice nad R takovd, Ze A je reguldrni a plati:
A~' = A’ (j. inverzni matice je rovna matici transponované). Pak matice A se nazyvd

7 ’ .
ortogonalni matice.

Véta 4.5.: Necht’ A je étvercovd matice fddu n nad R. Pak ndsledujici vyroky
jisou ekvivalenni:

(i} A je ortogondlni matice

(i) AA =E,

fiii) A' A= En

[D @ k az: v¥ta plyne bezprostfedn® z definice ortogondini matice, definice inverzni

mati~e a pozndmky za V.3.10, kapitoly IV. |

Véta 4.6.: Necht’ A, B jsou ortogondini matice ¥ddu n. Pak plari:
1. A.B je ortogondln{ matice
2. A~' je ortogondini matice

3 jAj=1%1

[Dikaz 1. (4.B).(ABY=4. (BB) A =AE A = AA’=E , atedy podle
V.4.5.j¢ A.B ortogonalni matici
2. plyne z V.4.5., uvdZime-li, Ze (47)" =4,
3. vime, %e¢ |A| = [A’{, tzn. pak z V.4.5. a z Cauchyovy véty dostavd-

me: 1= |E, | = |AA'| = |A].147] = 1A]*, odkud (4] =2*1]
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Y4 " . v . v ’ "
Ditsledek: MnoZina vSech ortogondlnich matic ¥ddu n, s operaci ndsobeni matic, je

ZrUPOL.

[D & k az tvrzeni plyne z pfedchozi vity, uv@domime-li si, Ze n4sobeni matic je

asociativni a Ze jednotkovd matice E, je ortogondlni. ]

Vita 4.7.- Necht V je euklidovsky prostora ¢ -V =V je linedrni transformace.
Pak. ¢ je ortogondini transformace < matice transformace ¢ v ortonormdlni bdzi

7 S R IV i o 4
prostore V' je orrogondlni.

3

D& kaz: necht
(1) e, e

je ortenormdlni baze prostoru ¥ a necht’ 4 = (g, ) je matice linedrni transformace ¢ v bd-
71 ¢ Dile:
=", necht ¢ je ortogonalni transformace prostoru V. Pak podle V.4.1. vektory

wle ). . ple ) tvo¥i ortonormdlni bdzi prostoru V. Oznalme A.A’ =B = (bi].). Potom:
b o= ZJ . = (al.le]-f- R o amen) . (ai1e1+ U a].nen) = ¢(e;) . go(e].), odkud plyne, Ze

=1 pro {.=], resp. bl.]. =0 pro i #j Tedy A.A*=E, apodle V.45 je matice A

b,
ortogonalni.

“

<”. necht matice A je ortogonalni, tzn. plati (dle V.4.5., & st (iii)):

n I pro i=j
(2) za, .a, 6 =
k=1 K5 Kl 0 pro i#j

Necht’ dale u € V libovolny, pfi¢em? u = E ue,. Potom:
i=t

lul? =uun = X u?.

i

i 4

M

i

n n n n n
Dale: o(u) = Elui.np(ei) = Elui kZ= 1a,”.ek = k2=§ E akiui) €, >
odkud rozepsdnim a Gpravou dostdvame:
n n . s C.
lp)I? = p(u) . p(u) = § E ( 3 aktak},)ui ,, tzn. po dosazeni (2) je pak

1j=1
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n
ko) = 2 ul?A Dohromady tedy lui? = lip(u)l?, neboli lull= lp(u)ll, coZ znamend,
i=1

7¢ ¢ je ortogondlni transformace. ]

Na zavér jest® ukdZzeme, Ze maticemi pfechodu od ortonormalni bdze k ortonormadlni bdzi

euklidovského prostoru jsou prdvé ortogondini matice.
Véta 4.8.: Necht’

(3) u,, o,

{4 V.- .V
n

jsou bdze euklidovského prostoru V a necht’ bdze (3) je ortonormdlni. Pak plati: matice

piechodu od bdze (3) k bdzi (4) je ortogondlni « bdze (4) je ortonormdini.

[DGkaz: necht 4= (@) je matice pfechodu od bdze (3) k bdzi (4), tzn. plati:

n
v.= Za, u,, pro i=1,...,n Potom viak:
i k=1 ki k
n n
= ) = + +
V.Y, ( k§lakiuk) . ( Eia”.ul) aa, ... ta,a,

odkud jiz (uZitim V.4.5.) bezprostfedn® plyne celé tvrzeni véty. ]
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