Arne Madincea: Mathematik verstehen mit Geschichte 1/10
Ein Pladoyer zur Einbeziehung historischer Aspekte in Unterricht und Ausbildung

Was ist mathematische Bildung? - Warum wird Mathematik von vielen Menschen als schwer
empfunden? - Wieso ist das gesellschaftliche Urteil Gber das Fach Mathematik oft negativ,
obwohl unser gesellschaftliches Umfeld sehr stark von der Mathematik gepragt wird? - Warum
gilt Mathematik dennoch unbestritten als Kernfach der Ausbildung und Erziehung, und das
sicher in allen Landern und bei allen VVolkern seit mehreren tausend Jahren? - Ist die gegenwarti-
ge didaktische Auspragung und methodische Umsetzung der Bedeutung und den Zielen von
Mathematikunterricht angemessen?

“Mathematik ist die Sprache, mit der Gott die Welt erfunden hat”.

So liest man es bei Galilei (15.02.1564 - 08.01.1642), und moglicher-
weise geht dieser Satz schon auf Aristoteles (384 - 322 v.Chr.) zu-
riick, den man als Lehrer von Alexander dem GrofRen mit einer ge-
wissen Berechtigung als ersten “Schulmeister” des Abendlandes
bezeichnen kann.

Und mathematische Probleme gehdrten mit Sicherheit zum Unter-
richtsstoff.

Wir leben also in einer langen Tradition geisteswissenschaftlicher
Auseinandersetzung mit mathematischen Fragestellungen und die
Mathematik hat stets einen wesentlichen Beitrag zur Erziehung und
Bildung geleistet: Sie erzieht u.a. zur Selbstandigkeit, sie beféhigt zu
rationaler Analyse und strategischer Losung von Problemen, sowie zu
begriindender Argumentation.

Mathematik ist also ein Bildungswert an sich, ein Medium zur Erzie-
hung, und damit bei weitem mehr als eine anwendbare Rechentechnik zur Beschreibung
naturwissenschaftlicher Sachverhalte oder vorfachliche Ausbildung zukinftiger Ingenieure. Da
mathematische Bildung zu strategisch-analytischem Denken, zur Entwicklung von Ldsungs-
wegen, zu sprachlicher Prazision beféhigt, leistet dieses Fach in Schule und Ausbildung etwas,
was in nahezu alle Lebensbereiche einwirkt. Mathematische Bildung ist wichtig und nutzlich!

Aber kommt die kulturgeschichtliche Komponente in Unterricht und Ausbildung hinreichend
zum Tragen? - Erleben Schilerinnen und Schiler, auch Studierende an der Universitat, dieses
Fach in der geschichtlichen Entwicklung? - In der Regel wohl gegenwartig nicht.

Wirde umgekehrt jedoch ein mehr an historischen Beziigen auch zu einem mehr an Verstehen
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und damit zu einem Abbau von negativen, nur durch unverstandenen Nachvollzug gepragte
Erfahrungen fiihren? L&Rt sich durch einen geschichtlichen Zugang die Gefahr von Versagens-
situationen verringern bei gleichzeitiger VergroRerung des Anteils selbstandiger Schiilerarbeit
in sozialem Miteinander? - Ich meine: Unbedingt! - Und darum soll es im folgenden gehen.

Nichts ist motivierender als Erfolg, und Selbstvertrauen und Selbstwertgefuhl entwickelt sich
am besten Uber eigenstandiges Leistungsvermdgen. Hier kann man viel aus der Geschichte
lernen und versteht, dass man mit seinen Bemiihungen nicht allein ist.

Thesen zu historischen Aspekten im Mathematikunterricht

—  Durch geschichtliche Beziige wird Mathematik als alte Kulturtechnik erlebbar, die iiber ein

Gefiihl der Kontinuitdt eine positive Einstellung zu mathematischen Sachverhalten erzeugt.

—  Besonders aus historischer Sicht werden mathematische Strukturen, Ansdtze zur Lésung
mathematischer Probleme, sowie die fundamentalen Ideen und Strategien im Erkenntnis-

prozess sichtbar.

—  Uber interessante Personlichkeiten, in Verbindung mit historischem Material, kann Identi-

fikation mit Problemstellungen und ein hohes Maf3 an Motivation erzeugt werden.

—  Uber die Diskrepanz zwischen historischen und moderneren Entwicklungen und Methoden

kann eine klarere Einsicht in Begriindungszusammenhdnge und Strukturen erreicht werden.

Akzeptiert man die Richtigkeit der obigen Thesen, so wird deutlich, welche emotional-lernpsy-
chologische Komponente dem Aufzeigen der historischen Entwicklung mathematischer Pro-
blemstellungen innewohnt, welche die strategische Handlungskompetenz fordert und verbreitert.
Dariber hinaus wird tber das Verstehen tradierter Losungsansatze von Problemen eine positive
Sicht auf die Mathematik als Ganzes erzeugt, Selbstvertrauen befordert und negativen Einstel-
lungen vorgebeugt.

Dass dennoch die gegenwartige Situation der Ausbildung in Schule und Universitét weitgehend
auf diesen wichtigen Zugang zu mathematischem Verstandnis verzichtet liegt wohl hauptséch-
lich an mangelnder Kompetenz der Lehrenden, womit leider auch wichtige methodische Ansétze
und Unterrichtsverfahren, die z.B. mit “Entdeckendem Lernen” und “Problemldsen” etc.
beschrieben werden kdnnen, erschwert werden. Denn Entdecken von Gesetzen und Regeln, das
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experimentelle Arbeiten an mathematischen Sachverhalten das Selbstandigkeit fordert, dieses
gelingt besonders gut im historischen Bezug.

Es ist also zu fordern, dass diesem Aspekt bei der Ausbildung von Lehrkraften, dem Vorle-
sungsangebot der Universitat, mehr Beachtung geschenkt wird.

Nachdem das “Warum” beleuchtet worden ist stellt sich nun die Frage: Wie bettet man Ma-
thematikgeschichte unterrichtlich ein? - Was sind geeignete Themen, wie setzt man ein Thema
methodisch in eine unterrichtliche Struktur um?

Methodische Ansatze zur Einbringung historischer Aspekte in den Mathematikunterricht

1. Prdzisierung historisch ungeniigend formulierter mathematischer Sachverhalte schdrft das

begriffliche Repertoire und stdirkt die individuelle mathematische Handlungskompetenz.

2. Tidtiges Nacherfinden ( Comenius / Freudenthal ) gestattet fundamentale Losungswege zu

entdecken, und dariiber hinaus wird i.A. ein grofer allgemeinbildender Beitrag geleistet.

3. Einbettung in einen kulturhistorischen Gesamtzusammenhang ermoglicht fdcheriiber-

greifende Sicht und Verstdindnis fiir Entwicklungen aus gesellschaftlichem Kontext.

4.  Strukturelle Neugier wird erzeugt durch historische Rechenschemata, Graphiken und
Modelle.

5. Identifikation mit grofsen Personlichkeiten vermittelt Selbstvertrauen, Mut und Geduld fiir

eigene Bemiihungen und Lésungsansdtze im mathematischen Bereich.

6. Zentrale Ideen und Strategien der Mathematik treten in historischem Zusammenhang

besonders klar zu Tage.

7. Mathematik hat im Laufe der Jahrtausende Umwelt und Gesellschaft in vielfiltiger Weise

geprdgt und beeinflusst, und hat wesentlich zu allgemeiner Bildung beigetragen.

Eine Fille von Moglichkeiten, Unterricht unter historischem Blickwinkel so zu gestalten, dass
Mathematik nicht als fertiges, “lernbares” Produkt prasentiert wird, das Schiler in die Situation
intellektueller Wiederké&uer versetzt, sondern als ein Prozess verstanden wird, der kreativ in die
wunderbare Vielfalt der Ideen, Strategien, Losungen und Irrtimer einfuhrt. Dabei wird auch die
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Urteilsfahigkeit gescharft, die in Zusammenhang mit (mathematischer) Vernunft, Widerspruchs-
freiheit, der Prézision von Begriffen und Sprache zu sehen ist.

Es sei noch einmal ausdricklich betont, dass die Unterrichtsgestaltung den Freiraum des
Scheiterns von Lésungsansétzen bieten sollte, denn Versuch und Irrtum sind wichtige Vorstufen
der Erkenntnis und der Fahigkeit, mit Selbstwertgefiihl an der Ldsung von Problemen zu
arbeiten. Ich bin der Uberzeugung, dass ein groRer Mangel unseres gegenwirtigen Mathematik-
unterrichtes in der vorwiegend erklarenden Rolle der Lehrenden liegt, die Regeln und Formeln
vermitteln und das kreative Potential der Lernenden ungenutzt verkimmern lassen.

Immanuel Kant (22.04.1724 - 12.02.1804; Konigsberg):

“Jemandes Gedanken nachahmen heif3t nicht philosophieren,
sondern man muB selber denken und zwar a priori.”

Historische Aspekte im Mathematikunterricht sind somit ein wichtiges Stilmittel, um Unterricht
offener und schilernaher zu gestalten. Sie bieten den Schulern die Moglichkeit, Rollen zu
ubernehmen, zentrale Fragestellungen und Probleme friiherer Epochen zu erfassen, Grundlagen
und Herkunft von Begriffen und Verfahren zu verstehen, ein mathematisches Feld zu erfor-
schen, und nicht zuletzt in fachibergreifender Sicht Mathematik als zentrales Element unserer
Kultur zu begreifen. - Damit sind sie ein zentraler Punkt von Allgemeinbildung und damit eine
besondere Aufgabe in einem allgemeinbildenden Schulwesen.

Da man die methodische Umsetzung der Gedanken in Mathematikunterricht am besten am
konkreten Beispiel erféhrt, werden im folgenden nun zu den 7 oben genannten methodischen
Anséatzen konkrete Unterrichtssituationen beschrieben. Ich hoffe, dass damit auch die Vielfalt
und das hohe Maf3 an eigenstandiger Schiilerarbeit durch die Einbettung von Themen in einen

Das beschriebene Material ist unter der Adresse: http://www.madincea.privat.t-online.de im Internet zu
finden. Alle Dateien sind im pdf-Format vorhanden und konnen z.B. mit dem kostenlos erhéltlichen
Acrobat-Reader gelesen und ausgedruckt werden.
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historischen Zusammenhang deutlich wird. Zur Einordnung der Beispiele wird die jeweilige
Klassenstufe angegeben und eine Skizze der Unterrichtsvoraussetzungen und der Unterrichts-
ziele benannt.

1. Unterrichtsbeispiele zur Prazisierung mathematischer Sachverhalte:

1. Karl Marx: Uber den Begriff der abgeleiteten Funktion
(Klassenstufe 11) Nach Studium des historischen Textes
sollen die Schiler unklare Begriffsbildungen benennen und
Verstandnislicken analysieren: Karl Marx verfugt Gber kei-
nen verninftigen Grenzwertbegriff, kann nicht verstandig
mit dem Quotientengrenzwertsatz fur Zahlenfolgen argumen-
tieren, und scheitert demnach argumentativ an dem bekann-
ten Problem “0:0". Die Schuler ermitteln danach die Terme
der entsprechenden Ableitungen auf der Basis ihrer Kennt-
nisse Uber Differenzenquotientenfolgen mathematisch kor-
rekt.

2. Cassinische Kurven

(Klassenstufe 11) Die historische Kontroverse zwischen
Johannes Kepler und Jean Dominique Cassini Uber die Art
der Planetenbahnen, Ellipsen oder Cassinische Kurven, wird
von den Schiilern mathematisch beleuchtet: Gegeben sind 2
feste Punkte F, und F,. Entweder sind alle Punkte P gesucht,
deren Abstandssumme zu F, und F, stets konstant ist (Kep-
ler) oder deren Abstandsprodukt (Cassini). Uber die Ent-
wicklung zugehoriger Kurvengleichungen, Erzeugung der
Graphen (Einsatz eines Funktionsplotters) konnen die Schiiler
gezielt Stellung beziehen und entscheiden.

2. Unterrichtsbeispiele zum téatigen Nacherfinden:

1. Satz von Menelaos / Satz von Ceva
(Klassenstufe 9) Die Arbeitsanweisungen sind methodisch bewusst offen formuliert,
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2.

3.

3. Unterrichtsbeispiele zur Einbettung in kulturhistorische Zu-

der Satz von Ceva sogar “verloren gegangen”, so dass die Schuler Sachverhalte
selbstandig finden und formulieren mussen. VVoraussetzungen: Strahlensétze.

Ahnliche Dreiecke II (Viereckssatz des Klaudios Ptolemaios)

(Klassenstufe 9) Ein historisch wichtiger Satz, auch fir nachfolgenden Unterricht wird
selbstandig experimentell wiederentdeckt und bewiesen. VVoraussetzungen: Sehnen-
viereck eines Kreises; Ahnlichkeitssatze fiir Dreiecke.

Der Fldcheninhalt eines Sehnenvierecks

(Klassenstufe 10) Der wunderschone Viereckssatz von Brahmagupta erweitert und
vertieft die Kenntnisse tber die Heronsche Dreiecksformel und fuhrt mit seinen
Folgerungen bis zu einer Variante des Satzes von Varignon. Darliber hinaus werden
bei der Herleitung sinnvoll trigonometrische Beziehungen verwendet und damit
lernpsychologisch gefestigt.

Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geome-
trischen Mittel

(Klassenstufe 11) Der besondere Induktionsgedanke von
Cauchy kann und soll nur mit gro3er Verbliffung und Ver-
gniigen nachvollzogen werden.

sammenhéange:

Das Pentagramm /\

(Klassenstufe 9) Der Goldene Schnitt, die Inkommensurabili-
tat von Streckenléngen, sowie das Erleben eines infinitesima-
len Prozesses werden tber dieses Thema vermittelt. \Voraus-
setzungen: Harmonische Punkte; Satzgruppe des Pythagoras;
Losen quadratischer Gleichungen.

Der Grabstein des Archimedes

(Klassenstufe 10) Der archimedische Weg zur Bestimmung
eines Kugelvolumens bereitet mit den “Indivisiblen” Grund-
gedanken der Integralrechnung vor. Voraussetzungen: Satz-
gruppe des Pythagoras; Hebelgesetze.
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3.  Von Sehnen und Sehnenlingen
(Klassenstufe 10) Uber die Konstruierbarkeit der Sehne eines regelmaRigen n-Ecks bis
zur Sehnentafel des Klaudios Ptolemaios werden mathematische Probleme angespro-
chen, die kulturhistorisch lange erortert wurden und hier u.a. ein wichtiges Ubungsfeld
darstellen.

4. Kreiszahl & (Archimedes / Cusanus)
(Klassenstufe 9) Die Kreiszahl ist ein zentrales mathemati-
sches Problem der Menschheit und in der historisch gepréag-
ten Erdrterung wird u.a. ein Gefuhl fur Approximations-
verfahren, Grenzwerte etc. geschérft.

4. Unterrichtsbeispiele zur Erzeugung struktureller Neugier:

1. Komplexe Zahlen
(Klassenstufe 11) Wie rechnet man mit Punkten einer Ebene? - Welche Verkniipfungs-
definition ist vernlinftig? - Was ist Giberhaupt mathematische Vernunft? Bei der Ent-
wicklung der Multiplikation werden alle Gruppenaxiome ben6tigt und verwandt.

2. Geometrie und Koordinatensystem
(Klassenstufe 8) Descartes Idee, geometrischen Objekten
Malzahlen zuzuordnen, fuhrt bei der Bestimmung von Fla-
cheninhalten von Dreiecken zu eleganten algebraischen Ter-
men. Ausblick auf Determinanten.

3. Pascalsches Dreieck
(Klassenstufe 8) Durch strukturelle Neugier werden das
Rechnen mit Binomialkoeffizienten, kombinatorische Z&hl-
prinzipien, sowie die Entwicklung eines Binoms: (a+b)" im konkreten Fall entwickelt.

5. Unterrichtsbeispiele zur Identifikation mit grof3en Personlichkeiten:

1.  Grundkonstruktionen und Linien im Dreieck: Auf den Spuren von Leonhard Euler
(Klassenstufe 7) Die Vorgabe der Schnittpunkte der Seitenhalbierenden, Hohen,
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Mittelsenkrechten und Winkelhalbierenden eines Dreiecks,
ohne Konstruktion und Hilfslinien, fihrt zur Entdeckung des
Satzes uber die Eulersche Gerade, der jedoch an dieser Stelle
nicht bewiesen wird. Zusatzlich: Ubung der Grundkonstruk-
tionen, Schulung fachsprachlicher Schreibweisen und argu-
mentativer Satzformulierung.

Ahnlichkeit und Projektive Geometrie

(Klassenstufe 9) Satz von Pappus-Pascal, Satz von Brian-
chon, Satz von Desargues: Beriihmte S&tze der Projektiven
Geometrie, die entweder nur konstruktiv erschlossen werden,
oder mit Hilfe des Satzes des Menelaos auch bewiesen wer-
den konnen. Arbeitsblatt wohl eher geeignet fir Arbeits-
gemeinschaften oder Neigungsgruppen.

Spielerei mit Dreiecksspiegelungen: Was hat Napoleon mit -
Dreiecken zu tun? Q vl y
(Klassenstufe 10) Das Thema: Napoleondreiecke ist inter-

essant und anspruchsvoll fur diese Altersstufe. Voraussetzungen: Kosinussatz bzw
allgemein: Trigonometrie.

6. Unterrichtsbeispiele zu zentralen Ideen und Strategien:

1.

2.

Heron von Alexandria

(Klassenstufe 9) Interpretiert man die Bestimmung von Wurzeln als Schnittpunkts-
problematik von Hyperbeln mit der Identitét, so wird Uber das Verfahren von Heron
ein Ausblick auf Kontrahierende Abbildungen (sogar schon mit einer ersten Erfahrung
des Problems der Steigung einer Iterationsfunktion - Lipschitzbedingung) gegeben.

Kreis - Sehne - Sinus

(Klassenstufe 10) Der Zusammenhang zwischen Umfangswinkel und Sehne am Kreis
flihrt auf elegante Weise zum Sinussatz, und Uber den Viereckssatz des Ptolemaios zu
den Additionstheoremen der Sinusfunktion. Sehr elegant und flr Schiler erfahrungs-
gemal ein Erlebnis.
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3. Rotationsvolumina: Auf den Spuren von Pappus und
Guldin
(Klassenstufe 12) Die Guldinschen Regeln sind ein
Standardunterrichtsthema bei mir im Leistungskurs,
gestatten sie doch auf vielfaltige Weise Integrations-
tbungen durchzufiuhren und die zentrale ldee der
Schwerpunktbestimmung (eines Korpers) zeigt Ver-
bindungen zur Physik auf.

4.  Normierung von Binomialverteilungen: Die Gauf3-

sche Dichtefunktion

(Klassenstufe 13) Die Approximation eines diskreten Sach-
verhaltes durch eine stetige Funktion, mit den resultieren-
den Konsequenzen, ist eine zentrale mathematische Strate-
gie, hier exemplarisch durchgefiihrt an dem Problem der
Approximation von Binomialverteilungen. Bei der Bestim-
mung des Wertes eines Oberflachenintegrals, mit dem
Ubergang zu Polarkoordinaten, wird im Lehrervortrag ein
Ausblick auf Integrationsmethoden gegeben, die der uni-
versitaren Ausbildung vorbehalten sind.

7. Unterrichtsbeispiele zur Allgemeinbildung:

1.  Polyeder: Platonische Korper
(Ab Klassenstufe 8) Die Entdeckung des Eulerschen Polyedersatzes, sowie die kultur-
geschichtliche Einbindung der 5 Platonischen Korper mit ihrer Zuordnung zu: Feuer
Wasser, Erde, Luft und Universum, ist ein wichtiges Stiick Allgemeinbildung. Mdchte
man auch die Konstruierbarkeit bzw Existenz thematisieren, benétigt man z.B. die 5-
Eckskonstruktion der 9. Klassenstufe.

2. Das Bogenmaf3
(Klassenstufe 10) Das Zahlsystem der Babylonier ist wichtige Grundlage von MaRen
in unserem Alltag: Uhrzeit, Winkelgrolien, etc. Hier ist Gelegenheit, “lber den Tel-
lerrand” zu sehen.



Arne Madincea: Mathematik verstehen mit Geschichte 10/10

Ein Pladoyer zur Einbeziehung historischer Aspekte in Unterricht und Ausbildung

Historische Aspekte im Mathematikunterricht gestatten nicht nur ein vertiefendes
Verstandnis fur mathematische und kulturgeschichtliche Fragestellungen, sondern sind
ein wichtiger Beitrag zum Entdeckenden Lernen und sie gestatten viel selbstandige
Tatigkeit von Schilern. Lassen wir also unsere Schiler Mathematik erleben und
erforschen!




