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Kapitola 1

Rovnice struny a jeji reseni

V této kapitole prostudujeme pfi¢ny pohyb struny, jednorozmérného spojitého utvaru, na ktery
pusobi vnitini sily napéti. Nejprve odvodime parcialni diferenciadlni pohybovou rovnici struny
a potom uvedeme dvé obecné metody jejiho feSeni, d’Alembertovu a Bernoulliovu—Fourierovu.
Rozbor struny predstavuje dtlezity pfechod od mechaniky diskrétnich hmotnych bodt k mechanice
spojitého kontinua, které se budeme vénovat v nasledujici kapitole 2.

1.1 Odvozeni rovnice pro pricné kmity struny

Uvazujme strunu, jejiz konce jsou upevnény v bodech 0 a [ na ose x. Predpokladejme, Ze struna je
napjata vnitinim napétim o a jeji hmotnost je ve sméru = rozlozena s konstantni linedrni hustotou p.

u(z,t)
_ot(z) ot(z+dz)
0\/ x \../l da
x r+dx

Necht struna kond jen p¥iéné kmity. Jeji vychylku z rovnovazné polohy popiSeme funkei u(x,t).
Souradnice x predstavuje vlastné spojity index, ktery oznacuje jednotlivé body struny. Pfedpokla-
dejme dale, ze vychylky jsou malé ve smyslu, ktery vyplyne z ptibliZeni, jez v dalsim pouzijeme.
P1i kmitech se sice méni délka struny a podle Hookova zdkona i napéti v ni. Budeme vSak pred-
pokladat, Ze tato zména napéti o je zanedbatelnd, coz bude splnéno napriklad tehdy, kdyz struna
ma velké zakladni pfedpéti.

Protoze struna kmita jen kolmo na osu z, je jeji zrychleni v pricném sméru déano veli¢inou

2

% u(z,t). Newtonova pohybova rovnice tseku struny délky dz o hmotnosti pdz proto je

pde — = Fy. (1.1)

Nyni musime odvodit velikost kolmé sily F; ptsobici na dany tsek struny v disledku napéti o.
Uvazme tedy obecnou vychylku struny popsanou v daném okamziku funkei y(x) = u(z, t = konst.).
To je rovinna kiivka = z, y = y(z) s jednotkovym teénym vektorem t(z) = k (1, %), kde norma-
lizac¢ni faktor je k =1/4/1 + (S—Z)Q. Predpoklddame-li, Ze thly, jez struna svira s osou x, jsou malé,
bude k = 1. Na tsek struny mezi z a z + dz tedy pusobi vysledn4 sila F = o t(x + dz) — o t(x),
nebot sméry napéti velikosti o piisobici na obou koncich jsou ddny piislusnymi te¢nymi vektory.
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Pro slozku vysledné sily do pfiéného sméru y mizeme tedy s uzitim Taylorova rozvoje psat

dy d*y

dy .
Fy=o0 —(:chd:c)fdx(:c) =0

o (z)dzx. (1.2)

Protoze v libovolném fixnim okamziku ¢ plati y(x) = u(z,t), dostavdme z (1.1) a (1.2) na kazdém
tseku dz pohybovou rovnici pfi¢nych kmitd struny
0?u 0%u
=5 =05
P o Ox?

Tuto rovnici struny snadno upravime do tvaru

Pu 1 0%
T — 5z =0, (1.3)
ox2 2 Ot?

coz je jednorozmérna wvlnovd rovnice pro funkci u(zx,t), pfiCemz |c=+/o/p | je, jak uvidime,

rychlost Sirent viny .

1.2 Lagrangeova funkce struny

Pohybovou rovnici struny (1.3) nyni odvodime jingm zptsobem, totiz z Hamiltonova principu
zobecnéného na spojité rozlozenou hmotnost. Abychom ziskali pfislusnou akci S, musime nejprve
sestavit prislusnou Lagrangeovu funkci L.

Protoze struna kmita jen kolmo na osu z, je jeji rychlost %u(x,t). Kinetickd energie iseku
struny délky dz je % pdx [%u ]2, takze celkové kinetick4 energie je

T = /Ol %p{%(z,t)rd:c. (1.4)

K nalezeni potencidini energie musime vyintegrovat pri¢nou silu F, piisobici na tsek struny dz,
jez je dana vztahem (1.2). Prace vynaloZena na jeji pfekonani pfi vychylovani struny z rovnovazné
polohy u = 0 do okamZité vychylky v = u(x,t) v daném case ¢ je hledand potencialni energie:

u ud2y
dV:/0 Fydyzadx/o @dy.

Zavedeme-li nyni pomocnou funkei z(y) vztahem $£(z) = z(y(z)), plati % =EdE= zg—z, takze

dV:Udac/Ozd—;dy:Udac/o zdz:adx[%zz]o( ):%az(u)zdx.

Protoze z(u(z)) = 9%(x), je z(u) = Zu(x,t) a integraci pies celou délku dostavéme celkovou po-

tencidlni energii
! Ju 2
1
V:/O §a[£(x,t)] dz. (1.5)
Lagrangeova funkce L = T — V struny je proto diky (1.4), (1.5) ddna vyrazem
l
L :/ (%p(u,t)Q — %a(uyx)Q) dzx,
0

kde jsme zavedli u; = % a U, = g—; coby vhodné zkratky pro parcidlni derivace funkce u(x,t).

Je tudiz pfirozené zavést funkci L£(u 5, u ) zvanou hustota Lagrangeovy funkce struny

L=1puy)?—to(us)?| (1.6)
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Prislusny funkciondl akce pro pricné kmity struny je
to to pl
S = / Ldt= / L(u,z,uy)dedt,
t1 t1J0

Rovnice pohybu se nyni ziska z Hamiltonova principu|dS = 0 |. PFfipomefime zndmy matematicky
vysledek varia¢niho po¢tu: méjme obecny funkcional dvou proménnych = a t tvaru

to rx2
S = L(w, w gz, uy,x,t)dedt,

t1 €T

pfiéemz funkce u(x,t) nabyva na hranici integra¢ni oblasti pevnych hodnot. Pak extreméla tohoto
funkcionélu, pro niz 45 = 0, musi fesit Eulerovu—Lagrangeovu rovnici

oL 0 oL 0 oL
%‘%(aﬁ)‘&(aﬁ)—“ .7

Aplikujeme-li podminku (1.7) na hustotu Lagrangeovy funkce struny (1.6), dostaneme ihned

OU gy — pUst =0,

co% je rovnice struny (1.3).

1.3 Reseni rovnice struny

Nyni ukédzeme dvé zdkladni metody feSeni jednorozmérné vlnové rovnice, tedy rovnice struny.

1.3.1 Metoda d ‘Alembertova

Transformace . "
§=w—d, (1.8)
n=ux+ct,
fevede rovnici (1.3) uzitim relaci — = 9 + 9 a 9 _ fcg + ¢+ na tvar
P ' or o on “ ot Cae " oy
82
~—0.
o0& On
Integraci podle ¢ dostaneme
o g
an g\,
kde g(n) je libovolna funkce . Dalsi integrace da
u(gn) = [ g+ F(&) = F©) + G, (19)

kde F(£), G(n) jsou libovolné funkce. Dosazenim pfislusnych proménnych ze (1.8) dostaneme tedy
obecné feseni ve tvaru

| u(w,t) = Flz — ct) + Gz + at) |, (1.10)

N7

pri¢emz F reprezentuje profil viny sifici se rychlosti ¢ smérem doprava, zatimco G profil vlny putu-
jici doleva. Konkrétni tvar feseni urcuji pocdtecni podminky, které klademe na feseni. Vsimneme
si, jak dostaneme funkce F' a GG z pocatecnich podminek v pfipadé nekonecné struny.
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Predpokladejme, ze v ¢ase t = 0 je zadana funkce u i jeji casova derivace,

u(z,0) = up(x),

u(z,0) = vo(x). (1.11)
Podle (1.10) tedy plati
F(z) + G(z) = uo(z), (1.12)
—cF'(z) + ¢G'(z) = wvo(x). (1.13)
Integraci (1.13) dostaneme
—F(z)+G(x) = %Vo(:ﬂ) , (1.14)

kde Vo(x) = [vo(x) dx je primitivni funkce k vo(z) (s libovolnou integraéni konstantou). Z (1.12)
a (1.14) pak vypocteme F(z) a G(z). Dosazenim proménnjych £ = x — ¢t do argumentu F a
1 =z + ct do argumentu G dostaneme Feseni vyhovujici uvedenym pocateénim podminkam,

1 1 1
u(z,t) = 5 uo(x — ct) — EVb(:r —ct) +uo(z +ct) + EVb(:r +t)| | (1.15)

Je vidét, Ze konstrukce feSeni je jednozna¢nd (primitivni funkce Vj je uréena az na aditivni kon-
stantu, kterd z vysledného feseni vypadne). Vskutku plati véta o jednoznacnosti, podle které je
Feseni vlnové rovnice jednozna¢né uréeno zadanim poéateénich podminek (1.11). Uvedené Feseni
se nazyva d’Alembertovo.

1.3.2 Metoda Bernoulliova—Fourierova

V principu lze vySe uvedeného d’Alembertovo postupu uzit i pro hleddni feSeni konecné struny,
napiiklad s pevngmi konci, které je navic v kazdém okamziku ¢ omezeno okrajovou podminkou

u(0,t) = 0,
u(l,t) = 0, (1.16)

vz

viz zaveér ¢asti 1.4 textu. Vyhodnéjsi je vsak uzit postupu Bernoulliova. Pfi ném se hledé feseni

rovnice (1.3) v separovaném tvaru‘ u(z,t) = X () T(t) ‘ Dosazenim do (1.3) a Gpravou dostaneme

X T,
X)) - Te) - Y (1.17)

kde ¢arka oznacuje derivaci podle = a tecka derivaci podle t. Vztah vyjadfuje rovnost mezi dvéma
funkcemi rizngch promeénngch, kterda ma byt splnéna pro vsechny hodnoty = a t. To nastava jen
tehdy, rovnaji-li se obé strany téze separacni konstanté —w?, kde w je redlné. (Pro nulové nebo
imagindrni w nelze dané okrajové podminky netrividlné splnit.)

Vztah (1.17) proto pfedstavuje dvé obycejné linedrni diferencidlni rovnice pro X (x) a T'(t).
Rovnice pro X mé obecné feseni

X(x) = Cy cos (gaz) + C3sin (gzc) ,
c c
kde Cy, Cs jsou konstanty. Z okrajovych podminek (1.16) implikujicich X (0) = 0 = X (1) plyne
Ci =0, wn:mr%, kde n=1,2,3,---.

Obdobné vytesime rovnici (1.17) pro T'(t), coz dava T'(t) = A cos(wt) + Bsin(wt), kde integraéni
konstanty A, B jsou zatim neurcené. Tedy

Un(x,t) = sin (w—:ac) [an, cos(wnt) + by, sin(wpt)]
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je partikuldrnim feSenim rovnice (1.3), které vyhovuje okrajovym podminkam (1.16).
ProtozZe rovnice (1.3) je linearni, fesi ji i libovolna koneénd superpozice funkei w,,. Bude ji Fesit
i nekonec¢na fada

u(z,t) = i up(z,t) = i sin (mr%) {an cos <mr07t> + by, sin <mr07t>}

pokud stejnomérné konverguje a lze ji tedy derivovat ¢len po ¢lenu. To samoziejmé zavisi na
hodnotach koeficientl a,, by, které uréime z poc¢ateénich podminek (1.11)

(1.18)

u(z,0) = ian sin (mr%) = up(z) , (1.19)

n=1
u(x,0) = Z b,mw% sin (mr%) = vp(x); (1.20)
n=1

ug(z) je spojitd funkce, kterd vymizi v koncovych bodech a vo(x) je po éastech spojitd funkce.
Z teorie Fourierovych tad plyne, Ze koeficienty jsou uréeny vztahy

2 ! . T
an = 7/0 uo(x) sin (mr7> dz,

5 [l (1.21)
b, = — | wo(z)sin (nﬂ%) dz,

nmwc Jo

a s takto uréenymi koeficienty fada (1.18) stejnomérné konverguje. Vyrazy pro a,, b, se ziskaji
tak, ze fada (1.19) resp. (1.20) se vynasobi funkci sin(mm$) a integruje pies x. Uzitim identity

sin (mm%) sin (n7%) = 3 cos ((m — n)7%) — 3 cos ((m + n)w%) se snadno zjisti, Ze plati

/Ol sin (mﬂ'%) sin (mr%) dz = % Omn 5 (1.22)

takze po integraci fady ¢len po ¢lenu zlstane na levé strané pouze koeficient a,, resp. b,, vynaso-
beny konstantou //2 resp. mmc/2, nacez staci jen preznacit m za n. Systém funkci {sin(nr7)} je
navic ptikladem upiného ortogondlniho systému funkci s pevnymi konci (1.16) na intervalu (0,1)
(pfipomeénme, Ze leva strana vztahu (1.22) pfedstavuje skaldrni sou¢in m-tého a n-tého ¢lenu
systému). Oprévnénost operaci a dikaz Gplnosti vSak vyzaduji peclivéjsi matematické zkoumani.

1.3.3 Priklad na Fourierovy rady

Uzitecnost a smysl pravé odvozeného postupu feSeni nyni ilustrujeme na konkrétnim prikladé
kmitd struny s pevnymi konci. UvaZzujme pocateéni podminky (1.11), kdy strunu uprostfed vy-
chylime z rovnovazné polohy do vzdalenosti % [ a pak z klidu vypustime, neboli po¢atecni poloha je

1

uo(fﬂ):éx pro =z €[0,1/2], 10!
1 ./\'
ug(z) = 5 (I—=xz) pro ze€[l/2,1], 0 l/2 l

zatimco pocéateéni rychlost vymizi, vo(x) = 0. Z (1.21) ihned plyne, Ze b,, = 0 pro vSechna n a
_ 2 12 . ( x)d n 2 !
=51/, @ sin (n7 o Jdz + & s

Qnp

(I — ) sin (nw%)dx.

Integraly spocitame metodou per partes,

an = % <[ — T COos (nﬁ§)}i)/2+ /Ol/zos (mr%)d:c — [(l — ) cos (nw%)}i/zf /Z:SOS (TMT%)CL’C),
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kde ¢leny v hranatych zavorkach se navzajem odectou, takze

oo = g ([s (0r )], [sn (0o7)],,) = 5 0 (n5)

Pro viechna suda n jsou tedy koeficienty a, nulové, zatimco pro lichd n plati sin(nf) = %1.
Kompletni feseni (1.18), tedy

u(z,t) = ni_o:lan sin (mr%) cos (nw%) )

proto muiizeme zapsat ve tvaru

u(z,t) = ;—7:2 [sin (TF%) cos (w%) - %sin (3#%) cos (3#%) + % sin (5#%) coS (57T67t> _ .. } ]

(1.23)
Jednd se vlastné o rozklad feseni do Fourierovy fady slozené z ,lichych harmonickych maddu“.
Speciélné v pocatecnim case t = 0 dostdvame rozklad ,pilovité“ funkce ug(z) urcujici pocateéni
polohu do fady harmonickych funkci, jejichz amplituda s rostoucim n klesa jako ~ 1/n?,

up(x) = % [sin (w%) - %sin (37r§) + 2—15 sin (57r§) — ] . (1.24)

S ptic¢tenim kazdého dalsiho ¢lenu této fady se zédkladni méd dany hladkou funkei sin(77) stale
vice blizi funkci ug(x), kterd ma v bodé x = /2 maximum 11—01 ve tvaru ,,Spicky“:

n=1 n=1a3 n=1adab

1.4 Dalsi okrajové podminky: volny konec, tieni

V predchozi ¢asti jsme vytesili rovnici kone¢né struny délky I s pevngmi konci, jez jsou dany
okrajovou podminkou (1.16), tedy

u(0,t) =0, resp. u(l,t) =0. (1.25)

Nyni odvodime okrajovou podminku, jez naopak popisuje volné konce struny a situaci, kdy na
konce ptisobi trect sila umérnd rychlosti.

K tomu je vhodné si predstavit, Ze na konec struny napiiklad v misté x =1 je pfipevnén
maly nehmotny krouzek navleGeny na rovné tycéce kolmé k ose z. V souladu s pfiénym pohybem
celé struny se tedy i jeji konec mize pohybovat pouze v pricném sméru. Nyni napiSeme New-
tonovu pohybovou rovnici pro krouzek obecné hmotnosti m a uvazime obé sily na néj pusobici:
mg—;u = Fyl + Figeni, kde Fyl je pri¢nd slozka sily vnitiniho napéti struny na konci x =1 dana

vektorem F = —ot, pfidemz t = (1, 3—%) je jednotkovy teény vektor (viz ¢ast 1.1 textu). Protoze
y(x) = u(z,t = konst.), dostavame Fyl =—0 %u. TTeci sila mezi krouzkem a tyckou je timérna
rychlosti pohybu krouzku, Fizen; = —b %u, kde b > 0 je konstantni parametr treni, takze

0%u ou ou

o T Tox ot
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Protoze koncovy krouzek je ve skuteénosti nehmotny, uvazujeme limitu m — 0 a ihned dostavame
prislusnou okrajovou podminku na konci x =1

ou ou
— = —-b—. 1.26
7 ou ot (1.26)
Na druhém konci x = 0 je pusobici sila vnitiniho napéti struny F = +ot, coz dava podminku
ou ou
— =b—. 1.27
7 ox ot (1:27)

V pfipadé, Ze na koncich struny zadné tfeni neptisobi, je b =0 a z (1.26), (1.27) okamzité
dostavame okrajovou podminku na volné konce

%(OJ) =0,  resp. %(1, t)=0. (1.28)

Pii Bernoulliové fesent rovnice struny metodou separace pak namisto fady (1.18) dostaneme

u(z,t) = nz::lcos (mr%) {an cos <n7r%t> + by, sin <n7r67t>} . (1.29)

Na zavér jesté ukézeme, jaké disledky mé obecnd okrajovd podminka (1.26) v kontextu
d’Alembertova feseni (1.10), kdy u(x,t) = F(x — ct) + G(x + ct). Dosazenim do (1.26) dostaneme

vztah o (F' + G') =bce(F' — G'), kde F' = % aG = (é—?], neboli po jednoduché tpravé

(c+be)G =—(c—bc)F'.
Na konci struny, kde je z = [, vSak plati
1dG 1dF
G =-— Flr=—"—" )
c dt la=t’ c dt lz=i

Dosazenim a ¢asovou integraci tedy dostaneme vztah

oc—bce
G = F. 1.30
oc+be ( )

Analogicky pro odraz na konci = 0 dostdvame z podminky (1.27) vztah

oc—bce
F= G. 1.31
oc+be ( )

N2

Pfipomenme, Ze funkce F' predstavuje profil viny Sifici se doprava, zatimco G popisuje vinu
putujici doleva. Vzorce tedy popisuji, co se déje s profilem vlny pfi odrazu na piislusném konci.
Existuji nasledujici ti specialni pfipady v zavislosti na velikosti tfeni popsaného parametrem b:

e pevny konec je popsan b — oo odrazena vlna ma stejny profil jako
vlna dopadajici, ale je prevracena

e volny konec je popsan b =10 profil odrazené vlny je uplné stejny

e specidalni hodnota tieni b= o/c | G=0nax=1 | zadna vina se neodrazi, dopadajici vlna

| F=0nazx=0 | je zcela absorbovana! !

1Podobna situace miize nastat i v piipadé elektromagnetickych vin. Jsou-li vhodnou volbou materidlu splnény
specidlni okrajové podminky, elektromagnetickd vina se neodrazi, ale absorbuje. To je podstatou technologii letadel
typu stealth, naptiklad F-117, F-22 anebo B-2, které jsou pro radary ,neviditelné®.



Kapitola 2

Mechanika kontinua

V této kapitole zavedeme zékladni pojmy a odvodime hlavni rovnice urcujici kinematiku tekutin,
a to dokonalych i vazkych.

2.1 Lagrangeuv a Euleruv popis

Tekutina se modeluje jako slozena z infinitesiméalnich objemi, ,castic”, které v daném okamziku
spojité vyplnuji danou oblast v Fs5. Tyto ,,castice” se pohybuji v kazdém okamziku urcitou rych-
losti, kterd se bod od bodu spojité méni, a proto je nelze ztotoznit s molekulami tekutiny, kona-
jicimi chaoticky tepelny pohyb. Rychlost fiktivnich ,¢astic” je ve fenomenologické teorii kontinua
dana stfedni rychlosti molekul v urcitém infinitesimalnim objemu, pficemz molekularni pohyb je
zahrnut v termodynamickych veli¢inach. V nasledujicim vykladu ale zahrneme termodynamické
aspekty pouze do stavové rovnice, urcujici vztah mezi tlakem a hustotou.
Pohyb tekutiny je formalné popsan trajektorii ,Castic” kontinua, coz je spojitd transformace

i = fi2},1), (2.1)

ktera zavisi na Case jako na parametru, pricemz f; (xg,t =0)= x? je pocatecéni poloha. Transfor-
mace pfifazuje kazdému bodu o soufadnicich 9, kde se ,¢4stice” nachazela v ¢ase t = 0, bod z;
neboli jeji polohu v libovolném ¢ase t. Parametry z? tedy identifikuji piislusnou ,¢astici” tekutiny,
nebot ptifazeni soufadnic 2 lze chapat jakoZto ,pojmenovani* vSech ,&4stic” v po¢ateénim case.

Rychlost dané ,castice” urcené ,jménem* ac,? je pak pfrirozené

o dl‘,‘ o dfi(l‘z,t) - 0
’UZ:E = T—’Uz(l‘k,t). (22)

Piseme zde obycejnou derivaci podle ¢asu, prestoze funkce fi(xg,t) zavisi téz parametricky na
soutadnicich 29 (pozdéji podle nich budeme parciélné derivovat). Tomuto popisu kontinua ¥{kame
Lagrangev.
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Vypocteme-li viak z (2.1) inverzi 2 jako funkce z; a ¢, dosazenim do (2.2) dostaneme rychlost
proudéni jako funkci okamzité polohy ,,Castic”,

Vi = Ui(x(li(zja t)a t) = vi(xjv t) : (23)

Tomuto popisu pohybu kontinua pomoci pole rychlosti fikdme Fulertv. Zatimco rychlost uréenou
(2.2) méfi pozorovatelé, ktefi sleduji individudlni ,éastici”, rychlost (2.3) zjistuji pozorovatelé,
stojici v pevném misté prostoru a mé¥ici rychlost té ,castice”, kterd je pravé miji. Vztah z9(x;,t)
1ze tedy chépat jako ,identifika¢ni funkci®, ktera pfifazuje ,piivodni jméno“ z) (zavedené v ¢ = 0)
té ,Castici”, kterd v t pravé prochdzi bodem z;. Pfi Eulerové popisu tedy predstavuje rychlost
vektorové pole v(r,t) v prostoru.

S Eulerovym popisem souvisi pojem proudnice. To jsou kfivky, jejichz tecny jsou v kazdém
bodé a v kazdém okamziku rovny vektoru rychlosti kontinua (podobné jako teény siloc¢ar vyjadiuji
smér a velikost elektrického nebo magnetického pole). Proudnice jsou tedy obrazem proudéni teku-
tiny v dany okamzik, pficemz tento obraz se s asem mize ménit. V pfipadé ¢asové neproménného
staciondrniho proudéni popsaného rychlostnim polem v(r), pro ner ; v =0, je obraz neménny a
proudnice splyvaji s trajektoriemi ,¢astic” tekutiny. Popiseme-li proudmce parametrickymi kfiv-
kami r()), pak jejich formélni definici je, Ze teény k nim vSude spliiuji podminku

dr
D= v(r,t). (2.4)

Integraci této rovnice ziskdme soustavu proudnic ve zvoleny okamzik ¢. Oznacime-li elementy
k¥ivek dr = (dzq, dzs,dxs), pak (2.4) mizeme ve slozkich pfepsat do podoby dz; = v; dA, neboli
vyloucenim parametru A

dl’l dl’Q dl’g

vr(xg,t) gy, t)  ws(zg,t)

Integraci této trojice diferencidlnich rovnic nezavislych na parametru A pak dostaneme vyjadreni
soustavy proudnic v Case t.
Nyni jesté urc¢ime zrychlent a; ,Castic“ v Eulerové popisu. K tomu staci veli¢iny z; v (2.3) vazit
jako funkce Gasu uréené (2.1), takze
d’Ui Gvi 8%‘ d$j Gvi 8%‘

] o Ty 2.
Y= at+axj dt atJ”]]axj’ (2:5)

coz v prehlednéjsim vektorovém zapisu je

dv  ov

=% =5 + (v-grad) v|. (2.6)

Drobnd ilustrace: Pro pochopeni rozdilu mezi Lagrangeovym a Eulerovym popisem je uzi-
teéné uvést jednoduchy konkrétni piiklad. Nechf jednorozmérny pohyb tekutiny (2.1) je déan
vztahem x = f(2°,t) = 2° + a2%¢?, kde o je konstanta. Pak Lagrangeova rychlost a zrychleni
jsou pouhymi derivacemi f podle éasu, tedy v, = 2aa°t a a, = 2az°. Pii Eulerové popisu mu-
sime vyloudit ,jména ¢astict 20 a vyjadiit je pomoci okamzitych poloh z v daném ¢&ase, proto

v 0 _ x , _ 2zat
pouzijeme vztahu z° = 5 TTaz Dosazenim do v, a a, dostaneme Eulerovu rychlost v, = Trar®

a zrychleni a, = Snadno ovéfime, Ze a, lze opravdu spoéitat z v, uzitim vztahu (2.5):

1—|—cmf2
v v, 2 1—at o~ v sy . . v 1z .

ap = 3B +v,5E = O(‘fiat%Z) + (ﬁg;)Z = 1_2%9@2. Vsimnéme si, Ze zatimco zrychleni kazdé in-

dividualni ¢astice ziistava v Lagrangeove popisu konstantni s éasem, a, = 2ax?, Eulerovo zrychleni

v daném misté x klesa, a,, = 11‘2“;2 — 0 pro t — oo, protoze s rostoucim t prochéazeji mistem =z

Castice vyslané v ¢t = 0 z ¢im dal blizsiho okoli pocatku, zo — 0.
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2.2 Tekuty objem

Uvazujme mnozinu ,bodovych &astic®, které v poc¢ateénim okamziku ¢t = 0 vypliuji oblast QU.
Objem AV? oblasti Q° je dan
AVO = / d*2°.
0o

V &ase t ,¢astice” z Q0 zaplni oblast Q(t), na kterou transformace (2.1) zobrazi Q°.

T4

fi 0 t

Velikost ,tekutého objemu AV (t)”, tedy objemu oblasti Q(t), je podle véty o substituci
AV (t) = / 3z = |J]|d3? (2.7)
Q(t) Qo

kde J je jakobian transformace (2.1). Derivaci (2.7) podle ¢asu dostdvame

d d d|J|
A = — 340 :/ 1430, 2.
w20 =g ( L 71d I) ot 4 (28)

Rozvinutim funkce f; v (2.1) do Taylorovy fady podle ¢, z; = ¥ + v;(22) ¢ + %ai (@Dt + -,
ziskame prvky transformacni matice
Gxi 01),-

S - 2.
axz Oik + ax% t+ (2.9)

Determinant matice (2.9), coz je jakobidn .J, bude proto mit tvar 1

8%—

=1
J=1+5m

t - (2.10)

Dosadime-li J z (2.10) do (2.8) a pouzijeme-li vétu o stfedni hodnoté, dostaneme pro ¢t — 0

dave = [ 2

320 = divv/ 320 = divv AVY,
dt Qo

0o ax?

kde veli¢ina divv je vzata v uréitém wvnitrnim bodé tekutého objemu. V infinitesimalni limité
AV (t — 0) = AV? odtud dostavame dillezity vztah

%AV:divaV : (2.11)

platny v kazdém okamziku a v kazdém misteé.

1 . < 5 — ... Omy Oxg dx3 __ . |: 5. s Ov . vy . Ovg :|7
Z definice spocteme, ze J = €, Eridery o8 = €ijk |01:02503k + (61625 —3—3302 + 62,03k o + 031,015 i )t+ =

v,
az?
i

8 d 8
5123+(512kﬁ +ei23gob +51j3ﬁ)t 1+ 128 SRR
T J
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2.3 Sily objemové a plosné, podminky rovnovahy

Silami objemovy’mi se rozumi sﬂy, rozloiené v prostfedi S uréitou objemovou hustotou Nejdﬁle—

vvvvvv

poli o intenzité g je dana vyrazem dF°P = pgdV. Hustota objemové sily tedy je pg, neboli ve
slozkach F; = pg;.

Sily plosné jsou charakterizovany svym uc¢inkem na plosku urcité orientace. Je-li orientace
plosky urcena jednotkovym vektorem vnéjsi normaly n, pak na tuto plosku velikosti d¥ ptisobi
plosna sila dFPl° = T(™ %, pfi¢emz piisluiny vektor napéti T™ m4 slozky

T® _ o, (2.12)

kde 7;; jsou slozky tenzoru napéti.
Ukazeme, Ze rozliseni mezi objemovymi a plosnymi silami je do uré¢ité miry formalni.
Nejdrive intergraci spocteme vyslednou silu, pusobici na oblast €2, pokud je uvnitf ni rozlozena
objemové sila dF°PJ s hustotou F; a na hranici 9 ptisobi plogna sila dFPl s TZ-(“) danym (2.12):

Feetk = /F dV+/ 7™y = /F dV+/ Tin, dY = / (F + aTﬂ) av,  (2.13)
Q o0 Q o0 Q dx;

kde jsme k upravé nakonec uzili Gaussovu vétu. Vidime, ze vyslednice plosné sily je formalné
O Tji
stejnd, jako kdyby v oblasti byla rozloZena objemova sila s hustotou -

J
Viysledny moment sil pusobicich na oblast Q2 bude integralem r x dFObJ +r x dFP°, tedy
Mfelk = /Eijk Iij dVv + / Eijk Tj T]gn) d¥ = /Eijk ijk dVv + / €ijk Tj Tik N dX.
Q o0 Q o0
Plosny integral opét prevedeme pomoci Gaussovy véty na objemovy, takze

a(l"ﬂk) ale
celk __ . . J _
M —/stk(ijk—i—iaxl Jav /Q eign s (Fi+ > )+sukrjk av.  (2.14)

Ma-li byt kontinuum v rovnovaze, musi byt vysledna sila i vysledny moment na kazdou oblast
nulové, tedy integraly (2.13) a (2.14) musi vymizet pfi libovolné volbé Q. To nastane pravé tehdy,
plati-li podminky rovnovdhy kontinua

0 Tj;
F; =0,
* oz, (2.15)
Tij = Tji-

kde druhé rovnice plyne z podminek ¢;;x 7j% = 0. Tenzor napéti tedy musi byt symetricky.
Zkusme nyni formalné nahradit klasickou objemovou gravitacni silu silou plosnou. Vysledna
gravitacni sila na hmotnost rozlozenou s hustotou p v oblasti  je

Feray :/pgdv, (2.16)
Q

kde g je intenzita gravita¢niho pole. Newtonovské teorie gravitace se v polnim tvaru vyjadii
rovnicemi obdobnymi s rovnicemi elektrostatiky, tedy

divg = —4nGp, (2.17)
rotg = 0. (2.18)

Z (2.17) dosadime do rovnice (2.16), zapiSeme ji ve slozkich a postupné upravime:

09 (959:) dg;
FEe = ==L =— . 2.1
' 47TG axj g:dV = 4G / Ox; 9i ox ) v (2.19)
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S uzitim (2.18) vSak mizeme vyjadiit
7 9g9i _ g,% _ 10(g595)
J axj J ax,- 2 ax,- ’
takze (2.19) lze po pfeznadeni séitacich indexd psat

8 T'g.rav
Figrav — / J dV 7
o O

kde
grav __

1 1
i T TG (9i9; — 30ii919%) - (2.20)

Veli¢inu T;; 1ze tedy interpretovat jako symetricky tenzor napéti gravitacniho pole a vyslednou

gravitaéni silu na oblast Q vyjad¥it naopak pomoci plogné sily s vektorem napéti T,L-(n) =T5"n;
pusobici na hranici oblasti 2.

V elektrodynamice hraje obdobnou tlohu tzv. Mazwelliv tenzor napéti elektromagnetického
pole definovany vztahem

T™ = — (DiE; + BiH; — $6;;(Dy By + By Hy)) (2.21)

ktery m4 v elektrostatickém pfipadé (pfi standardni identifikaci D; = ¢E;, 4me < 1/G, E; < g;)
stejny tvar jako (2.20). V 19. stoleti byla skute¢né snaha interpretovat elektromagnetické pole jako
mechanicka napéti v éteru. I z dneSniho hlediska vsak vidime, Ze plosné a objemové sily miiZzeme
chéapat jako dvoji moznd matematicka vyjadreni téze entity.

2.4 Rovnice kontinuity a pohybova rovnice

Proudéni tekutiny je urceno parciadlnimi diferencidlnimi rovnicemi, které jsou dtisledkem zakona
zachovani hmotnosti a 1. impulsové véty. Obé rovnice nyni odvodime. Hmotnost M = p AV teku-
tého objemu musi byt zachovavajici se veli¢ina, a proto s vyuzitim (2.11) dostdvéame

0= dM  d(pAV) dp d (dp

az — 2P A Sav= (2 vv)A 2.22
dt dt a SV e AV dt+pdlvv> v, (2.22)

kde veli¢iny v zavorce pfed AV jsou opét urceny v urcitych vnitinich bodech tekutého objemu.
Vztah musi platit pro libovolné maly objem, takze v kazdém bodé je

d

d_/t) + pdivv =0/, (2.23)
coz lze uzitim % = % +v-gradp a divpv = pdivv 4+ v - grad p prepsat

0

a_f +divpv=0]|. (2.24)

Tato rovnice se nazyva rovnice kontinuity a vyjadiuje zadkon zachovani hmotnosti.
Podobné hybnost P tekutého objemu je Mv, takze

dP dM dv dv

T EV ME —/)EAV7

protoZe prvni ¢len vymizi v dasledku (2.22). Zména hybnosti je podle 1. impulsové véty rovna vy-
slednici sil na tekuty objem, jejiz i-tou slozku, jak bylo ukdzano pii odvozeni podminek rovnovahy
(2.13), mizeme psét jako (F; + 01j;/0x;)AV, kde prvni ¢len pfedstavuje hustotu objemovych sil
a druhy odpovidé plo$nym sildm na hranici objemu (vyrazy jsou opét uréeny v uréitém vnitinim
bodé tekutého objemu). Obdobnou tivahou jako u rovnice kontinuity s uzitim (2.5) pak dospéjeme
k vektorové pohybové rovnici

dv; _ p(aui ‘avi) Pt 0Tj; . (2.25)

& =P\ T Yiag, 2,
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2.5 Newtonovska a dokonala tekutina

Aby rovnice (2.24) a (2.25) urcovaly velifiny p a v, potfebujeme navic znat vztah mezi tenzorem
napéti 7;; a slozkami rychlosti v;, respektive jejich derivacemi. U takzvané newtonovské tekutiny
se predpoklada linearni vztah

6vk
Tij = —pé,-j +)\a—xk5ij +,U(

8:cj + 8:51

Ovi avj) . (2.26)

Je to nejobecnéjsi tenzor 2. fadu, ktery se d& vytvorit linedrné z prostorovych derivaci rychlosti.
Pokud je A = 0 = p, mluvime o dokonalé tekutiné,

=] )

Chybi smykova napéti a plosné sily se uplatiiuji pouze jako izotropni tlak. Pohybova rovnice (2.25)
pak ma jednoduchy tvar

a’l)i avi 1 ap

I =G, — = 2.28

ot 7 ox, opoxy] (2:28)
kde jsme zavedli hustotu sily na jednotku hmotnosti vztahem G; = F;/p. Tuto tzv. Eulerovu rovnici
lze psat téz ve vektorovém tvaru

86_: +(v-grad) v=G — %gradp . (2.29)

Piedpokladédme-li ddle navic, ze tlak p je uren stavovou rovnici jako funkce hustoty p = p(p)
(barotropni tekutina), mame celkem 4 parcidlni diferencidlni rovnice (2.24) a (2.29) pro 4 neznamé,
totiz hustotu p a 3 slozky rychlosti v. K jednozna¢nému urceni feSeni musime polozit okrajovou
podminku na hranici oblasti zaujimané tekutinou, ktera v pfipadé dokonalé tekutiny zni v, = 0,
kde v, znaéi slozku rychlosti kolmou k hranici (napf. sténdm trubice, kterou tekutina protéka).

2.6 Nevirivé proudéni dokonalé tekutiny a Bernoulliho rov-
nice
Rovnici (2.29) je mozno identicky ptepsat? do tzv. Gromekaova—Lambova tvaru

2
1

—v+grad (%) —vxrotv=G — —gradp. (2.30)
p

Predpokladejme, Ze proudéni tekutiny je navic nevirivée, tedy
o =1 231)
Pak existuje skalarni funkce ¢, zvand potencidl rychlosti takova, ze (viz podobny

vztah z elektrostatiky). Pfedpoklddejme déle, Ze objemové sila ma potencidl, G = —gradU, a
zavedme tlakovou funkci P vztahem

P(r) q\
P(r) = /0 oK (2.32)

takze grad P = p~! grad p . Pak rovnice (2.30) nabude tvaru

grad(%+§+U+P)=o,

2 Ov; .
2 . _ 1 9 Ovm __ Ov _ Ov
Plati (grad (%) — v xrot v)i = 3 0a; (vjvj) — CijhERimVj 5, = UjaTCJi = (6i18im — dimJj1) U ogy = Vi ax; :
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takze

0¢p  v? B
EJr?JrUJrP—f(t). (2.33)

Integra¢ni funkce f na pravé strané je pouze funkci casu. To je tzv. Bernoulliho rovnice pro
nestacionarni nevifivé proudéni dokonalé tekutiny. V pripadé staciondrniho nevirivého proudéni
je ¢len % =0 a f je konstanta.

Pokud je nevifiva tekutina navic nestlacitelnd, takze podle (2.23)

G =], 2

spliuje potencidl rychlosti rovnici divgrad¢ = 0, tedy

(26 =0]. (2.35)

Pole rychlosti 1ze pak urcit jednoduse fesenim Laplaceovy rovnice pro potencial ¢ pfi okrajové
podmince (grad ¢),, = 0 na hranici. Je to tloha zcela analogicka tloze pro elektrostaticky poten-
cial a vysledky elektrostatiky lze snadno ,prelozit” do fe¢i hydrodynamiky. Analogie kladného
bodového ndboje se nazyva elementdrni zdroj, zdporného propad (nora, vytok), analogie dipélu
dublet atd. Z pole rychlosti pak 1ze urcit pomoci Bernoulliho rovnice pole tlaku.

2.7 VlIny v dokonalé tekutiné

Predpokladejme, ze tekutina v rovnovazném stavu ma hustotu py = konst. Uvazujme nyni malé
poruchy hustoty p = po + p1 takové, ze p; < pg, které vyvolaji malé zmény pole rychlosti v tom
smyslu, Ze v; gzj < %’t Predpokladejme dale, ze objemové sily G vymizi. Pak pohybovéa rovnice
(2.29) m4 tvar

ov 1
- =- d 2.36
o = g Bradp (2.36)
a rovnice kontinuity (2.24) je
0
% ¥ podivv =0, (2.37)

kdyz zanedbame malé veli¢iny. Tlak p (p) rozvineme podle Taylorovy véty kolem py,

dp
plp) =plpo+p1) =plpo) + | p1t--
P 'po
a dosadime do (2.36). Pak na tuto rovnici aplikujeme operaci div, zatimco rovnici (2.37) derivujeme
parcialné podle ¢asu a dosadime z jedné do druhé. Zjistime, ze porucha hustoty p; musi byt fesenim
vlnové rovnice

19m
c? Ot?

Apy — =0/, (2.38)

kde ¢® = (dp/dp)|,,. Rovnice pfipousti feseni ve tvaru rovinné vlny. Dosazenim tohoto feseni do
(2.36) a uzitim vztahu gradp(p) = (dp/dp) grad p zjistime, Ze vektor v je rovnobézny s vinovym
vektorem. Jde tedy o zvukovou podélnou vinu sifici se rychlosti c.
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2.8 Proudéni vazké tekutiny, Navierova—Stokesova rovnice

Pokud je tekutina vazka, jsou koeficienty A a p v (2.26) nenulové. Je-li viak nestlacitelnd, je

c%k
divv = 22k _
ivv .
takze ¢len u A vymizi a podle (2.23) je p = konst. Ze stejnych divodi vymizi i €len 6%v;/dx;0x;,
takze pohybova rovnice (2.25) mé tvar

1
é;_:+(v.grad)V:G——gradp+VAV y (239)
P

kde v = u/p je tzv. kinematickd viskozita. Toto je Navierova—Stokesova rovnice pro nestlacitelnou
vazkou tekutinu. Okrajovd podminka pro vazkou tekutinu se klade v =0 na hranici. V jejim
dtisledku je proudéni kromé trividlnich pfipadt virivé a nelze proto zavést rychlostni potencial.

2.9 Geometricky podobna proudéni

Uvazujme stacionarni (v = 0) proudéni nestlacitelné (divv = 0) vazké tekutiny v homogennim

gravita¢nim poli intenzity g. Rovnice (2.39) zapsand ve slozkdch ma v tomto ptipadé tvar

ov; 1 ap 0? (%

vi 6xj 9 ;6301 v 8l‘jaxj '

(2.40)

Napis$me nyni
vi=vw, Ti=a&, $i=9gXi,
kde vg je kladna konstanta s rozmérem rychlosti, a je konstanta s rozmérem délky, g je velikost

gravitaéniho zrychleni a w;, x;, & jsou pfislusné bezrozmérné veliciny. Dosazenim do (2.40) a
apravou dostaneme

owi 1. 1 , 2.41
“igg T FN T 96 TR og0g, 241
kde )
FEU—O7 HE%, r=2% (2.42)
ag pvd v

Vsechny veli¢iny v rovnici (2.41) jsou bezrozmérné. Konstanta R se nazyva Reynoldsovo ¢islo,
zatimco F' je Froudeovo cislo .

Predpokladejme, ze najdeme feSeni této rovnice pfi uréitych hodnotach ¢iselnych parametra R
a F' a okrajové podmince w = 0 na hranici urcité oblasti popsané bezrozmérnymi soufadnicemi &;.
Pokud pak zvolime veli¢inu a urcujici geometrické rozméry skutecné oblasti, z F' pak dostaneme
odpovidajici hodnotu veli¢iny vy = y/agF' urcujici velikost rychlosti, z R kinematickou viskozitu
v = avy/R, a z veli¢iny II dostaneme odpovidajici hodnotu pole tlaku p = IIpvZ = IIFpag. Reseni
odpovidajici riznym hodnotdm a pii stejnych parametrech R a F' se oznacuji jako geometricky
podobnd. Tato skutecnost ma prakticky vyznam napiiklad pfi empirickém testovani na zmensenych
modelech. V§imnéme si napiiklad, ze chceme-li pouzit méfeni na zmenseném hydrodynamickém
modelu ziskané pii stejném ¢, musime uzit tekutiny s jinou viskozitou (uréenou R, protoze z F je
uz jednoznaéné uréena hodnota v).

V fadé tloh nema4 ¢len odpovidajici vnéjsi objemové sile podstatny vliv, kuptikladu pfi prou-
déni vazké tekutiny dlouhou vodorovnou trubici. Zkusenost ukazuje, ze pro kazdou geometrickou
konfiguraci je pro R< Ryt proudéni laminarni, pro R vétsi, nez Reynoldsovo kritickée cislo je
proudéni turbulentni.




