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Kapitola 1

Lagrangeuv formalismus

Tato kapitola je vénovana hlavnim pojmim a metodam Lagrangeova formalismu. Nejprve zave-
deme efektivnéjsi popis systému pomoci zobecnénych soufadnic a potom odvodime dynamicky
pohybovy zdkon znamy jako Lagrangeovy rovnice II. druhu. Uvedeme zdkladni véty tykajici se
integrald pohybu, jimiz lze tyto rovnice resit. UziteCnost Lagrangeova pristupu budeme ilustro-
vat pfedevSim na vyznamném piikladé pohybu hmotného bodu v poli centralni sily (Keplerova
uloha, rozptyl elementarnich ¢astic). Zavérem se budeme zabyvat problémem pohybu dvou a vice
vzéjemné interagujicich téles.

Uvidime, ze Lagrangeuv formalismus je velmi elegantni formulaci mechaniky. Z jediné vychozi
skalarni Lagrangeovy funkce L dokéaze pfimocafe zkonstruovat pohybové rovnice v libovolnych
vhodnych soufadnicich, a navic implikuje nékteré triky umoznujici nalézt jejich feseni. Neméné
dtlezité je, ze formalismus nachézi ¢etnd zobecnéni mimo mechaniku, napiiklad v teorii pole a
v relativistickych ¢i kvantovych teoriich.

1.1 Popis systému

Efektivita Lagrangeova formalismu spociva zejména v tom, Ze k popisu studovaného mechanického
systému pouzivé tzv. zobecnéné souradnice standardné oznacované symbolem ¢’. Jsou to vhodné
zvolené€ libovoln€ parametry, které jednoznacné popisuji vSéechny mozné konfigurace systému.

Velka rozmanitost mechanickych tloh znemoznuje aplikaci obecné pouzitelnych ,univerzalnich“
soufadnic, které by idedlné popisovaly vyvoj kazdého systému. Samoziejmé, vzdy lze naptiklad
zavést kartézské soufadnice z* vSech hmotnych bodi a predepsat ptsobici sily a vazby. Vysledné
pohybové rovnice jsou ovSem velmi komplikované. Dokonce uz v trividlnim pripadé pobybu je-
diného hmotného bodu v poli centréalni sily je pouziti kartézskych souradnic dosti nepraktické
(piislusné diferencidlni rovnice jsou slozité), daleko vyhodnéjsi je uziti sférickych soutadnic, které
pfirozené vystihuji symetrii daného problému.

1.1.1 Zavedeni zobecnénych souradnic

Lagrangetv ptistup k popisu mechanickych systémi je genialné prosty: vhodné soufadnice ,,uSije
na miru“ daného problému. Pritom eklekticky kombinuje rtizné typy soufadnic a parametri —
zpravidla vzdalenosti a thly. Jejich volba pfitom neni a priori ni¢im pfedepsana, jedinym ome-
zenim je, aby zvolené zobecnéné souiadnice ¢’ jednoznadné popisovaly vsechny mozné polohy
hmotnych bodu systému, tzv. konfigurace.

Je zjevné, ze zobecnénych souradnic musi byt tolik, kolik je stupniu volnosti daného systému,

a,q% .. 4", (1.1)

kde n =3N — v, pficemZ N je pocet hmotnych bodd a v je pocet vazeb (viz kapitola 0.1).
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Lagrange tedy G¢inné pouziva tzv. Occamovu biiitvu,! podle které ,,Je zbytecné uzivati vice tam,
kde vystac¢ime s méné.“ Opravdu, je zbyte¢né uzivati vice zobecnénych soufadnic, nez je nezbytné
nutno (tedy nez je pocet stupiii volnosti). A méné jich také nelze pouzit, protoze pocet parametrit
by nebyl dostate¢ny k popisu vSech moznych konfiguraci systému.

Jak jsme jiz uvedli, zobecnéné souradnice lze zavést ,libovolné“, a proto je nasim cilem volit
je vzdy co nejvhodnéji. To vyzaduje trochu zkuSenosti a intuice. Par néasledujicich prikladt ukaze
prirozené volby zobecnénych souradnic pro jednoduché mechanické systémy:

Priklady:

matematické kyvadlo
q' = ¢ ... vychylka z rovnovazné polohy ¥

eliptické kyvadlo
¢' = ... poloha horniho télesa

q*> = ¢ ... vjchylka dolniho ze svislé polohy

dvé pruziny

g' = x1 ... vychylka prvniho télesa z rovnovahy
¢%> = x5 ... vychylka druhého télesa z rovnovahy
cinka

vvev

. natoceni ¢inky

Obvykle predpokladame, ze existuje vztah mezi zobecnéngmi a kartézskymi souradnicems

(gt gt |, i=1,...,3N (1.2)

a ze je regularni. Jinymi slovy: z hodnot zobecnénych sourfadnic mizeme v kazdém okamziku
jednoznacné stanovit polohu vSech hmotnych bodd v prostoru pomoci prirozenych kartézskych
soufadnic.

Priiklad: pohyb mravence po povrchu koule

Uloha m4 2 stupné volnosti. Idelni je zavést sférické thly (zemépisné souradnice) ¢t = 9, ¢% = ¢,
které jednoznac¢né urcuji polohu mravence. Ma-li koule polomér a, je vztah ke kartézskym sourad-
nicim dan standardnimi rovnicemi

z! = asindcosy,

z? = asindsinp,

3
r° = acost,
které identicky spliuji vazbu (x!)? + (22)2 + (2%)? = 2. KaZdd hodnota zobecnénjch soutadnic
¥ € (0,7), v € (0,27) proto odpovidd mozné poloze (konfiguraci) mravence na povrchu koule.
Pokud by koule byla povrchem nafukujiciho se balonku, jednalo by se o rheonomni vazbu, pri¢emz

polomér by byl konkrétni funkci ¢asu, neboli a(t). Pak by bylo (9, ¢, t) éasové zavislé.

IWilliam Occam (1290-1349), anglicky stiedovéky teolog a filosof. Jeho slavny aforismus je asto citovan i pou-
zivan. Napfiklad Bertrand Russell ve svém dile History of Western Philosophy na adresu Occamovy britvy uvadi:
»Shledal jsem toto byti nejplodnéjsim principem logické analyzy.“
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1.1.2 Konfigurac¢ni prostor a zobecnéné rychlosti

Zobecnéné soutadnice (¢', ..., ¢") vymezuji takzvany konfiguracni prostor Q viech moznych poloh
(konfiguraci) systému. Re¢eno geometricky presnéji, jedna se o tzv. konfiguraéni varietu, pricemz
(¢, ...,q") jsou prislusné lokalni soufadnice na ni. V predchozim pifkladé je konfigura¢ni varietou
sféra 82 a ¥, v jsou lokalni soufadnice na jeji obvyklé mapé, jez neobsahuje severni a jizni pdl.

Dulezité pritom je, ze konfiguracni prostor neni prostorem fyzikalnich stavi systému, protoze
vypovida pouze o konfiguracich — tedy o polohdch — vSech hmotnych bodi. Abychom ziskali
aplnou informaci o fyzikalnim stavu, je nutné znat také jejich rychlosti. Konfiguraéni prostor tedy
musime doplnit o tzv. zobecnéné rychlosti (¢*,...,¢"). To jsou dodate¢né rychlostni parametry,
jez jsou obecné nezavislé na okamzité poloze. Formalné tedy muzeme psat

g X ¢’ ; Ik g’
- =4 - =4 - = - =0]. 1.
0qJ 77 07 77 Oq’ 0 g7 0 (1.3)

Z hlediska exaktni formulace mechaniky v jazyce diferencidlni geometrie predstavuje konfigu-
ra¢ni prostor varietu Q. Jeji libovolny bod P € Q je popséan soufadnicovymi parametry (¢, . .., q")
uréujicimi polohu hmotnych bodu systému. Jejich (mozné) rychlosti v jsou v daném misté P teéné
vektory k varieté Q, lezi tedy v linedrnim vektorovém teéném prostoru T, Q. Vektor rychlosti
v € T, Q je v dané béazi urcen slozkami (¢', ..., ¢"). Teprve spojenim obou druhti informaci o polo-
héach i rychlostech vznika prostor fyzikalnich stavi daného systému: jedna se o tzv. tecny bandl TQ,
neboli rychlostni fazovy prostor, dimenze 2n parametrizovany soufadnicemi (¢, ..., q¢", ¢*,...,¢").
Podrobnosti Ize nalézt ve studijnim textu k proseminaii NTMF069.

/N

Uvedena struktura rychlostniho fazového prostoru poskytuje napiriklad prirozené vysvétleni tzv.
Zénonova paradozu $ipu.? Paradox podle Zénéna spoéiva v tom, Ze nelze navzajem odlisit letici
a stojici 8ip, kdyz se oba pravé nachazeji na stejném misté. Opravdu: z hlediska konfigura¢niho
prostoru Q maji oba stejné hodnoty zobecnénjch soufadnic ¢’. Pfesto ale pfedstavuji odlisné
fyzikalni stavy uréené jingmi hodnotami zobecnénych rychlosti ¢7: zatimco stojici §ip je urcen
nulovym vektorem v =0 z T, Q, Sip letici stejnym bodem P danou rychlosti je urcen konkrétnim
nenulovym vektorem v € T, Q.

1.2 Odvozeni Lagrangeovych rovnic II. druhu

Nyni jiz muzeme pristoupit k vlastnimu odvozeni pohybovych rovnic soustavy, jejiz konfigurace
jsou vyjadfeny vhodnymi zobecnénymi soufadnicemi. Takové rovnice se nazyvaji Lagrangeovy
rovnice II. druhu. Z pedagogickych divodt je nejprve odvodime pro nejjednodussi jednorozmérnou
situaci a potom rovnice pfimocare zobecnime na libovolny pocet zobecnénych soutfadnic.

1.2.1 Nejjednodussi situace

Uvazujme pro jednoduchost nejprve jednorozmeérny pohyb jediné cdstice hmotnosti m podél kar-
tézské osy x. Necht zobecnénd soutfadnice je ¢, pficemz vazba je holonomni (obecné vSak miize

2Zénén z Eleje (490-430 pf. n. 1.), prosluly fecky filosof a zak Parmenidiiv, se proslavil zejména svymi aporiemi:
Letici 8ip je v klidu“, ,, Achilleus nikdy nedohoni zelvu“ a podobné.
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byt rheonomni), tedy x(g,t). Pro konkrétni trajektorii ¢(¢) odtud dostavame

dz Oxdgq Ox
— = —— 4+ —. 1.4
a " ogdt o (14)

Nyni mizeme snadno spocitat kinetickou energii Castice, kterou budeme oznacovat symbolem 7'

dz\? Ordg O 2
T=1 - 1 —— = — . 1.
2m<dt> 2m<ath+at> (15)

Vsechny tyto funkce zaviseji na Case, nebot je vycislujeme podél trajektorie ¢(t). Protoze vSak
vyraz (1.5) plati pro kaZdou trajektorii a v kaZdém okamziku to, musi v to platit vztah

x(t) = z(q(¢),t), takze

oz

aq@de+QE@Jw), (1.6)

kde

_dg
T dt
Jestlize nyni budeme tuto zobecnénou soufadnici g a zobecnénou rychlost ¢ chapat jako navzdjem
nezavislé parametry, dostaneme parcidlnim derivovanim (1.6) nésledujici rovnice

q = q(to) je okamzitd poloha a ¢ (to) je okamzita rychlost.

oT oxr . Ox)\ Ox

a—qm(a—q‘“a)a—q’ (1.7)
or_ (9r. 0¥\ 0 (0x.  0Ox (1.8)
¢ "\aq? "8t ) ag\ag ! Bt ) '

které opét musi platit v kazdém okamziku t¢ libovolné trajektorie g(t). Proto mizeme ziskat casové
vyjadieni vyvoje obou veli¢in (1.7), (1.8) prostym dosazenim

_ ._dg
¢=q(t) a ¢=41(),
tedy
oT Ordg Ox\ Oz dz Oz
g m(é)th+8t) dq " D’ (19)
or, . Ordq Ox\ 0 (Oxdq Ox\ %2 dz
Gq@)7n<8q&+6t>6q<6th+é%>mdt&]<&>’ (1.10)

kde v druhgch rovnostech jsme uplatnili vztah (1.4). Ode¢teme-li nyni od tplné ¢asové derivace
prvniho vyrazu druhy vyraz, dostaneme

d /oT oT d?z Ox i de d [0z dx 0 (dx d?z Ox
— === +m—= | -m—= =) =m-—=,

dt \ 9¢ Jdq d2 9q dt dt \ Oq dt 0q \ dt dt2 9q

protoze druhy a tfeti ¢len uprostied se v dasledku zaménnosti poradi derivaci vici ¢ a ¢ navzajem
odeétou. Pravou stranu (1.11) lze pomoci Newtonova pohybového zdkona jiz snadno vyjadfit

(1.11)

d?z Ox Ox

——=F_—= 1.12

a1 Oq 0q @ (1.12)

kde Q) je zobecnéend sila, coz je primét obvyklé sily F' do teéného sméru k zobecnéné soutradnici q.

Tim jsme odvodili, ze

d /oT oT

— =) - == = 1.13

dt (8(}) dq @ (1.13)

coz je Lagrangeova rovnice II. druhu. Jedna se o vyjadreni pohybového zakona klasické mechaniky
v libovolnych zobecnénych souradnicich. Vyraz na levé strané vsak musime chapat jako uzite¢nou
zkratku pro operaci, ktera presné odpovida vyse uvedenému odvozeni, tedy postupu:
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vyjdeme z obvyklého ,kartézského“ vztahu pro kinetickou energii T = %m (3—?)2

vyjadiime ho pomoci zobecnénych soufadnic a zobecnénych rychlosti, viz (1.6
tento vyraz T'(q, ¢, to) parcidlné zderivujeme podle nezdvislych parametrii ¢ a ¢
do takto ziskanych vztahti dosadime za parametr ¢ funkei ¢(¢) a za parametr ¢ funkci %(t)

prvni z takto ziskanych funkef %—g(t) zderivujeme iplné podle ¢asu ¢

e odecteme od ni druhou funkci %—Z(t) a cely vyraz polozime roven zobecnéné sile Q.

Touto procedurou dostaneme vztah (1.13), coz je z matematického hlediska oby¢ejna diferencidlni
rovnice 2. faddu pro hledanou funkci ¢(t).

Tlustrace: kmity svislé pruziny padajici v gravitacnim poli g |
Za zobecnénou soutradnici zvolme napiiklad bezrozmérny parametr g takovy, |
Ze pro kartézskou polohu konce pruziny plati § q

w(q.t) = cq+391%, :

. . . : s . . d
kde c je konstanta. Pro trajektorii ¢(t) je pak kineticka energie (1.5) ddna T'(t) = 1m (c S2(t) + g t)*.
Vyjadfeno pomoci parametrit ¢ a ¢ dostavame T = %m (cq+ gt)?, takze %—E =mc(cg+gt) a

oT __ ’ . . dq x7 . ’ vz 17
9 = 0. Nyni za ¢ dosadime () a dalsi derivaci vycislime

dory_or _  (.da
a\oq) oq az " 9)-

To ma byt podle (1.13) rovno zobecnéné sile Q = F‘Z’;—zc =cF.Kdyz F = —kcq+ mg, Lagrangeovy

, . . <1 s .. C s 1z 42
pohybové rovnice II. druhu vedou na diferencialni rovnici harmonického oscilatoru, ﬁ + %q =0,

jez ma obecné Feseni ¢(t) = qo cos (\ / % t+ 5), kde ¢g, 0 jsou integracni konstanty.

1.2.2 Nejobecnéjsi situace

Vyse uvedeny postup platny pro jeden hmotny bod m pohybujici se podél jediné kartézské osy x 1ze
snadno zobecnit na zcela obecnou situaci, kdy se mechanicky systém sklada z N hmotnych bodii,
jez se pohybuji v tfirozmérném prostoru. Ve standardnim kartézském popisu tedy mame souradnice
2t 22, 23, jez popisuji polohu prvniho hmotného bodu hmotnosti m!, soufadnice x*, 2%, 25, jez
popisuji polohu druhého hmotného bodu hmotnosti m?2, atd. Je uziteéné zavést soustavu 3N
konstant m; predpisem m; = mo = ms = m', my = ms = mg = m?, atd. Diky tomuto formalizmu
Ize celkovou kinetickou energii soustavy hmotnych boda vyjadrit

3N dzi\ 2
_1 ([ 4r
T—§Zml(dt) . (1.14)

Necht je tato soustava podrobena celkem v holonomnim vazbdm (tedy na rychlosti nezdvislym)
tvaru ¢, (z%,t) =0, v = 1,2,...,v. Pfipoustime tedy ¢asovou zavislost (rtheonomni vazby). Pak
Ize vzdy (pfinejmensim lok4lng) zvolit zobecnéné soufadnice ¢/, j = 1,2,...,3N — v, tedy neza-
vislé parametry takové, Ze pro libovolnou jejich hodnotu (z vhodného defini¢niho oboru) jsou
vSechny holonomni vazby ¢, = 0 identicky splnény. Z véty o implicitni funkci pak za predpokladu
dostatecné hladkosti vazeb dostavame, Ze musi existovat funkce (1.2), tedy

vt =1a'(¢,t). (1.15)
Odtud ihned plyne

dz? B ox’ @ ox’
dt — dgk dt ot

2(t) = 2'(¢ (t),t),  takze (1.16)
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kde pouzivame Einsteinovo sumaéni pravidlo v indexu k. Dosazenim do vyrazu (1.14) dostavime

Ox by Ox
(i 1) —QZmz(ak at) 7 (1.17)

kde funkce a;;k a %Tt zéviseji dle (1.15) jen na ¢’ a pifpadné na t. V tomto vyjadieni jiz vystupuji
zobecnéné rychlosti ¢/ a zobecnéné souradnice ¢/ jako nezdvislé parametry, viz (1.3). Parcidlnimi

derivacemi (1.17) tedy dostdvédme

3N

or oxt . 0x"\ Oz dz’ 9z
- : #oyp C8 ) 2L — 1.18
g Zm (ak +at)aqa _’;m at gl (1.18)
oT ox' | i ox'\ 0 (0x* ., Oz dz* 0 (dz’
— ; hutadi f— . (119
ag Zm ( A at)aqa (aqlq * at)_’;m &t g7 (dt) (1.19)
kde $ipka naznacuje proceduru ,zp&tného“ dosazeni funkci ¢*(t) za parametry ¢* a funkci W(t)
za parametry ¢* a pak nasledné vyuziti vztahu (1.16). Odtud jiz snadno plyne
d (oT\ or —SzN:m @' 0x' | do'd (0x7\ de' 9 (da
t \ 9¢ ogi et 1 dt2 9¢7  dt dt \ O¢ dt ¢/ \ dt
3N ; 3N
2z’ 9a' B
- Z A2 an ZZ aqj =G (1.20)
Tim jsme odvodili Lagrangeovy rovnice Il. druhu v jejich nejobecnéjSim tvaru
d [oT oT
— = )—-===Q,| 1.21
(55) 55 = (20

Jedna se o vyjadieni pohybovych rovnic soustavy v libovolnych zobecnénjch soufadnicich ¢7.
Matematicky jde o soustavu n obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu pro n neznamych funkci
¢’ (t), jez popisuji trajektorie ¢astic. Dynamika je pfitom uréena jedinou skalarni velicinou, totiz
celkovou kinetickou energii T soustavy, a slozkami ptisobicich zobecnénych sil Q;.

1.2.3 Potencial a Lagrangeova funkce

Za prihodnych okolnosti lze Lagrangeovy rovnice jesté vice zjednodusit. Predevsim ve fyzikalné
dtlezitych situacich, kdy na hmotné body ptisobi jen konzervativni sily,® 1ze obecné komplikované
slozky zobecnénych sil Q; vyjadfit pomoci jediné skaldrni funkce, totiz potencidglu V (pFesnéji
bychom méli fikat ,potencidlni energie“). Opravdu, v takovém piipadé je

_y R Vot v 1.22)
P P Ort O 9gi '

Kdyz dosadirne toto vyjadieni zobecnénych sil na pravou stranu rovnice (1.21) a uvazime-li, ze
cleny V. jsou identicky nulové (sily jsou konzervativni a potencial V proto nemtze zaviset na

zobecnenych rychlostech), miizeme Lagrangeovy rovnice II. druhu prepsat do jednoduchého tavru

d (0L oL

3Pfipomefime, 7e silové pole F je konzervativni pravé tehdy, kdyz vykonana préace nezavisi na draze (pouze na
koncovych bodech), neboli préce po libovolné uzaviené draze je nulova. To je ekvivalentni podmince, ze rot F=0,
coz nastava pravé tehdy, kdyz existuje potencial V' takovy, ze F=—grad V.
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kde funkce L(q¢’,¢’,t) je definovana jako rozdil kinetické a potencidlni energie

(120

a nazyva se Lagrangeova funkce daného mechanického systému. Vidime, Ze pohybové rovnice lze
ziskat pfimocarou kombinaci (1.23) parcidlnich derivaci z jediné skaldrni funkce L. V tom je uziteé-
nost Lagrangeova formalismu: oproti obvyklému newtonovskému postupu jiz neni tfeba provadét
slozité rozklady ptisobicich sil do smért jednotlivych soufadnic. Navic automaticky dostaneme
pravé tolik rovnic, kolik je stupiiit volnosti studovaného systému. Lagrangeovy rovnice (1.23)
Ize pouzit ve standardnich situacich s konzervativnim polem, zejména v homogennim gravitac-
nim poli (V =mgz), v centrdlnim gravitacnim poli (V = £), v piipadé harmonického oscildtoru
(V = 1k(z — 20)?) atd.

1.2.4 Zobecnény potencial

Jednoduchy tvar (1.23) Lagrangeovych rovnic II. druhu plati dokonce i v obecnéjsich situacich,
kdy silové pole jiz neni konzervativni, ale existuje takzvany zobecnény potencidl. Tim myslime
situaci, kdy ptisobici sila ma takovy charakter, ze k ni existuje funkce V(¢’, ¢, t) takova, ze

d /oV ov
Q=7 (877) ~ a7 | (1.25)

Zobecnéni spociva v tom, Ze pripoustime také zdvislost na zobecnéngch rychlostech a ¢ase (oby-
¢ejny potencial smi zaviset pouze na soufadnicich). Je zjevné, ze dosazenim (1.25) na pravou stranu
obecnych pohybovych rovnic (1.21) opét dostaneme Lagrangeovy rovnice II. druhu ve tvaru (1.23),
kde Lagrangeova fce je ddna L =T —V = T(¢’,¢’,t) — V(¢’, ¢, t), tedy opét predpisem (1.24).
Pro pfipad konzervativnich sil se (1.25) samoziejmé redukuje na jednodussi vztah (1.22).

Zdalo by se, ze zde popsany piipad je umély, nebotf predpokldada platnost pomérné slozitého
vztahu (1.25). Podivuhodné pfiroda ale kupodivu takovouto specidlni moZnost opravdu realizuje,
napiiklad ve velmi dulezitém pripadé elektromagnetické interakce. Opravdu, pfimym vypoctem
lze ukazat (viz cvifeni), Zze pro elektromagnetickou Lorentzovu silu F = e (E 4+ v x B) existuje
zobecnény potencidl V(g;, ¢;,t) tvaru

‘V:e(ap—v-A)

, (1.26)

kde ¢ je skalarni (elektricky) potencidl, zatimco A je vektorovy potencidl. Souvislost vektorovych
c 1 , 1 < z10 s . f s s A
elektomagnetickych poli a piislusnych potencialii je dana zndmymi vztahy E = —gradp — 5> a
B = rot A. MozZnost popsat pohyb ¢astic v obecném elektromagnetickém poli pomoci Lagrangeovy
funkce je velmi vitana po strance teoretické i praktické a nachazi své prirozené zobecnéni také v

relativistické ¢i kvantové teorii.

1.2.5 Priklad: ¢astice v centralnim poli

Lagrangeova prakticka ,kuchatfka“ pro sestaveni pohybovych rovnic tedy zni takto:

1. Uré¢ime pocet stupiitt volnosti n a zavedeme vhodné zobecnéné souradnice ¢/, j = 1,...,n
(tedy n parametrtt ¢/ jednoznac¢né popisujicich pohyb soustavy v souladu s vazbami).
2. Vyjadiime kartézské souradnice ' pomoci zobecnénych soufadnic ¢/,
t.j. uréime vztahy 2°(¢?,t), kde i = 1,...,3N, j =1,...,n.
dz* _ d

Vypocteme kartézské rychlosti 4% = &[z(¢’ (¢), t)].
Dosazenim do definice kinetické energie T’ = 1 Zfivl m; (dd—f) ziskame T'(¢7, ¢’ t).

Dosazenim 2%(¢?,t) do potencialni energie V (2¢) vypocéteme V (¢’,t) .
Stanovime Lagrangeovu funkci L =T — V.

NS otk w

. . ;. ‘1z , . d oL oL
Jejim derivovanim ziskdme Lagrangeovy pohybové rovnice g; (W) ~ by = 0.
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Ilustrace: pohyb hmotného bodu v poli centrdlni sily

Budeme postupovat presné podle vyse uvedenych bodu:

1.

Méme jediny hmotny bod ve tfirozmérném prostoru a zaddnou vazbu, takze n = 3. Sila v cen-
tralnim poli je vzdy radidlni a jeji velikost zavisi pouze na vzdalenosti od centra. Za t¥i zo-
becnéné soufadnice ¢!, ¢%, ¢ je tedy piirozené zvolit standardni sférické souradnice r,9, .

Vztahy 2°(¢”) jsou obvykla vyjadieni kartézskych souradnic pomoci sférickych, tedy

z' = rsind cosyp,
2% = rsind singp, (1.27)
3 = r cos?.

Kartézské slozky rychlosti ziskdme tplnou ¢asovou derivaci (1.27):

da! g

_(;’; = 7 sint cosp + 7 cos? cosp —r sindd sinp Y,

daz? . . 9 o i ;

e 7 sind sinp + r cosv¥ ¥ sinp + r sind cosp ¢, (1.28)
d 3 .

d_a’;: 7 costy —rsindd.

2 dt dt dt

2 2 2
. Dosazenim (1.28) do vyrazu pro kinetickou energii T = 1im [(d—ll> + (d—lz) + (d—xg) }

zjistime, ze Fada ¢lent vypadne a zbylé se zkombinuji do jednoduchého vyrazu pro kinetickou
energii ve sférickych soufadnicich:

T = Im(i? + 1292 + r?sin® 9 ¢?) . (1.29)

(Povsimnéte si, ze T' je kvadratickou diagonalni formou zobecnénjch rychlosti ¢/.)
Centralni silové pole je sféricky symetrické, a proto pfislusna potencidlni energie V' nemtze
zéviset na thlovych zobecnénych soufadnicich 9, ¢. Proto je V= V(r). Opravdu: provedenim

gradientu na tuto skalarni funkci dostaneme, Ze pfislusna sila ma pouze radialni slozku,
pricemz jeji velikost zavisi jen na vzdalenosti r od centra.

Lagrangeova funkce L ve sférickych souradnicich tedy je

L= Im(7? +r20% 4+ r2sin® 9 ¢?) — V(1) |. (1.30)

1
2

Parcialni derivace této Lagrangeovy funkce podle zobecnénych rychlosti ¢/ a zobecnénygch
soutfadnic ¢’ jsou

oL OL ; dv
E:mf, E:mm92+mrsin2ﬂgb275,
oL oL
i mr? 59 = mr?sind cosd p? (1.31)
oL OL
— =mrisin®dy, — =0.
¢ dp
Lagrangeovy rovnice II. druhu (1.23) jsou tedy explicitné:
. dv
mi — mrid? fmrsin219<p2 + = 0,
r
(mr29) — mr?sind cos¥ $? =0, (1.32)

(mr?sin® 9 p) =0,

kde tecka zde znaci uplnou ¢asovou derivaci prislusné funkce. Z matematického hlediska je
to tedy soustava t¥i obyéejnych diferencidlnich rovnic pro t¥i hledané funkce r(t), 9(t), ©(t).
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Nyni obratime pozornost na feseni pohybovych rovnic (1.32). Soustava vypadd dosti slozité:
proménné jsou navzajem provazany a rovnice jsou nelinearni. Pti blizsim pohledu ovS§em miizeme
uCinit dulezity exaktni zavér: pohyb cdstice v libovolném centrdlnim poli je nutné rovinngy.

Dukaz této skutecnosti neni tézky. Diferencialni rovnici (1.32) pfepiSeme do explicitniho tvaru

7.
Y = sind cos ¥ p? — 2-1. (1.33)
r
Bez tijmy na obecnosti v8ak mtzeme piedpokladat pocdtecni podminky ¥ = 5 a 9 = 0 v ase
t = 0. (Vyuzijeme vlastné volnosti pii zavadéni sférickych zobecnénych soufadnic: staci na poéatku
orientovat kartézskou osu 23 v (1.27) tak, aby mifila kolmo na ,rovnikovou rovinu“ definovanou
vektorem polohy r ¢astice viiéi centru a vektorem rychlosti v této ¢astice v po¢éteénim case t = 0.)

Pii této volbé pak z diferencidlni rovnice (1.33) ihned plyne, ze v t =0 je ¥ =0. To znamena,
ze slozka zrychleni ¢astice ve sméru mimo rovinu 9 = 3 je nulova, a proto c¢astice nemtize tuto
rovnikovou rovinu nikdy opustit. Matematicky tento fakt plyne z véty o jednoznacnosti Tesent
rovnice (1.33) ve tvaru 9(t) =  pro dané pocatecéni podminky.*

Pohyb v poli centralni sily je tedy nutné rovinny. Pfestoze jsme zacali obecnou moznosti pohybu
Castice ve tFirozmérném prostoru, jeji skuteény pohyb je efektivné jen dvourozmérny: omezuje se na
jedinou rovinu. Pozdéji uvidime, Ze z fyzikalniho pohledu je tato skutec¢nost disledkem zachovani
momentu hybnosti 1 = r x mv &astice v daném systému (moment sily M =r x F totiz vymizi,
protoZe vektor F je radidlni, a tedy kolinedrni s polohovym vektorem r).

X

Bez Gjmy na obecnosti se tudiz nase tloha redukuje na dvojrozmeérny problém. Je prirozené
v roviné pohybu za zobecnéné soutadnice ¢',¢? zvolit standardni poldrni souradnice r, p, které
s kartézskymi souradnicemi souviseji vztahy

= r cosp,
= rsiny, (1.34)

(je to vlastné specialni pfipad (1.27) pro ¢ = 7). Kdyz nyni aplikujeme kuchafku uvedenou
v ivodu této Casti textu, dostaneme Lagrangeovu funkci ve tvaru

L=3m@? +7r2?) - V(r) (1.35)

a odtud ziskame Lagrangeovy rovnice

_ v
dr’
(mr?p) = 0. (1.36)

mi —mr¢? =

Rozborem jejich feSeni se budeme zabyvat v nasledujici ¢asti 1.4.

4Podstatou dikazu je rozvinuti funkce 9(t) do Taylorova rozvoje, tedy 9(t) = 9(0) + 9(0) t + %ﬁ(O) t2+..., kde

9(0) =73 a 9(0) = 0. V disledku rovnice (1.33) je 9(0) = 0, a v diisledku derivact této rovnice také v pocateénim
Gase t = 0 vymizi vSechny vyssi derivace funkce 9¥(t).
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1.3 Metody reseni pohybovych rovnic a integraly pohybu

Lagrangeovy rovnice II. druhu poskytuji jasny a prakticky algoritmus pro efektivni sestaveni pohy-
bovych rovnic. Obecné existuji t¥i mozné piistupy, jak takto ziskané diferencialni rovnice vytesit:

e numerické resSeni: V dnesni dobé velmi vykonnych pocita¢tt neni problém napsat tvar
prislusné soustavy obycejnych diferencialnich rovnic do vhodného programovaciho prostiedi
(napf. MATHEMATICA, MAPLE, FAMULUS atd.) a po zvoleni konkrétnich poc¢ateénich podmi-
nek odpovidajici numerické reseni vykreslit. Je vSak tfeba mit na paméti, ze pfi numerickém
feSeni vyvstava problém spolehlivosti ziskanych vysledki. Nutné vznikaji numerické chyby,
které mohou v okoli nestabilnich bodd rychle nartstat: ziskané feSeni pak neodpovidé sku-
teénému. Vzdy je proto uzitecné mit teoreticky vhled do charakteru feseni a vysledek pomoci
néj peclivé testovat, napiiklad vhodnymi zachovavajicimi se veli¢inami.

e priblizné FeSeni: Soustava pohybovych rovnic je obecné slozita, a tak neni snadné najit
jeji presné reseni. Nejvétsim problémem je, kdyz jsou diferencidlni rovnice nelinedrni, nebot
pak neplati princip superpozice elementarnich feseni. V takovém pripadé obvykle namisto
presného feseni hledame jen feSeni priblizné: zanedbdme nelinedrni cleny a pak standardnim
postupem feSime prislusné aproximované linedrni rovnice. Provedeni spravné linearizace je
svého druhu ,,uméni“, nebof teprve praxi lze ziskat zkuSenost, které zanedbdni ¢lenti je
fyzikalné opravnéné a konzistentni.

Tlustrace linearizace: matematické kyvadlo

Je-li zobecnénou souradnici vychylka ¢ z rovnovazné polohy, mé Lagrangeova funkce tvar
L= %m12<p2 +mgl cos p. Piislusna rovnice (1.23) pak je ¢+ sin ¢ = 0. Tato nelinedrni dife-
rencialni rovnice nema jednoduché reseni, ale snadno miizeme provést jeji linearizaci pro malé
vychylky ¢ < 1. Tayloriiv rozvoj fika, ze v takovém pfipadé sinp ~ ¢, takze ¢ + 4 ~ 0.
To je jednoducha linearni rovnice znama jako rovnice harmonického oscilatoru: jejim reSenim
jsou harmonické kmity ¢(t) = ¢g cos (ﬁ t+ 5), kde g, d jsou integra¢ni konstanty odpo-
vidajici maximalni amplitudé a fazi. Poznamenejme, Ze linearizovanou pohybovou rovnici
lze ziskat predpisem (1.23) také z Lagrangeovy funkce, kdyz ji rozvineme do druhého fddu
v proménné ¢, tedy L ~ imi?¢? + mgl(1 — $¢%).

e presné resSeni: Je samoziejmé idedlni, kdyz se ndm podafi najit exaktni feSeni pfesnych
pohybovych rovnic. To je veskrze tiloha matematické, pfi niz musime uplatnit zrucnost a
zkusSenosti ziskané v kurzech matematické analyzy. Doporucuje se pouzit také specidlni lite-
raturu a tabulky feSeni diferencialnich rovnic.

Je pritom pozoruhodné, Ze Lagrangetuv formalismus, ktery umoziuje efektivné sestavit pohy-
bové rovnice, ndm soucasné poskytuje triky pro jejich fesent! Jedna se predevsim o konstruk-
tivni postup nalezeni tzv. integralti pohybu (neboli ,,prvnich integralti pohybovych rovnic*),
coz jsou specialni veli¢iny, které v pribéhu pohybu neméni svoji hodnotu. Za¢néme jejich
definici a pak uvedeme nékolik zakladnich vét:

Integrdl pohybu je vyraz tvaru f(q’,’,t), ktery v kazdém okamziku ¢ nabyvé konstantni hodnoty,
kdyZ ho vyéislime podél libovolné trajektorie ¢’ (t) fesici pohybové rovnice daného systému.

Presnéji feceno: jestlize do funkce f dosadime za zobecnénou soufadnici q_j funkci ¢’ (t) popisu-
jici skuteény pohyb, a za zobecnénou rychlost ¢’ jeji ¢asovou derivaci dq;t(t), dostaneme funkci
f@®) = f(¢(t),¢ (t),t). Hodnota této funkce je konstantni, tedy na Gase nezavisla (pro riizné tra-

jektorie ¢/ (t) je ale pifslugna hodnota f(t) = konst. obecné rtizna). Pro integral pohybu tedy plati

f#) = f(¢(t),d(t),t) = konst. neboli %it) =0]. (1.37)
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Uvedmé nyni dvé vyznamné véty:

Pokud Lagrangeova funkce L nezévisi na nékteré zobecnéné soutadnici ¢* (v takovém piipadé

) oL
fikdme, Ze ¢* je tzv. ,cyklickd soufadnice®), pak vyraz 0t je integralem pohybu.
q

Dukaz je snadny: z Lagrangeovych rovnic II. druhu (1.23), kde j = 1,...,¢ — 1,4,i+ 1,...,n,

vezmeme prave i-tou, tedy % (qul) S

o = 0. Dle predpokladt véty vymizi druhy ¢len, takze

d /0L
T (aqi) =0

oL
oq"

Porovnénim s (1.37) ihned vidime, ze f = je integral pohybu, ¢imz je dikaz dokoncen.

Priklady: pro volnou édstici je V =0, a proto L = T, neboli v kartézskych soutadnicich
L=1im(@?+ 9% +2?).

Vsechny tfi souradnice jsou zjevné cyklické, a tak véta ihned implikuje t¥i integraly pohybu:

oL .

— =mT=a
ox ’
oL
Z—my=b
ay my b
a—L*mé*c
oz 77

kde a, b, ¢ jsou konstanty. Jedna se samoziejmé o zakon zachovani hybnosti.
Kdybychom uvazovali ¢dstici v homogennim gravitacnim poli, méli bychom Lagrangeovu funkci

L=3m(#? + 5%+ 2%) —mgz.

V tomto pfipadé jsou cyklické pouze souradnice z a y. Ve svislém smeéru souradnice z zakon
zachovani hybnosti neplati, protoze veli¢ina mz2 pfi volném padu ¢astice nartsta.

Pokud Lagrangeova funkce L nezavisi explicitné na Case ¢, pak vyraz

o " oL .
hg',d") =) ¢ —L (1.38)
— O

J

(tzv. ,zobecnénd energie“) je integrdlem pohybu.

Duikaz: piimo z definice dostaneme

dh T[d /oL\ .. 8L . oL .. OL .
dh d /oLy ., oL. OL. OL.
dt ;{dt <aqj)q Tt " ag! 6q‘jq]’

oL

pficemz v souladu s pfedpokladem véty jiz nepiSeme ¢len — 5. Druhy a ¢tvrty ¢len se navzéjem

vyrusi a zbylé dva lze prepsat do tvaru
n
dh _g~[d (0L) OL]
dt = dt \ 0¢7 oq

Vyraz v hranaté zavorce je ovSem leva strana Lagrangeovy rovnice (1.23), kterd je pro skuteény
pohyb rovna nule, a proto % = 0, takze h je integralem pohybu.
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Piiklad: pro ¢astici v kartézskych souradnicich je
L =gm(i® + 9% + %) = V(z,y,2),

takze

oL. OL. OL
h=——i+—9+——2—L=m(i?+9*>+3*) -1

2 2 52 _T .
P 9 P sm(i“+y°+29)+V +V

V tomto pripadé se tedy v pribéhu déje zachovava celkova mechanické energie.

Neni ale pravda, ze zachovavajici se zobecnéna energie h je vZdy rovna souctu kinetické energie
T a potencialni energie V. Napiiklad rheonomni vazby soustavé energii doddvaji nebo ji odebiraji
(ilustraci je t¥eba korédlek na dratu otacejicim se konstantni thlovou rychlosti).

Mtizeme v8ak vyslovit napriklad nasledujici jednoduchou vétu:

Pokud jsou sily konzervativni a pokud jsou vazby holonomni a soucasné skleronomni,
pak  h=T+V =konst. (celkovd mechanické energie soustavy se tedy zachovavd).

Dikaz: holonomni a skleronomni vazby maji tvar ¢(x?) = 0, a tudiz 2 = 2%(¢’), viz (1.15). Pak

() () (5

Definujeme-li (symetrickou) matici

- N Oxt Ox'
Arsl’) =D gmiz—=—
i=1 T 9

mizeme kinetickou energii soustavy vyjadrit
n
T= Z Ars qrqs .
r,s=1

To je zjevné kvadraticka funkce ve zobecnénych rychlostech, a proto

n

n
Z aqﬂ ¢ = D (AnGji® + And'6) ¢ =2 ) And'q® =2T

,r,s=1 r,s=1

(ve skute¢nosti jsme pravé dokazali specidlni ptipad tzv. Eulerovy véty o homogennich funkcich).
Nyni uz snadno pro potencial nezavisly na rychlostech z definice (1.38) odvodime, Ze

h—n T . L=2T-T+V=T+V
—Za—qjq— = -1 +V=0>T+V.

X

V nasledujici ¢asti nyni ukadzeme aplikaci pfedchozich vét, a to na ptikladé pohybu hmotného
bodu v centralnim poli. Jak uvidime, jedna se o fyzikalné dulezitou tlohu, kterad souvisi nejen
s pohybem planet, ale také naptiklad s rozptylem elementarnich ¢astic.



KAPITOLA 1. LAGRANGEUV FORMALISMUS 14

1.4 Pohyb v poli centralni sily

V predchozi ¢asti 1.2.5 jsme dokézali, ze pohyb ¢éstice v centralnim poli je nutné rovinny, a proto
postacuje zavést polarni soufadnice r, ¢ v ,roviné ekliptiky“. V téchto zobecnénych souiadnicich
mé Lagrangeova funkce tvar (1.35), tedy L = $m(#? + r2¢?) — V(r).

K nalezeni moznych pohybii s vyhodou pouzijeme integraly pohybu:

o soufadnice ¢ je cyklickd, takze veli¢ina 2% je integral pohybu. To konkrétné znamens, ze

¢
mr?p = [ = konst. (1.39)
Jedné se zjevné o zakon zachovani momentu hybnosti |I| = [1] = |r x mv].

e Lagrangeova funkce nezdvisi explicitné na case, takze se zachovava zobecnéna energie, ktera
je v tomto pfipadé rovna celkové mechanické energii 7'+ V = E, neboli

im(i? +1r2¢%) + V(r) = E = konst. (1.40)

Namisto feSeni pohybovych rovnic 2. fadu (1.36) tedy bez (jmy na obecnosti staci Fesit jen inte-
gréaly pohybu (1.39) a (1.40). To jsou dvé obyéejné diferencidlni rovnice 1. fadu (obsahujici jiz dvé
integra¢ni konstanty [ a E) pro hledané funkce r(t) a ¢(t). Nabizi se z rovnice (1.39) vyjadrit

l

mr?

¢ = (1.41)

a pak dosadit do rovnice (1.40); po upravé tak dostaneme
2_2 g V(r)+ s (1.42)
7= — — r+——]]| . .
m 2mr?

Po odmocnéni lze tuto rovnici vytesit separaci proménnych:
dr

o e e

2m

(1.43)

Stacéi tedy najit tento jediny integral (provést tzv. kvadraturu), a to napiiklad numericky. Pro
obecny tvar potencidlu V' (r) je to analyticky obtizné, explicitné se daji vy¢islit jen jisté specilni
pripady, a i ty obvykle nejsou v explicitnim nybrz parametrickém tvaru. Teoreticky vSak lze takto
integrovanou a invertovanou funkci r(¢) dosadit do rovnice (1.41) a po provedeni dalsi integrace
separaci proménnych ziskat funkci ¢(t), ¢imz je tloha nalézt trajektorii hmotného bodu v daném
centralnim poli kompletné vyfesSena.

Je zajimavé, ze pro urcent tvaru trajektorie v polarnich soufadnicich 7(¢) neni ¢asto nutné
tlohu nejprve dle predchoziho postupu vyfesit a nasledné pak vyloucit ¢asovou zavislost z funkci
r(t) a ¢(t). Mizeme postupovat pfimo uzitim Binetova vzorce

d?u mdV
e - 1.44
2 YT TR @ | (1.44)
kde proménna u je inverzni radialni vzdalenost
1
=—. 1.45
u=- (1.45)

Dukaz: Protoze r = ﬁ, dostavame Casovou derivaci a uzitim vztahu (1.41)

d 1 ~ 1du, 1 du [ ld_u
Codt \

we®)) Wt T T dem? T Tmdy
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Dosazenim do rovnice (1.42) ziskdme

2 (du\? 2, 2
W(@) +WU —E[E—V(u)], (1.46)

jehoz derivaci podle proménné ¢ a zkraceni konstantami obdrzime

du d2_u du mdV du

JR— Uu— = — .
dp dp? + dy 12 du dop
Pro pripad S—Z # 0 lze timto spoleénym faktorem vydélit, ¢imz opravdu dospé&jeme k (1.44).

X

Po zadani konkrétniho potencidlu V (r(u)) do Binetova vzorce ziskame oby¢ejnou diferencidlni

rovnici 2. faddu pro funkei u(p), jejimz pfevracenim r(p) = ﬁ ziskdme hledany tvar trajektorie.

1.4.1 Pohyb planet aneb Keplerova tuloha

Dulezitym prikladem pohybu v centralnim poli jsou trajektorie planet a jinych astronomickych té-
les obihajicich v gravita¢nim poli Slunce. Ukézeme nyni, jak z vyse uvedené Lagrangeovy formulace
mechaniky snadno plynou Keplerovy zakony.

Gravitacni pole Slunce hmotnosti M je dano potencidlem

V(r)=——, a=GMm je kladna konstanta. (1.47)

V reciproké soufadnici (1.45) mé potencidl tvar V = —au a jeho derivace je % = —a, takze

Binettv vzorec (1.44) je nyni explicitné

d?u N am

=

dp? 12
Thned najdeme obecné feSeni této linearni diferencidlni rovnice s konstantni pravou stranou.
Obecné Feseni homogenni rovnice je ug = Ccosy (bez Gjmy na obecnosti miZzeme poloZit po-
NP T4t Yot 1 S am PR
c¢atecni fazi g = 0) a partikuldrni feseni iplné rovnice je zjevné u, = 93*. Kompletni feseni tedy

je % =u=up+ug = 95+ + Ccosp = G5 (1 + e cos ), kde konstanta ¢ nahrazuje C. Mame tedy

p
L 1.48
" 1+ecosy | (1.48)

kde konstanty jsou dany
12 12
— = 1.49
b am GMm?2’ (1.49)
21°E 21°E

2 — —

eol= a?m  G2M2m3’ (1.50)

Dukaz: Dosazenim kompletniho feSeni (1.48), tedy u = %(1 + ecosp), a z néj plynouci derivace

S—Z = —=siny do rovnice (1.46) dostaneme
p%(EQ sin® p 4+ 1+ 2z cosp + £2 cos? @) = 22[E + au] = 22[E + S(L+ecosp)],

coz po upravé davd 1+ &2 +2ecosp = %#E +2(1+¢ecosy), a tedy e2 — 1= 2";2”2 E. Diivod,
pro¢ je integracni konstanta € z Binetova vzorce takto jednoznacné ucena, spociva v tom, ze
Binetova diferencialni rovnice 2. fadu (1.44) vznikla derivaci ptivodni rovnice (1.46) 1. fadu, kde

jako fyzikalni parametr vystupuje integral pohybu FE, ktery pfi derivovani vypadl.
X
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Dospéli jsme tak k peknému vysledku: télesa se ve slunecni soustavé pohybuji po kuZeloseckdch,
protoZe rovnice (1.48) neni nic jiného nez obvyklé vyjddieni kuzelosecek v polarnich souradni-
cich s ohniskem v pocatku r = 0, kde je umisténo Slunce. V zavislosti na parametru & zvaném
numerickd excentricita totiz funkce (1.48) popisuje kruznici (¢ = 0), elipsu (0 < & < 1), parabolu
(e = 1) resp. hyperbolu (¢ > 1). Podle (1.50) tyto ¢tyfi moZné situace odpovidaji pfipadim, kdy

celkova zachovavajici se mechanicka energie je E = Fpin = —% <0, Enin < £E<0, E=0,
resp. E > 0. Druhy parametr p, ktery urcuje velikost kuZelosecky, je podle (1.49) urcen (kromé
hmotnosti Slunce a obihajiciho télesa) zachovavajicim se momentem hybnosti . Vyse uvedenym
postupem jsme tedy odvodili prvni z Keplerovych zakonii:

1. Kepleruv zdkon: Planety se pohybuji po elipsach se Sluncem v ohnisku.

2. Kepleruv zdkon: Spojnice Slunce a planety opisuje za stejné ¢asové intervaly stejné plochy.

3. Kepleruv zdkon: Pro vSechny planety je podil Z—: stejna konstanta.

Duikaz: Celkova mechanickd energie E kazdé planety je zaporna, a proto se nemutze vymanit z
gravitaéniho potencidlu Slunce. Dle (1.50) je proto nucena obihat kolem néj po eliptické orbité
(1.48) s € < 1. Je to uzaviena trajektorie, kterd je 2 periodickd.?

planeta

Perihelium (pfisluni) nastavd pro ¢ = 0 (odpovidajici pfirozené volbé pocéatecni faze o = 0) a
mé hodnotu r, = 1%;8. Naopak afelium (odsluni) nastava pro ¢ =7 a ma hodnotu r, = t*-.
Geometricky je elipsa urcena hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. Protoze excentricita e je
déna vztahem e = ea, midZeme z jednoduchého vztahu r, = a — e pfipadné r, = a + e odvodit, Ze
p = a(l — €?). Dosazenim z (1.49) a (1.50) tak ihned dostdvame

GMm

= ——. 1.51

Hlavni poloosa eliptické drahy a je tedy (kromé konstantnich hmotnosti) uréena celkovou energii
planety E a nezdvisi na jejim momentu hybnosti [.

Druhy Keplertv zakon je vlastné jen geometrickym vyjadienim zakona zachovani momentu
hybnosti (1.39). Plogna rychlost (tedy plocha opsana spojnici planety se Sluncem za kratky cas)
je ddna vyrazem ‘é—f = 1r?¢. Uzitim vztahu (1.41) tak okamzité dostavdme

s 1
dt — 2m’
coz je opravdu konstanta timérnd momentu hybnosti planety.

Konecné treti Kepleriv zédkon ziskdme pfimou integraci druhého. Ze vztahu (1.52) tak plyne
S=[dS=] # dt = ﬁT, kde T je doba obéhu planety. Protoze plocha elipsy je urcena vzor-
cem S =mab a diky znAmému vztahu a? = e? 4 b? mlZeme vyjadiit b = av/1 — €2, dostédvame

2 2 2 .
T? = 47?2 a*(1 — &%) = 4r? 2 pa® = 272 a3, neboli

(1.52)

T?  4r2 (153)
a>  GM’ '
5Uzavtenost trajektorii je disledkem newtonovského tvaru potencidlu. Pro jiné potencialy V () nema p¥islusné
feseni Binetovy rovnice periodicky charakter a dochazi k posuvu perihelia. Podle tzv. Bertrandova teorému pouze
potencidly V ~ 1/r a V ~ r2 vedou na uzaviené periodické trajektorie.
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Podil druhé mocniny obézné doby planety a tfeti mocniny hlavni poloosy jeji eliptické drahy je
tedy (az na univerzalni konstanty) dan pouze hmotnosti Slunce. Ze vzorce (1.53) 1ze tedy snadno
stanovit hmotnost objektu budiciho centralni gravita¢ni pole: chceme-li napfiklad zjistit hmotnost
Slunce, staci do tohoto vzorce dosadit prislusné hodnoty 7" a a pro libovolnou planetu, chceme-li
zjistit hmotnost Zemé, pouzijeme odpovidajici hodnoty 7" a a Mésice, chceme-li zjistit hmotnost
planety, stac¢i dosadit obéZnou dobu a hlavni poloosu kterékoli jeji obéZznice (pochopitelné jen v
pripadé, Ze lze zanedbat plisobeni ostatnich téles).

X

1.4.2 Historicka vsuvka z rudolfinské Prahy

Keplerovy zakony bez nadsazky stoji u kolébky fyziky a moderni pfirodovédy, nebot pravé z nich
Newton vyvodil a roku 1687 v Principiich v ucelené podobé prezentoval svij gravitacni za-
kon. Mtzeme povazovat za Cest, Ze prvni dva z téchto zdkonu zformuloval cisafsky matematik
Johannes Kepler béhem svého plodného dvanactiletého pobytu na dvore cisafe Rudolfa II. v Praze.

JOHANNES KEPLER
(x 27.12. 1571 Weil der Stadt, f 15. 11. 1630 Rezno)

Osmadvacetilety Kepler ptrichazi do Prahy v lednu roku 1600 a stava se asistentem véhlasného
cisafského astronoma Tychona Brahe. Tim zacala, jak pravi Z. Horsky ve své vyteéné monografii
Kepler v Praze (Mlada fronta, Praha, 1980), ,osobni spoluprice nejlepsitho pozorovatele dané
epochy s jejim nejlepsim teoretikem* (byt nebyla zcela bez problémti a trvala jen kratce do Brahovy
smrti 24. 10. 1601). Kepler pak postupné utfidil a vyhodnotil Brahova peélivd pozorovani pohybu
planet, zejména Marsu. Na zakladé téchto systematickych dat dosud nebyvalé presnosti odvodil po
¢etnych peripetiich své t¥i geometrické zakony pohybu nebeskych objektt. Prvni a druhy Keplerav
zdkon byl publikovan v rozsédhlém dile Astronomia nova (Novéa astronomie) z roku 1609, tieti
Keplertuv zédkon pak v roce 1619 v Linci v dile Harmonice mundi (Harmonie svéta).

Predevsim prvni Kepleriv zakon pfinesl podstatné vylepSeni Kopernikova heliocentrického
systému.b Zasluhou Mikuladse Kopernika zadal ,,vesmirny stroj“ pracovat v rozumném uspoiadani,
ale jesté ne dokonale. Stale bylo totiz nutné skladat kruhové pohyby epicykla po deferentu vici
ekvantu, aby bylo dosazeno stejné presnosti predpovédi, jaké dosahovala dosavadni Ptolemaiova
geocentricka soustava. Kepler nahradil cely tento slozity systém kruhovych pohybi jedinou elipsou.
Inspiraci mu pritom byly nejspis jeho prace z optiky: Kepler teoreticky studoval odrazy svétla na
kuzeloseckach a jako prvni zavedl pojem ohniska. Neni vSak vyloucen ani nepfimy vliv z oboru
architektury, konkrétné elipticky pidorys tzv. Vlasské kaple (dnes souc¢ast komplexu Klementina),
nejstarsi rané barokni stavby v Cechach budované v letech 1590-1597 italskymi staviteli.

6Kopernikovo fundamentélni dilo De revolutionibus orbium coelestium (O obézich nebeskych sfér) vyslo r. 1543.
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1.4.3 Metoda efektivniho potencialu

Vratme se nyni ke vztahu (1.42), ktery popisuje trajektorie v obecném centralnim poli. Zavedeme
uziteénou a jednoduchou metodu, pomoci niz lze provést spravny kvalitativni rozbor moZnych
pohyb1i, aniz bychom museli pfislusnou diferencialni rovnici explicitné vyftesit.

Definujme pomocnou veli¢inu zvanou efektivni potencidl vztahem

2

Ver(r) =V (r) + (1.54)

2mr2’
Vlastné jsme jen k potencidlu centralni sily V(r) pficetli ,odstfedivy ¢len“, ktery souvisi se zako-
nem zachovani momentu hybnosti I, viz substituce (1.41). Potom miiZeme rovnici (1.42) pfepsat

ﬁ:%@—%mﬂ, (1.55)

kde konstanta E vyjadiuje zachovavajici se celkovou mechanickou energii, zatimco 7 je rychlost
planety v radidlnim sméru. Podstata metody spociva v néasledujicim trivialnim tvrzeni:

‘ Pohyb je mozny jen pro takovd r, kde Vop(r) < E

)

jinak by prava strana (1.55) byla zaporn4, takze by nemohla byt druhou mocninou realné veli¢iny.

Uvedenou podminku lze velmi dobfe analyzovat graficky, jestlize vykreslime graf efektivniho
potencidlu (pro dany moment hybnosti [). Napiiklad pro newtonovské gravitaéni pole (1.47) ma
efektivni potencidl tvar zndzornény na tomto obrazku (pro velké hodnoty r ptevladd Newtontiv

potencial ~ f%, zatimco pro malé hodnoty » dominuje odtfedivy ¢len ~ +%2):

=1

zakazana oblast

Pod grafem funkce V. z(r) se nachazi zakdzand oblast, kam se planeta nikdy nemtize dostat, protoze
by byla porusena vyse uvedena podminka. Pro danou hodnotu energie F, kterou ma téleso stej-
nou pro kazdé r (protoZe se zachovavd), existuji body obratu uréené prisecikem vodorovné pfimky
E = konst. s grafem efektivniho potencidlu. V bodech obratu je E = V¢s(r), takze 7 = 0, coz
znamend, ze radidlng rychlost je pravé nulové: planeta (v dany okamzik) zastavi své pfiblizovani
ke Slunci anebo své vzdalovani od néj (ocitne se v periheliu resp. afeliu). Pocet bodu obratu a
tim i kvalitativni charakter pohybu pochopitelné zavisi na hodnoté E. Z obrazku vidime, Ze pro
E > 0 existuje jen jeden bod obratu (perihelium) a Ze pohyb je neomezeny — téleso miize odletét
do nekonecna, coz je v souladu se vztahem (1.50), ktery v takovém piipadé vede na hyperbolicky
pohyb. Mezni (parabolicky) pfipad nastéva pro F = 0. Pokud F < 0, existuji dva body obratu
(perihelium i afelium), coZ odpovidd omezenému eliptickému pohybu planet. Vidime také, ze exis-
tuje unikatni kruhovy pohyb na hodnoté poloméru rg = p, jenz je pravé minimem efektivniho
potencidlu V.r. Protoze se jedna o minimum, je kruhové draha zjevné stabilni orbitou.

Zde popsana metoda efektivniho potencialu je velmi nazorna a uzite¢na pro kvalitativni analyzu
moznych pohybl v obecngch potencidlech V (r), véetné rozboru stability drah. (Napiiklad kruhovy
pohyb v misté maxima piislusného efektivniho potencialu je nestabilni — to nastédva napf. pro
pohyb objektu v blizkém okoli éerné diry v kontextu Einsteinovy obecné teorie relativity.)
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1.4.4 Rozptyl nabitych castic

Jinym vyznamnym pfipadem pohybu v centralnim poli je rozptyl ¢astic v coulombickém poli. Tento
problém sehral klicovou roli pocatkem 20. stoleti, kdy se fyzika vydala na cestu do mikrosvéta a
zacala zkoumat strukturu atom.

Uvazujme dvé nabité bodové ¢astice, které se elektrostaticky odpuzuji. Coulombicky potencial
a ~ @1Q2
r

, a= je zdporna konstanta,, (1.56)
4dreq

V(r)=-

ma stejny tvar jako newtonovsky gravitacni potencidl (1.47) aZ na to, Ze konstanta o ma nyni
opa¢né znaménko. Pfedpokladejme, Ze ¢éstice s ndbojem Q1 je pevna (je to tézké , jadro atomu*),
zatimco na ni nalétavajici ¢astice s ndbojem Q2 je mnohem lehéi (jde napf. o ,-Céstici®). Jeji
trajektorii v centralnim poli jiZz zname, nebof musi mit stejny tvar jako (1.48).7 Protoze E > 0,
podle (1.50) je € > 1 — jde tedy o hyperbolu.

Zde nés zajimé predevsim smeér vstupni a vystupni asymptoty, které jsou dany podminkou
r — 00, coz podle (1.48) odpovidd hodnotdm cos ¢, = —%. Celkova odchylka 6 ¢astice (thel mezi
vstupni a vystupni asymptotou) je ddna podminkou 90° + /2 = ¢, , viz obrazek:

Jednoduchymi tpravami a pak uzitim vztahu (1.50) odtud plyne

0 COS 0y 1 1 [a2m
t —=t - 900 = — = € = = .
an 5 an(ga ) sin @, \/1 ~ 1 Ve —1 22F
82

KdyZ nyni dosadime za « z (1.56) a vyjadiime zachovéavajici se veli¢iny E a | pomoci asymptotic-
kych hodnot E = %mvgo al = bmus, kde b je impaktni parametr, dostaneme nakonec

tan 0 — Q1@

B 2
2 4meg mui,

1
= (1.57)

Tento vzorec udava velikost odchylky 6 sméru letu ¢astice, jestlize nalétava na centrum ,,v kolmé
vzdalenosti“ b. V limitnim pfipadé b = oo Castice neni centralnim polem vibec ovlivnéna, a tak je
6 = 0. Pokud naopak nalétava na centrum p¥imo (tedy radialné), je b = 0 a vychazi = 180°, coz
odpovidé jejimu odrazu zpét.

V typickém rozptylovém experimentu existuje proud mnoha nabitych c¢astic, které pri priletu
teréikem (napt. tenkou kovovou f6lif) individudlné interaguji s pFislusnymi centry. Maji pfi tom
rizné impaktni parametry b, a tudiz i odpovidajici thly rozptylu 8 dané vzorcem (1.57). M4~
li ¢astice impaktni parametr z intervalu (b,b + db), rozptyli se pod thlem lezicim v intervalu
(0,6 + d0), jak je naznaceno na tomto obrazku:

"Poznamenjme, ze zde o < 0, takze dle (1.49) je p < 0. Musi proto byt 1 + ¢ cos ¢ < 0, neboli cos ¢ < f%.
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Obvykle definujeme tzv. déinng prifez rozptylu do do intervalu (6, 0 + df) vztahem

aN

do =
ndo = —,

kde N je celkovy pocet nastrelengch Castic, dN je pocet castic, které se odchyli do intervalu
(0,0 4+ df), a n je pocet rozptylovych center na 1 m?2. Veli¢cina do méa podle obrazku evidentné
rozmér plochy: je to ,efektivni“ plocha, kterou musi ¢astice zasdhnout, aby se odchylila do daného
elementarniho mezikruzi kolem thlu 0, t.j. do = dS = 2wbdb. Dosazenim z invertované funkce
(1.57), tedy b(0) = 1292~ cot ¢, dostavame®

4dmeg mu2, co

2 0

COS §

do = 7 162 2df. (1.58)
dmegmu’, ) sin® g

Vyjadieno pomoci prostorového tthlu d2 = 27 sin 6§ df tedy plati

2
da:( @19z ) da , (1.59)

8meg muZ, sin* g

coz je slavny Rutherfordiv vztah pro pruzny rozptyl v coulombickém poli. Rutherford ho nejprve
odvodil teoreticky a poté (v roce 1911) se svymi spolupracovniky experimentalné ovéfil rozptylem
a-Castice na atomech zlata. Experiment jasné prokazal, ze dochazi ke coulombickému rozptylu na
bodovém kladné nabitém centru (nikoli napfiklad na rozptyleném nébojovém oblaku), ¢imz byl
uéinén objev atomového jddra o velikosti fadové 1071° m.

1.5 Problém dvou téles

UvaZujme nyni dva navzajem gravitacéné interagujici volné objekty (napf. dvojhvézdny systém)
o hmotnostech m; a my. Oproti Keplerové tuloze tedy jiz nepredpokladame, Ze centrum je pevné.
Mame proto celkem 6 stupnt volnosti. Ukazeme ale, Ze po vhodném rozseparovani na 3+3 stupné
volnosti 1ze tuto tlohu prevést na problém pohybu v poli centralni sily, ktery jsme jiz vytesili
v Casti 1.4.

«“

8po vypusténi znaménka ,,—*, coz souvisi s tim, Ze b(6) je klesagici funkce
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Trik spociva v prechodu ke vhodnym zobecnénym soufadnicim: namisto polohovych vektort

vvey

mir; + mers

R=——"—""-—- r=r;—r 1.60
my+ms ! 2 ( )
ma
r
my
rs
rp
t.j. inverzné
r1:R+&r, rQ:RfLr. (1.61)
my + mg myp + ma

Lagrangeova funkce pak méa tvar

1 o 1 .o Gmimg

L = 5myr] + 5maer; + ————
2 2

Iry — 1o

mimse . Gmimeg
r2 +

.2
= 5(m1+m2)R" + 3 (1.62)

my + mo |r|

Vidime, 7e t¥i soufadnice (slozky vektoru) R. jsou cyklické, takze (m; + my)R = konst. Plati tedy
zédkon zachovani celkové hybnosti soustavy. Pohyb tézisté je proto rovnomeérny (bez zrychleni) a
bez 1jmy na obecnosti miZeme prejit do téZistového systému, kde R = 0, neboli dle (1.61) plati

— ma — —
M= 2 =

mi v

LT V této tézistové soustavé pak mé Lagrangeova funkce (1.62) tvar

2 Gm1m2

L=1ipr +— (1.63)
kde jsme zavedli velic¢inu
mimeso
= 1.64
h= o T (1.64)

zvanou redukovand hmotnost. Porovname-li nyni tvar Lagrangeovy funkce (1.63) s (1.30), vidime,
Ze problém dvou téles byl efektivné preveden na pfedchozi problém pohybu jediné (fiktivni) ¢astice
hmotnosti p v centralnim gravita¢nim poli pevného centra. Z predchozich kapitol vime, ze vysledny
pohyb musi byt nutné rovinny. Je tedy vyhodné zavést polarni soufadnice, ve kterych

G
L= 3u(® +1r2¢%) + Glma +ma)n :mQ)” , (1.65)

kde jsme vyuzili ekvivalence Gmimg a G(mq + mo)u. Pro piipad mae < my je zjevné pu &~ may
ar;~0, ro % —r, limitné tedy dostavame Keplerovu tlohu vyfesenou v ¢asti 1.4. V obecném
pripadé srovnatelnych hmotnosti obou hvézd postupujeme pfi feseni naprosto stejné jako v ¢asti
1.4.1, provedeme pouze formalni substituci M — (m; + mg) a m — pu. Napiiklad 3. Keplertiv
zédkon (1.53) bude mit pro dvojhvézdy tvar

T? 472

—_— == (1.66)

a3 G(my + mz)
Tento vyraz se v astronomii pouziva k uréovani hmotnosti dvojhvézd.

Vime, Ze orbity vazaného systému mohou byt jen kruhové anebo eliptické. V prvnim piipadé
jsou obé hvézdy stale stejné daleko od sebe, ve druhém se navzajem priblizuji a zase vzdaluji dle
zustavalo stale na stejném misté. Pokud maji obé hvézdy naprosto stejnou hmotnost, budou obihat
po stejné velkych kruznicich resp. elipsdch. Pokud je vSak m; > ms, bude prvni hvézda obihat po
mensi draze nez druha hvézda, jak je naznaceno na nasledujicim obrazku:
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kruhové orbity eliptické orbity

mp = mo

mi > Mo

1.6 Problém tri téles

Mohlo by se zdat, ze pridanim dalsiho hmotného bodu do gravita¢né interagujiciho systému se
problém nalezeni jeho pohybu pfili§ nezkomplikuje. Ukazuje se kupodivu, Ze tomu tak neni. Pro-
blém tii téles (ktery ma 9 stupiiti volnosti) jiz neni obecné analyticky Fesitelny. Tim chceme Fici,
ze neexistuje zadna metoda, kterou by se tato tiloha dala — po vzoru predchozi kapitoly — redu-
kovat naptiklad na t¥i jednocasticové situace nebo na jinou rozumnou, obecné Fesitelnou soustavu
rovnic. Poincaré jiz v roce 1889 dokazal, ze neexistuje dostatecny pocet integrdli pohybu umozinuji-
cich nalézt feSeni kvadraturami t.j. prevést problém tii téles na vypocet pouhych integrali. Kromeé
nékterych specidlnich explicitnich periodickych feSeni nezbyva tedy jind moznost, nez integrovat
prislusné pohybové rovnice numericky anebo pouzit sofistikované aproximativni metody.
Dokonce ani tzv. omezeny problém tri téles neni obecné fesitelny. V ném se pfedpokladaji do-
date¢né omezujici podminky: uvazuje se jen situace, kdy vSechna t¥i télesa obihaji ve stejné roviné,
dale ze dvé télesa o hmotnostech M; a My obihaji navzajem po kruznicich, a Ze tieti téleso ma vici
nim zanedbatelnou hmotnost m, tedy ze poruchy jim zpusobené v pohybu obou tézkych téles jsou
zanedbatelné. V takovém ptipadé se tloha redukuje na pohyb jedné testovaci ¢astice v daném poli
dvou pritazlivych center. Potencidlové pole je vSak netrividlni a navic se otac¢i. Tim se do hry efek-
tivné zapojuji také neinercidlni sily, napf. Coriolisova. Vysledkem je neintegrovatelny systém, pro
néjz je typické slozité ,chaotické“ chovani: hovofime o tzv. systému s deterministickym chaosem.

Pohyb je sice matematicky jednoznaéné urcen soustavou (nelinedrnich) diferencidlnich rovnic, pfi-
slusné feseni je ale obecné velmi komplikované. Jeho podstatnou vlastnosti je extrémné citliva
zavislost na volbé pocdtecnich dat. Takovychto systému existuje v teoretické mechanice celd fada
(napf. dvojkyvadlo, tezky nesymetricky setrvacnik atd.) a jejich studiem se zabyva rychle se roz-
vijejici moderni obor dynamiky nelinearnich systému.
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Vice podrobnosti o této problematice 1ze nalézt napiiklad v ucebnicich:

P. Andrle: Zdklady nebeské mechaniky, Academia, Praha, 1971; Nebeskd mechanika, 1987.

J. Horédk, L. Krlin: Deterministicky chaos, Academia, Praha, 1996.

V. I. Arnold: Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer, New York, 1978.

A. J. Lichtenberg, M. J. Lieberman: Regular and Stochastic Motion, Springer, New York, 1983.
E. Ott: Chaos in dynamical systems, Cambridge University Press, Cambridge, 1993.



