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Kapitola 1

Kinematika tuhého télesa

V Newtonové mechanice se tuhym télesem rozumi soustava hmotnych bodd navzajem pevné spo-
jenych: je tedy tvotfeno body, jejichz relativni vzdalenosti se neméni. Tuhé téleso dobfe aproximuje
skutecny makroskopicky objekt, jehoz deformaci lze v pribéhu déje zanedbat. Mtzeme jej cha-
pat jako soustavu vazanou holonomnimi skleronomnimi vazbami a tedy uzivat obvyklou teorii
soustavy hmotnych boda.

Obecny pohyb tuhého télesa ma Sest stuprit volnosti, z nichz tri reprezentugji translacni pohyb

Ukolem kinematiky tuhého télesa je nalézt vhodny popis otaceni. Jak uvidime, opira se tento
popis o matematicky formalismus vektorového a tenzorového poctu. Predpokladame, ze ¢tenar jej
dobfe zné z linedrni algebry. Presto vSak povazujeme za uzitecné pfripomenout na tomto misté
zékladni pojmy, symboly a vztahy, které budeme dale v textu pouzivat.

1.1 Vektory a tenzory

e vektor w: prvek vektorového prostoru V (zde dim V' = 3), je definovano aw, v+ w

e baze {e;}: pro Vw € V je w = w;e;, kde w; jsou sloZky w v dané béazi
(uzivame Einsteinovu sumacni konvenci pro i = 1,2, 3)

skaldrni soucin: v - w = v;w; = 6;;v;w;, kde 0;5 je Kroneckeriv symbol

vektorovy soucin: v x w definovan (v X w); = &;5v;wg, kde €51 je Levi-Civitidv symbol
€123 = €231 = €312 = 1, pri prohozeni sousednich indext je hodnota —1, jinak rovno 0
(hlavni uziteéné identity: (S“ = 3, 5ij5ijk = Eiik — 0, EijkEilm = 5jl(skm - 5jm5kl)

e ortonormdint bdze: e; - €; = 0;; (tedy 3 kolmé jednotkové vektory)

rotace kolem pocdtku je specidlni transformace mezi ortonormalnimi bazemi {e;} a {e} dand
e, = A;per, kde Ajx jsou prvky transformacni matice A, jez je ortogondlni, A* = A1
neboli vyjadieno po slozkach plati relace ortogonality A Ajr = 0;5 a ApiAg; = 0i5
(Dﬁkaz: (Sij = eg -e;- = Aikek . A]-lel = AikAjlek e = AikAjlékl = AikAjk«
Druhd c¢ast: 6ji = (5& = (AikAjk)t = A;kAzk = Aijki)

néktere disledky:
det A= +1 , nebot (det A)? = (det A)(det A®) = det(AA®) = det(AA™1) =det E =1
(volime matice s det A = +1, nebot pak obsahuji identitu a soubor téchto matic tvofi grupu)
e; = Aije; , nebot Aije§ = A;ie; = A]-_Z-lAikek = d;per = €

w; = Ajgwy, , nebof wie, = w = wyrer, = wip A€}

w; = Ajjw, , nebof wje; = w = wie, = w;A;je;
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o tenzor (2. fadu, v euklidovském prostoru):

klasické , fyzikdlni“ zavedeni (pomoci transformacnich vlastnosti):
sveli¢ina s vice slozkami“ (pro 2 indexy je to matice T'), které se pfi rotaci béze €; = A;rex

transformuji linedrné (jako vektor) v kazdém indexu: T}, = AiAjiTh

moderni abstrakini zavedeni (elegantni, nezavislé na soutadnicich):

tenzor (2. fddu) T je bilinedrni zobrazeni z V x V — R, tj. ‘ T(v,w) = realné ¢islo ‘

souvislost: zjevné plati T'(v, w) = T(v;e;, wje;) = vyw; T (e;, e5)

Definujeme-li tedy slozky tenzoru T vici bdzi {e;} jako matici ¢isel |T5; = T'(e;, €5) |,

pak T'(v,w) = v;w;T;;. Thned téz dostavame transformacni vlastnosti slozek:
Tz/] = T(e’- e’-) = T(Aikek, Ajlel) = AikAle(ek,el) = AikAlekl

29 J
zobecnéni je primocaré: tenzor n. fadu je multilieArni zobrazeni T : V x --- x V — R,
s v . . . !
jez implikuje T; = Aiji Aisgy - Ainn Thrjo. g

1%2...0p

® operace s tenzory:

s¢itdni: ve slozkach prirozené: T;; + Uy

uZent: vyscitani pies dva indexy: Tj;= skalar, nebot T}, = AwiAw;Ti; = 05155 = Ty
rozklad na symetrickou a antisymetrickou ¢ast (je invariantni):

Ty = 5(Tiy + Tji) + 5(Tyj — Tyi) = Tiagy + Tyig) = 845 + i

symetricky tenzor s;; = sj; méa 6 nezévislych slozek

antisymetricky tenzor a;; = —aj; ma 3 nezavislé slozky:
pomoci Levi-Civitova symbolu lze antisymetrickému tenzoru pfifadit (pseudo)vektor
_1 _ :
A; = 5€ijkA5k naopak Gij = €ijkak tj. a1 = aggz, a2 = ag1 = —ais, dg = diz,
ay az3 0 aiz a3 0 az  —az
tedy a2 | = | —a1s neboli —a1s 0 as3 | = | —as3 0 ai
as a2 —aiz —azz 0 ag  —ar 0

Jako dilezitou aplikaci mizeme nyni napiiklad elegantné dokazat d’Alembertovu—FEulerovu vétu:
Otoceni tuhého télesa kolem bodu lze nahradit otocenim kolem osy prochdzejici timto bodem.

Dukaz: Kazdé otoceni kolem bodu je popsano transformaci z} = A;x, x1, kde z, jsou souradnice
»puvodni“ polohy, x} jsou soufadnice ,,oto¢ené* polohy se spoleénym poc¢atkem a A je ortogonalni
matice, t.j. A®* = A~! neboli AA® = E. Stadi ukdzat, Ze existuje invariantni smér uréeny x;, ktery
transformace zachovavd, tedy Ze z; = z = A; x. Z linearni algebry je zndmo, Ze homogenni
rovnice A;x x; = x; ma netrividlni feseni z;, pokud je nulovy determinant det(A — E). Pro kazdou
ortogonalni matici A vSak je det(A—FE) = det(A— AA") = det(A(E — A")) = det A det(F — A") =
1-det((E — A)') = det(E — A) = —det(A — E), takze opravdu plati, ze det(A — E) = 0.

X
Pro uplnost jesté ucinme nasledujici dvé poznamky ohledné zde pouzité konvence:

1. Protoze se omezime vyhradné jen na kartézské bdze v plochém prostoru, kde méa metrika
trividlni tvar g;; = g(e;, ;) = 0;;, nemusime rozliSovat ,dolni a horni indexy“ veli€in, protoze
prislusné kovariantni a kontravariantni slozky tenzori jsou ¢iselné stejné. Pro zjednoduseni
zapisu tedy wvsechny indery budeme psdat dole. Einsteinova sumacni konvence pro skalarni
soufin pak je v-w = g(v, W) = g;; v;w; = v;w; = Zle viw; = viwy + vaws + v3ws, atd.

2. V linearni algebie se nékdy zavadi transformacni vztah mezi otocenymi ortonormalnimi
bézemi ve formé e = Ay, e, kde Ay; jsou prvky ortogondlni matice pfechodu A. To je
opa¢ny vztah nez nase konvence e} = A;rey, kde A;; jsou prvky ortogonélni transformacni
matice A. Zjevné ale staci identifikovat A = A°®.
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1.2 Relativita ota¢ivého pohybu

Nejenom v teorii relativity ale jiz v newtonovské mechanice nemé smysl mluvit o pohybu vzhledem
k prazdnému ,absolutnimu prostoru”: vzdy musime hovorit jen o pohybu vzhledem k vztaznému
systému. V newtonovské mechanice je vyhodné predstavit si vztazny systém jako ,miiz” tvofenou
tuhymi tycemi jednotkové délky, kterd nam zaroven realizuje kartézsky systém souradnic. Trojice
kolmych tyc¢i v kazdém bodé realizuje ortonormalni bazi, tzn. ze kazdy vektor lze psat jako linearni
kombinaci téchto vektorti baze.

Vztaznych systému, které se vici sobé navzajem pohybuji, mizeme ovsem vytvorit nekonec-
né mnoho. Newtonovskd dynamika mezi nimi vybird specidlni t¥idu tzv. inercidlnich systémd,
ve kterych pohybové zakony maji privilegované jednoduchy tvar.

Popis otacivého pohybu tuhého télesa omezime zde na ptipad, kdy s télesem lze spojit pevny
bod, ktery splyva s poéatkem nékterého inercidlniho systému. Ortonormalni bazi {e;} v pocatku
tohoto inercidlniho systému budeme v souladu s tradici oznacovat jako ,bdzi pevnou v prostoru”.
S télesem samym soucasné spojime obecné jinou trojici ortonormélnich vektort {e}}, které urcuji
pevné sméry vzhledem k télesu — ty tvori tzv. ,korotujict bdzi”. Poloha télesa pak bude jed-
noznacné urcena, bude-li uréeno natoceni korotujici baze vzhledem k bazi pevné v prostoru. Jak
jsme jiz uvedli, obé baze musi byt navzajem spojeny ortogonalni transformaci, tj. poloha korotujici
béaze vzhledem k pevné je v daném okamziku urcena ortogonalni matici A representujici zminé-
nou transformaci. Kazda ortogondlni matice je pfitom uréena tfemi parametry (nebot 9 prvki
matice je svazano 6 nezévislymi relacemi ortogonality), napfiklad Eulerovymi ahly, jez zavedeme
v Casti 1.4. Vzajemné natoceni bazi se vSak méni, takze prvky matice A jsou funkcemi casu.

Kazdy vektor w lze vyjadrit v obou béazich, pricemz slozky daného vektoru budou v obou
béazich samoziejmé ruzné. Podobné jako nemtzeme mluvit o pohybu bodu aniz fekneme, vzhle-
dem k ¢emu tento pohyb vztahujeme, nemtizeme hovotit ani o casové zmené vektoru, aniz fekneme,
vzhledem ke kterému vztaznému systému se zména odehrava. Napiiklad polohovy vektor urc¢itého
bodu télesa se neméni vzhledem ke korotujici bazi, méni se ale vzhledem k bézi pevné v prostoru.
Naopak bod v klidu vzhledem k bézi pevné k prostoru se vzhledem ke korotujici bazi pohybuje:

Rychlost bodu vzhledem k inercidlnimu systému a jeho rychlost vzhledem k rotujicimu télesu jsou
tedy dva rizné€ vektory, nikoli tentyZ vektor ve dvou riaznych bazich! Kazdy z obou vektort vsak
mizeme vyjadrit v obou bdzich. Totéz plati i pro obecné ¢asové zmény libovolného vektoru w.

1.3 Zavedeni uhlové rychlosti

UvaZujme nyni libovolny ¢asové zévisly vektor w = w(t). Tento vektor lze vyjadfit v obou jiz
zminénych prirozenych ortonormalnich bazich:

{e;} ... bdze pevnd v prostoru

{€l(t)}... bdze spojend s télesem (korotujici)

Je tedy w(t) = w;(t) e; = wi(t) €;(t), pficemz obé ortonormalni baze jsou navzajem jen pootocens,
takze plati e}(t) = Aix(t) ey, resp. ex = Ajx(t) €(t). Zde A;; jsou prvky ortogonilni matice A,
takze A* = A~ coz ve slozkach dava relace ortogonality AinAji = 645. Casova derivace vektoru
w(t) vzhledem k inercidlnimu systému — vyjadiend vSak v korotujici bazi e (t) — je potom vektor

dw _ dwj o 4w de;  dw; o 4w dAike _ dw; o 4+ dA;g
At~ ar PR TQr TR Tar R T A T i

Ajk e;» . (1.1)
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Je proto prirozené a vyhodné definovat matici

dA dAik
Q= EA‘: S pI‘ka QL] = TAJ}G s (12)
takze d Q!
w w, , ’ /
- = el Q.. e . 1.
dt dt ez + wz Y] e] ( 3)

Protoze na levé strané tohoto vztahu je vektor, musi byt i napravo, takze matice 2 s prvky €);; je
tenzor 2. fadu: nazyvame ho tenzor uhlové rychlosti.

Derivovanim relaci ortogonality dostavame vztah %Ajk = —%FA%, takze m
Matice  je tudiz antisymetrickd, ma jen ti nezdvislé slozky, a proto k ni lze standardnim zptiso-
bem pfifadit dudlné sdruzeny (pseudo)vektor Q zvany vektor whlové rychlosti pfedpisem

Qk = %Ekijﬂij (14)

neboli = (Ql, QQ, Qg) = (923, 9317 ng). Vztah opaén}'f k (14) evidentné je Qij = Eiijk .
Takto definované velic¢iny € jsou slozky vektoru € vici vijchozi bdzi ey pevné v prostoru. Pro

tenzor i vektor tthlové rychlosti ale plati dal$i pozoruhodnda véc: Pfi otoceni daném ortogonalni
matici A(t) maji stejné slozky jak vaci korotujici bazi e}, tak vici pevné bazi ey, !

Drtikaz: Uvazme tenzor tthlové rychlosti piislusejici inverznimu otocens danému matici A=! = A®.
Podle definice (1.2) tedy je

d(A—1h)

( dAt ,dA
dt

At = = A= _A*—
(49 dt dt ’

—l)t _ dAt

QA = _ &
dt

(1.5)
kde posledni rovnost je disledkem éasqvé derivace relaci ortogonality A*A = E. Nyni vyuZijeme
faktu, ze tenzor thlové rychlosti Q) je opacny k tezoru Q4, jenz piislusi matici A, neboli
04 = —Q7), Dosazenim z (1.5) dostaneme vztah Q4 = At%, ktery zleva vyndsobime matici A
a zprava matici A, takze AQAAt = AA“%At = %At = Q4. Protoze vyraz AQAA" neni nic
jiného nez transformace slozek tenzoru Q4 z pevné baze e, do korotujici baze e (ve slozkach
QA;j = A AjQ)), dokdzali jsme, Ze opravdu plati 04" = QA4 neboli QA;]- =04, tedy Qi = Q.

ijs
X

Protoze ;; = (2, z definice (1.4) ihned uzitim faktu, ze Levi-Civitiiv symbol je (pseudo)tenzor,
ktery ma stejné slozky v obou bazich (5;“]. = €1ij), dostavame

- (9)

Slozky (pseudo)vektoru S vici korotujici bdzi €}, jsou shodné s jeho sloZkami vici pevné bdzi ey,.
Z toho plyne, Ze vektor whlové rychlosti Q definovany (1.4) a (1.2) miri do invariantni osy otdcend.

/

!
3 Jjki

Uzitim vztahu Q;; = €50 = Ezjkﬂﬁc a identity Egjk = ¢’ 1ze nyni vyraz (1.3) pfepsat

dw  dw)} dw

W@ & T emShvie) = g
jenz explicitné vyjadiuje ¢asovou derivaci libovolného vektoru w vzhledem k pevnému inerciadlnimu
systému prostoru, vyjaddfenou ovSem v bézi €;(t) pevné spojené s télesem pomoci slozek w v téze
bazi a pomoci vektoru tthlové rychlosti 2. Plati-li vSak vztah mezi urcitymi vektory v jedné bazi,
plati v kazdé bazi, a proto miizeme psat dilezity vektorovy vztah

eg—i—(ﬂxw);e;,

dw dw
— = — Q 1.7
de prostor dt lteleso + W ( )
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bez reference k urcité bazi. Znovu ale zduraznéme, ze %—Vt" jsou dva ruzné vektory,

dw
|prostor a dt ‘téleso
nikoli tentyz vektor ve dvou bazich. (Tento fakt lze opét demonstrovat na trividlnim pifipadu, kdy

w =r, tj. poloha pevného bodu v télese; pak %|téleso: 0, zatimco % prostor Q xr.) Oba tyto

vektory lze ovSem vyjadfit v obou béazich: prvni vektor se samoziejmé nejprirozenéji vyjadiuje

v pevné bazi (%—"t" prostor™ d&‘;" e; ), zatimco druhy vektor je naopak snadné vyjadiit v korotujici
s . dw _ dw; !

bazi ( dt ‘téleso_ at i )

Piiklady:

Geometricky vyznam vektoru thlové rychlosti je dobte vidét z nasledujici jednoduché ilustrace:
je-li x5 osa otaceni a o(t) ptislusny dhel otoceni v daném ¢ase, pak

cosep sing 0 dA —sinp cosp 0 0 ¢ 0
A= | —sinp cosep 0], E:('b —cosp —sinp 0], Q=[-$ 0 0], (1.8)
0 0 1 0 0 0 0 0 0

takze @ = (0,0, ¢), coz je zcela v souladu s intuitivni pfedstavou.

Méné elementarnim piikladem je otac¢eni o thel ¢(t) podél osy x1 = za, 3 = 0, pro které je

14+cosp 1—cosg —y2sing A 1 —sinp sin —v2cos ¢
A=-[1-cosp 1+cosp 2sing ,Ezigb sin ¢ —sing V2cosyp |,
V2sinp  —v/2sing 2cosp V2cosp —v2cosp —2sing
1 0 0 —¢ 1
Q=—(0 0 b |, cozdavd Q= —(o,,0). 1.9
VoA R sg ﬁ(wp ) (1.9)

Vektor tihlové rychlosti tedy i v tomto pfipadé mifi do invariantni osy otaceni, zde %(1, 1,0), a
jeho velikost je |€2] = |&].

Pro dalsi diskuzi je nutno jesté uvazit pravidla pro skldddni rotaci a vektoru uhlovych rychlosti.
Uvazujme dvé otoCeni: prvni je ddno ortogondlni matici A predstavujici transformaci e} = A;ey,

druhé je ddno ortogondlni matici B a urcuje transformaci e}’ = Bj;€e. SloZeni obou téchto otodeni

je ddno ortogonalni matici C' = BA, nebot e}' = BjiAirer = Cjrey. Necht Q4 je vektor thlové
rychlosti p¥islusejici prvni transformaci A, zatimco Q7 je vektor thlové rychlosti p¥islusejici druhé
transformaci B. Vektor tthlové rychlosti Q¢ vysledného oto¢eni C' = BA je dan prostym vztahem

[0 =05+ 04| (1.10)

Duikaz: Podle definice (1.2) je matice Q¢ dana

e

QC — Ct _ d(BA)

dt dt

B A B A
(BA)' = (CL—tA + B(Z—t) A'Bt = (il—tBt + J_E;(il—tlszzt =0f + BOAB,

neboli ve slozkich QC;/k = QB;/k + leB;mQA;n. Prvky QA;n jsou slozky matice vaéi bazi €] a
Bji Bin ), predstavuje transformaci téchto slozek do baze e/ (BjiBin Q4 = QA;/k), v niz jsou

vyjadieny slozky QC", a QB”, . Ve visledné bazi tedy plati QC = QB + QA coz jsme méli dokazat.
Yyl y y jk jk y y p 9 J

X
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1.4 Eulerovy uhly a Eulerovy kinematické rovnice

Ortogonalni matice A jednozna¢né urcujici vztah mezi dvéma libovolné natoenymi bazemi je
uréena pouhymi 3 nezdvislymi parametry (matice 3 x 3 obsahuje obecné 9 prvki, relace orto-
gonality vSak pfedstavuji 6 vazeb). Libovolnou rotaci kolem poéitku miZeme pfitom realizovat
tfemi po sobé jdoucimi jednoduchymi rotacemi kolem vhodné pevné osy. Za thlové parametry
zminénych t¥i jednoduchych rotaci zvolil Euler (1738) T3

@ ... precesni uhel
¥ ... nutacént uhel
Y ... rotacni uhel 2

Jejich vyznam plyne z nasledujici konstrukce matice A:

1. Vyjdeme z baze e; pevné v prostoru a provedeme otoceni kolem osy 3 o uhel . Otoceni je
déno matici (1.8)
cosep sing 0
D= —sinp cosp 0
0 0 1

2. Nésledné provedeme otoceni kolem osy z} o tthel ¥ dané matici

1 0 0
cC=1{0 cos? sin
0 —sind cos?d

3. Nakonec provedeme otoceni kolem osy x4 o thel ¢ dané matici

cosy siny 0
B=| —sinyY cosy 0
0 0 1

Vyslednd matice A transformace od baze pevné v prostoru do béaze korotujici s télesem je pak
samoziejmé dana maticovym souc¢inem A = BCD. Jeji tvar explicitné neuvadime, nebof nasim
hlavnim zdmérem zde je vyjadrit celkovy vektor ihlové rychlosti 2 odpovidajici transformaci A.
Protoze jsme dokdzali vztah (1.10) o sklddani vektord thlovych rychlosti, je vysledny vektor Q
déan souc¢tem dil¢ich vektort tthlovych rychlosti odpovidajicich transformacim D, C a B, pfi¢emz
z (1.8) je zfejmé, ze QP = (0,0, ), QF = (19,0,0), Q8 = (0,0,QL). Nesmime ovSem zapome-
nout, Ze slozky uvedenych vektort se vztahuji vidy k prislusné vysledné bézi. Abychom tedy
dostali vSechny slozky vyjadiené ve vysledné bdzi korotujici s télesem (v niz je jiz vyjadien vektor

Q75), musime pietransformovat slozky vektoru Q¢ matici B a slozky vektoru Q dokonce ma-
tici BC, t.j. @ = QF + BQC + BCQP. Explicitnim vjpoétem dostavame nyni jiz snadno tzv.
Eulerovy kinematické rovnice (1760)

Qx:gbsinﬁsinw—i—zécosw,
Qy:gbsinﬂcoswfﬁsinw, (1.11)
Q, :gbcos19+¢,

kde jsme oznagdili osy vysledného systému korotujiciho s télesem jako (z,y, z).

Zavedeni Eulerovych tihli je velmi pfirozené, protoze jejich geometricky vyznam, ziejmy z vyse
uvedeného obrazku, dovoluje nazornou interpretaci. Rotacni thel ¥ méfi ,vlastni rotaci“ télesa
kolem jeho osy z, zpravidla ztotoZznéné s osou symetrie. Tato osa se ovSem sama nataci kolem
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pevného bodu, pfi¢emz jeji okamzitd poloha je jednozna¢né urcena nuta¢nim thlem ¢ urcéujicim
odklon osy od svislého sméru a tithlem precesnim ¢ hrajicim roli ,zemépisné $ifky“ (pov§imnéme
si, Ze zavedeni Eulerovych thli ¢ a ¢ je totozné se standardnim zavedenim sférickjch souradnic).
Pfesnéji vzato méfi ¢ natoceni tzv. uzlové primky x| dané prusec¢ikem vychozi roviny (z1,z2) s
rovinou kolmou k ose z télesa (z7,245) = (z,y); evidentné vsak plati, Ze thel primétu osy z do

roviny ($17x2) J& Posa = @ — %

1.5 Zrychleni v neinercialni soustavé

Obecné identity (1.7) miZzeme také s vyhodou pouzit k rychlému odvozeni vSech zrychleni, jez
pusobi v neinercialni soustavé. Nejprve za vektor w zvolime polohovy vektor r libovolného bodu.

Oznacime-li rychlost jeho pohybu vtéi prostoru symbolem v, = %} a jeho rychlost vuci
prostor

« — dr
télesu symbolem vy = 3

, ihned dostédvame vztah v, = v¢ 4+ £ x r. Nyni aplikujme identitu
téleso
(1.7) jesté jednou, tentokrat na vektor rychlosti vy, ¢imz vyjadiime zrychlend bodu vici prostoru

A = % prostor % losa] vy = % téleso % wloaes T 20 v+ x (@ xx).
Je pfirozené oznacit zrychleni vici télesu symbolem a; = % telese a Casovou zménu uhlové rych-
losti 2 = (il—? . Tim dostavame vztah
téleso
a,=a, +QAXr+2Qx v+ x (W xr)| (1.12)

ktery lze interpretovat takto: zrychleni a, libovolného bodu vici prostoru je vektorovy soucet
jeho zrychlend vici télesu a; plus Eulerovo zrychleni €2 x r zptisobené Easovou zménou €2 thlové
rychlosti otaceni télesa plus Coriolisovo zrychleni 2 Q x vy plus odstredivé zrychleni € x (€ x r)
(spiSe bychom vsak méli fikat ,,odosové zrychleni”).




Kapitola 2

Dynamika tuhého télesa

Jiz tedy vime, jak vyhodné popisovat kinematiku tuhého télesa napiiklad pomoci Eulerovych ahlu.
Abychom mohli zformulovat dynamicky zékon pro otécejici se téleso (pohybovou rovnici), je nutno
zavést veli¢inu vystihujici prislusné setrvaéné vlastnosti tuhého télesa. Podobné, jako hmotnost m
télesa je ,mirou odporu télesa vuci translacnimu urychleni”, je moment setrvacnosti I ,,mirou
odporu tuhého télesa vici roztaceni” kolem dané osy.

Ukazuje se vSak, ze setrvacné vlastnosti télesa pfi obecném roztaceni maji ponékud slozitéjsi
strukturu, kterou nyni zcela popiSeme pomoci tzv. tenzoru setrvacnosti. Jak uvidime, ptijde o
tenzor 2. fadu, ktery bude mozné definovat ,matematickym zptisobem*, elegantné a invariantné
(nezévisle na soufadnicich) jako bilinedrni zobrazeni pfifazujici dvojici vektori jisté redlné ¢islo.

2.1 Tenzor setrvac¢nosti

Vyjdeme z momentu hybnosti L tuhého télesa

L:Zr“xp“:Zm“rax(ﬂxr“), (2.1)

kde sumace probihd pres vSech N bodt télesa, a = 1,2,---, N, majicich hmotnosti m® v mis-
tech r®. Ve vzorci jsme pouzili vztah v® = (dr®/dt)|prostor = 2 X r?, ktery plyne z (1.7), nebot
rychlost boda vuci télesu je nulova. Smér vektoru L je mozné charakterizovat vaci jinym vektoram.
Vezméme proto nyni libovolny vektor € a promitnéme L na &,

L-&=> mir"x (Qxr%)-£=> m*(€xr?) (Qxr), (2.2)

kde v poslednim vztahu jsme vyuzili pravidlo o cyklické zaméné ve smiseném soucinu vektord r®,
(2 x r?) a &. Je tedy pfirozené pro dané téleso definovat funkci

I(&, ) =) m*(€xr") - (xr")=L-£|. (2.3)

Funkce 1(€,Q) definovand timto vztahem pfifazuje dvojici vektori (&, §2) realné ¢islo rovné LL - €.
Evidentné je linearni v obou argumentech a symetricka. Je to tedy podle ,algebraické” definice
tenzor, navic symetricky, a nazyva se tenzor setrvacnosti.

Dosadime-li do (2.3) i za vektor & téz vektor €2, dostaneme

I(Q,9)=> m*(Qxr") (2xr)=> m*v* v*=2T, (2.4)

kde T je kinetickd energie otacejiciho se télesa.
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Jiz jsme uvedli, Ze souvislost mezi ,algebraickou® a ,slozkovou® definici tenzoru najdeme, kdyz
vektory &€ a © vyjadiime v bazi {e;} a vyuZijeme bilinedrnosti tenzorového zobrazeni,

I(§,92) = I(&ei, Qje;) = EQ51(e;, e5) = ;68 (2.5)

kde slozky I;; tenzoru I jsou definovany jako obrazy vektorti baze e; a e;,

Lj=1I(e;e;) =Y m"(e; xr%) - (e; x r*)|. (2.6)

Polohové vektory jednotlivych bodi télesa lze ovSem také vyjadrit v bazi {e;}, r® = z%e;, takze

L; = Zm“(ei x ey)- (e X e)zrya! = Zma(ei x er)r(ej x e))rxpay
a

a
= Z meeprikeri e = Z m®(0;;0r1 — 0y10k;)Tia] = Z m®(Sijrpry — i),
a a a
resp. pro spojité prostiedi
Iij = /(511 T — Iin) pd‘/7 (27)
coz je obvykly tvar slozek tenzoru setrvacnosti uvadény v ucebnicich.

Z (2.5) a (2.3) pro slozky momentu hybnosti (L;§; = L - & = I(§,Q) = I;;Q;¢&;) a z (2.4) pro
kinetickou energii (21" = I(Q2, 2) = I;;€2;(2;) dostavame velmi dulezité vztahy

Li = Iiij s

5 (2.8)

Z linearni algebry je znamo, ze kazdou symetrickou matici lze prevést ortogonalni transformaci
na diagonalni tvar. Totéz samoziejmé plati i pro matici I;;. V privilegované bézi reprezentujici
tzv. hlavni osy, ve které je tenzor setrvac¢nosti diagonalni, se proto vyraz pro moment hybnosti a
kinetickou energii podstatné zjednodusi:

Li=10Q, Ly=15IO, L3=1I505, T =310 + LO3 + 103), (2.9)

kde I; znaéi diagondlni ¢leny tenzoru v této bazi, I;; = diag(l1, Iz, I3). Diagonalizace se provadi
standardnim postupem nalezenim vlastnich cisel A a vlastnich vektori v matice I;; (pro néz plati
I;;u; = Av;). Vlastni éisla A nalezneme FeSenim charakteristické rovnice det(l — AE) = 0, poté
dopocitame v; prislusejici A\;. Mezi vlastnimi vektory lze vybrat tfi navzajem kolmé a jednotkové.
Ty tvori zminénou bézi hlavnich os, ve které mé matice I;; diagondlni tvar, pfi¢emz na diagonéle
se nachazeji pravé vlastni Cisla, I; = ;.

Oznac¢me nyni Q = On, kde n je jednotkovy vektor ve sméru okamzité osy otdceni. Porovnanim

T = %IMQZ-Q]- = %IijnijQ se znamym vzorcem 1 = %IHQ2 dostavame

=Ty 20

kde I, je obvykly moment setrvacnosti télesa pri otaceni kolem osy vedouci zvolenym pocatkem
soustavy. Vyraz je zjevné konzistentni s definici I, = I(n,n) = I(n;e;,nje;) = ninjl(e;,e;) =
nin;l;j. Navic plati I, = Iijnin; = [(xragning — zinizing) pdV = [(r-r — (r-n)?) pdV =
Jr*(1—=cos?*9) pdV = [r% dm, kde r; = rsind je kolma vzdélenost elementu hmotnosti dm od
osy otaceni, coz je zndmy vzorec.

Ze vztahu (2.10) je vidét, ze i kdyz mé téleso sebeslozitéjsi tvar a i kdyZ je nehomogenni,
staél urcit (tfeba experimentalné) moment setrvacnosti I, viéi Sesti riznym libovolnym osdm n

Vv

nosti I;;, ktery jiz kompletné urcuje setrvacné vlastnosti daného télesa, tj. moment setrvacnosti
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pii otaceni vici libovolné jiné ose prochazejici tézistém. Formalismus je tedy i prakticky a je z néj
vidét pozoruhodnéa prediktivni sila teoretické mechaniky. Z vyrazu (2.10) déle plyne, ze
n; nj o

I L =
Y VInVIn

Oznaéime-li &; = n;/v/In, pak v bézi hlavnich os ma podminka tvar

L;6é =ME+ LE + L& =1

o z v . . . . 1 1
V prostoru parametri (£1,&2,E&3) tato podminka uréuje povrch elipsoidu s osami NIV £
kterému tikame elipsoid setrvacnosti. Zvolime-li libovolny smér osy otaceni n, je tim urcen téz
smér vektoru € ~ n. Jeho délka |£] je jednoznaéné uréena prisecikem daného sméru s elipsoidem
setrvacnosti. Odtud lze tedy jiz urc¢it hodnotu momentu setrvacnosti I, pfi otdceni podél dané

osy pomoci vztahu |¢| = |n|/v/In, neboli I,, = 1/|€|?.

=

€3

&

1
Vin

& ‘£| =

Pokud ma téleso jistou symetrii, pak se tenzor setrvacnosti dale zjednodusuje. Naptiklad pro
osové symetrické tuhé téleso (podél 3. hlavni osy) bude I = I, takze elipsoid setrvac¢nosti bude
degenerovan na rotacni elipsoid. Ve vyjimecnych pripadech mizZe byt dokonce I; = I = I3, takze
elipsoid setrvacnosti bude dale degenerovan na sféru. Pro takové téleso je moment setrvacnosti

v

kvapivé) téz krychle, pravidelného ¢tyfsténu atd.

Na zavér této Casti jesté pripomenme transformacni vlastnosti tenzoru setrvac¢nosti. Vuci

rotacim se chova jakozto tenzor, tedy Il{]- = A;;Ajil | Pokud jde o translace, tedy posuv po-

¢atku soufadnic o konstatni vektor a bez otoceni os, pak ze soufadnicové definice (2.7) substituci

vvoev

miizeme piimym vypoctem odvodit, ze I;; = Iioj + (0ij axar, — aja;) m + 28;japmh — aiﬂ';) —a;m?,
kde IY; = [ (0 2 — 929) pdV jsou slozky tenzoru setrvacnosti vaci tézisti, m = [ pdV je cel-
kova hmotnost tuhého télesa a 79 = [29pdV je jeho hmotovy dipélovy moment viici tézisti. Ten

v

Lij = I}y + (8ij agay, — a;a;)m | . (2.11)

Pienasobenim slozkami n;n; jednotkového vektoru n a uzitim (2.10) dostavame I, = I + a% m,

v

kolmé vzdalenost mezi paralelnimi osami otaceni.
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2.2 Eulerovy dynamické rovnice

Nyni jiz muzeme zformulovat pohybové rovnice uréujici otac¢ivy pohyb tuhého télesa. Vyjdeme ze
znamého Newtonova vzorce pro soustavu hmotnych bodu, z 2. véty impulzove:

dL
— =M.
dt

Musime vSak byt opatrni. Moment ptsobicich sil je zde chapan jako ptisobici v inercidlnim sys-
tému ,,absolutniho® prostoru, tedy i levou stranu je nutno chapat jako ¢asovou zménu vektoru L

vici referenénimu inercidlnimu systému {e;}, neboli dL = M. Naproti tomu, L lze nejlépe

dt prostor
vyjadiit v neinercidlni bézi pevné spojené s télesem: pokud specidlné zvolime tuto bézi {e}} ve
sméru hlavnich os tenzoru setrvacénosti (x,y, z), dostaneme z (2.8) vztahy

Lo=109,, L,=5LQ,, L.=IQ,, (2.12)

pricemz slozky I; jsou konstanty. Proto lze velmi snadno spocitat ¢asovou zménu L vici korotujici

béazi, tedy % . Nagtésti vSak jiz mame k dispozici dilezity vztah (1.7), ddvajici do souvislosti
téleso
Casové zmény vektoru viicéi obéma bazim,

dL dL

dt prostor dt ltéleso

QxL.

Odtud okamzité dostavame

M, =L + (Q,L. —Q.L,),
M, = I3, + (L, — Q,L,),

neboli

Ilgz - (-[2 - IS) Qsz = M:v ’
Iy, — (Is — ) Q.Q, = M, (2.13)

I3, — (I — I,) Q,9Q, = M. .

To jsou tzv. Eulerovy dynamické rovnice (1758). Z matematického hlediska pfedstavuji soustavu t¥i
nelinedrnich diferencidlnich rovnic 2. fadu. Za Q = (2, Qy, Q) je totiz nutno dosadit z Eulerovych
kinematickgch rovnic (1.11) takZe rovnice obsahuji az 2. derivace Eulerovych uhla ¢, d, 4. Slozky
momentu sil M = (M, My, M) musi byt rovnéz vyjadfeny vaci korotujict neinercialni bazi pevné
spojené s télesem. Zatimco M ma obvykle jednoduchy tvar v nerotujicim inerciadlnim systému, jeho
promitnuti do baze spojené s otacejicim se télesem je slozité a obecné je dano funkcemi M; (¢, 9, v).

Eulerovy dynamické rovnice lze s vyhodou pouzit, kdyz M, = M, = M, = 0. To je situace
prikladu feSeného v ¢asti 3.1, kde spocitame charakter otacivého pohybu Zemé pripadné gyroskopu
v Cardanové zavésu, zanedbame-li momenty sil na né pisobici.

2.3 Odvozeni pomoci Lagrangeova formalizmu

Eulerovy dynamické rovnice lze odvodit i aplikaci Lagrangeova formalizmu, tedy uzitim Lagrange-

ovych rovnic %(3—;) — g—; = @j, kde za zobecnéné soufadnice ¢/ vezmeme Eulerovy thly ¢, 9, .
Kinetickd energie T rotujiciho tuhého télesa je ddna obecnym vzorcem (2.8), ktery se v bézi hlav-
nich os (x,y,z) tenzoru setrvacnosti redukuje na vyraz T = 3([1Q2 + LQ2 + [302), viz (2.9).
Diky Eulerovym kinematickym rovnicim (1.11) jsou slozky vektoru thlové rychlosti funkcemi

Qi(197 ¢7 ()ba 19) ¢)
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Nejprve vycislime Lagrangeovu rovnici pro soutadnici ¢. Uzitim relaci 6%39” 0, %Qy =0,
6%.}92 =1la %Qm =Qy, MQ —Qq, %Qz = 0 plynoucich z (1.11) ziskdme pohybovou rovnici
130, — (I — 1) .9y = Qy . (2.14)

Lagrangeova rovnice pro zobecnénou soufadnici ¢ davd podobné uzitim (1.11) rovnici

(Ilﬂx — I, Q,Q,)cosy — (IQQy + 11 2,Q,)siny) + I3Q, psind = Qy, (2.15)
a treti Lagrangeova rovnice pro ¢ po upravach, pfi nichz se opét vyuziji Eulerovy kinematické
rovnice (1.11) a vyraz I3), se vyjadii pomoci (2.14), poskytuje vztah

1

(€ = 12 Qy02)sin s + (0, + 1 Q) costp — 101 = ——

(Qp — Qycos V). (2.16)

Nyni stadi jiz jenom seéist rovnici (2.15) pfendsobenou cost) s rovnici (2.16) pfendsobenou sin ),
resp. rovnici (2.15) pfendsobenou — sin s rovnici (2.16) pfendsobenou cos ), a dostaneme prvni
dvé Eulerovy dynamické rovnice (2.13) [tfeti rovnici je (2.14)]:

LQ, — (I — I3) 9,0, = Qycost) + %(Qcp — Qycos?), (2.17)
LSy — (Is — 1) 9.9, = w(Qw — Qycos?). (2.18)

nv

Zbyva pouze dokazat, Ze pravé strany rovnic (2.17), (2.18), (2.14) jsou slozky (M, M, M.)
momentu sil v korotujici bazi. Nejprve vyjadiime zobecnéné sily Q; pomoci slozek (M, M, M)
v pevné bazi. K tomu pouZijeme explicitni vyjadfeni soufadnic (z1, 22, x3) polohového vektoru
v pevné bazi pomoci jeho slozek (z,y,z) v bazi korotujici s télesem, jenz je dan inverzni matici
k transformaéni matici A = BCD za sekce 1.4. ProtoZe je ortogonélni, plati A=! = D*C*B*, takze

= fcosyp — (g cos? —h sind)siny, f=x cosy —ysiny,
= fsingp+ (g cosy — hsind)cosp, kde g=xsiny +y cos,
r3 =g sind 4+ h cos?, h=z,

odkud plynou vztahy

6$1 8I2 8I3 0
—_— = —X — =X _—
850 2, 890 1 3<p )
0 0 ox
a—?:xgsingo, a—?:—xgcosgo, a;—gcosﬁ h sin?,
0 0 0
8—3:/)1 = —g cosp — fcossinp, 8—3:/)2 = —gsinp+ fcosdcosp, a—f;’ = fsind.
0x1 ox Ox . .
Uzitim definice zobecnénych sil Q; = F1— g0 + Fy Bq 32 Fg,a—]3 a M; = €41 x;F) spocteme Ze
Qtp = M3;
Q9 = Mj cos + Mssinp, (2.19)
Qy = (M sing — My cosp)sind + Ms cos?,
neboli inverzné
9 —
— Qycosp— eV = Qu
sin ¢
9
= Qysiny + Qpcost) = @y cosp, (2.20)
sin ¢

M3:Q<p-
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Nakonec vyjadiime slozky (M, M,,, M,) momentu sil v korotujici bazi pomoci slozek (M1, M, M3)
v pevné bazi aplikaci transformaéni matice A = BC'D. Navic si mizeme z (2.20) vS§imnout, Ze
slozky (M1, Ma, M3) se ziskdvaji ze slozek (qu, (Qpcos?t — Qy)/sind, Qcp) aplikaci ortogonélni
matice Dt = D!, takZe od (qu, (Qpcos? — Qy)/sind, Qcp) k (M, My, M) se prechazi aplikaci
matice AD' = BCDD~! = BC, coz ihned dava

M, = QﬁCOSQ/JJr%(Q(prwcosﬁ), |
2.21

My:*QﬁSiHTPJr%(Q@de,COSﬂ), (

M, =Qy.

Pravé to jsme ale méli dokdzat, nebot jde o pravé strany rovnic (2.17), (2.18), (2.14) a nezévisle
jsme tedy odvodili Eulerovy dynamické rovnice (2.13). Nadto jsme ziskali explicitni vyjadieni
(2.21) slozek momentu sil M = (M, M,,, M) v korotujici bazi.

Zavérem pripomenime, ze jsou-li sily konzervativni, existuje Lagrangeova funkce L =T — V, kde

0
V(p,d,9) je ptislusny potencial, takze ); = —-—. Slozky momentu sil 1ze potom jednoduse psat

dgi”
_ siny ov. oV oV
~ cost av. oV . oV
Y (cosﬁ o0 " 8(‘0)+smw%, (2.22)
ov



Kapitola 3

Aplikace: setrvacniky

3.1 Volny setrva¢nik (bezsilovy)

V ptipadé bezsilového setrva¢niku je moment M nulovy, takze Eulerovy dynamické rovnice (2.13)
se redukuji na nelinearni rovnice 1. fadu v proménnych ;. Pro symetricky setrvacnik se dale velmi
zjednodusuji: je-li z (hlavni) osa symetrie axidlné symetrického télesa, pak I; = I, takze

IIQ;C = (]1 - 13)Qsz )

L9y = (I — ) Q.9 ,

IsQ, =0.
Odtud 2, = w§ = konst a zbylé dvé rovnice davaji

. I -1
Q, = gwéﬂyzwoﬂy,
I
. Is— 1
Q, =
Yy Il

z —
Wo QJ, = —Wwyp QJ, s

kde wo = %wé = konst. Zderivovanim a dosazenim ziskdme rovnici harmonického oscildtoru

Qp +wp Qe =0,
takZe obecné Feseni lze psat
Q, = A sin(wot + 9) ,
Qy = A cos(wot +9) , (3.1)

z
QZ:U‘)O)

I —1I3
I

porné ¢ nulové). Eulerovy thly pak jiz 1ze snadno dopoéitat z (1.11): ¥ = 9, kde tan g =

kde A, 6, w§ jsou tfi libovolné integracni konstanty a wo = wg (wo 1 wf mohou byt i z4-

LA
Igwg ’

= ﬁt + o, ¥ = wot + J. Ziskali jsme tedy tplné feSeni tllohy, musime jej vSak jesté interpre-
tovat geometricky a fyzikalné.

Protoze [Qf = |/Q2 + Q2 4+ Q2 = \/A? + (w§)?, vidime, ze | i 2, se zachovévaji. Lze tedy
¢asovy vyvoj vektoru thlové rychlosti Q(t) zndzornit geometricky jako pohyb po kuZeli, jehoz
osa je totoZnad s osou symetrie setrvaéniku a jehoz vrcholovy (polo)ihel Jq je dén tandg =

02 +02/Q, = A/wj. Protoze smér Q urcuje okamzitou osu otaceni, neziistdva osa otaceni
tuhého télesa konstantni v Case, ale opisuje vici télesu vyse zminény kuzel s tthlovou rychlosti
wo. Tento efekt se nazyva reguldrni precese. (Pro zajimavost: na povrchu Zemé je to nepravidelna
trajektorie podobna kruznici, jez se od pélu nevzdaluje vice nez 5 metri, a experimentalné zjisténa
perioda precese ¢ini primérné 427 dni.) Samozfejmé, pro specidlni volbu w§ = 0 nebo A = 0 nebo
pri I; = I3 precese nenastava.

15
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Zbyva jesté interpretovat pohyb okamzité osy rotace vuci pevnému vneéjsimu inercialnimu sys-
tému. Je tfeba zvolit vhodny pevny smér, jimz mize byt napfiklad smér zachovavajiciho se vektoru
momentu hybnosti L. Ze vztaht (2.12) vidime, Ze vektory L a £ nemifi stejnym smérem, konkrétné

L, = Al sin(wot +0) , (3.2)
L, = Al cos(wot+9) ,
Lz = I3 WS P

coz popisuje pohyb L po kuzeli s vrcholovym (polo)ihlem ¢, vzhledem k osdm spojenym s télesem,
pricemz tandy = /L2 + L2/L, = [1A/Izwj (povsimnéte si, ze J; = o). Viici inercidlnimu
systému vsak je L fixovan a uvedené vztahy naopak urc¢uji precesni pohyb os télesa: kolem pevného
smeéru vici ,,hvézdam*“ daného vektorem L se tedy rovnomérné otaci osa z axialni symetrie télesa a
kolem této osy z kona precesi okamzita osa otaceni urcend Q. Vysledek tedy neni tipln€ jednoduchy,
lze jej vSak hezky zndzornit graficky. Z feSeni (3.1) a (3.2) plyne vztah L = ;2 + (I3 — [1)Q2.e..
Vidime, ze vektory L, €2 a osa symetrie z télesa lezi v kazdém okamziku vzdy ve stejné roviné
(jez se staci). Navic plati tandy, = % tanvq. Celou situaci 1ze tedy znézornit jako valeni dvou
kuzelt po sobé, pficemz okamzita primka jejich dotyku urcuje smér vektoru Q. Pro ptipad I; < I3
je ¥ < ¥q a kuzel spojeny s L se vali uvnitf kuzele spojeného s osou z, zatimco pro I; > I3 je
Jr > 9q a kuzZele se vali vné sebe.

II<I3 11>I3
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3.2 Tézky symetricky setrvacnik s pevnym bodem

V této kapitole chceme na konkrétnim ptikladu demonstrovat uzite¢nost alternativniho pristupu k
feSeni dynamiky tuhého télesa, totiz pouziti Lagrangeova formalismu. Ten je zaloZen na sestaveni
Lagrangeovy funkce L =T —V ve vhodnych zobecnénych souradnicich, jimiz budou Eulerovy
uhly.

Uvazujme tedy osové symetrické téleso hmotnosti m, které se mitize volné otacet v homogennim

vvoev

J oy
l
mg

o ¥ T
—

Kineticka energie rotujiciho télesa je dana T = %IijQin, viz (2.8). Zvolime-li za kartézské
osy rotujicitho systému hlavni osy tenzoru setrva¢nosti télesa, vymizi devia¢ni momenty (I;; = 0
pro i # j); netrividlni budou pouze slozky Is a I; = Iy, takze I, = I3 a (uzitim Steinerovy
véty) Ine = Iyy = I1 + mi®. Kineticka energie je proto dana T' = 3(I1 + mi?)(Q2 + Q2) + 51302
Dosadime-li za Q; z Eulerovych kinematickych rovnic (1.11) a uvazime-li potencidlni energii, do-
stavame Lagrangeovu funkci

L= (I +mi?) (92 +sin® 9 $?) + LI3(¢) + cos ) )% — mgl cos 9 . (3.3)

Protoze souradnice ¢ a ¢ jsou cyklické, dostavame ihned dva integraly pohybu

oL .

— = I3(¢p+cosVp) =Ly,

90 (¥ ¢) ¥

oL 2y w2 2 97 i

7% = [(I1i + ml?)sin* ¥ + I3 cos“ V] p + [zcosV = L, , (3.4)

kde Ly a L, jsou konstanty. Protoze navic L nezévisi explicitné na case a je kvadraticky v rych-
lostech, zachovava se celkova mechanicka energie £ =T + V = konst,

LI+ mi?) (9% +sin® 9 ¢?) + 2 13(Y) + cos V¥ ¢)? + mglcosd = E . (3.5)

Soustavu (3.4) lze rozfesit vzhledem k 1) a ¢,

gb:% , 1&2%—00519%. (3.6)
Dosazenim (3.6) do (3.5) dostdvame po pfimocarych tpravich
LI +mi2)9? = E — Vo (9) (3.7)
kde E = F — Li/QIg a yefektivni potencial® V.¢(¢¥) je dan
Vo () = Lo = Lv c0s9)” | nglcosd . (3.8)

©2(I, +mi?)sin? 9
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Integraci rovnice (3.7) a jeji inverzi obdrzime ¥(¢) a po dosazeni do (3.6) 1ze dalsimi dvéma integra-
cemi ziskat v(t) resp. ¢(t), ¢imZ je tiloha v principu vyfesena. Uplny rozbor a konkrétni vipocty
(vedouci na komplikovand vyjadieni pomoci eliptickych integral) ovSem presahuji rdmec tohoto
kratkého studijniho materialu; 1ze je nalézt napi v knize V. Trkala, Mechanika hmotnych bodi a
tuhého télesa, NCSAV, Praha, 1956. Zde se omezime jen na hlavni zajimavé vlastnosti v chovani
studovaného setrvac¢niku, které lze odvodit i bez znalosti explicitniho feSeni:

1) Existujispecialni jednoduchd feseni 9 = 9. = konst. V disledku (3.6) pak je ¢(t) = w, t + @0,
Y(t) = wy t + o, kde wy, wy, Yo, Yo jsou konstanty. Setrvaénik rotuje kolem své osy syme-
trie konstantni tthlovou rychlosti wy,, pficemz tato osa se rovnomérné pohybuje po povrchu
svislého kuzele — setrvacnik koné reguldrni precesi. Pohyb se d4 znazornit drahou priseciku
osy symetrie s jednotkovou sférou opsanou kolem pevného bodu setrvaéniku,

z

9, v

Hodnota 9. musi byt extrémem efektivniho potencidlu V. a musi platit E = Ver(9e).

2) Obecné pro |Ly| # |Ly| # 0 existuji pravé dvé feseni 9, < 05 rovnice V. (9) = E piedstavujici
body obratu pfi evoluci ¥, coz je zfejmé z pribéhu V, ¢ (¥):

Ver(9)

Nutaéni thel 9(t) periodicky osciluje mezi hodnotami 91 a ¥2 pfedstavujicimi nejmensi resp.
nejvétsi odklon osy symetrie setrva¢niku od svislého sméru. Vztah (3.6) pro ¢ navic ukazuje,
ze nabyde-li ¥(t) presné hodnoty 95, kde cos¥s = L, /L, precese setrvaniku se zastavi,
nebot pak ¢ =0 (pfedpokldddme L, > 0). Pro hodnoty 9(t) > ¥5 je ¢ > 0, zatimco pro
I(t) < U5 je ¢ < 0. Protoze ¥(t) € (1, 2), mohou nastat nésledujici p¥ipady:

a) ¥ < ¥1: Pak je ¢(t) monoténné rostouci funkei ¢asu a draha priseciku osy symetrie s jed-
notkovou sférou mé vzhled zndzornény na Obr. a).

b) ¥, = ¥;1: Funkce p(t) je nadéle rostouci, avSak v bodech ¥(t) = 1 dochazi k pozastaveni
precese; proto se tvar drahy priseciku zobrazeny na Obr. b) vyznacuje Spi¢kami na vrchni
,rovnobézce* ;.
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c)

3)

19

¥ < ¥s < ¥9: Tvar drahy pruseciku zndzornény na Obr. ¢) ma podobu smycek, pficemz

srovnobézka“ @5 vymezuje ony body, v nichz prestdva funkce p(t) rist a zatne docasné
klesat (tedy ,levy“ a ,pravy“ kraj smycek).

Pro L, =0= Ly se rovnice (3.7) redukuje na %(I; + mi?)9? 4+ mgl cos ¥ = E. Zavedenim
proménné © = 7 — ¢ a derivovanim dostavame pfesnou rovnici matematického kyvadla ve
tvaru (I; +mi?)© + mglsin © = 0, takZe osa symetrie setrvacniku kyjvd jako matematické

kyvadlo. Linearizované feSeni pro nuta¢ni thel je samoziejmé ¢ = m — Qg cos(wt + ¢), kde
w? =mgl/(I; +mi?).



