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Program prezentace

1 Organizace předmětu

2 Graf, vrcholy, hrany

3 Skóre grafu

4 Úplný graf, doplněk grafu
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Výuka

Dva předměty vzájemně provázané

1 MA2BP PDM1 Diskrétńı matematika 1 – přednáška se koná
v ponděĺı od 15:45 do 17:25 v učebně 10

2 MA2BP CDM1 Cvičeńı z diskrétńı matematiky 1 – v terḿınu

sťreda 7:30–8:15 v učebně 24 Pedagogické fakulty, Pǒŕıč́ı 31 –
seminárńı skupina 01
sťreda 8:25–9:10 v učebně 24 Pedagogické fakulty, Pǒŕıč́ı 31 –
seminárńı skupina 01
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Požadavky

1 MA2BP CDM1 Cvičeńı z diskrétńı matematiky 1: zápočtový test na
konci semestru, v době konáńı posledńı přednášky – k uděleńı zápočtu
je ťreba źıskat 60 % bodů. Zápočet je podḿınkou pro připuštěńı ke
kolokviu.

2 MA2BP PDM1 Diskrétńı matematika 1: kolokvium formou ústńı
zkoušky u dr. Břetislava Fajmona
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Konkurz

Jedna instituce vypsala konkurz na obsazeńı 5 ḿıst pro překladatele, a to
z ruštiny, němčiny, angličtiny, francouzštiny a španěľstiny. Přihlásilo se
5 uchazeč̊u, ktěŕı ovládali některé z těchto jazyk̊u.

Bárta ovládal všech 5 jazyk̊u,

Kopal angličtinu, francouzštinu a ruštinu,

Lehký němčinu a ruštinu,

Novák angličtinu a němčinu a

Zeman ruštinu a němčinu.

Mohla instituce přijet́ım těchto uchazeč̊u obsadit ḿısta tak, aby každý
z nich překládal jen z jednoho jazyka? Pokud ano, navrhněte řešeńı.
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Konkurz – grafová reprezentace

Ko Le No Ze

Š

Bá

FN AR
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Graf, vrcholy, hrany

Definice 1.1 (Milková): Obyčejný graf je uspǒrádaná dvojice (V ,E ), kde

V je neprázdná množina vrchol̊u (někdy též uzl̊u, angl. vertex),

E je množina hran (angl. edge),

přičemž hrana e je dvouprvková podmnožina množiny V .

Poznámky

1 Vrcholy zakreslujeme v rovině pomoćı kružnic, hrany jsou úsečky
spojuj́ıćı dva vrcholy.

2 Definice odpov́ıdá tzv. neorientovanému grafu, tj. hrany nemaj́ı
orientaci. (Je-li e hrana mezi uzly x , y , pak vztah chápeme
obousměrně: x → y , y → x .)
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Zadáńı grafu

Matematicky: G = (V ,E ); V = {a, b, c , d , e};
E = {{a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {c , d}, {c , e}}

Matićı sousednosti:













0 1 1 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
0 0 1 0 0













Tabulkou:

a b c d e

a 0 1 1 1 0

b 1 0 1 1 0

c 1 1 0 1 1

d 1 1 1 0 0

e 0 0 1 0 0

Grafem – zkuste zakreslit sami
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Daľśı pojmy

Definice 1.2 (Milková): Necht’ e = {v ,w} je hrana grafu G .

Vrcholy v ,w nazýváme koncovými vrcholy hrany e nebo též
vrcholy incidentńı s hranou e.

Vrchol v nazýváme sousedńım vrcholem vrcholu w , resp. vrchol w
nazýváme sousedńım vrcholem vrcholu v .

Př́ıklad: v následuj́ıćım grafu je vrchol a incidentńı s vrcholy b, c , d . Pouze
vrchol c je sousedńım vrcholem uzlu e.

a

b

c

d

e
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Daľśı pojmy (2)

Definice 1.3 (Milková):

1 Graf G = (V ,E ) se rovná grafu G ′ = (V ′,E ′), jestliže V = V ′ a
E = E ′.

2 Graf G = (V ,E ) je podgraf grafu G ′ = (V ′,E ′), jestliže V ⊆ V ′ a
E ⊆ E ′.

3 Graf G = (V ,E ) je podgraf grafu G ′ = (V ′,E ′) indukovaný
vrcholy množiny V , jestliže V ⊆ V ′ a E ⊆ E ′, přičemž v množině E

jsou právě všechny hrany z množiny E ′, jejichž koncové vrcholy lež́ı
v množině V .

Alternativńı definice 3: Graf G = (V ,E ) je podgraf grafu G ′ = (V ′,E ′)
indukovaný vrcholy množiny V , jestliže

G je podgrafem G ′ a zároveň

G obsahuje všechny hrany grafu G ′ mezi dvojicemi vrchol̊u z G .
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Př́ıklad

Na následuj́ıćıch obrázćıch je tentýž graf G , v němž je barevně zvýrazněna
určitá množina G ′ vrchol̊u a hran. Určete, zda G ′ je podgraf grafu G , resp.
zda G ′ je indukovaný podgraf grafu G .

a

b d

ec

a

b d

ec

a

b d

ec
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Stupeň grafu

Definice 1.4 (Milková): Stupeň vrcholu v v grafu G je č́ıslo rovnaj́ıćı se
počtu hran incidentńıch s vrcholem v . Znač́ıme jej degG (v) nebo krátce
dG (v).

Př́ıklad: v následuj́ıćım grafu plat́ı:
dG (a) = dG (b) = dG (d) = 3, dG (c) = 4, dG (e) = 1

a

b

c

d

e
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Konkurz – řešeńı

Ko Le No Ze

Š

Bá

FN AR

Mohla instituce přijet́ım těchto uchazeč̊u obsadit ḿısta tak, aby každý
z nich překládal jen z jednoho jazyka?
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Konkurz – řešeńı

Ko Le No Ze

Š

Bá

FN AR
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Konkurz – řešeńı

Ko Le No Ze

Š

Bá
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Konkurz – řešeńı

Ko Le No Ze

Š
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Konkurz – řešeńı

Ko Le No Ze

Š

Bá
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Konkurz – řešeńı

Ko Le No Ze

Š

Bá

FN AR
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Princip sudosti

Věta 1.1 (Milková): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı vztah
∑

v∈V
dG (v) = 2 · |E |.

Poznámka: Jinými slovy: součet stupňů všech vrchol̊u je dvojnásobkem
počtu hran.

Důkaz:

1 Libovolná hrana je incidentńı právě s dvěma uzly.

2 V součtu
∑

v∈V
dG (v) stupňů všech vrchol̊u je tedy každá hrana

započ́ıtána dvakrát.

3 Sečteme-li stupně všech vrchol̊u, dostaneme dvojnásobek počtu hran.

Důsledek 1.1 (Milková): Počet vrchol̊u lichého stupně v grafu G je sudý.
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Skóre grafu

Definice 1.5 (Milková): Necht’ G = (V ,E ) je graf s n vrcholy
v1, v2, . . . , vn. Skóre grafu je posloupnost (dG (v1), dG (v2), . . . , dG (vn)).

Poznámka:

1 Při zápisu skóre bývá zvykem stupně řadit vzestupně či sestupně.

2 Ze skóre grafu snadno zjist́ıme počet hran. Dle principu sudosti stač́ı
seč́ıst všechny stupně a podělit dvěma – výsledné č́ıslo je počet hran.

Př́ıklad: Graf na obrázku má skóre (1, 3, 3, 3, 4).

a

b

c

d

e
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Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Věta 1.2 (Milková): Mějme vzestupně sěrazenou posloupnost
přirozených č́ısel (d1, d2, . . . , dn), kde n ∈ N.
Vytvǒrme z D novou posloupnost D ′ = (d ′

1, d
′

2, . . . , d
′

n−1) tak, že

1 d ′

i
= di pro i < n − dn,

2 d ′

i
= di − 1 pro i ≥ n− dn.

Potom D je skóre grafu, právě když D ′ je skóre grafu.

Poznámka: Věta 1.2 dává návod, jak zjistit, zda zadané skóre určuje graf.
Postupně vytvá̌ŕıme posloupnosti, které maj́ı vždy o jeden prvek méně.
Skonč́ıme tehdy, když je jasné, zda aktuálně skóre jsme schopni
”přeměnit” v graf.
Sérii posloupnost́ı lze následně použ́ıt i pro nakresleńı grafu daného
počátečńı posloupnost́ı. Za chv́ıli si ukážeme jak.
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Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Př́ıklad: Určete pomoćı Věty 1.2, zda posloupnost (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6) je
skóre grafu.

Řešeńı:

1

2

3

4

5
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Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Př́ıklad: Určete pomoćı Věty 1.2, zda posloupnost (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6) je
skóre grafu.

Řešeńı:

1 Nejprve ově̌ŕıme, zda počet lichých č́ısel je sudý (důsledek principu
sudosti) a zda posledńı č́ıslo posloupnosti je menš́ı počet jej́ıch prvk̊u.

2

3

4

5

19. 9. 2017 23 / 26



Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Př́ıklad: Určete pomoćı Věty 1.2, zda posloupnost (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6) je
skóre grafu.

Řešeńı:

1 Nejprve ově̌ŕıme, zda počet lichých č́ısel je sudý (důsledek principu
sudosti) a zda posledńı č́ıslo posloupnosti je menš́ı počet jej́ıch prvk̊u.

2 počet prvk̊u: 8, a8 = 6, předěl: 8− 6 = 2:
(1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6)  (1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)

3

4

5
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Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Př́ıklad: Určete pomoćı Věty 1.2, zda posloupnost (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6) je
skóre grafu.

Řešeńı:

1 Nejprve ově̌ŕıme, zda počet lichých č́ısel je sudý (důsledek principu
sudosti) a zda posledńı č́ıslo posloupnosti je menš́ı počet jej́ıch prvk̊u.

2 počet prvk̊u: 8, a8 = 6, předěl: 8− 6 = 2:
(1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6)  (1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)

3 počet prvk̊u: 7, a7 = 4, předěl: 7− 4 = 3:
(1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)  (1, 1, 2, 2, 2, 2)

4

5
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Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Př́ıklad: Určete pomoćı Věty 1.2, zda posloupnost (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6) je
skóre grafu.

Řešeńı:

1 Nejprve ově̌ŕıme, zda počet lichých č́ısel je sudý (důsledek principu
sudosti) a zda posledńı č́ıslo posloupnosti je menš́ı počet jej́ıch prvk̊u.

2 počet prvk̊u: 8, a8 = 6, předěl: 8− 6 = 2:
(1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6)  (1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)

3 počet prvk̊u: 7, a7 = 4, předěl: 7− 4 = 3:
(1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)  (1, 1, 2, 2, 2, 2)

4 počet prvk̊u: 6, a6 = 2, předěl: 6− 2 = 4:
(1, 1, 2, 2, 2, 2)  (1, 1, 2, 1, 1)  (1, 1, 1, 1, 2)

5
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Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Př́ıklad: Určete pomoćı Věty 1.2, zda posloupnost (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6) je
skóre grafu.

Řešeńı:

1 Nejprve ově̌ŕıme, zda počet lichých č́ısel je sudý (důsledek principu
sudosti) a zda posledńı č́ıslo posloupnosti je menš́ı počet jej́ıch prvk̊u.

2 počet prvk̊u: 8, a8 = 6, předěl: 8− 6 = 2:
(1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6)  (1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)

3 počet prvk̊u: 7, a7 = 4, předěl: 7− 4 = 3:
(1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)  (1, 1, 2, 2, 2, 2)

4 počet prvk̊u: 6, a6 = 2, předěl: 6− 2 = 4:
(1, 1, 2, 2, 2, 2)  (1, 1, 2, 1, 1)  (1, 1, 1, 1, 2)

5 počet prvk̊u: 5, a5 = 2, předěl: 5− 2 = 3:
(1, 1, 1, 1, 2)  (1, 1, 0, 0)  (0, 0, 1, 1)
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Jak zjistit, že skóre určuje graf?

Př́ıklad: Určete pomoćı Věty 1.2, zda posloupnost (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6) je
skóre grafu.

Řešeńı:

1 Nejprve ově̌ŕıme, zda počet lichých č́ısel je sudý (důsledek principu
sudosti) a zda posledńı č́ıslo posloupnosti je menš́ı počet jej́ıch prvk̊u.

2 počet prvk̊u: 8, a8 = 6, předěl: 8− 6 = 2:
(1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6)  (1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)

3 počet prvk̊u: 7, a7 = 4, předěl: 7− 4 = 3:
(1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)  (1, 1, 2, 2, 2, 2)

4 počet prvk̊u: 6, a6 = 2, předěl: 6− 2 = 4:
(1, 1, 2, 2, 2, 2)  (1, 1, 2, 1, 1)  (1, 1, 1, 1, 2)

5 počet prvk̊u: 5, a5 = 2, předěl: 5− 2 = 3:
(1, 1, 1, 1, 2)  (1, 1, 0, 0)  (0, 0, 1, 1) – graf s t́ımto skóre lze
zakreslit (dva uzly jsou izolované, daľśı dva propojeny hranou).
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Nakresleńı grafu dle posloupnosti skóre

(0, 0, 1, 1)  (1, 1, 1, 1, 2)  (1, 1, 2, 2, 2, 2)  (1, 1, 3, 3, 3, 3, 4)  
(1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, 6)

(0, 0, 1, 1):

(1, 1, 1, 1, ):2 (1, 1, 2, 2, 2, ):2

(1, 1, 3, 3, 3, 3, ):4 (1, 2, 4, 4, 4, 4, 5, ):6
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Úplný graf

Definice 1.6 (Milková): Úplný graf na množině n vrchol̊u je graf s n
vrcholy (n ≥ 1), ve kterém je každý uzel spojen se všemi ostatńımi vrcholy
hranou. Znač́ıme jej Kn.

Př́ıklady:

K1

1

K2

2

1

K3

2

1

3

K4

2

1

3

4

1
K5

2 5

3 4
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Doplněk grafu

Definice 1.7 (Milková): Doplněk grafu G = (V , -E ) grafu G = (V ,E )
je graf, jehož množina hran -E je množina všech hran úplného grafu na
množině vrchol̊u V , které nelež́ı v E .

Př́ıklad: na následuj́ıćım obrázku je graf o pěti vrcholech a jeho doplněk.

1

2 5

3 4

1

2 5

3 4
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