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Program prezentace

1 Vlastnosti stromů

2 Kostra grafu

3 Algoritmy pro nalezeńı minimálńı kostry
Kruskal̊uv algoritmus
Bor̊uvk̊uv algoritmus
Jarńık̊uv algoritmus

4 Hledáńı nejkraťśı cesty
Dijkstr̊uv algoritmus

5 Použité zdroje
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Základńı pojmy

Definice 4.1, 4.2, 4.3 (MILKOVÁ):

1 Les je graf, který neobsahuje kružnici.

2 Strom je souvislý graf, který neobsahuje kružnici.

3 Bud’ T = (V ,E ) strom. Vrchol u ∈ V stupně 1 nazýváme listem,
vrchol v ∈ V stupně věťśıho než 1 nazývám vniťrńım vrcholem
stromu T .

Poznámka:

Strom obsahuj́ıćı pouze jeden vrchol nazýváme triviálńım stromem.

Každá komponenta lesa je strom.
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Ukázka stromu

Př́ıklad stromu: viz následuj́ıćı obrázek. Vrcholy a, f , g , j , h, i jsou listy.
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Charakteristika stromů

Věta 4.1 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

1 Graf G je strom.

2 Pro každé dva vrcholy x , y ∈ V existuje právě jedna cesta z vrcholu x

do vrcholu y .

3 Graf G je souvislý a každá jeho hrana je most.

4 Graf G je souvislý a plat́ı vztah |V | = |E |+ 1.

5 Graf G neobsahuje kružnici a každý graf vzniklý z grafu G p̌ridáńım
hrany, která spojuje libovolné dva vrcholy grafu G , které nejsou
sousedńı, již kružnici obsahuje.
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Kostra grafu

Definice 4.8 (MILKOVÁ): Libovolný strom T = (V ,E ′), který je
podgrafem grafu G = (V ,E ), nazýváme kostra grafu G .

Př́ıklad kostry: viz barevně vyznačený podgraf na následuj́ıćım obrázku.
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g
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f

e
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Souvislost grafu a kostra

Věta 4.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je souvislý právě tehdy, když obsahuje alespoň jednu kostru.

Důkaz: Tvrzeńı je ve tvaru ekvivalence, je tedy ťreba dokázat oba směry
implikace.

1 G je souvislý ⇒ G obsahuje alespoň jednu kostru.

2 G obsahuje alespoň jednu kostru ⇒ G je souvislý.
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Souvislost grafu a kostra

Věta 4.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je souvislý právě tehdy, když obsahuje alespoň jednu kostru.

Důkaz: Tvrzeńı je ve tvaru ekvivalence, je tedy ťreba dokázat oba směry
implikace.

1 G je souvislý ⇒ G obsahuje alespoň jednu kostru.

2 G obsahuje alespoň jednu kostru ⇒ G je souvislý.

Proved’me důkaz obou implikaćı:

“⇐:” Předpokládejme, že graf G obsahuje alespoň jednu kostru.
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Souvislost grafu a kostra

Věta 4.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je souvislý právě tehdy, když obsahuje alespoň jednu kostru.

Důkaz: Tvrzeńı je ve tvaru ekvivalence, je tedy ťreba dokázat oba směry
implikace.

1 G je souvislý ⇒ G obsahuje alespoň jednu kostru.

2 G obsahuje alespoň jednu kostru ⇒ G je souvislý.

Proved’me důkaz obou implikaćı:

“⇐:” Předpokládejme, že graf G obsahuje alespoň jednu kostru.

Dle Definice 4.8 je kostra K = (V ,E ′) podgrafem obsahuj́ıćım
všechny vrcholy původńıho grafu G .
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Souvislost grafu a kostra

Věta 4.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je souvislý právě tehdy, když obsahuje alespoň jednu kostru.

Důkaz: Tvrzeńı je ve tvaru ekvivalence, je tedy ťreba dokázat oba směry
implikace.

1 G je souvislý ⇒ G obsahuje alespoň jednu kostru.

2 G obsahuje alespoň jednu kostru ⇒ G je souvislý.

Proved’me důkaz obou implikaćı:

“⇐:” Předpokládejme, že graf G obsahuje alespoň jednu kostru.

Dle Definice 4.8 je kostra K = (V ,E ′) podgrafem obsahuj́ıćım
všechny vrcholy původńıho grafu G .

Nav́ıc je K stromem, tud́ıž K je souvislý (dle definice stromu).
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Souvislost grafu a kostra

Věta 4.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je souvislý právě tehdy, když obsahuje alespoň jednu kostru.

Důkaz: Tvrzeńı je ve tvaru ekvivalence, je tedy ťreba dokázat oba směry
implikace.

1 G je souvislý ⇒ G obsahuje alespoň jednu kostru.

2 G obsahuje alespoň jednu kostru ⇒ G je souvislý.

Proved’me důkaz obou implikaćı:

“⇐:” Předpokládejme, že graf G obsahuje alespoň jednu kostru.

Dle Definice 4.8 je kostra K = (V ,E ′) podgrafem obsahuj́ıćım
všechny vrcholy původńıho grafu G .

Nav́ıc je K stromem, tud́ıž K je souvislý (dle definice stromu).

Závěr: Samotný graf G je tedy souvislý.

17. 10. 2017 7 / 37



Pokračováńı důkazu

“⇒:” Předpokládejme, že graf G je souvislý.

Důkaz faktu, že obsahuje alespoň jednu kostru, provedeme matematickou
indukćı vzhledem k počtu hran m ≥ 0.

1

2
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Pokračováńı důkazu

“⇒:” Předpokládejme, že graf G je souvislý.

Důkaz faktu, že obsahuje alespoň jednu kostru, provedeme matematickou
indukćı vzhledem k počtu hran m ≥ 0.

Báze: m = 0, souvislý graf G má 0 hran ⇒ jde o triviálńı strom
s jedńım izolovaným vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotný.

1

2
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Pokračováńı důkazu

“⇒:” Předpokládejme, že graf G je souvislý.

Důkaz faktu, že obsahuje alespoň jednu kostru, provedeme matematickou
indukćı vzhledem k počtu hran m ≥ 0.

Báze: m = 0, souvislý graf G má 0 hran ⇒ jde o triviálńı strom
s jedńım izolovaným vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotný.

Indukčńı p̌redpoklad: necht’ tvrzeńı plat́ı pro souvislý graf G s m
hranami, tj.
(*) souvislý graf G o m hranách obsahuje alespoň jednu kostru.

1

2
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Pokračováńı důkazu

“⇒:” Předpokládejme, že graf G je souvislý.

Důkaz faktu, že obsahuje alespoň jednu kostru, provedeme matematickou
indukćı vzhledem k počtu hran m ≥ 0.

Báze: m = 0, souvislý graf G má 0 hran ⇒ jde o triviálńı strom
s jedńım izolovaným vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotný.

Indukčńı p̌redpoklad: necht’ tvrzeńı plat́ı pro souvislý graf G s m
hranami, tj.
(*) souvislý graf G o m hranách obsahuje alespoň jednu kostru.

Indukčńı krok: Uvažujme souvislý graf G ′ o m + 1 hranách.

1

2
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Pokračováńı důkazu

“⇒:” Předpokládejme, že graf G je souvislý.

Důkaz faktu, že obsahuje alespoň jednu kostru, provedeme matematickou
indukćı vzhledem k počtu hran m ≥ 0.

Báze: m = 0, souvislý graf G má 0 hran ⇒ jde o triviálńı strom
s jedńım izolovaným vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotný.

Indukčńı p̌redpoklad: necht’ tvrzeńı plat́ı pro souvislý graf G s m
hranami, tj.
(*) souvislý graf G o m hranách obsahuje alespoň jednu kostru.

Indukčńı krok: Uvažujme souvislý graf G ′ o m + 1 hranách.

1 G ′ neobsahuje kružnici ⇒ G ′ je strom a jeho kostrou je G ′ samotný.
2
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Pokračováńı důkazu

“⇒:” Předpokládejme, že graf G je souvislý.

Důkaz faktu, že obsahuje alespoň jednu kostru, provedeme matematickou
indukćı vzhledem k počtu hran m ≥ 0.

Báze: m = 0, souvislý graf G má 0 hran ⇒ jde o triviálńı strom
s jedńım izolovaným vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotný.

Indukčńı p̌redpoklad: necht’ tvrzeńı plat́ı pro souvislý graf G s m
hranami, tj.
(*) souvislý graf G o m hranách obsahuje alespoň jednu kostru.

Indukčńı krok: Uvažujme souvislý graf G ′ o m + 1 hranách.

1 G ′ neobsahuje kružnici ⇒ G ′ je strom a jeho kostrou je G ′ samotný.
2 G ′ obsahuje kružnici C

⇒ odebráńım libovolné hrany e ∈ C dostáváme opět souvislý graf
G ′ − e, který už má pouze m hran
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Pokračováńı důkazu
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Indukčńı krok: Uvažujme souvislý graf G ′ o m + 1 hranách.

1 G ′ neobsahuje kružnici ⇒ G ′ je strom a jeho kostrou je G ′ samotný.
2 G ′ obsahuje kružnici C

⇒ odebráńım libovolné hrany e ∈ C dostáváme opět souvislý graf
G ′ − e, který už má pouze m hran
⇒ dle indukčńıho p̌redpokladu a tvrzeńı (*) obsahuje graf G ′ − e

alespoň jednu kostru. Ta je zároveň i kostrou grafu G ′.
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Pokračováńı důkazu

“⇒:” Předpokládejme, že graf G je souvislý.

Důkaz faktu, že obsahuje alespoň jednu kostru, provedeme matematickou
indukćı vzhledem k počtu hran m ≥ 0.

Báze: m = 0, souvislý graf G má 0 hran ⇒ jde o triviálńı strom
s jedńım izolovaným vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotný.

Indukčńı p̌redpoklad: necht’ tvrzeńı plat́ı pro souvislý graf G s m
hranami, tj.
(*) souvislý graf G o m hranách obsahuje alespoň jednu kostru.

Indukčńı krok: Uvažujme souvislý graf G ′ o m + 1 hranách.

1 G ′ neobsahuje kružnici ⇒ G ′ je strom a jeho kostrou je G ′ samotný.
2 G ′ obsahuje kružnici C

⇒ odebráńım libovolné hrany e ∈ C dostáváme opět souvislý graf
G ′ − e, který už má pouze m hran
⇒ dle indukčńıho p̌redpokladu a tvrzeńı (*) obsahuje graf G ′ − e

alespoň jednu kostru. Ta je zároveň i kostrou grafu G ′.

Závěr: Graf G tedy obsahuje alespoň jednu kostru.
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Podḿınka pro souvislý graf

Důsledek 4.1 (MILKOVÁ): V souvislém grafu G = (V ,E ) plat́ı vztah
|E | ≥ |V | − 1.

Důkaz:
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Podḿınka pro souvislý graf

Důsledek 4.1 (MILKOVÁ): V souvislém grafu G = (V ,E ) plat́ı vztah
|E | ≥ |V | − 1.

Důkaz: Souvislý graf obsahuje alespoň jednu kostru K = (V ,E ′), kde
E ′ ⊆ E (dle Věty 4.2).
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Podḿınka pro souvislý graf

Důsledek 4.1 (MILKOVÁ): V souvislém grafu G = (V ,E ) plat́ı vztah
|E | ≥ |V | − 1.

Důkaz: Souvislý graf obsahuje alespoň jednu kostru K = (V ,E ′), kde
E ′ ⊆ E (dle Věty 4.2). Pro kostru K plat́ı |E ′| = |V | − 1.
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Podḿınka pro souvislý graf

Důsledek 4.1 (MILKOVÁ): V souvislém grafu G = (V ,E ) plat́ı vztah
|E | ≥ |V | − 1.

Důkaz: Souvislý graf obsahuje alespoň jednu kostru K = (V ,E ′), kde
E ′ ⊆ E (dle Věty 4.2). Pro kostru K plat́ı |E ′| = |V | − 1. Protože E ′ ⊆ E ,
plat́ı |E | ≥ |V | − 1.
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Podḿınka pro souvislý graf

Důsledek 4.1 (MILKOVÁ): V souvislém grafu G = (V ,E ) plat́ı vztah
|E | ≥ |V | − 1.

Důkaz: Souvislý graf obsahuje alespoň jednu kostru K = (V ,E ′), kde
E ′ ⊆ E (dle Věty 4.2). Pro kostru K plat́ı |E ′| = |V | − 1. Protože E ′ ⊆ E ,
plat́ı |E | ≥ |V | − 1.

Př́ıklad: Je dáno skóre (1, 1, 1, 1, 2, 2, 2) grafu G . Může být graf G
souvislý?

Řešeńı:
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Podḿınka pro souvislý graf

Důsledek 4.1 (MILKOVÁ): V souvislém grafu G = (V ,E ) plat́ı vztah
|E | ≥ |V | − 1.

Důkaz: Souvislý graf obsahuje alespoň jednu kostru K = (V ,E ′), kde
E ′ ⊆ E (dle Věty 4.2). Pro kostru K plat́ı |E ′| = |V | − 1. Protože E ′ ⊆ E ,
plat́ı |E | ≥ |V | − 1.

Př́ıklad: Je dáno skóre (1, 1, 1, 1, 2, 2, 2) grafu G . Může být graf G
souvislý?

Řešeńı: Počet vrchol̊u |V | = 7. Počet hran spoč́ıtáme:
|E | = (1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2)/2 = 5.

Ově̌ŕıme podḿınku pro souvislý graf |E | ≥ |V | − 1 z Věty 4.1. Neńı
pravda, že 5 ≥ 7− 1. Proto graf se zadaným skóre nemůže být souvislý.
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Počet koster v souvislém grafu

Plat́ı žrejmě následuj́ıćı úvahy:

1 Obsahuje-li souvislý graf právě jednu kružnici délky k , pak obsahuje k

koster.

2 Obsahuje-li souvislý graf p po dvou hranově disjunktńıch kružnic
C1,C2, . . . ,Cp, jejichž délky jsou postupně k1, k2, . . . , kp, pak
obsahuje k1 · k2 · · · · · kp koster.

3 Obsahuje-li graf G právě jednu kostru, pak je graf G stromem.

Věta 4.3 (Arthur Cayley): Počet koster úplného grafu Kn, n ≥ 2, je nn−2.
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Př́ıklad 1

Př́ıklad 1: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed
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Př́ıklad 1

Př́ıklad 1: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed

Řešeńı: V grafu je pouze jedna kružnice délky 5. Proto je počet koster
roven 5.
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Př́ıklad 2

Př́ıklad 2: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed
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Př́ıklad 2

Př́ıklad 2: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed

Řešeńı: V grafu jsou dvě po hranách disjunktńı kružnice, jedna délky 3,
druhá délky 5. Proto je počet koster roven 5 · 3 = 15.
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Př́ıklad 3

Př́ıklad 3: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed
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Př́ıklad 3

Př́ıklad 3: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed

Řešeńı: V grafu jsou vidět dva zaj́ımavé podgrafy: úplný graf K4 a
kružnice délky 5. V́ıme, že pro úplný graf K4 plat́ı, že počet koster je
42 = 16. Obsahuje-li graf nav́ıc ještě kružnici délky 5, pak je počet koster
celého grafu roven 16 · 5 = 80.
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Př́ıklad 4

Př́ıklad 4: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed
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Př́ıklad 4

Př́ıklad 4: Určete počet koster v následuj́ıćım grafu.

a b

i h

c

g f

ed

Řešeńı: Graf je stromem, počet koster je tedy roven 1.
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Prohrnováńı silnic

V královstv́ı je 6 měst – označme je A, B, C, D, E, F, a některá z nich jsou
spojena p̌ŕımou silnićı. Křižovatky jsou pouze ve městech. Mezi některými
městy p̌ŕımá silnice nevede, ale z každého města se dá po silnićıch dostat
do libovolného jiného. V noci se p̌rihnala se vánice a zasněžila všechny
silnice v celém královstv́ı. Napadlo až metr sněhu. Odhrabovač̊u je málo a
takovou sněhovou nad́ılku budou odkĺızet ještě hodně dlouho. Rozhodněte,
které silnice se maj́ı odhrabat jako prvńı, aby mezi každýma dvěma městy
vedla sj́ızdná silnice. Přikládáme plán královstv́ı s délkou jednotlivých cest.

BA C

D FE4 8

3

21

6
97

5

2

4
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Problém minimálńı kostry

Mějme ohodnocený souvislý graf G = (V ,E ). Každé hraně e ∈ E je dáno
reálné č́ıslo w(e), tzv. ohodnoceńı hrany.

Mezi všemi kostrami grafu G najděte kostru H = (V ,E ′) takovou, že
součet ohodnoceńı jej́ıch hran w(H) =

∑
e∈E ′ w(e) nabývá minimálńı

hodnoty.

Kostru H nazveme minimálńı kostrou grafu G a w(H) cenou kostry H.

Poznámky:

1 Minimálńıch koster může být v́ıce.

2 V praxi se setkáváme věťsinou s t́ım, že ohodnoceńı hran je nezáporné.

3 Češt́ı matematici stáli u zrodu nejznáměǰśıch algoritmů pro nalezeńı
minimálńı kostry. Prvńım byl ve 20. letech 20. stolet́ı brněnský
matematik Otakar Bor̊uvka (elektrifikace na jižńı a západńı Moravě).
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Kruskal̊uv algoritmus

Věta 4.18 (FUCHS): Bud’ (V, E, w) konečný souvislý graf
s ohodnoceńım hran w . Všechny hrany e1, . . . , en ∈ E sestavme do
posloupnosti tak, aby w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(en). Algoritmus pro
nalezeńı minimálńı kostry grafu G je následuj́ıćı:

(1) Polož E0 = ∅, i = 1.

(2) Obsahuje graf (V ,Ei−1∪{ei}) kružnici? ANO: krok (4). NE: krok (3).

(3) Polož Ei = Ei−1 ∪ {ei}. Jdi na krok (5).

(4) Polož Ei = Ei−1.

(5) Je i = n? ANO: Jdi na krok (6). NE: Jdi na krok (8).

(6) Polož Ei = K .

(7) KONEC. (U,K ) je minimálńı kostra.

(8) Zvěťsi hodnotu i o jedničku a jdi na krok (2).

17. 10. 2017 17 / 37



Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Počátek algoritmu – neorientovaný graf o sedmi uzlech A, B, C, D, E, F, G
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: C–2–F (paťŕı do kostry)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: D–2–E (paťŕı do kostry)

EC

F G

BA

D

7

5

2

6

4

7

3 2

6 5

4 3

17. 10. 2017 18 / 37



Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: C–3–D (paťŕı do kostry)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: D–3–G (paťŕı do kostry)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: D–4–F (nepaťŕı do kostry)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: D–4–F (p̌ridáńım hrany D–4–F by vznikla
kružnice CDFC)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: E–4–G (nepaťŕı do kostry)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: E–4–G (p̌ridáńım hrany E–4–G by vznikla
kružnice DEGD)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: B–5–D (paťŕı do kostry)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Aktuálně zpracovávaná hrana: A-5-C (paťŕı do kostry)
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Př́ıklad použit́ı Kruskalova algoritmu

Konec algoritmu, kostra je úplná

EC

F G

BA

D

7

5

2

6

4

7

3 2

6 5

4 3

17. 10. 2017 18 / 37



Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Počátek algoritmu – neorientovaný graf o sedmi uzlech (stromech) A, B,
C, D, E, F, G
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Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” {A}: nejkraťśı hrana A-5-C ke stromu {C}
⇒ nový strom {A, C}
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Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” {B}: nejkraťśı hrana B-5-D ke stromu
{D} ⇒ nový strom {B, D}
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Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” {E}: nejkraťśı hrana E-2-D ke stromu
{B, D} ⇒ nový strom {B, D, E}
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Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” {F}: nejkraťśı hrana F-2-C ke stromu
{A, C} ⇒ nový strom {A, C, F}
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Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” {G}: nejkraťśı hrana G-3-D ke stromu
{B, D, E} ⇒ nový strom {B, D, E, G}
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Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Sumarizace: dva stromy, modrý: {A, C, F}, červený: {B, D, E, G}

EC

F G

BA

D

7

5

2

6

4

7

3 2

6 5

4 3

17. 10. 2017 19 / 37



Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” {A, C, F}: nejkraťśı hrana C-3-D ke
stromu {B, D, E, F}
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Př́ıklad použit́ı Bor̊uvkova algoritmu

Konec algoritmu – spojeńı posledńıch dvou stromů ⇒ minimálńı kostra.
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Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Počátek algoritmu – neorientovaný graf G o vrcholech A, B, C, D, E, F, G
a vyznačeným stromem S = {A}
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Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” S = {A}: nejkraťśı hrana od S do G − S

je hrana A-5-C ⇒ nový strom S = {A,C}

EC

F G

BA

D

7

5

2

6

4

7

3 2

6 5

4 3

17. 10. 2017 20 / 37



Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” S = {A,C}: nejkraťśı hrana od S do
G − S je hrana C-2-F ⇒ nový strom S = {A,C ,F}
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Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” S = {A,C ,F}: nejkraťśı hrana od S do
G − S je hrana C-3-D ⇒ nový strom S = {A,C ,D,F}

EC

F G

BA

D

7

5

2

6

4

7

3 2

6 5

4 3

17. 10. 2017 20 / 37



Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” S = {A,C ,D,F}: nejkraťśı hrana od S do
G − S je hrana D-2-E ⇒ nový strom S = {A,C ,D,E ,F}
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Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” S = {A,C ,D,E ,F}: nejkraťśı hrana od S

do G − S je hrana D-3-G ⇒ nový strom S = {A,C ,D,E ,F ,G}
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Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Aktuálně zpracovávaný “strom” S = {A,C ,D,E ,F ,G}: nejkraťśı hrana
od S do G − S je hrana D-5-B ⇒ nový strom S = {A,B ,C ,D,E ,F ,G}
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Př́ıklad použit́ı Jarńıkova algoritmu

Konec algoritmu, ve stromu S jsou všechny vrcholy původńıho grafu G
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Srovnáńı algoritmů

1 Kruskal̊uv algoritmus nejprve uspǒrádá hrany podle ohodnoceńı, pak
je procháźı a když aktuálńı hrana nevytvá̌ŕı kružnici, p̌ridá ji do
minimálńı kostry. Pro grafy s menš́ım počtem hran je nejefektivněǰśı.

2 Bor̊uvk̊uv algoritmus: v každém kroku docháźı ke spojeńı aktuálńıho
stromu s nejbližš́ım jiným stromem. S využit́ım speciálńıch datových
struktur je pro grafy s velkým počtem hran velmi rychlý.

3 Jarńık̊uv algoritmus je vlastně obdobou Bor̊uvkova algoritmu s t́ım
rozd́ılem, že v každém kroku bereme tentýž strom, který obohacujeme
spojeńım s daľśım stromem. Opět je výhodněǰśı jej použ́ıt pro grafy
s velkým počtem hran.
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Prohrnováńı silnic – řešeńı
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Řešeńı pomoćı Kruskalova algoritmu:
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Prohrnováńı silnic – řešeńı
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Úloha o ťrech nádobách

Zadáńı: Mějme plnou nádobu vody o objemu 8 litr̊u a dvě prázdné nádoby
s objemy 5 a 3 litry. Jakým způsobem muśıme p̌relévat vodu tak, abychom
nakonec dostali dvakrát 4 litry?
Poznámka: Ani jedna z nádob nemá měrnou stupnici.

8 litrů 5 litrů 3 litry

Autor prvńıho řešeńı z r. 1893: Georges Édouard Auguste Brunel
(1856–1900)
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Úloha o ťrech nádobách – jak řešit pomoćı graf̊u

1 Objem ťŕı nádob zapisovat do návěšt́ı vrchol̊u – trojice p̌rirozených
č́ısel (i , j , k) včetně nuly, p̌ričemž i ≤ 8, j ≤ 5, k ≤ 3.

2 Vrcholy jsou vlastně “stavy”, v jakých mohou jednotlivé nádoby být.
Je-li možné p̌rej́ıt z jednoho stavu do druhého, uḿıst́ıme mezi ně
hranu či šipku (“orientovanou hranu”).

3 Existuj́ı hrany, u kterých zálež́ı na pǒrad́ı počátečńıho a koncového
vrcholu (viz červená šipka).

4 Řešeńım úlohy je nalezeńı cesty o co nejmenš́ım počtu hran (šipek) ze
stavu (8, 0, 0) do stavu (4, 4, 0).
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Úloha o ťrech nádobách – stavové pole

8 0 0

4 4 0

START:

CÍL:

5 0 3 3 5 0

5 3 0 0 5 3

3 5

3 5

2 3 3

3

4 1 3

1
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Úloha o ťrech nádobách – řešeńı

Řešeńı:

(8, 0, 0) →3 (5, 0, 3)

→3 (5, 3, 0)

→3 (2, 3, 3)

→2 (2, 5, 1)

→5 (7, 0, 1)

→1 (7, 1, 0)

→3 (4, 1, 3)

→3 (4, 4, 0)
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Úloha Vlk, koza, zeĺı

Zadáńı: Vesničan se vraćı z trhu domů. Má s sebou kozu, vlka a v ruce
hlávku zeĺı. Najednou p̌rǐsel k řece. Na b̌rehu má p̌rivázanou malou lod’.
Už chce nasednout, když tu ho náhle dobrá nálada opoušt́ı. Totiž, do té
lodičky se všechno naráz nevejde. A když tu nechá vlka samotného, vlk sńı
kozu. Když tu nechá kozu, ta sńı zeĺı. Jak dostane vlka, kozu i zeĺı na
druhou stranu?

Do lod’ky se mu vejde jen jedna věc. A na žádném z b̌rehů nesḿı nechat
samotného vlka s kozou nebo kozu a zeĺı.
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Úloha Vlk, koza, zeĺı

Zadáńı: Vesničan se vraćı z trhu domů. Má s sebou kozu, vlka a v ruce
hlávku zeĺı. Najednou p̌rǐsel k řece. Na b̌rehu má p̌rivázanou malou lod’.
Už chce nasednout, když tu ho náhle dobrá nálada opoušt́ı. Totiž, do té
lodičky se všechno naráz nevejde. A když tu nechá vlka samotného, vlk sńı
kozu. Když tu nechá kozu, ta sńı zeĺı. Jak dostane vlka, kozu i zeĺı na
druhou stranu?

Do lod’ky se mu vejde jen jedna věc. A na žádném z b̌rehů nesḿı nechat
samotného vlka s kozou nebo kozu a zeĺı.

Řešeńı: Nejprve si označ́ıme účastńıky p̌revozu. Vlk, Koza, Zeĺı a
Převozńık. Stavy grafu budou dvojice, které vzniknou rozkladem množiny
{V ,K ,Z ,P} na dvě podmnožiny reprezentuj́ıćı objekty na levém a pravém
b̌rehu. Počátečńım stavem je tedy dvojice ({V ,K ,Z ,P}, ∅), ćılem je doj́ıt
k vrcholu (∅, {V ,K ,Z ,P}).
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Úloha Vlk, koza, zeĺı – stavové pole
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Červeně jsou označené nepovolené stavy a hrany s nimi incidentńı.
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Úloha Vlk, koza, zeĺı – řešeńı
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Zeleně je vyznačena nejkraťśı cesta, která procháźı povolenými stavy.
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Hledáńı nejkraťśı cesty

Mějme ohodnocený (vážený) graf G = (V ,E ). Každé hraně e ∈ E je dáno
reálné nezáporné č́ıslo w(e), tzv. ohodnoceńı (váha) hrany.

V teorii graf̊u se můžeme setkat s těmito velmi podobnými problémy:

1 Shortest path: Najděte nejkraťśı cestu z iniciálńıho vrcholu s ∈ V do
ćılového vrcholu t ∈ V v grafu G .

2 Single source shortest path: Najděte nejkraťśı cestu z iniciálńıho
vrcholu a ∈ V do všech ostatńıch uzl̊u grafu G .

3 All pairs shortest path: Najděte nejkraťśı cestu mezi každou dvojićı
vrchol̊u grafu G .

Poznámka: K řešeńı prvńıch dvou problémů se použ́ıvá Dijkstr̊uv

algoritmus. Je možné jej použ́ıt i pro řešeńı 3. problému (aplikujeme jej pro
každý vrchol grafu zvlášt’), efektivněǰśı metodou je však Floyd-Warshall̊uv

algoritmus.
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Dijkstr̊uv algoritmus – inicializace

Na počátku algoritmu vlož́ıme do návěšt́ı iniciálńıho uzlu A hodnotu A/0,
do návěšt́ı ostatńıch uzl̊u X , jejichž vzdálenost od A zat́ım neznáme,
zaṕı̌seme X/∞, viz následuj́ıćı obrázek.

A/0

B/¥D/¥

E/¥ C/¥

F/¥

6 1

4 2

4 3

3

1

1
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Dijkstr̊uv algoritmus – procházeńı grafu

Opakovaně provád́ıme následuj́ıćı ťri kroky, dokud nezpracujeme všechny
vrcholy:

1 Mezi nezpracovanými vrcholy najdeme uzel X/n s nejmenš́ı
vzdálenost́ı n od iniciálńıho vrcholu A.

2 Pro každou hranu e vedoućı z uzlu X/n do nezpracovaného vrcholu
Y /m provedeme následuj́ıćı:

je-li m > n + w(e), změńıme aktuálńı vzdálenost uzlu Y od iniciálńıho
uzlu A na m = n + w(e),
v opačném p̌ŕıpadě ponecháme návěšt́ı uzlu Y beze změny.

3 Označ́ıme uzel X jako zpracovaný.
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Počátek algoritmu – neorientovaný graf o šesti uzlech A, B, C, D, E, F,
p̌ričemž vrchol A je iniciálńı.
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E/¥ C/¥

F/¥
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Uzel A se aktuálně zpracovává

A/0
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Měńı se návěšt́ı uzl̊u B, D, E (dosud nezpracovańı sousedé vrcholu A)
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E/3 C/¥

F/¥
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovaných vrchol̊u má nejmenš́ı vzdálenost uzel B
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Uzel B se aktuálně zpracovává, vrchol A je označen jako zpracovaný
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Měńı se návěšt́ı uzl̊u C, E (dosud nezpracovańı sousedé vrcholu B)
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovaných vrchol̊u má nejmenš́ı vzdálenost uzel E
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Uzel E se aktuálně zpracovává, vrchol B je označen jako zpracovaný
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Měńı se návěšt́ı uzl̊u C, D, F (dosud nezpracovańı sousedé vrcholu E)

D/6

E/2 C/3

F/6

6 1

4 2

4 3

3

1

1

B/1

A/0

17. 10. 2017 33 / 37



Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovaných vrchol̊u má nejmenš́ı vzdálenost uzel C
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Uzel C se aktuálně zpracovává, vrchol E je označen jako zpracovaný
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Měńı se návěšt́ı uzlu F (dosud nezpracovaný soused vrcholu C)
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovaných vrchol̊u má nejmenš́ı vzdálenost uzel F
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Uzel F se aktuálně zpracovává, vrchol C je označen jako zpracovaný
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Uzel F nemá nezpracované sousedy, je označen jako zpracovaný
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovaných vrchol̊u zbývá pouze vrchol D, je označen jako aktuálně
zpracovávaný.
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Př́ıklad použit́ı Dijkstrova algoritmu

Uzel D nemá nezpracované sousedy. Je označen jako zpracovaný.
Konec algoritmu.
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Dijkstr̊uv algoritmus – poznámky

1 Dijkstr̊uv algoritmus lze použ́ıt i pro neohodnocené grafy – postač́ı
každé hraně p̌ridat ohodnoceńı 1.

2 Dijkstr̊uv algoritmus lze použ́ıt i pro orientované grafy, tj. grafy,
v nichž má hrana směr.

3 Dijkstr̊uv algoritmus nelze spolehlivě použ́ıt pro ohodnocené grafy, ve
kterých je váha některých hran záporná.
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Dijkstr̊uv algoritmus – p̌ŕıklad

Nalezněte (pomoćı Dijkstrova algoritmu) nejkraťśı cestu od uzlu A ke
všem ostatńım vrchol̊um grafu zadaného následuj́ıćım obrázkem.
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Dijkstr̊uv algoritmus – řešeńı p̌ŕıkladu
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