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Bezproblémové skupiny ve tridé

Ve t¥idé je 12 déti. Déti byvaji pro denni aktivity obvykle rozdéleny do t¥

skupin. Dnes je ale zapotfebi rozdélit je jen do dvou skupin. Je zndmo, Ze

n&které dvojice d&ti, kdyZ jsou pohromadg, délaji problémy (zlobi se, perou
atd.) — viz nasledujici prehled.

Zjistéte, zda je moZné provést rozdéleni déti tak, aby Zadné
“problematické” déti nebyly spolu v jedné skupiné.

a.. ¢ f g.. d

b h

c... a il i... ¢ f
d.. g j... ef
e... Jj k1 k.. e

f... a i jl|1... cef
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Bezproblémové skupiny grafem

Vztahy déti |ze jednoduSe znazornit neorientovanym grafem:
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Bipartitni grafy

Definice 2.1 (MILKOVA): Bipartitni graf je graf G = (V, E), jehoz
mnozZinu vrchold miZeme rozdé&lit do dvou mnoZin V4 a V5 tak, Ze
Vinv, = 0,
ViuW, =V a
kazdad hrana grafu G ma jeden koncovy vrchol v mnozing V4 a druhy
v mnoziné V5.
Uplny bipartitni graf Km,n = (V1 U V,, E) je bipartitni graf, kde
|Vi| = m, |Va| = n a kaZdy z m vrchold mnoZiny V4 je spojen s hranou
s kazdym z n vrcholl mnoZiny V5.

Poznamka: Uplny bipartitni graf K, , ma m- n hran.
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Bezproblémové skupiny — feseni

Jesté jednou si zobrazime graf v8ech déti a jejich vztah(:
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Bezproblémové skupiny — feseni

Dit& a nemiiZze byt ve stejné skupin& jako déti ¢, f (hrany a — ¢, a — f),
zérovefi déti ¢, f spolu mohou byt ve skupin& (neexistuje hrana ¢ — f).
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Bezproblémové skupiny — feseni

Vi | Vs
a c, f

Dité f nemize byt ve stejné skupiné jako déti /,j, /, které naopak mohou
byt ve skupiné s ditétem a (neexistuji hrany a —i,a—j,a— /).
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Bezproblémové skupiny — feseni

Vi Vs
a,i,j,l|cf

Dité e nemize byt ve stejné skupiné jako déti j, k, I, dité k naopak mize
byt ve skupiné s d&tmi a, i, j, | (neexistuji hrany mezi témito 5 d&tmi).
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Bezproblémové skupiny — feseni

Vi Vo
a,i,j,k,1|cef

Déti d, g nemohou byt ve stejné skuping, nemaji v8ak vztah s Zddnym
jinym ditétem. Proto je do skupin mizZeme rozdélit libovolné&.
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Bezproblémové skupiny — feseni

Vi Vo
a7d7i’.j7k7l C7e7f’g

Déti b, h jsou bezkonfliktni, miZeme je tudiZ pFfidat do libovolné skupiny.
Abychom méli vyrovnany pocet, budou ve skupiné V5.
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Bezproblémové skupiny — feseni

Vysledné rozdéleni (neni jediné mozné):

Vi Vo
a7d7i’j7k7/ b7C’e7f7g7h
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Kdy jsou kruznice bipartitnimi grafy?

Poznamka: Je patrné, Ze kruZnice sudé délky jsou bipartitnimi grafy.

N&zorn& si to mizeme ukazat na G4, Co (viz ndsledujici obrdzek).
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Kdy jsou kruznice bipartitnimi grafy?

Poznamka: Je patrné, Ze kruZnice sudé délky jsou bipartitnimi grafy.
Ndzorné si to mizeme ukdzat na C4, Gp (viz ndsledujici obrdzek).

Pro kruznice liché délky plati nasledujici véta:

Véta 2.1 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plat:
Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyZ G neobsahuje kruznici liché délky.

K dikazu Véty 2.1 budeme potfebovat dokdzat pomocna tvrzeni
Lemma 1, Lemma 2 (viz nasledujici slajdy).
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Lemma 1 (MILKOVA): Uzavieny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruZnici liché délky.

Dukaz: Provedeme indukci vzhledem k délce uzavfeného sledu.
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Lemma 1 (MILKOVA): Uzavteny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruznici liché délky.

Dukaz: Provedeme indukci vzhledem k délce uzavfeného sledu.

Baze: je-li k = 3, pak uzavfenym sledem délky 3 je “trojuhelnik”, tj.
kruznice liché délky.
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Lemma 1 (MILKOVA): Uzavteny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruznici liché délky.

Dukaz: Provedeme indukci vzhledem k délce uzavifeného sledu.

Baze: je-li k = 3, pak uzavfenym sledem délky 3 je “trojuhelnik”, tj.
kruznice liché délky.

Indukéni pFedpoklad: Uzavieny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruznici liché délky.
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Lemma 1 (MILKOVA): Uzavteny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruznici liché délky.

Dukaz: Provedeme indukci vzhledem k délce uzavfeného sledu.

Baze: je-li k = 3, pak uzavfenym sledem délky 3 je “trojihelnik”, tj.
kruznice liché délky.

Indukéni pfedpoklad: Uzav¥eny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruznici liché délky.

Indukéni krok: M&me uzavieny sled S = (vp, €1, ..., €k+1, Vk+1, €k+2, V0)
liché délky k + 2. Pro sled S mohou nastat dva p¥ipady:
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Lemma 1 (MILKOVA): Uzavteny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruznici liché délky.

Dukaz: Provedeme indukci vzhledem k délce uzavfeného sledu.

Baze: je-li k = 3, pak uzavfenym sledem délky 3 je “trojihelnik”, tj.
kruznice liché délky.

Indukéni pfedpoklad: Uzav¥eny sled liché délky k (k > 3) obsahuje
kruznici liché délky.

Indukéni krok: M&jme uzavieny sled S = (vp, €1, ..., €k+1, Vk+1, €k+2, V0)
liché délky k + 2. Pro sled S mohou nastat dva pfipady:
Uzav¥eny sled liché délky S je kruZnice = lemma je dokdzano.

Uzav¥eny sled liché délky S neni kruZnice, viz obrizek:
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Pokracovani dikazu Lemmatu 1

Uzav¥eny sled S liché délky neni kruZnice:
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Pokracovani dikazu Lemmatu 1

Uzav¥eny sled S liché délky neni kruZnice:

5

S musi obsahovat kruznici C = (vj, €11, Vit1, - - -, Vj—1, €, Vj = V;):
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Pokracovani dikazu Lemmatu 1

Je-li kruznice C (vyznalend &erveng) liché délky, je diikaz hotov (uzavfeny
sled liché délky obsahuje kruznici liché délky).
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Pokracovani dikazu Lemmatu 1

Je-li kruZnice C (vyznatend Cerveng) sudé délky, pak odebranim
posloupnosti (Vv;, €41, Vit1,- -, Vj—1, &) ze sledu S dostaneme uzavieny
sled S’ liché délky meni nez k. Pro&?
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Pokracovani dikazu Lemmatu 1

Je-li kruZnice C (vyznaend Cerven&) sudé délky, pak odebrdnim

posloupnosti (Vvi, €41, Vit1, .-, Vj—1, &) ze sledu S dostaneme uzavfeny
sled S’ liché délky men&i nez k. Pro&?

(PFece sled S byl liché délky a obsahoval kruznici C sudé délky. Odebranim
sudého poltu hran ze sledu S ma zbyvajici uzavreny sled S’ lichou délku.)
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Pokracovani dikazu Lemmatu 1

Je-li kruznice C (vyznaend Cerven&) sudé délky, pak odebrdnim
posloupnosti (Vv;, €41, Vit1,- -, Vj—1, &) ze sledu S dostaneme uzavfeny
sled S’ liché délky men%i nez k. Pro¢?

(P¥ece sled S byl liché délky a obsahoval kruznici C sudé délky. Odebranim
sudého poétu hran ze sledu S md zbyvajici uzavreny sled S’ lichou délku.)

Uzav¥eny sled S’ ma lichou délku men3i nez k.

= dle induk&niho predpokladu sled S’ C S obsahuje lichou kruZnici.
= sled S obsahuje lichou kruZnici.

= Indukéni krok a cely diikaz je hotov.
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Lemma 2 (MILKOVA): Kruznice liché délky nenf bipartitni graf, J

Dikaz (nebude vyzadovan u zkousky): P¥edpoklddejme sporem, Ze
kruznice liché délky C = (vo, €1, v1, ..., €, Vk = Vo) je bipartitnim grafem
(k je liché &islo).
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Lemma 2 (MILKOVA): Kruznice liché délky nenf bipartitni graf, J

Dikaz (nebude vyZadovan u zkousky): Pfedpoklddejme sporem, Ze
kruznice liché délky C = (v, e1,v1, ..., €k, vk = Vo) je bipartitnim grafem
(k je liché &islo).

Rozdé&lme vrcholy kruznice do dvou skupin, V4 bude mit vrcholy s lichym
indexem, V, vrcholy se sudym indexem. Co vrchol vg = v,? Kam s nim?
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Podminka pro bipartitni graf

Vratme se nyni k v&t&, kterd uddva nutnou a dostalujici podminku pro to,
aby graf byl bipartitni.

Véta 2.1 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plat:
Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyZ G neobsahuje kruznici liché délky.

Diikaz (nebude vyZadovan u zkousky):
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Podminka pro bipartitni graf

Vratme se nyni k v&t&, kterd udava nutnou a dostalujici podminku pro to,
aby graf byl bipartitni.

Véta 2.1 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plat:
Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyZz G neobsahuje kruznici liché délky.

Dikaz (nebude vyZadovan u zkousky): Provadime ov&fenim obou
implikaci

G je bipartitni = G neobsahuje kruznici liché délky.
G neobsahuje kruznici liché délky = G je bipartitni.
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Dikaz Véty 2.1 ve sméru =

Tvrzeni 1: G je bipartitni = G neobsahuje kruznici liché délky. )

Diikaz: PouZijeme metodu obmé&ny (kontrapozice). Ta je zaloZena na
nasledujici tautologii:

(-B=-A)= (A= B)
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Dikaz Véty 2.1 ve sméru =

Tvrzeni 1: G je bipartitni = G neobsahuje kruZznici liché délky. J

Dikaz: PouZijeme metodu obmé&ny (kontrapozice). Ta je zaloZena na
nasledujici tautologii:

(-B=-A)= (A= B)

Tvrzeni 1 je ve tvaru A = B. Vytvofme jeho kontrapozici =B = —A:

(*): G obsahuje kruznici liché délky = G nenf bipartitni.
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Dikaz Véty 2.1 ve sméru =

Tvrzeni 1: G je bipartitni = G neobsahuje kruZnici liché délky.

Dikaz: Pouzijeme metodu obmé&ny (kontrapozice). Ta je zaloZena na
nasledujici tautologii:

(-B=-A)= (A= B)
Tvrzeni 1 je ve tvaru A = B. Vytvofme jeho kontrapozici =B = —A:
(*): G obsahuje kruznici liché délky = G nenf bipartitni.

Tvrzeni (*) zfejmé plati, dle Lemmatu 2 (KruZnice liché délky neni
bipartitni graf).
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Dikaz Véty 2.1 ve sméru =

Tvrzeni 1: G je bipartitni = G neobsahuje kruznici liché délky.

Diikaz: PouZijeme metodu obmé&ny (kontrapozice). Ta je zaloZena na
nasledujici tautologii:

(-B=-A)= (A= B)
Tvrzeni 1 je ve tvaru A = B. Vytvofme jeho kontrapozici =B = —A:
(*): G obsahuje kruZnici liché délky = G neni bipartitni.
Tvrzeni (*) zfejmé plati, dle Lemmatu 2 (KruZnice liché délky neni

bipartitni graf).

Zavér: Z platnosti tvrzeni (*) vyplyva pravdivost Tvrzeni 1.
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Dikaz Véty 2.1 ve sméru <

Tvrzeni 2: G neobsahuje kruZnici liché délky = G je bipartitni. J

Diikaz: Predpokladejme sporem, Ze Tvrzeni 2 neplati, tj.
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Dikaz Véty 2.1 ve sméru <

Tvrzeni 2: G neobsahuje kruZnici liché délky = G je bipartitni.

Diikaz: Pfedpokladejme sporem, ze Tvrzeni 2 neplati, tj.
(**) G neobsahuje kruznici liché délky A G neni bipartitni.

Bez djmy na obecnosti jesté predpokladejme, Ze je graf G souvisly.
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Dikaz Véty 2.1 ve sméru <

Tvrzeni 2: G neobsahuje kruZnici liché délky = G je bipartitni. J

Diikaz: Predpokladejme sporem, Zze Tvrzeni 2 neplati, tj.

(**) G neobsahuje kruznici liché délky A G neni bipartitni.
Bez (jmy na obecnosti jesté predpokladejme, Ze je graf G souvisly.
Zvolme pevné vrchol v € V. Rozdélme mnoZinu vrcholl na dvé skupiny:

m V7 obsahuje ty vrcholy, jejichZ nejkratsi vzdalenost od v je licha.

m V) obsahuje ty vrcholy, jejichZ nejkratsi vzdalenost od v je suda.
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Pokracovani diikazu Véty 2.1 ve sméru <

Zndzornéme si rozdéleni mnoziny vrchold na dvé& skupiny Vi, Vs.
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Pokracovani diikazu Véty 2.1 ve sméru <

ProtoZe graf G neni bipartitni, existuje hrana e = {x, y}, jejiZ oba koncové
vrcholy pat# napt¥. do skupiny V.
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Pokracovani diikazu Véty 2.1 ve sméru <

Nejkratsi cesta z vrcholu v do vrcholu x je liché délky.
Nejkratsi cesta z vrcholu v do vrcholu y je liché délky.
Celkem: nejkrat3i cesta C’ z x do y ptes vrchol v je sudé délky.
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Pokracovani diikazu Véty 2.1 ve sméru <

Dopliime sled C’ o pfimou hranu e = {x, y} = v grafu G vznikd uzav¥eny
sled S liché délky.

Sled S: v,
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Pokracovani diikazu Véty 2.1 ve sméru <

Uzav¥eny sled S liché délky obsahuje dle Lemmatu 1 kruZnici liché délky
= spor s predpokladem (**).
Zavér: Tvrzeni 2, tj. opak tvrzeni (**), plati.
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Priklad 1

Rozhodnéte, zda je nasledujici graf bipartitni. Svou odpovéd zdlivodnéte.
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Priklad 1

Rozhodnéte, zda je ndsledujici graf bipartitni. Svou odpovéd zdlvodnéte.

ReZeni: Graf neni bipartitni, protoZe obsahuje kruZnice liché délky, nap¥.
trojahelnik na vrcholech {e, f, h} & kruZznici délky 5 na vrcholech
{b,c,f, h, e}
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Priklad 2

Rozhodnéte, zda je nasledujici graf bipartitni. Svou odpovéd zdlivodnéte.
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Priklad 2

Rozhodnéte, zda je nasledujici graf bipartitni. Svou odpovéd zdlivodnéte.

Reseni: Graf je bipartitni, rozdé&leni vrcholi je nasledujici:
Vl = {aa o e,g,j}, V2 = {b, d, f, h, I}
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Trasa vyletu

P¥atelé s détmi se vydali na vylet. Rodice pro své déti vymysleli zajimavy
tkol. Na zacatku vyletu, v obci h, dali détem do ruky mapu, na niZ bylo
zakresleno celkem 12 obci. Dvé obce x, y jsou na mapé& propojeny ¢&érou,
je-li p&i cesta mezi x, y uskutelnitelna. Ukolem déti je vymyslet trasu
vyletu tak, aby zacala a koncila v obci h a vedla kaZdou obci pravé jednou.
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Hamiltonovska kruznice a graf

Definice 2.2 (MILKOVA): Hamiltonovska kruznice v grafu G je
kruZnice obsahujici viechny vrcholy grafu G.
Hamiltonovsky graf je graf, ve kterém existuje hamiltonovska kruZnice.

Historicka poznamka: William Rowan Hamilton (1805-1865) vymyslel

v r. 1853 hru s ndzvem Icosian Game (pozdg&ji Cesta kolem svéta), v niz
pouZil pravidelny dvanactistén. Vrcholy pfedstavovaly svétovd mésta a byly
oznadeny kolikem. Cilem hry bylo natdhnout vidakno, které by prochazelo
kolem v8ech kolikl a tvofilo tak kruZnici.
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Dvanactistén a jeho grafova reprezentace
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Trasa vyletu — FeSeni

Matematicky je mozné vyjad¥it dkol déti takto: Najdéte hamiltonovskou
kruZnici v ndsledujicim grafu, kterd za&ind a kon¢&i vrcholem h.
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Matematicky je mozné vyjad¥it dkol déti takto: Najdéte hamiltonovskou
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Uloha %achového jezdce

Zadani: Sachovy jezdec ma projit prazdnou Sachovnici tak, aby na kazdé
pole vstoupil pravé jednou a vratil se pfi poslednim tahu na vychozi pole.

Podminka navratu na stejné misto ¢asto nebyvd nutnd, v takovém pfipadé
jde o hamiltonovskou cestu.

pod——
Ll

AN
N
—
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Uloha jezdce — slavny matematicky problém

m Abraham de Moivre (1667-1754): na potatku 18. stoleti podal jedno
z prvnich YeSeni — ukaZeme si za chvili jeho princip.

m Leonard Euler (1707-1783): problémem se zaal zabyvat v r. 1757, o
dva roky pozdégji tlohu zobecnil pro Sachovnici n x n.

m Dal3i Usp&sni Yesitelé: A. T. Vandermond (1735-1796), C. F. Gauss
(1777-1855), K. F. Janisch (1813-1872, ¥edeni ve tvaru magického
Ctverce), ...

m Peter Guthrie Tait (1831-1901): dlohu jako prvni ¥esil grafové.
Vrcholy grafu reprezentovaly jednotlivé pole Sachovnice. Dva vrcholy
spojil hranou tehdy, kdyZ mezi odpovidajicimi poli mohl jezdec
vykonat jeden tah. Je zfejmé, Ze grafova reprezentace feSeni p¥ilis
neusnadiiuje.
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Regeni tlohy %achového jezdce (de Moivre)

Sachovnici si rozdélime na dv& &3sti, vnit¥nich 16 poli a zbyla pole na
okraji, na nichZ se snazime jezdcem tahnout.

{ehi) - —\
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Regeni tlohy %achového jezdce (de Moivre)

Sachovnici si rozdélime na dv& &3sti, vnit¥nich 16 poli a zbyla pole na
okraji, na nichZ se snazime jezdcem tahnout.
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Regeni tlohy %achového jezdce (de Moivre)

Dostaneme se do situace, kdy uz jezdcem nemuiZeme tdhnout po okraji
Sachovnice. Jedind moZnost je vstoupit do vnitfni oblasti.

16| 5 18] 7
15| 4 17] 6

20| 9

13

N

12123 10| 21

Bl

11 ] 22

N
S
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Regeni tlohy %achového jezdce (de Moivre)

Tahneme tedy jezdcem do vnitfnich 16 poli. Dokoncit zbyvajici tahy uz

nebyva problém.

16| 5 18| 7
15] 4 17] 6
8 119
3|14
201 9
1322
12|23 10|21
1124 11| 22
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Podminky pro Hamiltonovsky graf

m Nebyla dosud nalezend nutna a zaroveii postalujici podminka pro
existenci Hamiltonovského grafu.
m Postadujici podminky:
Dirac, 1952: Necht G = (V, E) je koneZny graf, |[V|=n>3 a
stx > 7 pro kazdy uzel x € V. Pak graf G je Hamiltonovsky.
(Véta 6.12, FUCHS)
Ore, 1960: Bud G = (V, E) je konetny graf, |V| > 3. Necht pro
kazdé uzly x,y € V, které nejsou sousedni, platf

stx+sty > |V|.

Pak graf G je Hamiltonovsky.
(Véta 6.13, FUCHS)

m Nutnd podminka : Bud G Hamiltonovsky graf. Pak G je uzlové&
2—souvisly (tj. i po odebrani vrcholu ziistane souvisly).
(Vé&ta 6.11, FUCHS)
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Priklady grafi

Hamiltonovsky graf, ktery nespliiuje Diracovu (posta&ujici) podminku —
vrcholy a, d, e nemaji stuperi > %:

Uzlové 2-souvisly graf, ktery neni Hamiltonovsky:

14. 11. 2017 28 / 30



Dal¥i rady pro hledani hamiltonovské kruznice (MILKOVA)

Jestlize vrchol v ma stupefi k, pak hamiltonovska kruznice musi
obsahovat pravé dvé hrany incidentni s vrcholem v.

Jakmile hamiltonovska kruZnice, kterou konstruujeme, prochazi
vrcholem v, pak ostatni nepouzité hrany incidentni s timto vrcholem
jiz miZeme vyloutit (nebudou leZet v hamiltonovské kruznici).
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