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Program prezentace

1 Rovinné grafy

2 Eulerova věta

3 Barveńı graf̊u

4 Platónova tělesa

5 Použité zdroje
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Rozpletáńı propletence

Na obrázku nalevo je zobrazeno osm kuliček, které jsou vzájemně spojeny
gumičkami. Které kuličky posunete, abyste dostali jejich rozestaveńı na
obrázku napravo?

a b

g e

h f

c d

a

c

e

f

e

f

e

f

Úkol spoč́ıvaj́ıćı v nalezeńı rovinné reprezentace grafu.

29. 11. 2017 3 / 34



Rozpletáńı propletence – řešeńı

Zkuśıme posunout dvojici vrchol̊u g , h.

a b

g e

h f

c d
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f

e

f
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Rozpletáńı propletence – řešeńı

Výsledek posunut́ı vrchol̊u g , h doprava společně s hranami, které jsou
s nimi incidentńı:

a b

g e

h f

c d
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g

h
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Rozpletáńı propletence – řešeńı

Zkuśıme posunout dvojici vrchol̊u b, d , a to tak, že uzel b s jeho hranami
posuneme dol̊u, uzel d a jeho hrany směrem nahoru.
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Rozpletáńı propletence – řešeńı

Výsledek posunut́ı vrchol̊u g , h doprava společně s hranami, které jsou
s nimi incidentńı:

a b
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c d
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Rozpletáńı propletence – řešeńı

Rovinné zobrazeńı obou graf̊u je již stejné, dosáhli jsme toho posunut́ım
kuliček b, d , g , h.
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Rovinný graf

Definice 2.4 (MILKOVÁ): Rovinný graf je graf, ke kterému existuje tzv.
rovinná reprezentace (rovinné nakresleńı), tj. můžeme jej nakreslit do
roviny tak, aby se žádné dvě hrany neǩŕıžily (neprot́ınaly ve vniťrńım bodě)
– hrany se mohou prot́ınat jen ve vrcholech.

Plat́ı následuj́ıćı dvě tvrzeńı poskytuj́ıćı nutné podḿınky pro to, aby byl
graf rovinný.

Tvrzeńı 2.4 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) s alespoň ťremi
vrcholy plat́ı: Jestliže je G rovinný graf, pak |E | ≤ 3 · |V | − 6.

Tvrzeńı 2.5 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) s alespoň ťremi
vrcholy, který neobsahuje K3 jako podgraf, plat́ı:
Jestliže je G rovinný graf, pak |E | ≤ 2 · |V | − 4.
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Kuratowského grafy

Významným matematikem, který významně p̌rispěl k problematice
rovinných graf̊u, byl Polák Kazimierz Kuratowski (1896–1980). Dva
nejznáměǰśı grafy, které nejsou rovinné, dostaly jeho jméno.

Kuratowského grafy: K5 (nalevo) a K3,3 (napravo).

a b

d c

e

a b c

d e f

Skóre K5: (4, 4, 4, 4, 4)
Skóre K3,3: (3, 3, 3, 3, 3, 3)
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Kuratowského grafy – proč nejsou rovinné?

a b

d c

e

1 Skóre K5: (4, 4, 4, 4, 4) ⇒ K5 má 5 vrchol̊u a 10 hran, jako sv̊uj
podgraf obsahuje K3. Můžeme ově̌rit pouze nutnou podḿınku
v Tvrzeńı 2.4:

2 |E | = 10, 3 · |V | − 6 = 9 ⇒ vztah |E | ≤ 3 · |V | − 6 neplat́ı.

3 U grafu K5 neńı splněna nutná podḿınka Tvrzeńı 2.4, neńı proto
rovinný.
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Kuratowského grafy – proč nejsou rovinné?

a b c

d e f

1 Skóre K3,3: (3, 3, 3, 3, 3, 3) ⇒ K3,3 má 6 vrchol̊u a 9 hran, jako sv̊uj
podgraf neobsahuje K3. Můžeme ově̌rit obě podḿınky v Tvrzeńıch
2.4, 2.5.

2 3 · |V | − 6 = 12 ⇒ vztah |E | ≤ 3 · |V | − 6 plat́ı.

3 2 · |V | − 4 = 8 ⇒ vztah |E | ≤ 2 · |V | − 4 neplat́ı.

4 U grafu K3,3 neńı splněna nutná podḿınka Tvrzeńı 2.5, neńı proto
rovinný.
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Př́ıklad 2.5

U následuj́ıćıho grafu ově̌rte, zda je splněna podḿınka v Tvrzeńı 2.4.
Pokud ano, nakreslete jeho rovinnou reprezentaci.

a

b

f
d

e
h

c

g

i
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Př́ıklad 2.5 – řešeńı

Skóre: (3, 3, 3, 4, 4, 2, 2, 3, 2) ∼ (2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4) ⇒ |V | = 9, |E | = 13
3 · |V | − 6 = 3 · 9− 6 = 21 ≥ 13,
podḿınka Tvrzeńı 2.4 tedy je splněna. Zkuśıme nyńı uspǒrádat vrcholy
v rovině jiným způsobem, aby se hrany neǩŕıžily.

a

b
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d

e
h

c

g

i
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Př́ıklad 2.5 – řešeńı

Nejprve dvojici vrchol̊u a, d posuneme nad vrchol b:

a

b
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d

e
h

c

g

i
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Př́ıklad 2.5 – řešeńı

Vrchol e posuneme bĺıže k vrcholu f , abychom rozš́ı̌rili oblast danou
kružnićı (c , i , h, e, c). Do sťredu této kružnice posuneme vrchol g .

a

b
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d

e
h

c
g

i
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Př́ıklad 2.5 – řešeńı

Zbývá vy̌rešit vrchol c , který posuneme napravo od ostatńıch uzl̊u, č́ımž
zruš́ıme posledńı ťri ǩŕıžeńı hran.

a

b
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h

c

g

i
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Nutná a dostačuj́ıćı podḿınka rovinných graf̊u

Věta 2.3 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je rovinný právě tehdy, když žádný podgraf grafu G neńı ani graf
K3,3, ani graf K5, ani libovolné děleńı těchto dvou graf̊u.

Tuto větu formuloval a dokázal v r. 1929 Kazimierz Kuratowski – důkaz je
velmi obt́ıžný, nebudeme si jej uvádět. Použil pojem děleńı grafu, který si
vysvětĺıme následuj́ıćı definićı.

Definice 2.5 (MILKOVÁ): Necht’ je dán graf G = (V ,E ), hrana
e = {x , y} ∈ E a vrchol v /∈ V .

Graf vzniklý z grafu G půleńım hrany e je graf
(V ∪ {v}, (E \ {e}) ∪ {{x , v}; {v , y}}).

Děleńım grafu G nazýváme každý graf, který vznikl z grafu G
postupným půleńım hran.
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Děleńı grafu – p̌ŕıklad

Na následuj́ıćım obrázku došlo k půleńı hrany {d , c}. Graf napravo je
děleńım grafu nalevo.

a b

d c

e

a b

d c

e

f
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Mapy

Definice 7.7 (FUCHS): Bud’ G = (V ,E ) rovinný souvislý graf a je dáno
některé jeho rovinné nakresleńı. Označme W množinu všech oblast́ı, na
něž je t́ımto nakresleńım rovina rozdělena (včetně “vněǰsku”). Pak trojici
M = (V ,E ,W ) nazveme mapou.

Př́ıklad: na následuj́ıćım obrázku jsou ťri r̊uzná nakresleńı grafu K4. Které
z nich jsou mapy? Určete počet prvk̊u množiny W pro graf K4.

a b

dc

a b

dc

a

b

dc
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Mapy

Definice 7.7 (FUCHS): Bud’ G = (V ,E ) rovinný souvislý graf a je dáno
některé jeho rovinné nakresleńı. Označme W množinu všech oblast́ı, na
něž je t́ımto nakresleńım rovina rozdělena (včetně “vněǰsku”). Pak trojici
M = (V ,E ,W ) nazveme mapou.

Řešeńı p̌ŕıkladu: Pouze na 2. a 3. obrázku jsou mapy obsahuj́ıćı čty̌ri
oblasti (poč́ıtáme i “vněǰsek” grafu).

a b

dc

a b

dc

a

b

dc
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Eulerova věta

Věta 7.9 – Eulerova věta (FUCHS): Bud’ M = (V ,E ,W ) libovolná
mapa. Pak plat́ı vztah

(∗) |W |+ |V | − |E | = 2

Důkaz: matematickou indukćı vzhledem k počtu hran mapy, tj. k č́ıslu |E |.
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Eulerova věta

Věta 7.9 – Eulerova věta (FUCHS): Bud’ M = (V ,E ,W ) libovolná
mapa. Pak plat́ı vztah

(∗) |W |+ |V | − |E | = 2

Důkaz: matematickou indukćı vzhledem k počtu hran mapy, tj. k č́ıslu |E |.

Báze: |E | = 0, tedy mapa nemá žádnou hranu. Aby byla souvislá, muśı ḿıt
pouze jeden vrchol, který rovinu neděĺı na v́ıce oblast́ı. Plat́ı tedy
|E | = 0, |V | = 1, |W | = 1,
z čehož |W |+ |V | − |E | = 1 + 1− 0 = 2. Báze plat́ı.
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Eulerova věta

Věta 7.9 – Eulerova věta (FUCHS): Bud’ M = (V ,E ,W ) libovolná
mapa. Pak plat́ı vztah

(∗) |W |+ |V | − |E | = 2

Důkaz: matematickou indukćı vzhledem k počtu hran mapy, tj. k č́ıslu |E |.

Báze: |E | = 0, tedy mapa nemá žádnou hranu. Aby byla souvislá, muśı ḿıt
pouze jeden vrchol, který rovinu neděĺı na v́ıce oblast́ı. Plat́ı tedy
|E | = 0, |V | = 1, |W | = 1,
z čehož |W |+ |V | − |E | = 1 + 1− 0 = 2. Báze plat́ı.

Indukčńı p̌redpoklad: Pro mapu M = (V ,E ,W ) s |E | ≤ n (n ∈ N0) plat́ı

(∗) |W |+ |V | − |E | = 2
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty

Indukčńı krok: Mějme mapu M ′ = (V ′,E ′,W ′), pro kterou |E ′| = n + 1.
Rozlǐśıme dva p̌ŕıpady:

(a) Mapa M ′ obsahuje most e = {x , y}.

(b) Mapa M ′ neobsahuje most.
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (a)

Př́ıpad (a) – M ′ má most e = {x , y}

x ye
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (a)

Odebráńım mostu e dostaneme nesouvislý graf M ′′ = (V ′,E ′ − {e},W ′′)
o dvou komponentách – mapách Q1 = (V1,E1,W1),Q2 = (V2,E2,W2).

x ye

Q1 Q2

Obě mapy Q1,Q2 maj́ı ≤ n hran, dle indukčńıho p̌redpokladu tedy plat́ı:
|W1|+ |V1| − |E1| = 2
|W2|+ |V2| − |E2| = 2
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (a)

Porovnejme nyńı oba grafy M ′,M ′′. Co se změnilo?

1 Počet vrchol̊u z̊ustal stejný: |V ′| = |V1|+ |V2|

2 Počet hran se sńıžil o jednu, plat́ı tedy |E ′| = |E1|+ |E2|+ 1

3 Počet oblast́ı se odebráńım mostu nezměnil, avšak “vněǰsek” mapy M ′

poč́ıtáme v mapách Q1 a Q2 dvakrát, takže: |W ′| = |W1|+ |W2| − 1
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (a)

Porovnejme nyńı oba grafy M ′,M ′′. Co se změnilo?

1 Počet vrchol̊u z̊ustal stejný: |V ′| = |V1|+ |V2|

2 Počet hran se sńıžil o jednu, plat́ı tedy |E ′| = |E1|+ |E2|+ 1

3 Počet oblast́ı se odebráńım mostu nezměnil, avšak “vněǰsek” mapy M ′

poč́ıtáme v mapách Q1 a Q2 dvakrát, takže: |W ′| = |W1|+ |W2| − 1

Nyńı poč́ıtejme:

|W ′|+ |V ′| − |E ′| = (|W1|+ |W2| − 1) + (|V1|+ |V2|)−

− (|E1|+ |E2|+ 1)

= (|W1|+ |V1| − |E1|) + (|W2|+ |V2| − |E2|)− 2

= 2 + 2− 2 = 2

I pro mapu M ′ s mostem a n + 1 hranami tedy tvrzeńı plat́ı.
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (b)

Př́ıpad (b) – M ′ o n + 1 hranách nemá most. Bud’ e ∈ E ′ libovolná
hrana. Dle Důsledku 1.2 (Milková) tedy lež́ı na nějaké kružnici.

a

b

f

d

e
h

c

g

i

e
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (b)

Označme C kružnici maximálńı délky, na ńıž lež́ı hrana e.

a

b

f

d

e
h

c

g

i

e
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (b)

Vyznačme všechny oblasti mapy M ′.

a

b

f

d

e
h

c

g

i

e
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (b)

Odebráńım hrany e z mapy M ′ vznikne nová mapa M ′′ = (V ′′,E ′′,W ′′).
Uvniťr kružnice C jistě byla oblast, která odebráńım hrany e zanikne.

f

d

e
h

c

g

i

a

b

Protože nav́ıc |E ′′| = n, plat́ı dle indukčńıho p̌redpokladu
|W ′′|+ |V ′′| − |E ′′| = 2.
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (b)

Porovnejme nyńı oba grafy M ′,M ′′. Co se změnilo?

1 Počet vrchol̊u z̊ustal stejný: |V ′| = |V ′′|.

2 Počet hran se sńıžil o jednu, plat́ı tedy |E ′| = |E ′′|+ 1.

3 Počet oblast́ı se odebráńım hrany e také sńıžil o jednu:
|W ′| = |W ′′|+ 1.
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Indukčńı krok důkazu Eulerovy věty – p̌ŕıpad (b)

Porovnejme nyńı oba grafy M ′,M ′′. Co se změnilo?

1 Počet vrchol̊u z̊ustal stejný: |V ′| = |V ′′|.

2 Počet hran se sńıžil o jednu, plat́ı tedy |E ′| = |E ′′|+ 1.

3 Počet oblast́ı se odebráńım hrany e také sńıžil o jednu:
|W ′| = |W ′′|+ 1.

Nyńı poč́ıtejme:

|W ′|+ |V ′| − |E ′| = (|W ′′|+ 1) + |V ′′| − (|E ′′|+ 1)

= (|W ′′|+ |V ′′| − |E ′′|) + 1− 1

= 2 + 0 = 2

I pro mapu M ′ s n + 1 hranami, která neobsahuje most, tvrzeńı plat́ı.
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Př́ıklad 1

V Př́ıkladu 2.5 jsme zjistili, že následuj́ıćı graf G = (V ,E ) je rovinný.

a

b

f
d

e
h

c

g

i

Zjistěte pomoćı Eulerovy věty, kolik oblast́ı obsahuje mapa vzniklá
rovinným zakresleńım grafu G .
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Př́ıklad 1 – řešeńı

Plat́ı: |V | = 9, |E | = 13.
Euler̊uv vztah: |W |+ |V | − |E | = 2, z čehož |W |+9− 13 = 2 ⇒ |W | = 6,
viz následuj́ıćı obrázek s rovinným zakresleńım grafu G :

a

b

f

d

e
h

c

g

i

29. 11. 2017 19 / 34



Tréninkové plochy pro hokejová družstva

Hokejový klub zajǐst’uje poťrebný počet ledových ploch ke každodenńımu
tréninku jeho družstev. Z ekonomických důvodů chce zajistit minimálńı
počet ledových ploch. Kolik ledových ploch muśı zajistit, když v́ı, že
jednotlivá družstva poťrebuj́ı ledovou plochu k tréninku následovně.

Žáci A 12:00–14:00

Žáci B 14:30–16:30
Dorostenci A 15:30–17:30
Dorostenci B 11:30–13:30
Juniǒri 17:00–19:00
Muži 18:00–19:30
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Barveńı grafu

Definice 3.1, 3.2 (MILKOVÁ):

1 Obarveńı grafu (obarveńı vrchol̊u grafu) je ohodnoceńı vrchol̊u grafu
hodnotami z množiny B (takzvanými barvami), a to takové, že žádné
dva sousedńı vrcholy nejsou ohodnoceny (obarveny) stejnou barvou.

2 Graf nazýváme r -barevným, jestliže existuje jeho obarveńı r barvami.

3 Barevnost grafu (neboli vrcholová barevnost, též chromatické č́ıslo)
je nejmenš́ı počet barev, který je poťrebný k obarveńı grafu. Znač́ıme
ji χ(G ), p̌ričemž G je graf.

Poznámka: Mějme G = (V ,E ). Pak plat́ı:

χ(G ) = 1 pro graf neobsahuj́ıćı žádnou hranu (tzv. diskrétńı graf).

χ(G ) = 2 pro strom či bipartitńı graf.

χ(G ) ≥ 3 pro graf obsahuj́ıćı kružnici liché délky.

χ(G ) = n pro úplný graf Kn.
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Tréninkové plochy pro hokejová družstva

Problém manažera hokejového klubu lze řešit grafově. Vrcholy grafu budou
jednotlivá družstva. Dva uzly (družstva) spoj́ıme hranou, pokud se jejich
časový požadavek “ǩŕıž́ı”. Ještě jednou si zobraźıme tabulku s požadavky:

zA Žáci A 12:00–14:00

zB Žáci B 14:30–16:30
dA Dorostenci A 15:30–17:30
dB Dorostenci B 11:30–13:30
j Juniǒri 17:00–19:00
m Muži 18:00–19:30

Převedeme ji do grafu (viz následuj́ıćı slajd).
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Tréninkové plochy pro hokejová družstva

zA Žáci A 12:00–14:00

zB Žáci B 14:30–16:30
dA Dorostenci A 15:30–17:30
dB Dorostenci B 11:30–13:30
j Juniǒri 17:00–19:00
m Muži 18:00–19:30

zA dB zB dA

j m
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Tréninkové plochy pro hokejová družstva

Graf můžeme obarvit nap̌r. takto:

zA dB zB dA

j m
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Tréninkové plochy pro hokejová družstva

Graf můžeme obarvit nap̌r. takto:

zA dB zB dA

j m

Plat́ı χ(G ) = 2, tedy hokejový klub bude zajǐst’ovat dvě ledové plochy.
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Problém čty̌r barev

Kolik barev stač́ı na obarveńı stát̊u zobrazených na mapě či glóbusu?

Poprvé si tuto otázku položil Francis Guthrie (1831–1899) a oslovil
s ńı učitele svého bratra, Augusta de Morgana (1806–1871) na
University College v Londýně.

A. de Morgan poslal 23. ř́ıjna 1852 dopis W. R. Hamiltonovi a začal
sd́ılet problém i s ostatńımi.

Alfred Bray Kempe (1849–1922), londýnský advokát, zvěrejnil
17. července 1879 důkaz a byl nadšeně oslavován.

V r. 1890 upozornil Percy John Heawood (1861–1955) na chybu
v důkazu Kempeho, který ji poté sám p̌riznal.

Řada daľśıch významných matematik̊u problém zkoumala ve
20. stolet́ı.
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Problém čty̌r barev

Věta 3.1 – Problém čty̌r barev (MILKOVÁ): Pro libovolný graf
G = (V ,E ) plat́ı:
Jestliže je graf G rovinný, pak barevnost grafu G je menš́ı nebo rovna 4.

Až v 70. letech 20. stolet́ı vy̌rešili problém čty̌r barev Američané Kenneth
Appel a Wolfgang Haken. Provedli jej s pomoćı poč́ıtač̊u IBM. Př́ıpravě
programu a ově̌reńı dat věnovali 4 roky svého života, poč́ıtače pracovaly
1200 hodin strojového času. Potvrdili tak velmi důležitou větu teorie graf̊u.

Podrobnosti k Problému čty̌r barev včetně popisu metod, jak se
matematici snažili větu dokázat, lze nalézt v [ŠIŠMA].
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Historie Platónových těles

Již stǎŕı Řekové znali pět pravidelných mnohostěnů (čty̌rstěn,
šestistěn, osmistěn, dvanáctistěn, dvacetistěn), nazývaj́ı se podle
řeckého filozofa Platóna (427–347 p̌r. n. l.).

Eukleidés (též Euklides či Euklid, 325–260 p̌r. n. l.) Platónova tělesa
matematicky popsal a podal návod, jak je zkonstruovat. Tvrdil, že
jiný pravidelný mnohostěn neexistuje.

Platónovo těleso – pravidelný konvexńı mnohostěn (polyedr) v 3D,
tj. z každého vrcholu vycháźı stejný počet hran a všechny stěny tvǒŕı
shodné pravidelné mnohoúhelńıky. (citujeme z Wikipedie)
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Hvězdovitá množina

Definice (FUCHS, str. 145): Omezená množina T ⊆ E3 se nazývá
hvězdovitá, když existuje bod s ∈ T takový, že každá polop̌ŕımka
s počátečńım bodem s má s hranićı množiny T právě jeden společný bod.

Poznámka:

Věťsina známých těles (koule, hranol, válec, atd.) jsou hvězdovité
množiny. Též pravidelné konvexńı mnohostěny jsou hvězdovité.

Hranici hvězdovité množiny lze zobrazit spojitou bijekćı na sféru
(kulovou plochu).
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Stereografická projekce

Stereografická projekce – zobrazeńı sféry s vyjmutým jedńım bodem na
rovinu.

N

P

x

y
f x( )

f y( )

Každý bod x sféry S (s výjimkou N) zobraźıme na rovinu pomoćı
polop̌ŕımky vedené z bodu N p̌res x na rovinu E2. Toto zobrazeńı f je
spojitá bijekce.
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Jak dokázat, že v́ıce Platónových těles neńı?

Libovolnou hvězdovitou množinu zobraźıme na sféru ⇒ vznikne
“mapa”.

Mapu na sfé̌re zobraźıme pomoćı stereografické projekce na rovinu E2

⇒ dostaneme mapu v rovině, pro ńıž plat́ı Eulerova věta ⇒ i pro
mapy na sfé̌re plat́ı Eulerova věta.

Pomoćı Eulerovy věty, několika daľśıch fakt̊u a algebraického poč́ıtáńı
ukážeme, že neńı v́ıce než 5 Platónových těles.

Uvažujme nyńı pravidelný mnohostěn T . Označme

1 R = počet jeho stěn,
2 M = počet jeho hran,
3 N = počet jeho vrchol̊u,
4 n = počet stran jedné stěny,
5 p = počet hran sb́ıhaj́ıćıch se v jednom vrcholu.

Řetězec [n, p] se nazývá Schläfli̊uv symbol pravidelného mnohostěnu,
nap̌r. [4, 3] označuje krychli.
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Co budeme k důkazu poťrebovat?

Máme pravidelný mnohostěn T = [n, p], pro něhož plat́ı toto
označeńı: R = počet jeho stěn, M = počet hran, N = počet vrchol̊u,
n = počet stran jedné stěny, p = počet hran sb́ıhaj́ıćıch se v jednom
vrcholu.

Každá hrana spojuje dva vrcholy a v každém vrcholu se sb́ıhá p hran,
plat́ı tedy

(∗) Np = 2M

Každá stěna je omezena n hranami a každá hrana soused́ı se dvěma
stěnami, plat́ı tedy

(∗∗) Rn = 2M

Plat́ı Eulerova věta:

(∗ ∗ ∗) R + N −M = 2
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Matematická část důkazu

Máme tedy ťri rovnice o proměnných M,N,R a parametrech n, p:

Np = 2M

Rn = 2M

R + N −M = 2
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Matematická část důkazu

Máme tedy ťri rovnice o proměnných M,N,R a parametrech n, p:

Np = 2M

Rn = 2M

R + N −M = 2

Úpravou dostaneme následuj́ıćı vyjáďreńı proměnných:

M =
2np

2p + 2n − np

N =
4n

2p + 2n − np

R =
4p

2p + 2n − np
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Matematická část důkazu

Úpravou dostaneme následuj́ıćı vyjáďreńı proměnných:

M =
2np

2p + 2n − np

N =
4n

2p + 2n − np

R =
4p

2p + 2n − np

Protože všechny proměnné jsou kladné a n ≥ 3, p ≥ 3, muśı být
jmenovatel zlomk̊u 2p + 2n − np > 0. Daľśı úpravou dostaneme:

2p + 2n − np > 0

np − 2p − 2n < 0

(n − 2)(p − 2) < 4
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Matematická část důkazu

Protože všechny proměnné jsou kladné a n ≥ 3, p ≥ 3, muśı být
jmenovatel zlomk̊u 2p + 2n − np > 0. Daľśı úpravou dostaneme:

2p + 2n − np > 0

np − 2p − 2n < 0

(n − 2)(p − 2) < 4

Protože n ≥ 3 ∧ p ≥ 3 ∧ (n− 2)(p − 2) < 4, muśı n, p ∈ {3, 4, 5} a máme
těchto pět možných p̌ŕıpadů:

1 (n − 2)(p − 2) = 1 ⇒ n = 3, p = 3 ... čty̌rstěn [3, 3]

2 (n − 2)(p − 2) = 2 ⇒ (n = 4, p = 3) ∨ (n = 3, p = 4) ...
krychle [4, 3] nebo osmistěn [3, 4]

3 (n − 2)(p − 2) = 3 ⇒ (n = 5, p = 3) ∨ (n = 3, p = 5) ...
dvanáctistěn [5, 3] nebo dvacetistěn [3, 5]
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Závěrečný p̌rehled

R M N n p

Čty̌rstěn 4 6 4 3 3
Krychle 6 12 8 4 3
Osmistěn 8 12 6 3 4
Dvanáctistěn 12 30 20 5 3
Dvacetistěn 20 30 12 3 5

Legenda: Počet stěn (R), počet hran (M), počet vrchol̊u (N),
počet stran jedné stěny (n), počet hran u vrcholu (p)
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Př́ıklad 2

Nakreslete rovinnou reprezentaci pravidelného čty̌rstěnu, krychle a
osmistěnu. Poté ve všech rovinných grafech najděte hamiltonovskou
kružnici.
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Př́ıklad 2

Nakreslete rovinnou reprezentaci pravidelného čty̌rstěnu, krychle a
osmistěnu. Poté ve všech rovinných grafech najděte hamiltonovskou
kružnici.

Řešeńı:

Hamiltonovskou kružnici neńı těžké nakreslit ani u jednoho z graf̊u...
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