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Program prezentace

Sled, tah, cesta
Souvislost grafu
Artikulace, most
2-souvislost grafu

Izomorfismus grafii
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Sled, tah, cesta

Definice 1.8 (MILKOVA)
Sled délky k, k > 0, v grafu G je posloupnost (vp, 1, vi, ..., €k, Vk),
kde e = {V,'_]_7 V,'}7 i = ]_, 000 k.
Tah délky k, k > 0, v grafu G je sled délky k s navzajem rliznymi
hranami, tj. pro i # j plati e; # e;.

Cesta délky k, k > 0, v grafu G je sled délky k s navzdjem riiznymi
vrcholy, tj. pro i # j plati v; # v;.
@ Uzavieny sled délky k, k > 0, v grafu G je sled délky k, ve kterém

Vo = Vk.
Uzavieny tah délky k, kK > 0, v grafu G je tah délky k, ve kterém
Vo = V.

[@ Kruznice délky k, k > 3, v grafu G je posloupnost
(Vo, €1, Vi,..., €k, Vg), kde e = {V,'_l, V,'}, i = 1, ceey k—1,
ek = {Vk—1,vo} a pro i # j plati v; # v;.

v
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Sled, tah, cesta (2)

Poznamka:
m Sled jakéhokoliv typu budeme zapisovat jen jako posloupnost vrchold.

m Tah je sled, kde se neopakuji hrany. Cesta je sled, kde se neopakuji
vrcholy.

m KruZnice je uzavfeny sled, v némZ se neopakuji “vnit¥ni" vrcholy.

m KruZnice (3 se nazyva trojihelnik.
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Priklad

V nésledujicim grafu G urlete libovolny
sled délky 8
tah délky 6, ktery neni cestou
cestu délky 5
kruznici délky 5
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Souvisly graf

Definice 1.9 (MILKOVA)

Souvisly graf je graf, ve kterém mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
cesta.

Komponenta grafu G je kazdy maximalni souvisly podgraf grafu G,
tj. souvisly podgraf, ktery neni podgrafem Zadného jiného souvislého
podgrafu.

o

P¥iklad: Existuji dva rizné grafy se skére (2,2,2,2,2,2), jeden je souvisly
(kruznice Cg), druhy nesouvisly se dvéma komponentami (dv& kruZnice
(3), viz obrazek.

G,
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Odebrani vrcholu, hrany

Definice 1.10 (MILKOVA): Necht je dan graf G = (V, E), vrchol v € V
ahrana e c E.

Graf G — v je graf, ktery dostaneme z grafu G odebranim vrcholu v a
vdech hran s nim incidentnich, tj. G —v = (V\{v},{E € E | v ¢ e}).

Graf G — e je graf ziskany z grafu G odebranim hrany e, tj.
G—e=(V,E\{e}).
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Odebrani vrcholu, hrany

Definice 1.10 (MILKOVA): Necht je dan graf G = (V, E), vrchol v € V
ahrana e c E.

Graf G — v je graf, ktery dostaneme z grafu G odebranim vrcholu v a
vdech hran s nim incidentnich, tj. G —v = (V\{v},{E € E | v ¢ e}).

Graf G — e je graf ziskany z grafu G odebranim hrany e, tj.
G_e:(qu\{e})

P¥iklad: Z grafu na obrazku postupn& odeberte vrchol 2 a hranu {3,5}.
G:
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Odebrani vrcholu, hrany (¥eSeni pfikladu)
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Odebrani vrcholu, hrany (¥eSeni pfikladu)

Reseni prikladu: Odebrani hrany {3, 5}.
G:
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Odebrani vrcholu, hrany (¥eSeni pfikladu)

Reseni p¥ikladu: Vysledny graf.
G:

AN
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Artikulace, most

Definice 1.11 (MILKOVA): Necht je dan graf G = (V, E), vrchol v € V
a hrana e € E.

Hrana e je most grafu G, jestlize graf G — e ma vice komponent neZ
graf G.

Vrchol v je artikulace grafu G, jestlize graf G — v ma vice
komponent neZ graf G.

Poznamka:
m Vrcholy grafu stupn& 1 & 0 nemohou byt artikulacemi.

m Necht {u, v} je most grafu G. Pokud dg(u) > 1 (resp. dg(v) > 1),
pak vrchol u (resp. vrchol v) je artikulace.

m Vrchol, ktery je artikulaci, nemusi byt koncovym vrcholem mostu.
® Vyjmutim mostu zvétsime pocet komponent pravé o jednu.

m Vyjmutim artikulace u grafu G zvétSime pocet komponent minimalné
o jednu, max. o &islo rovnajici se dg(u) — 1.
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Procvi¢eni pojmi

Pt¥iklad 1: V grafu G urlete vSechny komponenty, mosty a artikulace. J

G: b @
D ©

P¥iklad 2: Nakreslete souvisly graf G se Sesti vrcholy véetné& artikulace u
takovy, Ze G — u bude obsahovat pé&t komponent. J
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v

Redeni ptikladu 1 — komponenty

Komponenty grafu G: dva podgrafy indukované mnoZinami
m{a,bcdefhi,ij}

m {g}
G: b @
DENO)
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v

Redeni piikladu 1 — mosty

Odebranim hrany {d, h} vznikaji tfi komponenty (namisto dvou) — {d, h}
je most.
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v

Redeni piikladu 1 — mosty

Odebranim hrany {d,j} vznikaji znovu t¥i komponenty — {d,j} je most.
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v

Redeni piikladu 1 — mosty

Odebranim hrany {j, i} vznikaji opét tfi komponenty — {j, i} je most.

G: b @
ONNO,
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v

Regeni p¥ikladu 1 — artikulace

Odebranim vrcholu ¢ a jeho hran vznikaji tfi komponenty — ¢ je artikulace.
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v

Regeni p¥ikladu 1 — artikulace

Odebranim vrcholu d a jeho hran vznikaji ¢ty¥i komponenty — d je
artikulace.
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v

Regeni p¥ikladu 1 — artikulace

Odebranim vrcholu j a jeho hran vznikaji t¥i komponenty — j je artikulace.
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Reseni prikladi

Reseni Ptikladu 1:
Komponenty grafu G: dva podgrafy indukované mnoZinami

u {a7b7c7d7e’ f’ h7i’j}
= {g}

Mosty grafu G: {d, h},{d,j},{j,i}
Artikulace grafu G: ¢, d,j

Reseni p¥ikladu 2: souvisly graf s p&ti vrcholy a artikulaci u, jejimz
odebranim vznikne nesouvisly graf G — u o péti komponentach.
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Reseni prikladi

Reseni Ptikladu 1:
Komponenty grafu G: dva podgrafy indukované mnoZinami

m {a,b,c,d, e f, hij}

= {g}

Mosty grafu G: {d, h},{d,j}, {J,}
Artikulace grafu G: ¢, d,j

ReZeni piikladu 2: souvisly graf s p&ti vrcholy a artikulaci u, jejim¥
odebranim vznikne nesouvisly graf G — u o péti komponentach.
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Dalsi zajimavé vlastnosti

m (MILKOVA, Tvrzeni 1.2)
Necht souvisly graf G obsahuje kruZnici C a e je libovolnd hrana C.
Pak téZ G — e je souvisly.

m (MILKOVA, Tvrzeni 1.3)
Necht je dan graf G = (V,E) a hrana e = {v, w} € E. Pak plati:
Je-li G — e souvisly, pak v G existuje kruZnice obsahujici hranu e.

m (MILKOVA, Diisledek 1.2)
Hrana grafu je bud most nebo leZi na n&jaké kruZnici grafu.
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2-souvislost grafu

Definice 1.12 (MILKOVA):
2-souvisly graf je graf, ktery neobsahuje artikulaci.

Blok grafu G (2-souvisld komponenta) je kazdy maximalni 2-souvisly
podgraf grafu G, tj. 2-souvisly podgraf G, ktery neni podgrafem
zadného jiného 2-souvislého podgrafu.

v

Poznamka: Graf G = (V/, E) je 2-souvisly, pravé kdyz pro libovolny vrchol
v € V zlstane graf G — v souvisly.

Ptiklad: Kazdy dplny graf je 2-souvisly.
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Vysvétleni definice bloku

Ptiklad: Uvazujme graf na obrazku a ptiklady podgrafii indukovanych
riznymi mnoZinami vrchol(. Uréete, zda se jedna o bloky. J

B; je podgraf indukovany mnoZinou vrchold {h,d,j,i}.

G: b @
DENO)
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Vysvétleni definice bloku

Ptiklad: UvaZujme graf na obrazku a ptiklady podgrafii indukovanych
riznymi mnoZinami vrchold. Urlete, zd4 se jednd o bloky. J

B; je podgraf indukovany mnoZinou vrcholi {h,d,j,i}.

G: b @
D ©

Odpovéd: Ne, nejednd se o blok, protoZe nap¥. B; — d ma vice
komponent nez B;.
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Vysvétleni definice bloku

Ptiklad: Uvazujme graf na obrazku a ptiklady podgrafii indukovanych
riznymi mnoZinami vrchol(. Uréete, zda se jedna o bloky. J

B, je podgraf indukovany mnoZinou vrcholi {a, b, ¢, d}.

G: b @
DENO)

26. 9. 2017 24 / 46



Vysvétleni definice bloku

Ptiklad: UvaZujme graf na obrazku a ptiklady podgrafii indukovanych
riznymi mnoZinami vrchold. Urlete, zd4 se jednd o bloky. J

B, je podgraf indukovany mnoZinou vrcholi {a, b, ¢, d}.

G: b @
DENO)

Odpovéd: Ano, jednd se o blok, odebranim libovolného z téchto &ty¥
vrcholl zlstane podgraf indukovany zbylymi uzly souvisly.
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Vysvétleni definice bloku

Ptiklad: Uvazujme graf na obrazku a ptiklady podgrafii indukovanych
riznymi mnoZinami vrchol(. Uréete, zda se jedna o bloky. J

Bs je podgraf indukovany mnoZzinou vrcholi {a, ¢, d}.

G: b @
DENO)
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Vysvétleni definice bloku

Ptiklad: UvaZzujme graf na obrazku a ptiklady podgrafii indukovanych
riznymi mnoZinami vrchold. Urlete, zd4 se jednd o bloky. J

Bs je podgraf indukovany mnoZinou vrcholl {a, ¢, d}.

G: b @
DENO)

Odpovéd': Ne, nejedna se o blok. Sice je spln&na podminka 2-souvislosti
podgrafu, aviak podgraf indukovany vrcholy {a, ¢, d} neni maximalni, je
podgrafem bloku {a, b, ¢, d}.
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DuleZita vlastnost bloku

Tvrzeni 1.4 (MILKOVA): Necht G je souvisly graf. Pak plati:

Jestlize By = (V4, E1) a By = (Va, E2) jsou dva rizné bloky grafu G, pak
Vi N V, je bud prdzdnd mnoZina, nebo jednoprvkovd mnoZina {v}, kde
v je artikulace grafu G.
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DuleZita vlastnost bloku

Tvrzeni 1.4 (MILKOVA): Necht G je souvisly graf. Pak plati:

Jestlize By = (V4, E1) a By = (Va, Ez) jsou dva rizné bloky grafu G, pak
Vi N V, je bud prdzdnd mnoZina, nebo jednoprvkovd mnoZina {v}, kde
v je artikulace grafu G.

Dikaz: Sporem p¥edpoklddejme, Ze |V4 N Vo| > 2.
Necht v,w e VinW,.
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DuleZita vlastnost bloku

Tvrzeni 1.4 (MILKOVA): Necht G je souvisly graf. Pak plati:

Jestlize By = (V4, E1) a B, = (Va, Ep) jsou dva rizné bloky grafu G, pak
Vi N V, je bud prdzdnd mnoZina, nebo jednoprvkovd mnoZina {v}, kde
v je artikulace grafu G.

Dikaz: Sporem ptedpoklddejme, Ze |V4 N Vo| > 2.
Necht v,w e Vin Vs,
Protoze v, w € By, ziistane By — v (resp. B1 — w) souvisly.

Protoze v, w € By, ziistane By — v (resp. Bo — w) souvisly.
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Dulezita vlastnost bloku

Tvrzeni 1.4 (MILKOVA): Necht G je souvisly graf. Pak plati:

Jestlize By = (V4, E1) a B, = (Va, Ey) jsou dva riizné bloky grafu G, pak
Vi N V, je bud prazdnd mnoZina, nebo jednoprvkovd mnoZina {v}, kde
v je artikulace grafu G.

Duikaz: Sporem predpoklddejme, Ze V4 N V| > 2.

Necht v,w € Vi N Vs.
Protoze v, w € By, zistane By — v (resp. B1 — w) souvisly.
ProtoZe v, w € By, zlistane By — v (resp. By — w) souvisly.

Celkem tedy (B1 U By) — v, resp. (B1 U By) — w zistavaji souvislé, tudiz
B:1 U By je také blok. By, B, tedy nemohou byt bloky — spor. Pro¢?
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Dulezita vlastnost bloku

Tvrzeni 1.4 (MILKOVA): Necht G je souvisly graf. Pak plati:

Jestlize By = (V4, E1) a B, = (Va, Ep) jsou dva rizné bloky grafu G, pak
Vi N V, je bud prdzdnd mnoZina, nebo jednoprvkovd mnoZina {v}, kde
v je artikulace grafu G.

Dikaz: Sporem predpokladejme, Ze |V N V| > 2.

Necht v,w € Vi N Vs.
Protoze v, w € By, ziistane By — v (resp. By — w) souvisly.
Protoze v, w € By, ziistane By — v (resp. Bo — w) souvisly.

Celkem tedy (B1 U By) — v, resp. (B1 U By) — w ziistavaji souvislé, tudiz
B1 U By je také blok. By, By tedy nemohou byt bloky — spor. Pro¢?

Zaver: |V N Vo <2, tj. bud [ViN Vo =0, nebo [ViN V| =1
(V1 NV, = {V})
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Pokracovani dukazu

Zbyva ukazat, Ze pro pfipad |V1 N Va| =1 je {v} = V4 N V; artikulace.
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Pokracovani dukazu

Zbyva ukazat, Ze pro p¥ipad |Vi3 N Vu| =1 je {v} = V4 N V; artikulace.

Sporem predpoklddejme, Ze v neni artikulace. Pak nutné G — v je souvisly
graf.
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Pokracovani dukazu

Zbyvé ukazat, ze pro pfipad V4 N Vo] =1 je {v} = V4 N V, artikulace.

Sporem predpoklddejme, Ze v neni artikulace. Pak nutn& G — v je souvisly
graf.

UvaZujme nyni libovolny podgraf P souvislého grafu G — v, ktery je cestou
z vrcholu mnoziny V; do vrcholu mnoZiny V5.
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Pokracovani dukazu

Zbyva ukazat, Ze pro p¥ipad |V1 N Vo] =1 je {v} = V4 N V; artikulace.
Sporem predpokladejme, Ze v neni artikulace. Pak nutné G — v je souvisly
graf.

UvaZujme nyni libovolny podgraf P souvislého grafu G — v, ktery je cestou
z vrcholu mnoZiny Vi do vrcholu mnoziny V,. Pak oviem PU By U Bs je
2-souvisly. Bj, B» nemohou byt bloky — spor. Pro¢?
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Pokracovani dukazu

Zbyva ukazat, ze pro pfipad |V4 N Vo] =1 je {v} = V4 N V;, artikulace.

Sporem predpoklddejme, Ze v neni artikulace. Pak nutné G — v je souvisly
graf.

UvaZujme nyni libovolny podgraf P souvislého grafu G — v, ktery je cestou
z vrcholu mnoziny V4 do vrcholu mnoziny V,. Pak oviem PU By U By je
2-souvisly. Bi, Bo nemohou byt bloky — spor. Pro¢?

Zavér: Pro pfipad |V1 N Va| =1 je tedy {v} = By N By artikulace.
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Procvi¢eni pojmi

Ptiklad: V nasledujicim grafu G urlete vSechny bloky. )

G: b @
) ©
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v

Regeni p¥ikladu

Blok Bj — podgraf indukovany vrcholy {c, e, f}

G: b @
) ©
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v

Regeni p¥ikladu

Blok B, — podgraf indukovany vrcholy {a, b, ¢, d}

G: b @
DENO
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v

Regeni p¥ikladu

Blok B3 — podgraf indukovany vrcholy {d, h}

G: b @
) ©
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v

Regeni p¥ikladu

Blok B4 — podgraf indukovany vrcholy {d,j}

G: b @
) @
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v

Regeni p¥ikladu

Blok Bs — podgraf indukovany vrcholy {j, i}

G: b @
) ©

26. 9. 2017 33/ 46



v

Regeni p¥ikladu

Blok Bs — podgraf indukovany vrcholem {g}

G: b @
) ©
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Detektivni kancela¥

Detektivové Fousek a Micumisi zkoumali sedmi¢lennou skupinu osob a

v grafu (kazdy ve svém) propojili dvojice osob, které se znaji (nepropojené
dvojice osob se neznaji). Fousek oznatil osoby pismeny, Micumisi &isly (viz
obrazek). Zjist&te, kterd pismena a &isla odpovidaji stejnym osobam.

Fousek: Micumisi:
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|lzomorfni grafy

Definice 1.13 (MILKOVA): Graf G = (V, E) je izomorfni s grafem
G' = (V', E’), jestlize existuje vzdjemn& jednozna&né zobrazeni
f:V — V' takové, ze plati {v,w} € E < {f(v),f(w)} € E'.

Poznamka: Fakticky to znamend, Ze dva izomorfni grafy jsou stejné aZ na
pojmenovani vrchol(.

Pro grafy o malém poctu vrcholli jsme schopni zjistit, zda jsou & nejsou
izomorfni. Neexistuje v8ak zadny “zaruleny” a efektivni algoritmus pro
zjisté&ni izomorfismu dvou grafli. “Hrubou silou” bychom museli zkouSet
vdech n! moZnosti! (n je potet vrcholi obou grafi)
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Jak vysSetfit izomorfnost?

Dva izomorfni grafy maji naprosto stejné vlastnosti, tedy zejména
®m maji stejny polet vrchold i hran,
®m maji stejné skore,
m maji stejny polet kruZnic dané délky,
m maji stejné dopliiky,

m maji stejné podgrafy indukované mnoZinami vrcholi stejného stupné.
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Problém detektivni kancelare

Micumisi:

Nejprve si zapiseme skére obou grafli. Fousek i Micumisi maji stejné:
(5,2,4,4,2,3,2) ~ (2,2,2,3,4,4,5).

Hledejme nyni izomorfismus h. V obou grafech je jediny vrchol stupné 3.
Musi tedy byt h(f) = 4.
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Problém detektivni kanceldfe (2)

4

Fouse%‘}{} Micumisi:

Oznatili jsme si vrcholy f,4 stejnou barvou a vyznadili si incidentni hrany.
Je patrné, Ze tyto vrcholy stupné 3 v obou grafech sousedi s jednim
vrcholem stupné 2, jednim vrcholem stupné 4 a jednim vrcholem stupné 5.

Je tedy zfejmé, Ze h(e) =7 (vrcholy stupn& 2), h(c) = 6 (vrcholy stupng
4), h(a) = 3 (vrcholy stupné& 5).
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Problém detektivni kanceldfe (3)

V obou grafech zbyva jediny vrchol stupné 4, totiz d, resp. 1. Plati tedy,
Ze h(d) = 1.
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Problém detektivni kanceldfe (4)

Fousek:

Plati tedy h(b) = 5.
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Problém detektivni kancelafe — FeSeni

Zbyva jediny vrchol v kazdém grafu. Je tedy patrné, Ze h(g) = 2.

Grafy jsou izomorfni, hledané zobrazeni:
a~3 b~5 c~w6, d~w1l ew7, f~~4 g~~s2.
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|lzomorfismus — jesté jeden priklad

P¥iklad: Vysetfete, zda jsou grafy Gi, G, izomorfni.
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Reseni prikladu

Prozkoumejme doplitky obou grafi na obrazku.
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v

Regeni p¥ikladu

Prozkoumejme doplitky obou grafli na obrazku.

Q
(9]

V&imnéte si, Ze -Gy neni souvisly, kdezto -Gy ano. Proto grafy Gy, Gy
nejsou izomorfni.
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Priklad

Kolik existuje navzajem neizomorfnich grafii na tfech vrcholech?

Kolik existuje navzdjem neizomorfnich grafii na &tyfech vrcholech?
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Reseni prikladu

Kolik existuje navzajem neizomorfnich grafii na tfech vrcholech?
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Reseni prikladu

Kolik existuje navzdjem neizomorfnich grafii na tfech vrcholech? 4.

e lo e IN
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Reseni prikladu

Kolik existuje navzdjem neizomorfnich grafii na tfech vrcholech? 4.

S D AN

Kolik existuje navzajem neizomorfnich grafii na ¢tyfech vrcholech?
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Reseni prikladu

Kolik existuje navzdjem neizomorfnich grafii na tfech vrcholech? 4.

el N

Kolik existuje navzdjem neizomorfnich grafii na ¢tyfech vrcholech? 11.
D S A0 S
o o (]
PGS
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