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Program prezentace

Vlastnosti stroma

Kostra grafu

Algoritmy pro nalezeni minimalni kostry
m Kruskaliiv algoritmus
m Borlvkiv algoritmus

m Jarnikidv algoritmus

Hledani nejkratsi cesty
m Dijkstriv algoritmus

PouZzité zdroje
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Zakladni pojmy

Definice 4.1, 4.2, 4.3 (MILKOVA):

Les je graf, ktery neobsahuje kruznici.

Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje kruZnici.

Bud T = (V, E) strom. Vrchol u € V stupn& 1 nazyvdme listem,
vrchol v € V stupné vétsiho neZ 1 nazyvam vnitfnim vrcholem
stromu T. )

Poznamka:
m Strom obsahujici pouze jeden vrchol nazyvdme trivialnim stromem.

m KaZda komponenta lesa je strom.
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Ukazka stromu

Ptiklad stromu: viz nasledujici obrazek. Vrcholy a, f, g, j, h, i jsou listy. J
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Charakteristika stromu

Véta 4.1 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:
Graf G je strom.

Pro kazdé dva vrcholy x, y € V existuje pravé jedna cesta z vrcholu x
do vrcholu y.

Graf G je souvisly a kaZzdd jeho hrana je most.
Graf G je souvisly a plati vztah |V| = |E| + 1.

Graf G neobsahuje kruznici a kaZdy graf vznikly z grafu G p¥idanim
hrany, kterd spojuje libovolné dva vrcholy grafu G, které nejsou
sousedni, jiz kruZnici obsahuje.
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Kostra grafu

Definice 4.8 (MILKOVA): Libovolny strom T = (V, E’), ktery je
podgrafem grafu G = (V, E), nazyvame kostra grafu G.

Pt¥iklad kostry: viz barevné vyznadeny podgraf na nasledujicim obrazku.
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Souvislost grafu a kostra

Véta 4.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je souvisly pravé tehdy, kdyZ obsahuje alespoii jednu kostru.

Dukaz: Tvrzeni je ve tvaru ekvivalence, je tedy tfeba dokdzat oba sméry
implikace.

G je souvisly = G obsahuje alespoii jednu kostru.

G obsahuje alespori jednu kostru = G je souvisly.
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Souvislost grafu a kostra

Véta 4.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je souvisly pravé tehdy, kdyZ obsahuje alespoii jednu kostru.

Duikaz: Tvrzeni je ve tvaru ekvivalence, je tedy tfeba dokdzat oba sméry
implikace.

G je souvisly = G obsahuje alespoii jednu kostru.
G obsahuje alespoii jednu kostru = G je souvisly.
Proved me diikaz obou implikaci:
"«<:" PYedpokladejme, Ze graf G obsahuje alespoii jednu kostru.
| |
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Souvislost grafu a kostra

Véta 4.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je souvisly pravé tehdy, kdyZ obsahuje alespoii jednu kostru.

Dukaz: Tvrzeni je ve tvaru ekvivalence, je tedy tfeba dokdzat oba sméry
implikace.

G je souvisly = G obsahuje alespofi jednu kostru.

G obsahuje alespofi jednu kostru = G je souvisly.
Proved me diikaz obou implikaci:
“«<:" P¥edpokladejme, Ze graf G obsahuje alespofi jednu kostru.

m Dle Definice 4.8 je kostra K = (V/, E’) podgrafem obsahujicim
véechny vrcholy pivodniho grafu G.
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Souvislost grafu a kostra

Véta 4.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je souvisly pravé tehdy, kdyZ obsahuje alespoii jednu kostru.

Duikaz: Tvrzeni je ve tvaru ekvivalence, je tedy tfeba dokdzat oba sméry
implikace.

G je souvisly = G obsahuje alespoii jednu kostru.

G obsahuje alespori jednu kostru = G je souvisly.
Proved me diikaz obou implikaci:
“«<:" PYedpokladejme, Ze graf G obsahuje alespoii jednu kostru.

m Dle Definice 4.8 je kostra K = (V/, E’) podgrafem obsahujicim
v8echny vrcholy plivodniho grafu G.

m Navic je K stromem, tudiz K je souvisly (dle definice stromu).
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Souvislost grafu a kostra

Véta 4.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je souvisly pravé tehdy, kdyZ obsahuje alespoii jednu kostru.

Dukaz: Tvrzeni je ve tvaru ekvivalence, je tedy tfeba dokdzat oba sméry
implikace.

G je souvisly = G obsahuje alespofi jednu kostru.

G obsahuje alespofi jednu kostru = G je souvisly.
Proved me diikaz obou implikaci:
“«<:" PYedpokladejme, Ze graf G obsahuje alespoii jednu kostru.

m Dle Definice 4.8 je kostra K = (V/, E’) podgrafem obsahujicim
véechny vrcholy pivodniho grafu G.

m Navic je K stromem, tudiz K je souvisly (dle definice stromu).
Zavér: Samotny graf G je tedy souvisly.
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Pokracovani dukazu

“=:" PYedpoklddejme, Ze graf G je souvisly.

Diikaz faktu, Ze obsahuje alesponi jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k poétu hran m > 0.

M=
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Pokracovani dukazu

“=:" PYedpokladejme, Ze graf G je souvisly.

Dikaz faktu, Ze obsahuje alesponi jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k poctu hran m > 0.

m Baze: m =0, souvisly graf G md 0 hran = jde o trividlni strom
s jednim izolovanym vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotny.
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Pokracovani dukazu

“=:" P¥edpokladejme, Ze graf G je souvisly.
Dikaz faktu, Ze obsahuje alespon jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k po&tu hran m > 0.
m Baze: m =0, souvisly graf G ma 0 hran = jde o trividlni strom
s jednim izolovanym vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotny.
= Indukéni predpoklad: necht tvrzeni plati pro souvisly graf G s m
hranami, tj.
(*) souvisly graf G o m hranach obsahuje alespoii jednu kostru.

u
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Pokracovani dukazu

“=:" PYedpoklddejme, Ze graf G je souvisly.

Diikaz faktu, Ze obsahuje alespori jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k poétu hran m > 0.
m Baze: m =0, souvisly graf G ma 0 hran = jde o trividlni strom
s jednim izolovanym vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotny.
m Indukéni predpoklad: necht tvrzeni plati pro souvisly graf G s m
hranami, tj.
(*) souvisly graf G o m hrandch obsahuje alespofi jednu kostru.
= Indukéni krok: UvaZujme souvisly graf G’ o m + 1 hranach.
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Pokracovani dukazu

“=:" PYedpoklddejme, Ze graf G je souvisly.

Diikaz faktu, Ze obsahuje alespori jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k poétu hran m > 0.
m Baze: m =0, souvisly graf G ma 0 hran = jde o trividlni strom
s jednim izolovanym vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotny.
m Indukéni predpoklad: necht tvrzeni plati pro souvisly graf G s m
hranami, tj.
(*) souvisly graf G o m hrandch obsahuje alespofi jednu kostru.
= Indukéni krok: UvaZujme souvisly graf G’ o m + 1 hranach.
G’ neobsahuje kruznici = G’ je strom a jeho kostrou je G’ samotny.
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Pokracovani dukazu

“=:" P¥edpokladejme, Ze graf G je souvisly.

Dikaz faktu, Ze obsahuje alesponi jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k poctu hran m > 0.

m Baze: m =0, souvisly graf G ma 0 hran = jde o trividlni strom
s jednim izolovanym vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotny.

= Indukéni predpoklad: necht tvrzeni plati pro souvisly graf G s m
hranami, tj.
(*) souvisly graf G o m hranach obsahuje alespoii jednu kostru.

m Indukéni krok: UvaZujme souvisly graf G’ o m+ 1 hranach.

G’ neobsahuje kruznici = G’ je strom a jeho kostrou je G’ samotny.
G’ obsahuje kruznici C
)
= odebranim libovolné hrany e € C dostavame opét souvisly graf
G’ — e, ktery uz m3 pouze m hran
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Pokracovani dukazu

“=:" PYedpokladejme, Ze graf G je souvisly.

Dikaz faktu, Ze obsahuje alesponi jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k poctu hran m > 0.
m Baze: m = 0, souvisly graf G ma 0 hran = jde o trividlni strom
s jednim izolovanym vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotny.

= Indukéni predpoklad: necht tvrzeni plati pro souvisly graf G s m
hranami, tj.
(*) souvisly graf G o m hranach obsahuje alespoii jednu kostru.
m Indukéni krok: UvaZujme souvisly graf G’ o m + 1 hranach.
G’ neobsahuje kruZnici = G’ je strom a jeho kostrou je G’ samotny.
G’ obsahuje kruznici C
= odebranim libovolné hrany e € C dostavame opét souvisly graf
G’ — e, ktery uz ma pouze m hran
= dle induk&niho p¥edpokladu a tvrzeni (*) obsahuje graf G’ — e
alespofi jednu kostru. Ta je zdroveii i kostrou grafu G’.
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Pokracovani dukazu

“=:" PYedpokladejme, Ze graf G je souvisly.

Dikaz faktu, Ze obsahuje alesponi jednu kostru, provedeme matematickou
indukci vzhledem k po¢tu hran m > 0.
m Baze: m = 0, souvisly graf G ma 0 hran = jde o trividlni strom
s jednim izolovanym vrcholem. Kostrou grafu G je graf G samotny.

m Indukéni predpoklad: necht tvrzeni plati pro souvisly graf G s m
hranami, tj.
(*) souvisly graf G o m hranach obsahuje alespoii jednu kostru.
m Indukéni krok: UvaZujme souvisly graf G’ o m + 1 hranich.
G’ neobsahuje kruznici = G’ je strom a jeho kostrou je G’ samotny.
G’ obsahuje kruZnici C
= odebranim libovolné hrany e € C dostavame opét souvisly graf
G’ — e, ktery u? ma pouze m hran
= dle induk&niho p¥edpokladu a tvrzeni (*) obsahuje graf G’ — e
alespofi jednu kostru. Ta je zdrovefi i kostrou grafu G’.

Zavér: Graf G tedy obsahuje alespoii jednu kostru.
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Podminka pro souvisly graf

Disledek 4.1 (MILKOVA): V souvislém grafu G = (V, E) plati vztah
|E| > |V|—1.

Dukaz:
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Podminka pro souvisly graf

Disledek 4.1 (MILKOVA): V souvislém grafu G = (V, E) plati vztah
[El>[V]-1.

Diikaz: Souvisly graf obsahuje alespoii jednu kostru K = (V, E’), kde
E’' C E (dle Véty 4.2).
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Podminka pro souvisly graf

Disledek 4.1 (MILKOVA): V souvislém grafu G = (V, E) plati vztah
[El>[V]-1.

Diikaz: Souvisly graf obsahuje alespofi jednu kostru K = (V, E’), kde
E’ C E (dle V&ty 4.2). Pro kostru K plati |E'| = |V|— 1.
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Podminka pro souvisly graf

Dissledek 4.1 (MILKOVA): V souvislém grafu G = (V, E) plati vztah
|E| > |V|—1.

Diikaz: Souvisly graf obsahuje alespofi jednu kostru K = (V, E’), kde
E' C E (dle V&ty 4.2). Pro kostru K plati |E’| = |V/| — 1. Protoze E’ C E,
plati |E| > |V|—1.
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Podminka pro souvisly graf

Disledek 4.1 (MILKOVA): V souvislém grafu G = (V, E) plati vztah
|E| > |V|—1.

Diikaz: Souvisly graf obsahuje alespofi jednu kostru K = (V, E’), kde
E' C E (dle V&ty 4.2). Pro kostru K plati |E’| = |V/| — 1. Protoze E’ C E,
plati |E| > |V|—1.

P¥iklad: Je dano skére (1,1,1,1,2,2,2) grafu G. Mize byt graf G
souvisly? J

Reseni:
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Podminka pro souvisly graf

Disledek 4.1 (MILKOVA): V souvislém grafu G = (V, E) plati vztah
|E| > |V|—1.

Diikaz: Souvisly graf obsahuje alespoii jednu kostru K = (V, E’), kde
E’' C E (dle Vé&ty 4.2). Pro kostru K plati |E’| = |V| — 1. Protoze E' C E,
plati |[E| > |V| — 1.

P¥iklad: Je dano skére (1,1,1,1,2,2,2) grafu G. MiZe byt graf G
souvisly? J

Reseni- Potet vrcholii |V/| = 7. Potet hran spotitame:
El=1+1+1+1+2+2+2)/2=5.

Ové&¥ime podminku pro souvisly graf |E| > |V| — 1 z Véty 4.1. Neni
pravda, Ze 5 > 7 — 1. Proto graf se zadanym skdre nemlZe byt souvisly.
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Pocet koster v souvislém grafu

Plati zfejmé nasledujici dvahy:
Obsahuje-li souvisly graf pravé jednu kruZznici délky k, pak obsahuje k
koster.

Obsahuje-li souvisly graf p po dvou hranov& disjunktnich kruZnic
C1, G, ..., Cp, jejichZ délky jsou postupné ki, ko, ..., kp, pak
obsahuje ki - ko - - - - - kp koster.

Obsahuje-li graf G pravé jednu kostru, pak je graf G stromem.

Véta 4.3 (Arthur Cayley): Polet koster tiplného grafu K, n > 2, je n”*2.J

17. 10. 2017 10 / 37



P¥iklad 1: Ur&ete polet koster v nasledujicim grafu. )
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P¥iklad 1: Ur&ete polet koster v ndsledujicim grafu. )

ReZeni: V grafu je pouze jedna kruZnice délky 5. Proto je potet koster
roven 5.
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Priklad 2

P¥iklad 2: Urete polet koster v nasledujicim grafu. )
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Priklad 2

Ptiklad 2: Urete polet koster v ndsledujicim grafu. J

0‘000 ©

Reseni: V grafu jsou dv& po hranach disjunktni kruZnice, jedna délky 3,
druha délky 5. Proto je pocet koster roven 5 -3 = 15.

17. 10. 2017 12 /37



Priklad 3

P¥iklad 3: Urete polet koster v ndsledujicim grafu. )
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Priklad 3

Ptiklad 3: Urcete polet koster v nasledujicim grafu. J

Reseni: V grafu jsou vidét dva zajimavé podgrafy: tplny graf K; a
kruznice délky 5. Vime, Ze pro lplny graf Ky plati, Ze polet koster je

42 = 16. Obsahuje-li graf navic je$t& kruznici délky 5, pak je potet koster
celého grafu roven 16 - 5 = 80.
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Priklad 4

Ptiklad 4: Urcete polet koster v nasledujicim grafu. )
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Priklad 4

Ptiklad 4: Urcete polet koster v nasledujicim grafu. )

ReZeni: Graf je stromem, poet koster je tedy roven 1.

17. 10. 2017 14 / 37



Prohrnovani silnic

V kralovstvi je 6 mést — oznaéme je A, B, C, D, E, F, a néktera z nich jsou
spojena p¥imou silnici. K¥iZzovatky jsou pouze ve méstech. Mezi nékterymi
mésty pfima silnice nevede, ale z kaZdého mésta se dd po silnicich dostat
do libovolného jiného. V noci se p¥ihnala se vanice a zasnéZila viechny
silnice v celém krélovstvi. Napadlo aZz metr snéhu. Odhrabovali je mélo a
takovou snéhovou nadilku budou odklizet jesté hodn& dlouho. Rozhodnéte,
které silnice se maji odhrabat jako prvni, aby mezi kazdyma dvéma mésty
vedla sjizdna silnice. P¥ikladame plan kralovstvi s délkou jednotlivych cest.

@53@
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Problém minimalni kostry

M&jme ohodnoceny souvisly graf G = (V/, E). Kazdé hrané& e € E je déno
redlné &islo w(e), tzv. ohodnoceni hrany.

Mezi v&emi kostrami grafu G najdéte kostru H = (V/, E’) takovou, Ze
soutet ohodnocent jejich hran w(H) = .. w(e) nabyvd minimaini
hodnoty.

Kostru H nazveme minimalni kostrou grafu G a w(H) cenou kostry H.

v

Poznamky:
Minimalnich koster miiZe byt vice.
V praxi se setkdvdme vétSinou s tim, Ze ohodnoceni hran je nezaporné.

Ce¥ti matematici stéli u zrodu nejznam&jsich algoritmii pro nalezeni
minimalni kostry. Prvnim byl ve 20. letech 20. stoleti brnénsky
matematik Otakar Boriivka (elektrifikace na jizni a zdpadni Moravg).
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Kruskaliv algoritmus

Véta 4.18 (FUCHS): Bud (V, E, w) kone&ny souvisly graf

s ohodnocenim hran w. VSechny hrany e1,..., e, € E sestavme do
posloupnosti tak, aby w(e;) < w(ex) < --- < w(e,). Algoritmus pro
nalezeni minimalni kostry grafu G je nasledujici:

(1) Poloz Eg = 0,i=1.

(2) Obsahuje graf (V, Ei_1U{e}) kruznici? ANO: krok (4). NE: krok (3).
(3) Poloz Ej = Ej_1 U {e;}. Jdi na krok (5).

(4) Poloz E; = E; 1.

(5) Je i = n? ANO: Jdi na krok (6). NE: Jdi na krok (8).

(6) Poloz Ej = K.

(7) KONEC. (U, K) je minimalni kostra.

(8) Zvétsi hodnotu i o jednitku a jdi na krok (2).
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Pocétek algoritmu — neorientovany graf o sedmi uzlech A, B, C, D, E, F, G

F 7 G
’. ................. .
2 4 3 4
3 "" D.:' 2
C ‘ ............... . ............... ®E
5 6. 5 6
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlng zpracovavana hrana: C—2—F (pat¥i do kostry)

17. 10. 2017 18 / 37



P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlng zpracovavana hrana: D-2-E (pat¥i do kostry)
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudln& zpracovavand hrana: C-3-D (pat¥i do kostry)
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlng zpracovavana hrana: D-3-G (pat#i do kostry)

2 "4
c . E
5. 6. 5 6
. ................ ®
A 7 B
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlng zpracovavana hrana: D—4-F (nepatfi do kostry)
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlné zpracovavana hrana: D—4-F (pfiddnim hrany D—4-F by vznikla

kruznice CDFC)
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlng zpracovdvana hrana: E-4-G (nepat¥i do kostry)
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlné zpracovavana hrana: E-4—G (p¥idanim hrany E-4-G by vznikla
kruznice DEGD)

-
2 4
c 3
5. 6 5 6
. ................ ®
A 7 B
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

2 4
c o
5% 6. 5 .6
. ................ ®
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudln& zpracovavana hrana: B-5-D (pat#i do kostry)
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Aktudlng zpracovavana hrana: A-5-C (patfi do kostry)
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P¥iklad pouziti Kruskalova algoritmu

Konec algoritmu, kostra je tplnd
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P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Potatek algoritmu — neorientovany graf o sedmi uzlech (stromech) A, B,
C,D,EFG

F . G
... ................. .
2 4" 3 4
3 "" D.:' 2
C ‘ ............... . ............... ®E
5. 6. 5 6
' ................. ‘
A 7 B

17. 10. 2017 19 / 37



P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Aktudln& zpracovdvany “strom” {A}: nejkratsi hrana A-5-C ke stromu {C}
= novy strom {A, C}
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P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” {B}: nejkrat¥i hrana B-5-D ke stromu
{D} = novy strom {B, D}
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P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” {E}: nejkratdi hrana E-2-D ke stromu
{B, D} = novy strom {B, D, E}

17. 10. 2017 19 / 37



P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” {F}: nejkrati hrana F-2-C ke stromu
{A, C} = novy strom {A, C, F}
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P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” {G}: nejkrati hrana G-3-D ke stromu
{B, D, E} = novy strom {B, D, E, G}
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P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Sumarizace: dva stromy, modry: {A, C, F}, ¢erveny: {B, D, E, G}
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P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” {A, C, F}: nejkratdi hrana C-3-D ke
stromu {B, D, E, F}
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P¥iklad pouziti Borlivkova algoritmu

Konec algoritmu — spojeni poslednich dvou stroml = minimalni kostra.
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Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Pocatek algoritmu — neorientovany graf G o vrcholech A, B, C, D, E, F, G
a vyznalenym stromem S = {A}

F 7 G
’. ................. .
2 4 3 4
3 "" D.:' 2
C ‘ ............... . ............... . E
5% 6. 5 6
‘ ................. ®
A 7 B
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Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” S = {A}: nejkratsi hrana od S do G — S
je hrana A-5-C = novy strom S = {A, C}

.
. .
.
.
. .
.
‘

A 7



Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” S = {A, C}: nejkratsi hrana od S do
G — S je hrana C-2-F = novy strom S = {A,C, F}

w®

A 7
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Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” S = {A, C, F}: nejkrat$i hrana od S do
G — S je hrana C-3-D = novy strom S = {A,C,D, F}
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Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” S = {A, C, D, F}: nejkrat¥i hrana od S do
G — S je hrana D-2-E = novy strom S = {A,C,D,E, F}
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Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” S = {A, C,D, E, F}: nejkratsi hrana od S
do G — S je hrana D-3-G = novy strom S = {A,C,D,E,F,G}
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Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Aktudlné zpracovavany “strom” S = {A, C,D, E, F, G}: nejkratsi hrana
od S do G — S je hrana D-5-B = novy strom S = {A,B,C,D,E,F,G}
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Pt¥iklad pouziti Jarnikova algoritmu

Konec algoritmu, ve stromu S jsou v8echny vrcholy plivodniho grafu G
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Srovnani algoritmi

Kruskalliv algoritmus nejprve uspofada hrany podle ohodnoceni, pak
je prochazi a kdyz aktualni hrana nevytva¥i kruZnici, p¥ida ji do
minimalni kostry. Pro grafy s mensim poctem hran je nejefektivngjsi.

Boravkiv algoritmus: v kazdém kroku dochdzi ke spojeni aktudlniho
stromu s nejbliZ&im jinym stromem. S vyuZitim specidlnich datovych
struktur je pro grafy s velkym po&tem hran velmi rychly.

Jarniktiv algoritmus je vlastné obdobou Boriivkova algoritmu s tim
rozdilem, Ze v kazdém kroku bereme tentyZ strom, ktery obohacujeme
spojenim s daldim stromem. Opé&t je vyhodné&jsi jej pouZit pro grafy
s velkym poétem hran.
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Prohrnovani silnic — ¥eSeni

Reseni pomoci Kruskalova algoritmu:
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7 9
3
4 5
2 8
Reseni pomoci Kruskalova algoritmu:
(e
7 9
6 3
4 5
2 8
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Prohrnovani silnic — ¥eSeni
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Uloha o tfech nadobach

Zadani: M&jme plnou nadobu vody o objemu 8 litrli a dvé prazdné nadoby
s objemy 5 a 3 litry. Jakym zplisobem musime pfelévat vodu tak, abychom
nakonec dostali dvakrat 4 litry?

Pozndamka: Ani jedna z nadob nema mérnou stupnici.

8 litrd 5 litrd 3 litry

Autor prvniho ¥eSeni z r. 1893: Georges Edouard Auguste Brunel
(1856-1900)
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Uloha o ttech nddobach — jak FeSit pomoci grafii

Objem t¥i nadob zapisovat do navé&sti vrcholl — trojice p¥irozenych
Cisel (i,/, k) vEetn& nuly, p¥itemz i < 8,j <5,k < 3.

Vrcholy jsou vlastné “stavy”, v jakych mohou jednotlivé nddoby byt.
Je-li mozné ptejit z jednoho stavu do druhého, umistime mezi né
hranu & Sipku (“orientovanou hranu”).

Existuji hrany, u kterych zdleZi na poradi po¢dte¢niho a koncového
vrcholu (viz ervena Sipka).

Regenim Glohy je nalezeni cesty o co nejmensim po&tu hran (ipek) ze
stavu (8, 0, 0) do stavu (4, 4, 0).
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Uloha o t¥ech nidobdch — stavové pole

START: 8 0 0

siTlsTf
0T BLTE

3

2fs]o]

1
CiL: nn
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Uloha o tfech nadobach — FeSeni

Reseni:

(87 07 0) —3 (5) 07 3
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Uloha VIk, koza, zel

Zadani: Vesnican se vraci z trhu domtu. Ma s sebou kozu, vlka a v ruce
hldvku zeli. Najednou pFigel k ¥ece. Na bfehu m3 p¥ivdzanou malou lod.
UZ chce nasednout, kdyZ tu ho nahle dobrd nilada opousti. Totiz, do té
lodi¢ky se vSechno nardz nevejde. A kdyZ tu nechd vlka samotného, vlk sni
kozu. KdyZ tu nechd kozu, ta sni zeli. Jak dostane vlka, kozu i zeli na
druhou stranu?

Do lod'ky se mu vejde jen jedna v&c. A na zddném z b¥ehii nesmi nechat
samotného vlka s kozou nebo kozu a zeli.
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Uloha VIk, koza, zel

Zadani: Vesnitan se vraci z trhu domi. Ma s sebou kozu, vlka a v ruce
hldvku zeli. Najednou p¥iel k Yece. Na b¥ehu ma p¥ivazanou malou lod'.
UZ chce nasednout, kdyZ tu ho ndhle dobrd nalada opousti. Totiz, do té
lodi¢ky se vSechno naradz nevejde. A kdyZ tu nechd vlka samotného, vlk sni
kozu. Kdyz tu necha kozu, ta sni zeli. Jak dostane vlka, kozu i zeli na
druhou stranu?

Do lod'ky se mu vejde jen jedna v&c. A na 7ddném z brehii nesmi nechat
samotného vlka s kozou nebo kozu a zeli.

Reseni: Nejprve si oznadime G&astniky prevozu. VIk, Koza, Zeli a
Pf¥evoznik. Stavy grafu budou dvojice, které vzniknou rozkladem mnoZiny
{V,K,Z,P} na dvé& podmnoZiny reprezentujici objekty na levém a pravém
b¥ehu. Potitednim stavem je tedy dvojice ({V, K, Z, P}, 1), cilem je dojit
k vrcholu (0,{V, K, Z, P}).
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Uloha VIk, koza, zeli — stavové pole

KiP K:P P K

\ z Z:V vV Z

P K P K P K

\ z zZ:V vV zZ
KiP P K P K
vV Z \ z Z:V

P K P K P K
vV z \ z Z:V

Cervené jsou oznalené nepovolené stavy a hrany s nimi incidentni.
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Uloha VIk, koza, zeli — FeSeni

Kip KipP P K KiP Kip P K

v z zZiv v v z ziv vz

P K P K P K P K P K P K

v z ziv v v z ziv vz
Kip P K P K Kip P K P K
vz v z v vz v z ziv

P K P K P K P K P K P K
- v z v - v z ziv

<7
N X

Zelené je vyznalena nejkratsi cesta, kterd prochazi povolenymi stavy.
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Hledani nejkratsi cesty

M&jme ohodnoceny (vaZeny) graf G = (V, E). Kazdé hran& e € E je dano
redlné nezaporné &islo w(e), tzv. ohodnoceni (vaha) hrany.
V teorii grafii se miZeme setkat s témito velmi podobnymi problémy:

Shortest path: Najd&te nejkratsi cestu z inicidlniho vrcholu s € V do
cilového vrcholu t € V v grafu G.

Single source shortest path: Najdéte nejkratsi cestu z inicidlniho
vrcholu a € V do v8ech ostatnich uzli grafu G.

All pairs shortest path: Najdéte nejkratsi cestu mezi kaZzdou dvojici
vrcholl grafu G.

Poznamka: K ¥eSeni prvnich dvou problémi se pouZiva Dijkstriv
algoritmus. Je mozné jej pouZit i pro ¥eSeni 3. problému (aplikujeme jej pro

kazdy vrchol grafu zvldst), efektivn&ji metodou je vdak Floyd-Warshalliv
algoritmus.
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Dijkstriiv algoritmus — inicializace

Na potatku algoritmu vloZime do ndv&sti inicidlniho uzlu A hodnotu A/Q,
do navésti ostatnich uzld X, jejichZ vzdalenost od A zatim nezndme,
zapiseme X /oo, viz nésledujici obrazek.

F/oo
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Dijkstriiv algoritmus — prochazeni grafu

Opakované provadime nasledujici tfi kroky, dokud nezpracujeme viechny
vrcholy:

Mezi nezpracovanymi vrcholy najdeme uzel X /n s nejmensi
vzdalenosti n od inicidlniho vrcholu A.

Pro kazdou hranu e vedouci z uzlu X/n do nezpracovaného vrcholu
Y /m provedeme nasledujici:

m je-li m > n+ w(e), zmé&nime aktudlni vzdalenost uzlu Y od inicidlniho
uzlu A na m=n+ w(e),

m v opa&ném pFipadé ponechdme navésti uzlu Y beze zmény.
Oznatime uzel X jako zpracovany.
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Pocatek algoritmu — neorientovany graf o Sesti uzlech A, B, C, D, E, F,
pficemz vrchol A je inicidlni.

Floo

17. 10. 2017 33 /37



P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Uzel A se aktudlné zpracovava

Floo

Al0
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Me&ni se nav&sti uzlid B, D, E (dosud nezpracovani sousedé vrcholu A)

Flo

Al0
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovanych vrcholl ma nejmensi vzddlenost uzel B

Floo
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Uzel B se aktudIn& zpracovava, vrchol A je oznalen jako zpracovany

F/oo
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Me&ni se nav&sti uzli C, E (dosud nezpracovani sousedé vrcholu B)

F/o
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovanych vrcholl ma nejmensi vzdalenost uzel E

F/loo
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Uzel E se aktudlné zpracovavd, vrchol B je oznaéen jako zpracovany

Floo
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Meni se nav&sti uzli C, D, F (dosud nezpracovani sousedé vrcholu E)
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovanych vrcholi ma nejmensi vzdalenost uzel C

F/6
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Uzel C se aktudln& zpracovava, vrchol E je oznalen jako zpracovany

D/6
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

M&ni se ndv&sti uzlu F (dosud nezpracovany soused vrcholu C)

D/6
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovanych vrcholl ma nejmensi vzdalenost uzel F

F/5

D/6
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Uzel F se aktualné zpracovéva, vrchol C je oznaden jako zpracovany

F/5

D/6
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Uzel F nema nezpracované sousedy, je oznalen jako zpracovany

/ 2
1
4 1 3
3
D/6
6 1
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Z nezpracovanych vrcholl zbyva pouze vrchol D, je oznaden jako aktudln&
zpracovdvany.

/ ,
1
4 1 3
3
D/6
6 1
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P¥iklad pouziti Dijkstrova algoritmu

Uzel D nemd nezpracované sousedy. Je oznalen jako zpracovany.
Konec algoritmu.

/1 2
S\
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Dijkstriv algoritmus — poznadmky

Dijkstriv algoritmus lze pouZit i pro neohodnocené grafy — postadi
kazdé hrané pridat ohodnoceni 1.

Dijkstriiv algoritmus Ize pouZit i pro orientované grafy, tj. grafy,
v nichz ma hrana smér.

Dijkstriiv algoritmus nelze spolehlivé pouZit pro ohodnocené grafy, ve
kterych je vaha nékterych hran zaporna.
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Dijkstriiv algoritmus — ptiklad

Naleznéte (pomoci Dijkstrova algoritmu) nejkrat3i cestu od uzlu A ke
v8em ostatnim vrcholim grafu zadaného nasledujicim obrazkem.
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Dijkstriiv algoritmus — FeSeni prikladu
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