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Program prezentace

Zavedeni Eulerovskych grafi
Prochazeni labyrinti
Hledani eulerovskych tahi

PouZité zdroje
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Uvodni piklad

Nakreslete jednim tahem kvétinu zobrazenou na ndsledujicim grafu.

e

Ukol spotivajici v nakresleni eulerovského tahu.
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Eulerovsky tah a graf

Definice 2.3 (MILKOVA):

m Eulerovsky tah v grafu G je uzavfeny nebo otevfeny tah, ktery
obsahuje v8echny hrany grafu G.

m Eulerovsky graf je souvisly graf G, ve kterém existuje eulerovsky tah.

Historicka poznamka: Nazev se vztahuje ke slavnému 3vycarskému
matematikovi Leonardovi Eulerovi (1707-1783), ktery v r. 1736 Yesil

Problém sedmi mostii mésta Kralovce

(pGvodn& Konigsberg, dnes Kaliningrad na Kaliningradském tzemi Ruska
mezi Polskem a Litvou, do r. 1945 hlavni mé&sto Vychodniho Pruska).

Jde o prvni pFispévek k teorii grafii a rok 1736 je pokladan za polatek
teorie grafi.
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Problém sedmi mostti mésta Kralovce

Ve mé&st& Kralovec jsou v centru mé&sta na fece Pregel (dnes Pregolya) dva
ostrovy, které v 18. stoleti spojovalo s obéma bfehy sedm mosti:

l:in %@

A e

A

Obyvatelé mé&sta p¥i prochdzkich €asto pfemysleli, zda by bylo mozné

projit se méstem tak, aby prochazku zadali v jednom misté&, p¥esli vSechny

mosty, pfes kazdy pravé jednou, a vratili se tam, kde za&ali.
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Problém sedmi mostti mésta Kralovce

Prevedeno do teorie graf(i: existuje v ndsledujicim grafu uzav¥eny
eulerovsky tah?

&)

Leonard Euler ukazal, Ze to neni moZné, a dokonce formuloval obecnou
charakteristiku tloh daného typu.

28. 11. 2017 6 /36



Nutna a postalujici podminka pro Eulerovsky graf

Véta 2.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyZ G je souvisly a ma bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.
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Nutna a postalujici podminka pro Eulerovsky graf

Véta 2.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyZ G je souvisly a ma bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.

Dikaz (nebude vyZadovan u zkousky): jednd se tvrzeni tvaru logické
ekvivalence, je tedy tfeba ukazat oba implikaéni sméry:

“=:" Graf G je eulerovsky = G je souvisly a ma bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.

“«:" Graf G je souvisly a ma bud viechny vrcholy sudého stupn&
nebo pravé dva vrcholy lichého stupné = G je eulerovsky.
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Nutna a postalujici podminka pro Eulerovsky graf

Véta 2.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plat:
Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyZ G je souvisly a ma bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.

Dikaz (nebude vyZadovan u zkousky): jednd se tvrzeni tvaru logické
ekvivalence, je tedy tfeba ukazat oba implikaéni sméry:

“=:" Graf G je eulerovsky = G je souvisly a m3 bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.

“«:" Graf G je souvisly a m3 bud viechny vrcholy sudého stupn&
nebo pravé dva vrcholy lichého stupné = G je eulerovsky.

Smér “=" si nyni ukdZeme. Pro sm&r “<" budeme potfebovat n&kolik
pomocnych tvrzeni.
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Dikaz Véty 2.2 ve sméru “="

P¥edpokladejme, Ze je graf G eulerovsky. Z definice 2.1 tedy je souvisly a

existuje v n&€m (uzavfeny &i otevieny) eulerovsky tah T obsahujici viechny
hrany grafu G.

28. 11. 2017 8 /36



Dikaz Véty 2.2 ve sméru “="

Predpokladejme, Ze je graf G eulerovsky. Z definice 2.1 tedy je souvisly a
existuje v n&m (uzavfeny & otevieny) eulerovsky tah T obsahujici viechny
hrany grafu G.
Je-li T uzavfeny, pak kazdy vrchol G, kterym tah minimaln& jednou
prochazi, je sudého stupné. Pro kazdy v € V totiZ plati
degc(v) = 2p, kde p pocet vyskyti vrcholu v v tahu T.
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Dikaz Véty 2.2 ve sméru “="

Ptedpokladejme, Ze je graf G eulerovsky. Z definice 2.1 tedy je souvisly a
existuje v n€m (uzav¥eny &i otevieny) eulerovsky tah T obsahujici viechny
hrany grafu G.
Je-li T uzavieny, pak kazdy vrchol G, kterym tah minimaln& jednou
prochazi, je sudého stupné. Pro kazdy v € V totiz plati
degc(v) = 2p, kde p potet vyskytl vrcholu v v tahu T.

Je-li T otevieny, pak pocdte¢ni a koncovy vrchol tahu T maji lichy
stupefi. Ostatni vnit¥ni vrcholy tahu T maji sudy stupei.
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P¥ipomenuti a prvni pomocné tvrzeni

Pro pfipomenuti:
m Disledek 1.1 (Milkova): Pocet vrcholl lichého stupné v grafu G je
sudy.
m Disledek 1.2 (Milkova): Hrana grafu je bud most nebo lezi na
néjaké kruznici grafu.

m Definice: Graf G = (V, E) nazveme sudym grafem, jsou-li viechny
vrcholy v € V sudého stupné.

Tvrzeni 2.1 (Milkovd): Pro kazdy graf G = (V/, E) plati:
JestliZe je graf G sudy, pak G neobsahuje most. J

Dakaz: provedeme sporem, tj. pfedpokladejme, Ze existuje sudy graf
G = (V, E), ktery obsahuje most: hranu e = {v, w}, viz nasledujici slajd.
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Dikaz Tvrzeni 2.1

Graf G s mostem e = {v, w}:

Z grafu odebereme hranu e a podivime se na komponentu @1 obsahujici
vrchol v.
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Dikaz Tvrzeni 2.1

Komponenta @ s vrcholem v:

ProtoZe graf G byl sudy, jsou v8echny vrcholy komponenty Q1 sudého
stupné s vyjimkou vrcholu v, u néhoZ se po odebrani hrany e zménil
stupefi ze sudého na lichy.
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Dikaz Tvrzeni 2.1

Komponenta Q1 s vrcholem v:

ProtoZe graf G byl sudy, jsou viechny vrcholy komponenty Q7 sudého
stupné s vyjimkou vrcholu v, u néhoZ se po odebrani hrany e zménil
stupefi ze sudého na lichy.

Spor s Disledkem 1.1 (po&et vrchold lichého stupn& grafu musi byt sudy)
= plati Tvrzeni 2.1: Sudy graf neobsahuje most.

28. 11. 2017 10 / 36



Druhé pomocné tvrzeni

Tvrzeni 2.2 (Milkovd): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Jestlize graf G je sudy, pak kaZzda hrana grafu G lezi na néjaké kruZnici
grafu G.

Dukaz:
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Druhé pomocné tvrzeni

Tvrzeni 2.2 (Milkovd): Pro kazdy graf G = (V/, E) plati:
JestliZze graf G je sudy, pak kazda hrana grafu G leZi na néjaké kruZnici
grafu G.

Dukaz:

Dle Diisledku 1.2 je hrana libovolného grafu bud most nebo le#i na
né&jaké kruznici grafu.

Dle Tvrzeni 2.1 sudy graf neobsahuje most.
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Druhé pomocné tvrzeni

Tvrzeni 2.2 (Milkovd): Pro kaZdy graf G = (V/, E) plati:
JestliZze graf G je sudy, pak kaZzdd hrana grafu G lezi na n&jaké kruznici
grafu G.

Dukaz:

Dle Dasledku 1.2 je hrana libovolného grafu bud most nebo lezi na
néjaké kruznici grafu.

Dle Tvrzeni 2.1 sudy graf neobsahuje most.

Z toho vyplyva, Ze kazdd hrana sudého grafu leZi na n&jaké kruznici.
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T¥eti pomocné tvrzeni

Tvrzeni 2.3 (Milkova): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
JestliZze graf G je sudy, pak graf G lze zapsat jako sjednoceni kruznic,
které jsou navzajem po dvou hranové disjunktni.

Diikaz (nebude vyzadovan u zkousky):
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TYeti pomocné tvrzeni

Tvrzeni 2.3 (Milkova): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Jestlize graf G je sudy, pak graf G lze zapsat jako sjednoceni kruznic,
které jsou navzajem po dvou hranové disjunktni.

Diikaz (nebude vyZadovan u zkousky): Necht G = (V, E) je sudy
graf a e jeho libovolnd hrana, viz nasledujici ilustraéni obrazek.
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Dikaz Tvrzeni 2.3

Dle Tvrzeni 2.2 leZi hrana e na né&jaké kruznici C:
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Dikaz Tvrzeni 2.3

KdyZ odebereme viechny hrany kruznice C z grafu G, dostaneme opét
sudy graf:

O

O
O

O

Pro¢? Vyjmutim hran kruZnice se stupei libovolného vrcholu kruZnice
sniZi presné o dva, tj. zlistane sudy.
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Dikaz Tvrzeni 2.3

Postup opakujeme tak dlouho, dokud ziskdme graf G’ = (V,0):
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Dikaz Tvrzeni 2.3

Postup opakujeme tak dlouho, dokud ziskdme graf G’ = (V,0):
O
O C{ D
O
O
O
O
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Dikaz Tvrzeni 2.3

Postup opakujeme tak dlouho, dokud ziskdme graf G’ = (V,0):

28. 11. 2017 13 / 36



Dikaz Tvrzeni 2.3

Postup opakujeme tak dlouho, dokud ziskdme graf G’ = (V, 0):

KdyZ postupné sjednotime kruZnice, které jsme p¥ed chvili odebirali (a
které byly hranové& disjunktni), dostaneme pivodni graf G.
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Dokonéeni diikazu Véty 2.2

Vratme se zpétky k V&té 2.2:

Véta 2.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plat:
Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyZ G je souvisly a ma bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.

UZ jsme dokazali smér “=".
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Dokonéeni diikazu Véty 2.2

Vratme se zpatky k V&t& 2.2:

Véta 2.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyZ G je souvisly a ma bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.

UZ jsme dokdazali smér “=".

Chybi dokazat smér "<«:"
(*) Graf G je souvisly a m3 bud viechny vrcholy sudého stupn& nebo

pravé dva vrcholy lichého stupné = G je eulerovsky.
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Dokonéeni diikazu Véty 2.2

Vratme se zpatky k V&t& 2.2:

Véta 2.2 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plat:
Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyZ G je souvisly a ma bud viechny
vrcholy sudého stupné nebo pravé dva vrcholy lichého stupné.

UZ jsme dokazali smér “=".
Chybi dokazat smér "<«<=:"

(*) Graf G je souvisly a ma bud vSechny vrcholy sudého stupn& nebo
pravé dva vrcholy lichého stupné = G je eulerovsky.

Nejd¥ive si tvrzeni (*) dokazeme pro souvisly graf, v némz jsou viechny

vrcholy sudého stupné. Provedeme to matematickou indukci vzhledem
k po¢tu hran m,m > 1.
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Dikaz Véty 2.2 ve sméru “<"

Mé&jme sudy souvisly graf G.
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Dikaz Véty 2.2 ve sméru “<"

Még&jme sudy souvisly graf G.

Baze: Nejmensi sudy souvisly graf G ma 3 hrany — jednd se o kruZnici
(trojahelnik) C3 = kruZnice C3 je uzavfeny eulerovsky tah.
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Dikaz Véty 2.2 ve sméru “<"

Mé&jme sudy souvisly graf G.

Baze: Nejmensi sudy souvisly graf G ma 3 hrany — jednd se o kruZnici
(trojuhelnik) Gz = kruznice C3 je uzavfeny eulerovsky tah.

Indukéni predpoklad: Sudy souvisly graf s poétem hran < m obsahuje
uzavreny eulerovsky tah.
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Dikaz Véty 2.2 ve sméru “<"

Még&jme sudy souvisly graf G.

Baze: Nejmensi sudy souvisly graf G ma 3 hrany — jedna se o kruZnici
(trojuhelnik) Gz = kruznice C3 je uzavieny eulerovsky tah.

Indukéni pFedpoklad: Sudy souvisly graf s poétem hran < m obsahuje
uzavreny eulerovsky tah.

Indukéni krok: UvaZujme sudy souvisly graf, ktery md m + 1 hran.
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Induk&ni krok dikazu Véty 2.2 ve sméru “«<"

Dle Tvrzeni 2.3 je sudy graf sjednocenim nékolika kruZnic navzajem
hranové disjunktnich. Vybereme nékterou z téchto kruznic a ozna&ime ji C:

Po odebrani hran kruZnice C bude graf G’ = (V,E — {e € C}) sudy, ne
v8ak nutné souvisly.

28. 11. 2017 16 / 36



Induk&ni krok dikazu Véty 2.2 ve sméru “«<"

Zbylé komponenty grafu G’ jsou sudé grafy, které maji ur&ité¢ < m hran:

Tyto komponenty obsahuji dle IP uzaviené eulerovské tahy (jsou souvislé a
maji < m hran).
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Induk&ni krok dikazu Véty 2.2 ve sméru “«<"

Komponenty (uzaviené eulerovské tahy) spojime do grafu G hranami
kruznice C a ziskdme uzav¥eny eulerovsky tah o m + 1 hrandch.

Plati tedy:
(**) Sudy souvisly graf obsahuje uzavFeny eulerovsky tah.
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Induk&ni krok dikazu Véty 2.2 ve sméru “«<"

Chtéli jsme dokazat Vé&tu 2.2 ve sméru “<=", tj. tvrzeni:

(*) Graf G je souvisly a ma bud viechny vrcholy sudého stupn& nebo
pravé dva vrcholy lichého stupné = G je eulerovsky.

Pro sudé souvislé grafy je jiz tvrzeni (*) je dokdzano.
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Induk&ni krok dikazu Véty 2.2 ve sméru “«<"

UvaZujme tedy souvisly graf G = (V/, E) s prdv& dv&ma vrcholy x,y € V
lichého stupn&. Chceme ukdazat, Ze G obsahuje otevfeny eulerovsky tah.

28. 11. 2017 17 / 36



Induk&ni krok dikazu Véty 2.2 ve sméru “«<"

Spojime vrcholy x, y s novym uzlem v* a vytvofime sudy graf
G =(VU{v'}, EU{{x, v}, {y,v'}}:

Novy sudy a souvisly graf G’ obsahuje, dle dokdzaného tvrzeni (**),
uzavieny eulerovsky tah.
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Induk&ni krok dikazu Véty 2.2 ve sméru “«<"

Odebranim uzlu v* z grafu G’ ziskdme otev¥eny eulerovsky tah v grafu G.

Souvisly graf G s pravé& dvéma vrcholy lichého stupné je tudiZ eulerovsky.
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Eulerovské vs. Hamilton

m Véta 2.2 je jednozna&nym kritériem pro rozhodnuti, zda je zadany
graf eulerovsky. Takovou nutnou a postalujici podminku jsme pro
hamiltonovské grafy neméli.

m K rozliSeni obou typii grafii ndm pomiZe nasledujici srovnani:

Eulerovsky graf = problém prizkumnika (vydava se na prizkum

v8ech ulic mé&sta nebo jeho &asti, chtél by kazdou ulici projit pravé
jednou).

Hamiltonovsky graf = problém cestujiciho (vyjizdi na putovani po

uréenych méstech a chté&l by si trasu napldnovat tak, aby kazdé
navstivil pravé jednou).
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Priklad 2.4

Uréete, zda je nasledujici graf eulerovsky.
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Priklad 2.4

Urcete, zda je nasledujici graf eulerovsky.

Reseni: zapiSeme si skére grafu: (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 6). Jednd se o
souvisly a sudy graf, obsahuje tedy uzavfeny eulerovsky tah. Graf je
eulerovsky.
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Odklizeni snéhu z chodnikd

P¥edstavte si, Ze jste na brigddé€ a Vasim dkolem je odklizeni snéhu
z chodniki v ulicich jisté ¢asti mésta Brna, jejiz pldnek mate k dispozici.
Vite, Ze se jedna o ulice, které maji chodniky po obou stranach.

Jak si naplénujete tklid, aby prichod ulicemi byl efektivni (tj. abychom
kazdou stranu ulice pro¥li pravé jednou)?
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Prochazeni labyrint(i

Ukazka bludist& v zahradé Hampton Court Palace (jihozapadni Londyn) —
viz planek:

Prvni pokusy o nalezeni algoritmu pro prochdzeni labyrintu byly u&inény
v letech 1873 az 1895 (Wiener, Trémaux, Tarry).
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Jak labyrinty ptevést do grafu?

K¥iZzovatky a konce chodeb oznaéime pismeny:
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Jak labyrinty ptevést do grafu?

Pismena budou vrcholy grafu. Dva uzly x, y propojime hranou, pokud mezi
nimi existuje chodba:

© (F) O ® O
099‘6‘@00@
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Edmons-Johnsoniiv algoritmus

m Tarryho a Trémauxiv algoritmus pro prochazeni labyrintu inspirovaly
v r. 1973 Edmonse a Johnsona k formulaci vlastni metody
prochazeni labyrintem.

m Edmons-Johnsondv algoritmus slouZzi k nalezeni prichodu labyrintem,
pritemz kazdou chodbu (hranu) prochazime v obou smérech (tam i
zpét).

m Hlavni zdsady algoritmu:

KaZdou hranou (chodbou) miZeme projit v jednom smé&ru nejvyse
jednou.

Po hranég, po které jsme do vrcholu p¥isli poprvé, se miZeme vracet
pouze tehdy, nemame-li jinou moZnost.

Z hran, které mame k odchodu z vrcholu k dispozici, upfednostiiujeme
tu hranu, kterou jsme dosud nikdy nesli.
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Edmons-Johnsoniiv algoritmus — principy

Oznaéeni chodby, kterou prochazime poprvé:
® na jejim zaldtku vkladame dvé znalky ee
m na jejim konci vkladame
jednu znacku e, vede-li chodba k jiZ navstivené k¥iZovatce,
t¥i znatky e e e, vede-li chodba k dosud nenavitivené kfiZzovatce.
Oznateni chodby, kterou prochizime podruhé (tj. jdeme v opa&ném
sméru):
m na svém zalatku ma jednu znacku e,
m k této znalce na zalatku chodby p¥iddme druhou znalku e.
Vybér chodby k prochazeni, jsme-li na k¥fizovatce:
m primarné vybirame chodbu, kterd nema znadenf;
m pokud Zadnd takovd neexistuje, vybereme chodbu s jednou znackou e
na svém zadatku;
m neni-li k dispozici chodba bez znadeni &i s jednou znatkou e, vybereme
chodbu se tfemi znatkami e e .
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Priklad 6.1

Mé&jme planek mé&sta, v jehoZ ulicich (s chodniky na obou strandch) mame
odklidit snih. Pomoci Edmons-Johnsonova algoritmu najdéte posloupnost

orientovanych hran oznacujicich prichod ulicemi p¥i odklizeni snéhu tam i
zpét.
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P¥iklad 6.1 — nékolik zasad

m Poprvé navstivenou chodbu budeme znadit usporadanou dvojici
(x,y), kde x je zatdtek chodby, y konec chodby.

m P¥i druhém prichodu chodbou v opa&ném sméru zapi¥eme (y, x),
¢imz naznadime, Ze uz je snih odklizen z obou chodniki ulice.

m Mame-li vice moznosti, jakou chodbou se vydat, respektujeme
lexikografické (abecedni) pravidlo.
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Zatindme ve vrcholu a, s nimz sousedi vrcholy b, i. Lexikograficky je bliz
b, vydame se chodbou do b, p¥icemz na jeji zatatek vloZime ee, na jeji
konec o o o, jelikoz kFizovatku b jsme jesté nenavstivili.

Navitivené chodby: ()

Aktudlni chodba: (a, b)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V k¥izovatce b vybirdme chodbu, kterou pljdeme. Mame jesté k dispozici
neoznatené chodby, takZe vybereme “lexikograficky” hranu (b, d).
Navstivené chodby: (a, b)

Aktudlni chodba: (b, d)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ozna&ime chodbu (b, d), pfitemz na jeji zalatek vloZime ee, na jeji konec
e o o, jelikoZ kfizovatku d jsme jeSté nenavstivili.

Navstivené chodby: (a, b)

Aktudlni chodba: (b, d)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V k¥izovatce d vybirdme chodbu, kterou pijdeme. Mame jesté k dispozici
neoznatené chodby, takZe vybereme “lexikograficky” hranu (d, f).
Navstivené chodby: (a, b); (b, d)

Aktudlni chodba: (d, f)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ve dvou krocich projdeme hranami (d, f); (f, e), jejich zatatek ozna&ime
e, konec e o o. Dal3i hrana v potadi je (e, b).

Navstivené chodby: (a, b); (b, d)

Aktudlni chodba: (e, b)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ozna&ime chodbu (e, b), pfitemZ na jeji zalatek vloZime ee, na jeji konec
pouze e, jelikoz kFizovatku d jsme jiz navstivili.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d,f); (f,e)

Aktudlni chodba: (e, b)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V k¥izovatce b vybirdme chodbu, kterou pljdeme. Nemame uZ k dispozici
neoznacené chodby, vybereme tedy zpé&tnou hranu (b,e) s e.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d,f); (f,e); (e, b)

Aktudlni chodba: (b, e)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ozna&ime chodbu (b, e), pfitemz na jeji zatatek doplnime e navic, jeji
konec nechdme beze zmény.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d,f); (f,e); (e, b)

Aktudlni chodba: (b, e)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ve dvou krocich projdeme zp&tnymi hranami (e, f); (f,d) a jejich znaZeni
ponechame beze zmény.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b, e); (e,f); (f,d)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V k¥izovatce d vybirdme chodbu, kterou pijdeme. Mame jesté k dispozici
neoznatené chodby, takZe vybereme “lexikograficky” hranu (d, g).

Navativené chodby: (a, b); (b, d); (d, F); (. e); (e, b): (b, e); (e, F); (F, d)
Aktudlni chodba: (d, g)

28. 11. 2017 27 / 36



P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Oznatime chodbu (d, g), pficemZ na jeji zalatek vloZime ee, na jeji konec
e o o, jelikoZ kfizovatku g jsme jeSté nenavstivili.

Navativené chodby: (a, b); (b, d); (d, F); (f, e); (e, b): (b, e); (e, F); (F, d)
Aktudlni chodba: (d, g)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Oznatime chodbu (g, /), pficemz na jeji zatdtek vlozime ee, na jeji konec
e o o, jelikoZ k¥iZovatku j jsme jeSté nenavstivili.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b, e); (e,f); (f,d);
(d,g):

Aktudlni chodba: (g,,)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V k¥izovatce j vybirdme chodbu, kterou pijdeme. Mame jesté k dispozici
neoznatené chodby, takZe vybereme “lexikograficky” hranu (j, d)

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b, e); (e, f);-(f,d);
CH-IR )

28. 11. 2017 27 / 36



P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ozna&ime chodbu (J, d), pfitemz na jeji zalatek vloZime ee, na jeji konec
pouze e, jelikoz kFizovatku d jsme jiz navstivili.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d,f); (f,e); (e, b); (b,e); (e,f); (f,d);
(d,8): (&)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V k¥izovatce d vybirdme chodbu, kterou pijdeme. Mame jesté k dispozici
neozna&enou chodbu (d, h).

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b,e); (e,f); (f,d);
(d,8):(8:4): U, d)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V nékolika krocich zpracujeme chodby (d, h); (h, ¢); (c, i), na jejichZ konci
jsou neznamé vrcholy — dostaneme se aZ ke k¥iZovatce i, u niZz
“lexikograficky” vybereme hranu (i, a).

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d,f);(f,e); (e, b); (b,e); (e, f); (f,d)
(d,8):(g:,4): U, d): (d, h); (h ¢); (¢, 1)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Hranu (7, a) projdeme v jednom sméru...

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b,e); (e,f); (f,d);
(d,8)i (8.4): U d); (d h); (h, €); (e, i) (i, a)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

...I ve zpétném sméru. V kfiZovatce i vybirdme chodbu, kterou pljdeme.
Mame jesté k dispozici neoznatenou chodbu (i, j).
Navitivené chodby: (a, b); (b, d); (d, £); (£, e); (e, b); (b, e); (e, F); (F, d);
(d,g): (g,4): U, d): (d, h); (h, c)i(c,i); (7, a); (a, i)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Oznatime chodbu (/,j). V kfizovatce j vybirame chodbu, kterou ptijdeme.
Nemame uZ k dispozici neoznacené chodby, vybereme tedy zpétnou hranu
(3.0) s

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d,f); (f,e); (e, b); (b,e); (e, f); (f,d);
(d, &): (g,4): U, d); (d, h); (h,c); (¢, i); (i, a); (a, i); (7, )
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ozna&ime chodbu (j, i), na zatatku p¥idime e, protoZe pomoci ni pfijdeme
ke znamé k¥iZovatce i.

Navtivené chodby: (a, b); (b, d); (d, F); (, e); (e, b); (b,e); (e, f); (f, d);
(d,g)i(8:4): Uy d): (d, h); (h,c)i(c,i); (i, a); (a, i); (7,4); (3. )
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

V nékolika krocich zpracujeme chodby (i, c); (¢, h); (h,d) a dostaneme se
aZ ke k¥izovatce d, u niZ vybereme hranu (d,j) s e.
Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b, e); (e,f); (f,d);

E:ag));(g,j); U, d); (d, h); (h,c); (c,i); (i,a); (a, i); (i,4); (G, ); (i, €); (c, h);
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Oznatime chodbu (d, j), na zatatku p¥iddme e, protoZe pomoci ni
pfijdeme ke zndmé kf¥iZovatce j.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b, e); (e,f); (f,d);
(d, &): (g,4): U, d); (d, h); (h, c); (¢, 1); (7, a); (a, §); (7,4): (5, ): (i, €); (¢, h)
(h,d); (d.j)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Ve dvou krocich projdeme zp&tnymi hranami (j, g); (g,d) a jejich znaceni
ponechame beze zmény.
Navstivené chodby: (a, b);

(b,d); (d,f);(f,e); (e, b); (b,e); (e,f); (f,d);
(d,g);(g,4): (U, d); (d, h); (h,c); (c,i); (isa); (a, i); (i,5); (G, 1); (i, ); (c, h);
(h.d); (d,}); (i, 8): (g.d)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Na k¥izovatce d uz mame jedinou moznost, “zp&tnou” chodbu (d, b)

s e @ @ na zalatku. Pouze ji projdeme ke kF¥iZovatce b.

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b, e); (e,f); (f,d);
(d,g):(g,4); Us d): (d, h); (h, c)i (e, 0); (7, a); (a, i); (7,)); (3, 1): (i, €); (¢, h);
(h,d); (d.j): (i, 8): (g, d); (d, b)
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P¥iklad 6.1 — ¥FeSeni

Dokon&ime nadi “pout” priichodem chodby (b, a).

Navstivené chodby: (a, b); (b, d); (d, f); (f,e); (e, b); (b, e); (e,f); (f,d);
(d.g)i(g.4): U, d)i (d, h)i (h,c);(c,i)i (i, a)i (a, i); (7,)): (3, 1); (i, €); (c, h);
(h,d); (d.j): (i, 8): (g, d); (d, b); (b, a)
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Hledani zvonki se jménem Novdk & Novakova

Uloha Zvonky: PYedstavme si, Ze mame k dispozici planek urcité méstské
asti Brna (viz niZe) a s jeho pomoci chceme projit viemi ulicemi a zjistit,
preétenim jmen u zvonki kazdého domu, kolik se v méstské &asti nachazi
domd, ve kterych bydli Novakovi.
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Hledani pamétnich desek na domech

Uloha Pamétni desky: M&me opé&t plinek stejné mé&stské &asti Brna (viz
nize) a s jeho pomoci chceme projit v&emi ulicemi a zjistit, kolik se tam
nachazi doml s pamétni deskou informujici o tom, Ze tam Zil znamy
Clovék.
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Jak obé dlohy Yesit?

Ulohu Zvonky Yesime pomoci algoritmi pro priichod labyrintem,
protoZe ulice potfebujeme projit v obou smérech, abychom precetli

zvonky u kazdého domu.
P¥i YeSeni Glohy Pamétni desky sta¢i kazdou ulici projit pravé jednou
— hledame tedy v daném planku eulerovsky tah.
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Hledani eulerovského tahu

m KdyZ vhodné aplikujeme Edmons-Johnsoniiv algoritmus na eulerovsky
graf, miZeme pomoci n&j najit eulerovsky tah.

m Zpétny priichod hranami pt¥i Edmons-Johnsonové algoritmu uréuje
eulerovsky tah.

m Je tfeba vyuZit datovou strukturu zdsobnik fungujici na principu LIFO
(Last In First Out).
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Princip algoritmu pro nalezeni eulerovského tahu

Za&neme v né&jakém vrcholu x a modrou pastelkou kreslime néjaky
tah, dokud to jde.

m Bud skon&me znovu ve vrcholu x a nadli jsme uzavfeny tah.
m Nebo skonéime v jiném vrcholu y a nasli jsme otevfeny tah.
m V obou pfipadech zbyly “neobarveny” graf je sudy = existuje v ném
uzavreny eulerovsky tah.
Vracime se zpét proti sméru tahu a hrany oznalujeme Cervenou
pastelkou, pfi¢emZ hleddme vrchol, ze kterého Ize zadit dalsi tah, tj.
uzel, ktery je incidentni s néjakou neobarvenou hranou.

Jakmile neobarvenou hranu najdeme, vybereme ji a pokradujeme
krokem 1.

Pokradujeme tak dlouho, dokud mame neobarvené hrany.
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PouzZiti zasobnikl

m K uchovani pfesné informace o priib&hu tahu nakresleného modrou
pastelkou pouZivime zdsobnik Z, kam vkladame kazdy vrchol, kterym
modry tah prochazi.

m Ke zpétné rekonstrukci zpétného priichodu nakresleného &erveného
pastelkou pouZivdme zasobnik ET, kam vkladame kaZdy vrchol,
kterym zpétny Cerveny priichod prochazi.

m Na zadatku algoritmu je zasobnik ET prazdny, zasobnik Z obsahuje

libovolné& vybrany vrchol v, je-li eulerovsky graf sudy.
jeden z vrcholl lichého stupng&, obsahuje-li eulerovsky graf pravé dva
uzly lichého stupné.

m Provadime-li zpétny priichod, kopirujeme uzel z vrcholu zdsobniku Z
na vrchol zasobniku ET.

Algoritmus kon&i v okamziku, kdy je zasobnik Z prazdny. V té chvili
je eulerovsky tah “zaznamendn” na zdsobniku ET.
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Priklad 6.2

Naleznéte eulerovsky tah v nasledujicim grafu.

P¥i volbé nasledujici hrany tahu uplatiiujte lexikografické pravidlo.
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P¥iklad 6.2 — Feseni

NejdFive si pFipravime zdsobniky Z a ET. Za¢indme ve vrcholu a a hledame
co nejdelsi tah.
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Modrou barvou vyznaéime tah, p¥icemz veskeré vrcholy, které projdeme,
vkladdme do zasobniku Z. Skon&ime ve vrcholu a.

B—:

1 3
7

FERRFRERR

ET:
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol a a vloZime jej do zasobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FERRERERRE

ET: La
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Modrou barvou vyzna&ime tah z vrcholu i, p¥icemz veskeré vrcholy, které
projdeme, vkldddme do zdsobniku Z. Skon&ime opé&t ve vrcholu i.

ERRFRRREERE

ET: u
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol i a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FERRRERRRRE

ET:
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol h a vloZime jej do zasobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FERRERERRE
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol j a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FERRERERRE
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol i a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

E::g\-
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol f a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol d a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy

vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Modrou barvou vyznadime tah z vrcholu ¢, p¥ficemz veskeré vrcholy, které
projdeme, vkldddme do zdsobniku Z. Skon&ime opét ve vrcholu c.

eliajoololdo
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol ¢ a vloZime jej do zasobniku ET. Novy

vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol g a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FEFEERRRR
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol e a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FEFEERRRRh
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol ¢ a vloZime jej do zasobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FEFEERRRRRE
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol f a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FEFEERERRRRE
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol a a vloZime jej do zasobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

b tRblap oo
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol d a vloZime jej do zdsobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FEFEFERRRFRRE
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol b a vloZime jej do zasobniku ET. Novy
vrchol zasobniku Z ukazuje, kam mame jit zp&tnou hranou, kterou
oznalime Cervené.

FEFEEFERERFRRER
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P¥iklad 6.2 — Feseni

Ze zasobniku Z vezmeme vrchol a a vloZime jej do zasobniku ET.
Zasobnik Z je prazdny = algoritmus je u konce. Pomoci zasobniku ET
zpétné zrekonstruujeme eulerovsky tah.

10
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