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Program prezentace

Rovinné grafy
Eulerova véta
Barveni grafi
Platénova télesa

Pouzité zdroje
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Rozpletani propletence

Na obrdzku nalevo je zobrazeno osm kuli¢ek, které jsou vzajemné spojeny
gumickami. Které kuli¢ky posunete, abyste dostali jejich rozestaveni na
obrazku napravo?

Ukol spoéivajici v nalezeni rovinné reprezentace grafu.
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Rozpletani propletence — feseni

Zkusime posunout dvojici vrcholll g, h.
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Rozpletani propletence — feseni

Vysledek posunuti vrcholli g, h doprava spole¢né s hranami, které jsou
s nimi incidentni:
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Rozpletani propletence — feseni

Zkusime posunout dvojici vrcholl b, d, a to tak, Ze uzel b s jeho hranami
posuneme dol{, uzel d a jeho hrany smérem nahoru.

a

Ny,
@
36

c
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Rozpletani propletence — feseni

Vysledek posunuti vrcholli g, h doprava spole¢né s hranami, které jsou
s nimi incidentni:
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Rozpletani propletence — feseni

Rovinné zobrazeni obou grafii je jiz stejné, dosahli jsme toho posunutim
kulicek b, d, g, h.

Yor
030%

a

29. 11. 2017 4 /34



Rovinny graf

Definice 2.4 (MILKOVA): Rovinny graf je graf, ke kterému existuje tzv.
rovinnd reprezentace (rovinné nakresleni), tj. mizeme jej nakreslit do
roviny tak, aby se zddné dv& hrany nek¥iZily (neprotinaly ve vnit¥nim bodg)
— hrany se mohou protinat jen ve vrcholech.

Plati nasledujici dvé tvrzeni poskytujici nutné podminky pro to, aby byl
graf rovinny.

Tvrzeni 2.4 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) s alespoii tfemi
vrcholy plati:  JestliZe je G rovinny graf, pak |E| < 3-|V| —6.

Tvrzeni 2.5 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) s alespoii t¥emi
vrcholy, ktery neobsahuje K3 jako podgraf, plati:
Jestlize je G rovinny graf, pak |[E| <2-|V|—4.
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Kuratowského grafy

m Vyznamnym matematikem, ktery vyznamné pfispél k problematice
rovinnych grafii, byl Poldk Kazimierz Kuratowski (1896-1980). Dva
nejznadmé&jsi grafy, které nejsou rovinné, dostaly jeho jméno.

m Kuratowského grafy: Ks (nalevo) a K33 (napravo).

R

Skére Ks: (4, 4, 4, 4, 4)
Skére K33:(3,3,3,3,3,3)
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Kuratowského grafy — pro¢ nejsou rovinné?

Skére Ks: (4, 4, 4, 4, 4) = Ks ma 5 vrcholi a 10 hran, jako svij
podgraf obsahuje K3. MiiZeme ové&fit pouze nutnou podminku
v Tvrzeni 2.4:

|E| =10,3-|V| -6 =9 = vztah |E| <3-|V|— 6 neplati.
U grafu K5 neni splnéna nutnd podminka Tvrzeni 2.4, neni proto
rovinny.
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Kuratowského grafy — pro¢ nejsou rovinné?

Skére K33: (3, 3, 3, 3, 3, 3) = K33 ma 6 vrcholii a 9 hran, jako sviij
podgraf neobsahuje K3. Miizeme ovéFit obé podminky v Tvrzenich
2.4, 25.

3-|V|—6=12 = vztah |[E| <3-|V|—6 plati.

2-|V| —4=28= vztah |E| <2-|V|— 4 neplati.

U grafu K33 neni spln&na nutnd podminka Tvrzeni 2.5, neni proto
rovinny.
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Priklad 2.5

U nasledujiciho grafu ovéfte, zda je splnéna podminka v Tvrzeni 2.4.
Pokud ano, nakreslete jeho rovinnou reprezentaci.
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P¥iklad 2.5 — ¥feseni

Skére: (3,3,3,4,4,2,2,3,2) ~(2,2,2,3,3,3,3,4,4) = |V| =9, |E| = 13
3-]V|-6=3-9—-6=21>13,

podminka Tvrzeni 2.4 tedy je splnéna. Zkusime nyni usporadat vrcholy

v roviné jinym zpiisobem, aby se hrany nekfizily.

29. 11. 2017 10 / 34



P¥iklad 2.5 — ¥feseni

Nejprve dvojici vrcholii a, d posuneme nad vrchol b:
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P¥iklad 2.5 — ¥feseni

Vrchol e posuneme blize k vrcholu f, abychom rozsi¥ili oblast danou
kruznici (c, i, h, e, c). Do stfedu této kruZnice posuneme vrchol g.
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P¥iklad 2.5 — ¥feseni

Zbyva vyfresit vrchol ¢, ktery posuneme napravo od ostatnich uzld, ¢imz
zru$ime posledni t¥i k¥izeni hran.
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Nutna a dostacujici podminka rovinnych graft

Véta 2.3 (MILKOVA): Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
Graf G je rovinny pravé tehdy, kdyZ zadny podgraf grafu G neni ani graf
K33, ani graf Ks, ani libovolné déleni téchto dvou grafil.

Tuto vétu formuloval a dokazal v r. 1929 Kazimierz Kuratowski — diikaz je
velmi obtizny, nebudeme si jej uvddét. PouZil pojem dé&leni grafu, ktery si
vysvétlime nasledujici definici.

Definice 2.5 (MILKOVA): Necht je dan graf G = (V, E), hrana
e={x,y} € E avrchol v ¢ V.
m Graf vznikly z grafu G pllenim hrany e je graf
(VU{vh (E\{e}) U{{x,v}i{v,y}}).
m Délenim grafu G nazyvame kaZdy graf, ktery vznikl z grafu G
postupnym ptlenim hran.

v
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Déleni grafu — ptiklad

Na ndsledujicim obrdzku doslo k paleni hrany {d, c}. Graf napravo je
délenim grafu nalevo.
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Mapy

Definice 7.7 (FUCHS): Bud G = (V, E) rovinny souvisly graf a je ddno
nékteré jeho rovinné nakresleni. Ozna&me W mnoZinu v3ech oblasti, na
néZ je timto nakreslenim rovina rozdélena (v&etn& “vn&jsku"). Pak trojici
M = (V, E, W) nazveme mapou.

P¥iklad: na nasledujicim obrazku jsou t¥i rlizna nakresleni grafu Kj. Které
z nich jsou mapy? Urlete polet prvkii mnoZiny W pro graf Kj.

B
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Mapy

Definice 7.7 (FUCHS): Bud G = (V, E) rovinny souvisly graf a je ddno
n&které jeho rovinné nakresleni. Oznatme W mnoZinu v3ech oblasti, na
néZ je timto nakreslenim rovina rozdélena (v&etn& “vn&jsku"). Pak trojici
M = (V, E, W) nazveme mapou.

Reseni p¥ikladu: Pouze na 2. a 3. obrazku jsou mapy obsahujici Ety¥i
oblasti (potitdme i “vn&jsek” grafu).
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Eulerova véta

Véta 7.9 — Eulerova véta (FUCHS): Bud M = (V, E, W) libovoln3
mapa. Pak plati vztah

(+) [Wl+|V|-|E|=2

Diikaz: matematickou indukci vzhledem k po&tu hran mapy, tj. k &islu |E|.
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Eulerova véta

Véta 7.9 — Eulerova véta (FUCHS): Bud M = (V, E, W) libovoln3
mapa. Pak plati vztah

(x) [W|+|V|-|E|=2

Diikaz: matematickou indukci vzhledem k po&tu hran mapy, tj. k &islu |E|.

Baze: |E| = 0, tedy mapa nemd zadnou hranu. Aby byla souvisld, musi mit
pouze jeden vrchol, ktery rovinu nedéli na vice oblasti. Plati tedy

|E| =0,|V|=1,|W|=1,

z ehoz |W|+ |V|—|E| =141 — 0= 2. Baze plati.
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Eulerova véta

Véta 7.9 — Eulerova véta (FUCHS): Bud M = (V, E, W) libovoln3
mapa. Pak plati vztah

() W]+ V| - |E| =2

Dikaz: matematickou indukci vzhledem k po&tu hran mapy, tj. k &islu |E].

Béze: |E| = 0, tedy mapa nemd Zadnou hranu. Aby byla souvisld, musi mit
pouze jeden vrchol, ktery rovinu nedéli na vice oblasti. Plati tedy
|E|=0,[V][=1|W|=1,

z &ehoz |W|+ |V| - |E| =1+ 1— 0 = 2. Béze plati.

Indukéni pfedpoklad: Pro mapu M = (V,E, W) s |E| < n (n € Np) plati

(+) IWl+|V[-|E]=2
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Indukéni krok dikazu Eulerovy véty

Induké&ni krok: M&me mapu M’ = (V', E’, W’), pro kterou |E'| = n+ 1.
Rozli§ime dva ptipady:

(a) Mapa M’ obsahuje most e = {x, y}.

(b) Mapa M’ neobsahuje most.
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (a)

P¥ipad (a) - M’ ma most e = {x, y}
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (a)

Odebranim mostu e dostaneme nesouvisly graf M” = (V', E' — {e}, W")
o dvou komponentach — mapach @ = (Vq, E;, W;), @ = (Va, B2, Wa).

Obé mapy @1, @ maji < n hran, dle indukéniho pfedpokladu tedy plati:
Wi+ [Vi] = |E1] =2
[Wal 4 |Va| — |E2| = 2
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (a)

Porovnejme nyni oba grafy M’, M”. Co se zmé&nilo?
Potet vrcholl zistal stejny: |V/| = |V4| + | Vo]
Potet hran se sniZil o jednu, plati tedy |E'| = |E1| + |E2| + 1

Potet oblasti se odebranim mostu nezménil, aviak “vn&jsek” mapy M’
potitame v mapach Q; a @, dvakrét, takze: |W'| = |Wh| + [Wh| — 1
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (a)

Porovnejme nyni oba grafy M’, M”. Co se zmé&nilo?
Potet vrchold ziistal stejny: |V'| = |V4| + | V2|
Potet hran se sniZil o jednu, plati tedy |E'| = |E1| + |E2| + 1

Potet oblasti se odebranim mostu nezménil, aviak “vn&jsek” mapy M’
potitdme v mapich Q1 a Q. dvakrat, takze: |W'| = |Wh| + |Wh| — 1

Nyni poditejme:

W+ V| = |E'] = (Wil +Wo| = 1)+ (IVa] + |Va]) -
— (|E1] + |E2| + 1)
= (IWi]+ W] = &) + (V2| + V2| = |E2]) — 2
242-2=2

| pro mapu M’ s mostem a n+ 1 hranami tedy tvrzeni plati.
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (b)

P¥ipad (b) — M’ 0 n+ 1 hrandch nema most. Bud e € E’ libovoln3
hrana. Dle Dusledku 1.2 (Milkova) tedy leZi na n&jaké kruznici.
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (b)

Ozna€me C kruznici maximalni délky, na niz leZi hrana e.
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (b)

Vyznagme vdechny oblasti mapy M.
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (b)

Odebranim hrany e z mapy M’ vznikne novd mapa M" = (V" E" W").
Uvnitf kruznice C jist& byla oblast, kterd odebranim hrany e zanikne.

ProtoZe navic |E”| = n, plati dle induk&niho p¥edpokladu
|WI/| _|_ |V//’ _ |E//| — 2
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (b)

Porovnejme nyni oba grafy M’, M”. Co se zmé&nilo?
Potet vrchold zistal stejny: |V'| = |V”|.
Potet hran se sniZil o jednu, plati tedy |E'| = |E”| + 1.

Pocet oblasti se odebranim hrany e také snizil o jednu:
(W' = W] +1.
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Induk&ni krok diikazu Eulerovy v&ty — pfipad (b)

Porovnejme nyni oba grafy M’', M”. Co se zmé&nilo?
Polet vrchold zistal stejny: |V/| = |V”|.
Potet hran se sniZil o jednu, plati tedy |E’'| = |E"| + 1.
Pocet oblasti se odebranim hrany e také sniZil o jednu:
\W'| = |W"| + 1.

Nyni pocitejme:

W+ |V =|E| = (IW'|+1)+ V"] - (IE"] +1)
(W' + V" = |E") +1 -1
= 240=2

| pro mapu M’ s n+ 1 hranami, kterd neobsahuje most, tvrzeni plati.
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Priklad 1

V P¥ikladu 2.5 jsme zjistili, Ze nasledujici graf G = (V/, E) je rovinny.

Zjistéte pomoci Eulerovy véty, kolik oblasti obsahuje mapa vznikla
rovinnym zakreslenim grafu G.
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P¥iklad 1 — ¥eSeni

Plati: |V| =9, |E| = 13.

Euleriv vztah: |W|+|V|— |E| =2, z &ehoz |W|+9—-13 =2 = |W| =6,
viz ndsledujici obrazek s rovinnym zakreslenim grafu G:
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Tréninkové plochy pro hokejovd druZstva

Hokejovy klub zaji$tuje potfebny potet ledovych ploch ke kaZdodennimu
tréninku jeho druzstev. Z ekonomickych diivodii chce zajistit minimalni
polet ledovych ploch. Kolik ledovych ploch musi zajistit, kdyz vi, Ze
jednotliva druZstva pottebuji ledovou plochu k tréninku nasledovné.

Zaci A 12:00-14:00
Z4ci B 14:30-16:30
Dorostenci A | 15:30-17:30
Dorostenci B | 11:30-13:30
Juniofi 17:00-19:00
MuZi 18:00-19:30
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Barveni grafu

Definice 3.1, 3.2 (MILKOVA):

Obarveni grafu (obarveni vrcholl grafu) je ohodnoceni vrchold grafu
hodnotami z mnoZiny B (takzvanymi barvami), a to takové, Ze 7adné
dva sousedni vrcholy nejsou ohodnoceny (obarveny) stejnou barvou.

Graf nazyvame r-barevnym, jestlize existuje jeho obarveni r barvami.

Barevnost grafu (neboli vrcholova barevnost, téz chromatické &islo)
je nejmensi pocet barev, ktery je potfebny k obarveni grafu. Znacime
ji x(G), pficemz G je graf.

Poznamka: M&jme G = (V, E). Pak plati:
X(G) =1 pro graf neobsahujici Zddnou hranu (tzv. diskrétni graf).

x(G

)=
X(G) > 3 pro graf obsahujici kruznici liché délky.
)=

= 2 pro strom ¢&i bipartitni graf.

X(G) = n pro lplny graf K,.



Tréninkové plochy pro hokejovd druZstva

Problém manaZera hokejového klubu Ize ¥esit grafové. Vrcholy grafu budou
jednotlivd druZstva. Dva uzly (druZstva) spojime hranou, pokud se jejich

/v

Casovy poZadavek “k¥iZi". Jesté jednou si zobrazime tabulku s poZadavky:

zA | Zaci A 12:00-14:00
zB | Z4ci B 14:30-16:30
dA | Dorostenci A | 15:30-17:30
dB | Dorostenci B | 11:30-13:30
j Juniofi 17:00-19:00
m | MuZi 18:00-19:30

P¥evedeme ji do grafu (viz nésledujici slajd).
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Tréninkové plochy pro hokejovd druZstva

zA

dA
dB

Zaci A

Zaci B
Dorostenci A
Dorostenci B
Juniofi

Muzi

12:00-14:00
14:30-16:30
15:30-17:30
11:30-13:30
17:00-19:00
18:00-19:30

(@8)—aA
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Tréninkové plochy pro hokejovd druZstva

Graf miZeme obarvit nap¥. takto:

(D—m)
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Tréninkové plochy pro hokejovd druZstva

Graf miZeme obarvit nap¥. takto:

@&—w® @E—®

Plati x(G) = 2, tedy hokejovy klub bude zajitovat dvé& ledové plochy.
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Problém &tyf barev

m Kolik barev stali na obarveni statli zobrazenych na mapé ¢&i glébusu?

Poprvé si tuto otdzku poloZil Francis Guthrie (1831-1899) a oslovil
s ni utitele svého bratra, Augusta de Morgana (1806-1871) na
University College v Londyné.

A. de Morgan poslal 23. ¥ijna 1852 dopis W. R. Hamiltonovi a za¢al
sdilet problém i s ostatnimi.

Alfred Bray Kempe (1849-1922), londynsky advokat, zvefejnil

17. Cervence 1879 dikaz a byl nadSené oslavovan.

m V r. 1890 upozornil Percy John Heawood (1861-1955) na chybu
v dliikazu Kempeho, ktery ji poté sam pfiznal.

m Rada daldich vyznamnych matematiki problém zkoumala ve
20. stoleti.
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Problém &tyf barev

Véta 3.1 — Problém &ty¥ barev (MILKOVA): Pro libovolny graf
G = (V,E) plati:
Jestlize je graf G rovinny, pak barevnost grafu G je mensi nebo rovna 4.

Az v 70. letech 20. stoleti vytesili problém &ty¥ barev Americané Kenneth
Appel a Wolfgang Haken. Provedli jej s pomoci poditaéd IBM. P¥ipravé
programu a ovéfeni dat v&novali 4 roky svého Zivota, pocitae pracovaly
1200 hodin strojového Casu. Potvrdili tak velmi dilleZitou vétu teorie grafi.

Podrobnosti k Problému &ty¥ barev véetné popisu metod, jak se
matematici snaZili v&tu dokazat, Ize nalézt v [SISMA].
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Historie Platénovych téles

m Ji# sta¥i Rekové znali p&t pravidelnych mnohost&ni (Ety¥stén,
Sestistén, osmist&n, dvandctist&n, dvacetistén), nazyvaji se podle
feckého filozofa Platéna (427-347 pf. n. I.).

m Eukleidés (téZ Euklides &i Euklid, 325260 p¥. n. |.) Platénova télesa

matematicky popsal a podal ndvod, jak je zkonstruovat. Tvrdil, Ze
jiny pravidelny mnohostén neexistuje.

m Platénovo téleso — pravidelny konvexni mnohostén (polyedr) v 3D,
tj. z kaZdého vrcholu vychazi stejny pocet hran a vSechny stény tvoFi
shodné pravidelné mnohoihelniky. (citujeme z Wikipedie)

VOBROD
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Hvézdovita mnoZina

Definice (FUCHS, str. 145): Omezenad mnoZina T C E3 se nazyva
hvézdovita, kdyz existuje bod s € T takovy, Ze kazdd polopfimka
s pocate&nim bodem s ma s hranici mnoziny T pravé jeden spole¢ny bod.

Poznamka:

m Vé&tsina znamych téles (koule, hranol, valec, atd.) jsou hvézdovité
mnozZiny. TéZ pravidelné konvexni mnohostény jsou hvézdovité.

m Hranici hvézdovité mnoZiny Ize zobrazit spojitou bijekci na sféru
(kulovou plochu).
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Stereografickd projekce

Stereografickd projekce — zobrazeni sféry s vyjmutym jednim bodem na
rovinu.

P

fy)
KaZdy bod x sféry S (s vyjimkou N) zobrazime na rovinu pomoci

polopfimky vedené z bodu N pfes x na rovinu E,. Toto zobrazeni f je
spojita bijekce.
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Jak dokazat, Ze vice Platénovych téles neni?

m Libovolnou hvé&zdovitou mnoZinu zobrazime na sféru = vznikne
“mapa” .

m Mapu na sféfe zobrazime pomoci stereografické projekce na rovinu E,
= dostaneme mapu v roving, pro niz plati Eulerova vé&ta = i pro
mapy na sfé¥e plati Eulerova véta.

m Pomoci Eulerovy véty, nékolika dalSich faktd a algebraického poditani
ukaZeme, Ze nenfi vice nez 5 Platénovych téles.

m UvaZujme nyni pravidelny mnohost&n T. Oznaéme

R = pocet jeho stén,

M = potet jeho hran,

N = potet jeho vrcholi,

n = poclet stran jedné st&ny,

p = pocet hran sbihajicich se v jednom vrcholu.

m Retézec [n, p] se nazyva Schlafliiv symbol pravidelného mnohosténu,
nap¥. [4, 3] oznaluje krychli.
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Co budeme k diikazu potfebovat?

m Mdame pravidelny mnohostén T = [n, p], pro n&hoZ plati toto
oznadeni: R = pocet jeho stén, M = pocet jeho hran, N = polet jeho
vrchol{i, n = pocet stran jedné stény, p = pocet hran sbihajicich se v
jednom vrcholu.

m Kazda hrana spojuje dva vrcholy a v kaZzdém vrcholu se sbiha p hran,
plati tedy

(x) Np=2M

m Kazda sténa je omezena n hranami a kaZzda hrana sousedi se dvéma
sténami, plati tedy
(xx) Rn=2M

m Plati Eulerova véta:

(xx%x) N+R—-—M=2

29. 11. 2017 30/ 34



Matematicka ¢ast dukazu

Mdme tedy tfi rovnice o proménnych M, N, R a parametrech n, p:

Np = 2M
Rn 2M
N+R—-M = 2
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Matematicka ¢ast dukazu

Mdme tedy tfi rovnice o proménnych M, N, R a parametrech n, p:

Np = 2M
Rn = 2M
N+R-M = 2

Upravou dostaneme nasledujici vyjadfeni proménnych:

2np
2p+2n—np
_ 4n
 2p+2n—np
_ 4p
 2p+2n—np
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Matematicka ¢ast dukazu

Upravou dostaneme nasledujici vyjadfeni promé&nnych:

M- 2np
2p+2n— np
N o= 4
2p+2n—np

_ 4p
 2p+2n—np

ProtoZe v8echny proménné jsou kladné a n > 3, p > 3, musi byt
jmenovatel zlomkid 2p 4+ 2n — np > 0. Dalsi dpravou dostaneme:

2p+2n—np > 0
np—2p—2n < 0
(n-2)(p-2) < 4
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Matematicka ¢ast dukazu

ProtoZe v8echny proménné jsou kladné a n > 3, p > 3, musi byt
jmenovatel zlomkid 2p 4+ 2n — np > 0. Dalsi tpravou dostaneme:

2p+2n—np > 0
np—2p—2n < 0
(n=2)(p—-2) < 4

Protoze n>3Ap>3A(n—2)(p—2) <4, musin,p € {3,4,5} a mdme
téchto p&t moZnych pfipadi:
(n—=2)(p—2)=1=n=3,p=3 .. Ltyfstén [3,3]
(n=2)(p—2)=2=(n=4,p=3)V(n=3,p=4) ..
krychle [4, 3] nebo osmistén [3, 4]
(n=2)(p—2)=3=(n=5p=3)VvV(n=3,p=5) ...
dvandctist&n [5, 3] nebo dvacetist&n [3, 5]
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Zavérecny prehled

WIN|M|n|p
Cty¥stén 4 |6 (4 |33
Krychle 6 128 |43
Osmistén 8 12|16 |3 |4
Dvanactistén || 12 {30 | 20 | 5 | 3
Dvacetistén 2013011213 |5

Legenda: Pocet stén (W) poéet hran (N), po&et vrcholti (M),
polet stran jedné stény (n), polet hran u vrcholu (p)

VOROD
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Priklad 2

Nakreslete rovinnou reprezentaci pravidelného ¢ty¥sténu, krychle a

osmist&nu. Poté ve viech rovinnych grafech najdéte hamiltonovskou
kruZnici.

29. 11. 2017 33 /34



Priklad 2

Nakreslete rovinnou reprezentaci pravidelného &ty¥sténu, krychle a
osmisténu. Poté ve viech rovinnych grafech najdéte hamiltonovskou
kruznici.

Reseni:

Hamiltonovskou kruZnici neni t&Zké nakreslit ani u jednoho z grafi...
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