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Pokyny a poºadavky

K zápo£tu bude t°eba:

• aktivní spolupráce na cvi£eních,
• aspo¬ 50% úsp¥²nost z kaºdé písemky,
• samostatná domácí práce podle vlastního výb¥ru.

Písemky budou dv¥, termíny se up°esní na cvi£eních (první zhruba v první p·lce listopadu, druhá
v posledním týdnu výuky). Opravné termíny se budou organizovat hromadn¥ na konci semestru.

Samostatnou domácí prací se myslí stru£né, ale srozumitelné písemné zpracování vybraného pro-
blému. Forma nehraje roli, obsah musí vyhovovat následujícím poºadavk·m:

• vybraný problém je ilustrován aspo¬ jedním konkrétním p°íkladem,
• v °e²ení je pouºit aspo¬ jeden postup, který p°ekra£uje ²kolský rámec a vyuºívá nástroj· tohoto
kurzu, tj. vektorové algebry,

• text je srozumitelný kaºdému interesovanému £tená°i s podobným vzd¥láním (zejména obsahuje
víc £eských slov neº matematických a jiných symbol·),

• jsou uvedeny hlavní pouºité zdroje,
• sám autor je se svým výtvorem spokojen.

Date: 4. prosince 2018, V. �ádník.
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N¥kolik vhodných témat ke zpracování uvádíme v £ásti 5.

1. Úvod

0. Uvaºte situaci jako na obrázku:

A, . . . ,H = vrcholy krychle, K,L,M = st°edy hran, p°ímka p = AF , rovina α = KLM .

Ur£ete:

(a) pr·nik (resp. vzájemnou polohu) p°ímky p a roviny α,
(b) odchylku p°ímky p a roviny α, odchylku p°ímky p a n¥jaké hrany,
(c) vzdálenost bodu F od roviny α, vzdálenost jiného vrcholu krychle od p°ímky p apod.,
(d) t¥ºi²t¥ trojúhelníku KLM , £ty°st¥nu KLMF apod.,
(e) obsah trojúhelníku KLM , objem £ty°st¥nu KLMF apod.,
(f) obrazy vrchol· vzhledem k soum¥rnosti podle roviny α, resp. podle p°ímky p,
(g) obrazy vrchol· vzhledem k takovému otá£ení kolem p°ímky p, které je symetrií krychle (tzn.

permutuje její vrcholy).

Poznámky:

• v¥t²inu t¥chto úloh umí n¥jak vy°e²it kaºdý, a to i na za£átku semestu a bez nápov¥dy,
• °e²ení, a tedy i odpov¥di, mohou být rozli£né: ledacos umíme z lo¬ska konstruk£n¥, mnohé lze
spo£ítat bez sou°adnic, n¥co o sou°adnicovém po£ítání umíme ze S�, . . .

• díky dost speciálnímu zadání lze hodn¥ v¥cí uhodnout (a pak zd·vodnit),
• jak by fungovaly na²e nápady pro obecn¥j²í zadání?

Výhled:

• p°edchozí úlohy chceme um¥t °e²it obecn¥,
• základní pom·ckou v tomto semestru bude lineární algebra:

◦ vektory a jejich lineární kombinace,
◦ soustavy lineárních rovnic,
◦ determinanty, skalární sou£in apod.

• p°eklad geometrie ! algebra zaji²´uje volba sou°adné soustavy:
◦ bod ! n-tice £ísel, resp. systém n lin. nezávislých rovnic,
◦ p°ímka ! n-tice £ísel s jedním volným parametrem, resp. systém n − 1 lin. nezávislých
rovnic,

◦ atp.
• mnoho nápad· nebude nezáviset na dimenzi n.

2. Polohové úlohy � afinní geometrie

Rozli²ujeme body (= prvky a�nního prostoru) a vektory (= prvky vektorového prostoru).

Základní vztahy:
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• dvojice bod· A, B ur£uje vektor
−−→
AB, také ozn. B −A,

• bod A a vektor u ur£uje koncový bod B, u =
−−→
AB, také ozn. B = A+ u,

• toto p°i°azení je kompatibilní se s£ítáním vektor·:
−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

Odtud pojem obecného a�nního prostoru A, jeho zam¥°ení V =
−→
A a dimenze dimA = dim

−→
A .

Vyjád°ení podprostoru.
První dv¥ úlohy slouºí k procvi£ení p°ekladu geometrie ! algebra.

1. V úloze 0 zvolte sou°adnou soustavu a vyjád°ete sou°adnice v²ech relevantních bod·.

2. �e²te znovu úlohu 1 pro jinou volbu sou°adné soustavy, porovnejte výsledky.

Pokud jste tak neu£inili v rámci úlohy 1, zamyslete se, jak v²elijak lze nahlíºet pojem sou°adné
soustavy a odpovídajících sou°adnic bod·.

Zp·soby vyjád°ení podprostoru, se kterými budeme nej£ast¥ji po£ítat, jsou dva.

3. Vzhledem k volbám z úlohy 1 vyjád°ete p°ímku p, resp. rovinu α, a to:

(a) parametricky, tj. s n¥kolika volnými parametry,
(b) obecn¥, tj. jako °e²ení soustavy lin. rovnic.

Obecný a�nní podprostor B ⊆ A je taková podmnoºina, která je sama a�nním prostorem.

A�nní podprostor je vºdy ur£en n¥kolika body, bodem a vektorovým podprostorem (v zam¥°ení
celého prostoru) nebo soustavou lin. rovnic.

4. Uv¥domte si, ºe jeden a týº podprostor m·ºe být zadán mnoha a mnoha r·znými zp·soby.

Ur£ete, kolik nejmén¥ a kolik nejvíce volných parametr·, p°íp. rovnic se m·ºe v °e²ení úlohy 1

vyskytovat.

Zobecn¥te pro obecný k-rozm¥rný podprostor v n-rozm¥rném a�nním prostoru.

Zde si musíme v²imnout vlivu lineární ne-/závislosti ur£ujících vektor·, resp. rovnic. S tím souvisí
obecná/speciální poloha ur£ujících bod·.

5. Ve £ty°rozm¥rném a�nním prostoru A jsou dány body pomocí sou°adnic vzhledem k n¥jaké
sou°adné soustav¥:1

A = [1,−1, 0, 2], B = [4, 1, 0, 2], C = [2,−1, 1, 1].

Rozhodn¥te zda jsou body A,B,C v obecné poloze.

Ur£ete dimenzi podprostoru B ⊆ A ur£eného t¥mito body.

Ur£ete parametrické vyjád°ení tohoto podprostoru.

První nesamoz°ejmá úloha se týká rovnicového vyjád°ení podprostoru:

6. Ur£ete rovnicové vyjád°ení podprostoru B ⊆ A z p°edchozí úlohy, a to:

(a) p°ímo, tj. uhodnutím,
(b) systematicky, tj. pomocí °ádkových/sloupcových úprav,
(c) je²t¥ jinak, nap°. pomocí subdeterminant· matic.

[ V²echny nápady v této úloze jsou zaloºeny na r·zných ekvivalentních vyjád°eních toho, ºe obecný bod

X ∈ A je prvkem práv¥ podprostoru B ⊆ A. ]

Opa£ná úloha, tedy ur£it parametrické vyjád°ení podprostoru z rovnicového, je triviální � sta£í
vy°e²it danou soustavu rovnic. Jistá ostraºitost je v²ak na míst¥, nej£ast¥ji se kupodivu chybuje
u nejjednodu²²ích zadání:

1V¥t²ina zadání je vztaºena k n¥jaké sou°adné soustav¥, coº nebudeme vºdy d·sledn¥ opakovat. . .
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7. Ur£ete parametrické vyjád°ení podprostoru B £ty°rozm¥rného a�nního prostoru A ur£eného
soustavou rovnic

B = {x1 = 1, x2 = 2}.

Vzájemné polohy.
Dosud jsme obcovali s jednotlivými a�nními podprostory. Nyní studujeme vzájemné polohy dvou
podprostor·.

8. V úloze 0 zvolte sou°adnou soustavu a vyjád°ete sou°adnice v²ech relevantních bod·.

Ur£ete pr·nik (resp. vzájemnou polohu) p°ímky p a roviny α.

Zde samoz°ejm¥ £ekáme jednobodový pr·nik p ∩ α, tedy r·znob¥ºnost.

Krom¥ této moºnosti by v trojrozm¥rném a�nním prostoru mohlo je²t¥ nastat:
maximální pr·nik p∩α = p, tedy incidentnost, nebo prázdný pr·nik p∩α = ∅, tedy rovnob¥ºnost.

Na mimob¥ºnost není v této dimenzi dost místa. . .

9. V trojrozm¥rném a�nním prostoru jsou dány p°ímky p = AB a q = CD, kde

A = [1,−3, 4], B = [3,−1, 5], C = [3, 0,−1], D = [3, 1, 2].

Ur£ete vzájemnou polohu p°ímek p a q.

V tomto p°ípad¥ je mimob¥ºnost nejen moºná, ale navíc generická (tj. nejobecn¥j²í a nejpravd¥-
podobn¥j²í) poloha.

10. Pozm¥¬te zadání úlohy 9 tak, abyste vy£erpali v²echny moºné vzájemné polohy.

Nejpozd¥ji tady si uv¥domujeme, ºe vzájemnou polohu podprostor· B a C lze vºdy jednozna£n¥
ur£it podle spole£ných bod· a spole£ných vektor·, tedy podle pr·niku B∩C (prázdný/neprázdný,
maximální/nemaximální) a pr·niku zam¥°ení

−→
B ∩
−→
C (maximální/nemaximální).

Ob¥ tyto informace dolujeme naráz z jednoho po£ítání. . .

11. Ve £ty°rozm¥rném a�nním prostoru jsou dány podprostory

B = {[−1, 7, 0, a] + t(1, 0, 0, 1) + s(3, 0, 1, 2) | t, s ∈ R}, C = {x1 − 2x3 = 0, x3 − x4 = −2}.

V závislosti na hodnot¥ a ∈ R ur£ete vzájemnou polohu podprostor· B a C.
Pokud to p·jde, popi²te v²echny spole£né body a vektory B a C.

P°í£ky.
Dosud jsme obcovali s jednotlivými nebo s dvojicemi a�nních podprostor·. Nyní p°idáme dal²í �
p°í£ky. P°í£ka dvou podprostor· je p°ímka, která je s ob¥ma podprostory r·znob¥ºná.

I pro malé podprostory je p°í£ek obvykle velké mnoºství. S jistými dodate£nými podmínkami m·ºe
být p°í£ka ur£ena jednozna£n¥. Postupn¥ budeme diskutovat n¥kolik takových podmínek. . .

12. V úloze 0 uvaºte p°ímky AH a BC.

Ur£ete takovou p°í£ku t¥chto dvou p°ímek, která prochází st°edem krychle.

Bez názorné opory v krychli, °e²me následující skupinu úloh:

13. V trojrozm¥rném a�nním prostoru jsou dány p°ímky

p = {[t, 1, t] | t ∈ R}, q = {[s,−1,−s] | s ∈ R}.

Ukaºte, ºe p°ímky p a q jsou mimob¥ºné a popi²te n¥jak mnoºinu v²ech jejich p°í£ek.

Zamyslete se, jak by vypadala mnoºina v²ech p°í£ek pro jiné vzájemné polohy p°ímek p a q.

14. Pro p°ímky z úlohy 13 ur£ete p°í£ku, která prochází bodem M = [−1, 0, 0].
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Zvídaví jedinci mohou nahradit bodM jiným bodem na p°ímce m = {[−1, r, r] | r ∈ R} a zamyslet
se nad nápadem 2 v £ásti 5.

Jiná omezující podmínka:

15. Pro p°ímky z úlohy 13 ur£ete p°í£ku, která je rovnob¥ºná s vektorem w = (1, 1, 0).

Zvídaví jedinci mohou nahradit vektor w jiným vektorem z roviny ω = {x1 − x2 = 0} a zamyslet
se nad analogií nápadu 2 v £ásti 5.

Dal²í úlohy tohoto typu budeme °e²it v £ásti 3. . .

Poloprostory a konvexní obaly.
Dosud jsme se zabývali celými a�nními podprostory, nyní se podíváme na jejich £ásti � polo-
prostory, úse£ky, konvexní obaly apod.

16. V úloze 0 ukaºte analyticky, ºe

(a) bod F leºí v opa£ném poloprostoru vymezeném rovinou α neº bod A,
(b) pr·se£ík p ∩ α leºí mezi body A a F ,
(c) pr·se£ík p ∩ α leºí v t¥ºi²ti trojúhelníku KLM ,
(d) st°ed krychle neleºí v konvexním obalu bod· K,L,M,F ,

V podobných úlohách se báje£n¥ hodí tzv. barycentrické sou°adnice bodu vzhledem k dané mnoºin¥
bod· � ty interpretujeme pomocí jakýchsi �vah� . . .

Bez názorné opory v krychli, °e²te následující úlohu:

17. Ve £ty°rozm¥rném a�nním prostoru jsou dány body

A = [1,−1, 0, 2], B = [4, 1, 1, 1], C = [2,−1, 1, 3],
D = [3, 0, 1, 2], E = [5, 1, 2, 2], F = [4,−1, 0, 2].

Pokud je to moºné, tak ur£ete barycentrické sou°adnice bod· D,E a F vzhledem ke trojici A,B,C.

Rozhodn¥te, zda body D,E a F náleºí konvexnímu obalu bod· A,B,C.

Zvídaví jedinci se mohou zamyslet nad tím, jaký (známý) útvar tvo°í konvexní obal v²ech ²esti
bod· z p°edchozí úlohy. . .

3. M¥°i£ské úlohy � eukleidovská geometrie

K m¥°ení pot°ebujeme metriku. Eukleidovská metrika je metrika kompatibilní s a�nní strukturou.
K jejímu popisu sta£í skalární sou£in na zam¥°ení: V × V → R.
Základní vlastnosti skalárního sou£inu jsou bi-lineárnost, symetri£nost a pozitivní de�nitnost.

Odtud velikost vektoru, kolmost a odchylka dvou vektor·, . . .

Vzdálenost.
Vzdálenost dvou bod· je rovna velikosti odpovídajícího vektoru. Vzdálenost dvou podmnoºin je
rovna in�mu v²ech moºných vzdáleností mezi body z jedné a druhé podmnoºiny.

Chceme um¥t m¥°it vzdálenosti lib. podprostor· � v tomto p°ípad¥ se vzdálenost vºdy realizuje
v n¥jaké dvojici bod· (tedy in�mum = minimum).

Základní geometrická charakterizace pro, B ∈ B a C ∈ C, je tato:

|BC| = min ⇐⇒
−−→
BC ⊥ B a

−−→
BC ⊥ C.

(�esky: úse£ka BC je nejkrat²í p°í£kou podprostor·, práv¥ kdyº je k ob¥ma kolmá.)

18. Ov¥°te, zda va²e volba v úloze 1 je kartézská.

Pokud náhodou není, zvolte kartézskou sou°adnou soustavu a vyjád°ete sou°adnice v²ech relevant-
ních bod·.
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Uv¥domte si, ºe volba m¥°ítka odpovídá volb¥ velikosti hrany krychle. . .

19. V úloze 0 ur£ete vzdálenost

(a) bod· |AC|, |AF |, |AL| apod.,
(b) bodu A od p°ímky EH, GF apod.,
(c) bodu K od p°ímky AF ,
(d) bodu F od roviny KLM ,
(e) p°ímek AH a BC, AH a CF , AF a BG apod.,
(f) p°ímek AF a BC,

a to nejprve bez sou°adnic, poté analyticky (vzhledem k volbám z úlohy 18).

Uv¥domte si, ºe kaºdou z p°edchozích úloh umíme °e²it n¥kolika (mnoha) zp·soby:

20. �e²te n¥kterou z p°edchozích úloh n¥jak jinak.

Dob°e si rozmyslete, nakolik jsou jednotlivé nápady obecné/speci�cké.

Uv¥domte si, ºe z (tém¥° jakéhokoli) výpo£tu vzdálenosti dvou podprostor· lze vºdy rozpoznat
jejich vzájemnou polohu!

Bez názorné opory v krychli, °e²te následující úlohu:

21. Ve £ty°rozm¥rném eukleidovském prostoru, vzhledem ke kartézské sou°adné soustav¥, jsou
dány podprostory

B = {[1, 2, 0, 0] + t(0, 0, 1, 1) | t ∈ R}, C = {[−1, 0, 2, 0] + r(−1, 0, 2, 1) + s(1, 0,−1, 0) | r, s ∈ R}.

Ur£ete vzdálenost a vzájemnou polohu B a C.

Kolmost a odchylka.
Pomocí skalárního sou£inu umíme m¥°it odchylku dvou vektor·; speciálním p°ípadem je kolmost . . .

Se zobecn¥ním t¥chto pojm· pro obecné podprostory je trochu potíº, viz p°edná²ka. . .

Omezíme se jen na n¥kolik nevinných úloh.

22. V úloze 0 ur£ete

(a) v²echny moºné podprostory, které jsou kolmé k p°ímce AF a prochází bodem K,
(b) v²echny moºné podprostory, které jsou kolmé k rovin¥ KLM a prochází bodem F .

Nejpozd¥ji na tomto míst¥ si musí kaºdý uv¥domit, ºe v rovnicovém vyjád°ení podprostoru jsou
vid¥t sou°adnice k n¥mu kolmých vektor· (sr. s úlohou 3).

23. V úloze 0 ur£ete odchylku

(a) p°ímek AF a FC, AF a BC, KM a KL apod.,
(b) p°ímky KF od roviny KLM ,
(c) rovin ABC a KLM .

Odchylka p°ímky od lib. podprostoru je rovna odchylce sm¥rového vektoru p°ímku od jeho kolmého
pr·m¥tu do onoho podprostoru.

Pokud jste to tak v n¥které z p°edchozích úloh neud¥lali, rozhodn¥ zkuste nap°.:

24. V úloze 0 ur£ete kolmý pr·m¥t vektoru
−−→
KF do zam¥°ení roviny KLM .

Mnoho nezávisle formulovaných úloh spolu úzce souvisí, coº by nikdo nem¥l p°ehlíºet! Viz nap°.
následující post°eh:

25. Ozn. ϕ = odchylku p°ímky KF od roviny KLM a v = vzdálenost bodu F od roviny KLM .

Ukaºte, ºe v = |KF | · sinϕ.
6



Obsahy a objemy.
Z algebry si pamatujeme, ºe obsahy rovnob¥ºník·, resp. objemy rovnob¥ºnost¥n· n¥jak souvisí s
determinanty. Tento poznatek si osv¥ºíme a dále rozvineme. . .

Vzhledem k p°edchozímu v²ak nem·ºeme za£ít jinak neº

26. V úloze 0 ur£ete

(a) obsah trojúhelníku KLM ,
(b) objem £ty°st¥nu KLMF ,

a odtud vzdálenost bodu F od roviny KLM .

Nyní jeden výchovný p°íklad v rovin¥:

27. Vzhledem ke kartézské sou°adné soustav¥ jsou dány vektory

v1 = (3, 3), v2 = (7, 1).

Ur£ete obsah rovnob¥ºníku ur£eného t¥mito vektory, a to

(a) zcela elementárn¥ (po£ítáním £tvere£k·),
(b) pomocí vhodných transformací (nap°. na obdélník se stranami ve sm¥rech sou°adných os),
(c) pomocí determinantu (vn¥j²ího sou£inu),
(d) pomocí vý²ky na n¥kterou ze stran,
(e) pomocí odchylky vektor· u a v (a odtud vý²ky . . . ),
(f) pomocí determinantu (Gramova).

Navazující p°íklad v prostoru:

28. Vzhledem ke kartézské sou°adné soustav¥ jsou dány vektory

v1 = (3, 3, 0), v2 = (7, 1, 0), v3 = (−1, 1, 2).
Ur£ete

(a) obsah rovnob¥ºníku ur£eného vektory v1, v2,
(b) obsah rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory v1, v2 a v3.

Dob°e si rozmyslete, které nápady z úlohy 27 jsou pouºitelné, které nikoli a zda nemáme n¥jaké
dal²í.

Cestou si p°ipomínáme n¥kolik sympatických algebraických zobrazení:

• vn¥j²í sou£in = determinant chápaný jako V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
n

→ R,

• vektorový sou£in: V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
n−1

→ V ,

kde n = dimV , v²echno je antisymetrické, lineární ve v²ech sloºkách, . . .

V²imn¥te si, ºe ve vyjád°eních vektoru vý²ky znovu vidíme kolmý pr·m¥t . . .

Po této masáºi se m·ºeme vrátit k úloze 26 a ov¥°it výsledek mnoha r·znými zp·soby. . .

Na záv¥r jeden p°íklad ve vícrozm¥rném prostoru:

29. Vzhledem ke kartézské sou°adné soustav¥ jsou dány vektory

v1 = (3, 3, 0, 0), v2 = (7, 0, 1, 0), v3 = (0,−1, 1, 2),
body B = [2, 1, 0,−3], C = B + v3 a podprostory B = {B + tv1 | t ∈ R}, C = {C + sv2 | s ∈ R}.
Dokaºte, ºe umíte z jedné vody vy°e²it následující úlohy:

(a) ukaºte, ºe podprostory B a C jsou mimob¥ºné,
(b) ur£ete vzdálenost B a C,
(c) ukaºte, ºe podprostor B + C je nadrovina,
(d) ur£ete rovnicové vyjád°ení nadroviny B + C.
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[ Vektorový sou£in v1 × v2 × v3 se m·ºe hodit . . . ]

4. Transforma£ní úlohy � zobrazení

Chceme analyticky pokrýt shodná, podobná, (ekvi-)a�nní a projektivní zobrazení, o nichº víme v²e
podstatné z minulého semestru. Základní úkoly jsou v podstat¥ jenom t°i:

• pro dané geometrické zobrazení najít odpovídající sou°adnicové vyjád°ení,
• pro dané sou°adnicové vyjád°ení najít odpovídající geometrické zobrazení,
• mezi v²emi moºnými zobrazeními bezpe£n¥ rozpoznat ta základní.

Vyjád°ení zobrazení.
Nem·ºeme si pomoct a musíme zase za£ít s krychlí:

30. V úloze 0

(a) rozhodn¥te, zda jsou body B a G soum¥rné podle p°ímky p,
(b) ur£ete bod soum¥rný s B (p°íp. s dal²ími vrcholy krychle) podle p°ímky p,

a to nejprve bez sou°adnic, poté analyticky (vzhledem k volbám z úlohy 18).

Z °e²ení (b) uvíme vyvodit °e²ení (a), °e²ení (a) je snaz²í. �e²ení (a) i (b) umíme vyvodit z °e²ení
následující obecné úlohy:

31. V úloze 0 ur£ete soum¥rný obraz obecného bodu podle p°ímky p, tj. popi²te tuto soum¥rnost
jakoºto zobrazení celého prostoru (vzhledem k volbám z úlohy 18).

V tomto p°ípad¥ sta£í (vzhledem k °e²ení úlohy 30(b) (a n¥kolika málo uºite£ným poznatk·m!))
doplnit jenom pár v¥cí. . .

Obecn¥:

• soum¥rnost podle p°ímky je shodnost, a tedy a�nní zobrazení,
• a�nní zobrazení v prostoru dimenze 3 je zcela ur£eno obrazy 4 bod· v obecné poloze,
• dosazení 4 odpovídajících si dvojic bod· do obecného analytického vyjád°ení vede k soustav¥
4 · 3 = 12 lineárních rovnic a 3 · 3 + 3 = 12 neznámých,

• která má jednozna£né °e²ení, . . .

Ve vhodné sou°adné soustav¥ m·ºe být sou°adnicové vyjád°ení obzvlá²´ snadné:

32. Ukaºte, ºe ve vhodné sou°adné soustav¥ lze zobrazení z úlohy 31 vyjád°it takto:

x′ = x, y′ = −y, z′ = −z.
Ur£ete alespo¬ milión takových sou°adných soustav.

Maticový zápis p°edchozího vyjád°ení vypadá takto:x′y′
z′

 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ·
xy
z

+

0
0
0

 , resp.


1
x′

y′

z′

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ·

1
x
y
z

 .

33. V úloze 0 uvaºte sou°adnou soustavu s po£átkem v bod¥ D a bázovými vektory e1 = 1
3

−−→
DA,

e2 = 1
3

−−→
DC a e3 = 1

3

−−→
DG. Vzhledem k této sou°adné soustav¥ uvaºte zobrazení zadané p°edpisem

1
x′

y′

z′

 =


1 0 0 0
4 − 1

3 − 2
3 − 2

3
2 − 2

3 − 1
3

2
3

2 − 2
3

2
3 − 1

3

 ·

1
x
y
z

 .

Ukaºte, ºe toto zobrazení je soum¥rností podle p°ímky p = AH.
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34. Uv¥domte si, ºe sou°adná soustava v úloze 33 je kartézská a °e²te zbytek úlohy bez nápov¥dy.
Tzn. z daného vyjád°ení

(a) rozpoznejte typ zobrazení (tj. shodné/podobné/(ekvi-)a�nní/projektivní),
(b) rozhodn¥te, zda je regulární/singulární,
(c) rozhodn¥te, zda je p°ímé/nep°ímé,
(d) ur£ete v²echny samodruºné body a sm¥ry,
(e) ur£ete druh zobrazení (tj. soum¥rnost, otá£ení, stejnolehlost apod.).

Na rozlou£enou s krychlí:

35. Vzhledem k sou°adné soustav¥ jako v úloze 33 jsou dány t°i zobrazení pomocí roz²í°ených
matic: 

1 0 0 0
3 0 0 −1
3 −1 0 0
0 0 1 0

 ,


1 0 0 0
3 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0

 ,


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
3 0 −1 0

 .

Ukaºte, ºe kaºdé z t¥chto zobrazení je symetrií krychle a ur£ete která.

Zvídaví jedinci si hned spo£ítají, kolik je v²ech symetrií krychle a jakých jsou druh·. . .

Abychom vy£erpali v²echny slibované typy zobrazení, dopl¬ujeme je²t¥ pár úloh v rovin¥:

36. Vzhledem ke kartézské sou°adné soustav¥ jsou dány body

A = [0, 0], B = [2, 0], C = [0, 2], D = [2, 2]

a jejich obrazy

(a) A′ = [6, 2], B′ = [9, 2], C ′ = [7, 4], D′ = [9, 3],
(b) A′ = [6, 2], B′ = [9, 2], C ′ = [7, 4], D′ = [10, 4],
(c) A′ = [9, 4], B′ = [9, 1], C ′ = [6, 4], D′ = [6, 1],
(d) A′ = [9, 4], B′ = [9, 2], C ′ = [7, 4], D′ = [7, 2].

Pro kaºdý z t¥chto p°ípad· ur£ete analytické vyjád°ení odpovídající projektivní transformace a °e²te
v²echny podúlohy v 34.

Uv¥domte si, ºe v rovin¥ si v²e snadno znázorníte, odkud tém¥° v²e snadno odhalíte.2 V²echny
výpo£ty je proto vhodné konfrontovat s p°íslu²ným znázorn¥ním. . .

Základní zobrazení.
Základní je takové zobrazení, které má nadrovinu samodruºných bod· (tzv. nadosu).

Zobecn¥ná Desarguesova v¥ta nás pou£uje, ºe projektivní zobrazení má nadosu, práv¥ kdyº má
st°ed. Jak nadosa, tak st°ed mohou být jak vlastní, tak nevlastní.

Základní zobrazení m·ºe být jak regulární (nap°. stejnolehlost), tak singulární (nap°. promítání
do men²ího podprostoru).

37. Mezi zobrazeními z p°edchozích úloh vyberte v²echna základní, pojmenujte je a popi²te jejich
ur£ující prvky.

Podle typu zadání tento úkol °e²íme geometricky (bez po£ítání) nebo algebraicky. O základnosti
zobrazení rozhoduje, zda má dost samodruºných prvk·. V této souvislosti si uv¥domte, ºe samod-
ruºné sm¥ry ukazují na samodruºné body v nekone£nu. . .

38. V úloze 0 rozhodn¥te zda existuje základní zobrazení, které je symetrií krychle a zobrazuje
vrchol F na vrchol A (resp. B, C, . . . ). Pokud ano, pojmenujte je a popi²te jeho ur£ující prvky.

V této úloze nutn¥ pátráme mezi shodnými zobrazeními.

Pro kterýkoli z dal²ích typ· m·ºeme °e²it následující úlohu, kde � na rozdíl od p°edchozí situace
� máme obrovskou volnost:

2aplikace na následujícím odkazu m·ºe pomoct: https://ggbm.at/WpijCH4E
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39. V úloze 0 ur£ete alespo¬ milión základních zobrazení, která zobrazují vrchol F na vrchol A.

Z obdobných d·vod· jako vý²e zmi¬ujeme je²t¥ pár úloh v rovin¥:

40. Pozm¥¬te body v kaºdé podúloze 36 tak, aby odpovídající transformace byla stejného typu a
sou£asn¥ byla základní.

Nezapome¬te, ºe o základních zobrazeních v rovin¥ víme úpln¥ v²echno (v£etn¥ konstrukcí a mnoha
aplikací). . . 3

Skládání.
Skládání projektivních zobrazení odpovídá násobení jim p°íslu²ných matic.

41. Uvaºte v²emoºné sloºeniny symetrií krychle v úloze 35 a ur£ete druhy nov¥ vzniklých symetrií.

Je²t¥ n¥kolik jednoduchých zobrazení v rovin¥ (vesm¥s posbíraných z r·zných písemek):

42. V eukleidovské rovin¥, vzhledem ke kartézské sou°adné soustav¥, jsou dána následující zobra-
zení:

(a) osová soum¥rnost podle osy ur£ené body A = [0,−2] a B = [2, 0],
(b) posunutí o vektor v =

−−→
AB,

(c) otá£ení kolem bodu C = [0, 2] o 90◦ v kladném sm¥ru,
(d) stejnolehlost se st°edem v bod¥ D = [−2, 0] a koe�cientem k = −2,
(e) osová a�nita s osou ur£enou body C a D, sm¥rem w =

−→
CA a modulem m = + 1

2 ,
(f) st°edové promítání ze st°edu C do p°ímky BD.

Uvaºte v²emoºné sloºeniny t¥chto zobrazení a ur£ete druhy nov¥ vzniklých zobrazení.

Skládáním základních zobrazení jistého typu umíme vyjád°it jakékoli zobrazení tohoto typu. (To
je taky d·vod, pro£ se základním zobrazením °íká práv¥ tak.)

43. Nezákladní zobrazení v úloze 42 (resp. 36) vyjád°ete pomocí základních zobrazení.

Je²t¥ jedna krychle na rozlou£enou:

44. Nezákladní symetrie krychle v úloze 35 vyjád°ete pomocí základních symetrií.

No a to je zhruba v²echno. . .

5. Nápady

Tady uvádíme pro inspiraci n¥kolik moºných a osv¥d£ených témat k samostatné domácí práci:

1. Diskutujte zm¥nu analytického vyjád°ení vzhledem ke zvolené sou°adné soustav¥ (viz nap°. cvi-
£ení 5.2).4

2. Ur£ete v²echny spole£né p°í£ky t°í navzájem mimob¥ºných p°ímek. P°edstavte, p°íp. znázorn¥te
p°ímkovou plochu ur£enou t¥mito p°í£kami (viz nap°. úlohu 14).

3. �e²te jednu úlohu n¥kolika r·znými zp·soby, porovnejte výsledky, diskutujte moºnosti a vý-
hody/nevýhody toho kterého postupu (viz nap°. vzdálenosti podprostor·, objemy mnohost¥n· apod.).

4. �e²te n¥kterou z úloh zmi¬ovaných na p°edná²ce, na n¥º se v²ak na cvi£ení nedostalo (viz nap°.
odchylku obecných podprostor·).

5. �e²te n¥kterou ze standardních úloh v homogenních sou°adnicích a porovnejte s odpovídajícím
°e²ením v sou°adnicích a�nních (viz nap°. vzájemné polohy podprostor·).

3viz téº https://ggbm.at/az7e9qsC
4odkaz mí°í do osnovy k p°edná²ce, http://is.muni.cz/el/1441/podzim2018/MA2BP_PGE/um/osnova.pdf
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6. Srovnejte elementární a algebraický p°ístup k n¥jakému klasickému geometrickému tvrzení nebo
problému (viz nap°. Thaletova v¥ta, st°ed kruºnice vepsané apod.).5

7. Srovnejte konstruk£ní a po£etní °e²ení n¥jaké stereometrické úlohy (viz nap°. úvodní úlohu 0).

8. Srovnejte konstruk£ní a po£etní °e²ení n¥jaké transforma£ní úlohy (viz nap°. skládání základních
transformací, obraz pravidelného mnohoúhelníku apod.).

9. A tak dále a tak podobn¥. . .

5uºite£ným zdrojem m·ºe být http://is.muni.cz/th/13813/prif_d/dizerJE.pdf
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